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cette Encyclopédie Kangourou est un outil de travail...

... pour les éléves de quatriéme et de troisiéme qui veulent bien connaitre ce
qu’il leur faut savoir, en mathématiques, a la sortie du collége.

... pour les éléves de seconde qui souhaitent disposer d'un véritable livre de
référence ou ils trouveront ce qu'ils ont peut-étre oublié ou mal compris.

® N'hésitez jamais a consulter I'index : c’est I'entrée principale de toute
encyclopédie.

® Ce qu'il faut comprendre, savoir ou savoir faire en fin de collége est ici pré-
senté en 16 thémes réunissant plus de 250 “écrans” présentant toutes les
définitions, propriétés et savoir-faire utiles ; des exemples-types
et des situations de présentation articulent ces savoirs avec la pra-
tigue quotidienne.

Dans les marges de multiples exercices complétent cette liaison des mathé-
matiques avec la culture générale et la vie de tous les jours. Toutes
les questions sont précédées d'un carré rouge et corrigées a la fin du livre.
A la fin de chaque théme un test permet de s’auto-évaluer.

® Jout au long de la lecture ou de la consultation de cette encyclopédie, on
verra que I'esprit “Kangourou” sait allier le sérieux avec un brin de malice.
Outil de travail, certes mais “outil de plaisir” aussi (pour I'esprit bien sir) et
“outil de réflexion”.

Les pages magazine, 4 la fin de chaque théme, montrent aussi comment
les mathématiques se sont construites pour étre ouvertes au monde...

Et s'il suffisait de s’intéresser aux mathématiques pour qu’elles

deviennent tout simplement faciles ?
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THEME

Des cailloux aux calculs

« Dieu a créé les nombres entiers, tout le reste est I'cuvre de
I’homme. », disait le mathématicien Kronecker.

Cette ceuvre peut paraitre assez disparate : les fractions, la
racine de deux, le nombre 7, les nombres négatifs...

Quel est donc le lien qui unit tous les nombres au sein d’une
méme famille ? A I’heure ot les programmes scolaires utilisent
tacitement toutes sortes de nombres, ce que nous révélons ici
peut vous aider a clarifier vos idées sur ce theme fondamental.

Les nombres

Pendant longtemps, on a représenté les objets ou les animaux a comp-
ter par des petits cailloux qui se manipulaient plus facilement que les
choses qu’ils représentaient ; c’est I’origine du mot calcul (en latin
caillou se disait calculus).

B Nombres entiers

Au bout de ses mains. le bébé
homme découvre ses dix doigts,
dont le nombre servira de base a
notre systéme de numération.

Plus tard, ces premiers nombres
s'enrichiront d'un “signe” : les entiers
‘naturels” et leurs opposés compo-
sent la famille des entiers relatifs.

Pour mesurer plus finement

Bien adaptés pour ce que f'on peut
compter (le “dénombrable”), les
entiers ne suffisent pas pour d'autres
types de grandeurs : longueurs,
masses, temps... Il faut alors
subdiviser [unité. Décimaux et
écritures fractionnaires en sont issus.

Toujours plus fin

Certaines longueurs sont restées
refractaires a toute mesure par des
fractions. |l a fallu imaginer de
nouveaux nombres : les “réels”.

L’écriture des nombres
P

ON A RETROUVE, prés de .- -
Memphis, en Egypte du 5
Sud. une stéle datant de plus de
3000 ans av. 1.-C. On y recon- ;
nait I'écriture de deux nombres
représentant peut-étre 1'effectif
d’un troupeau de canards : les
nombres111200 et 121023.

Les “chiffres” des égyptiens ressemblaient en effet a ceci :

o r\ a0y & oo 1 (1000) I (10000) _#*® (100 000)

©O NNNNN
I

® | es babyloniens (qui se servaient de la base 60) écrivaient ainsi :

256 s'écrivait alors . Pour le méme nombre 256 :

@ [es grecs utilisaient des lettres (H pour hekaton, cent, A pour delta, dix, I" pour

pente. cing) : H H 13‘ F I
® Les romains aussi utilisaient des lewres: (T (C L VI

® Et les hindous inventérent des chiffres dont on retrouve un peu la forme chez les

arabes, puis chez nous : gz %) ?
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La base deux est utilisée en électro-
nique et en informatique parce que les
deux chiffres O et 1 modélisent les
deux états d’'un circuit électrigue : le
courant passe ou ne passe pas.

§ NOMBRES ENTIERS
|

Ecriture en base dix

Les nombres entiers naturels (0,1,2.3,4,5.6.7,8.9.10, 11, 12. 13....) sont
en nombre infini.

Un systéme astucieux (la numération de position a base dix) nous permet de les écri-
re tous avec seulement 10 symboles (les chiffres). En voici le principe :
Chaque chiffre a dix fois plus de “poids™ que le chiffre situé immédiate-
ment 2 sa droite.
EXEMPLE
12345=1x10000+2x1000+3x100+4x10+5x1
504=5x100+0x10+4x1
La grande découverte fut I'invention du zéro pour marquer I"absence de certaines
puissances de dix (des dizaines dans 1'exemple 504). On attribue I'invention de cette
notation aux hindous. au début de notre ére.
On a choisi de regrouper par paquet de dix les unités. puis ces paquets eux-mémes et
ainsi de suite. Mais. d autres choix sont possibles. Par exemple. on peut décider de
regrouper en paquets de deux unités pour faire une unité de la colonne suivante. C’est
la base “‘deux”. Avantage : on n'a besoin que de deux chiffres pour écrire tous les
nombres. Contrepartie : les nombres ont vite un grand nombre de chiffres.
EXEMPLE

Un nombre s’écrit en base deux 101 110. Cela signifie qu’en base dix il s’écrira
IX324+40x 16+ 1 x8+1x4+1x2+0x1=46.

Base hult

Pour faire une clé. on pratigue des
incisions d’une certaine profondeur
sur une ébauche.

On sait couramment pratiquer huit
profondeurs distinctes sur une inci-
sion.

..T.
1

et

B Avec quatre incisions au plus,
combien peut-on réaliser de clés
différentes ?

1.2 La base deux

Tous les dispositifs susceptibles de prendre deux positions ou
deux états sont bien adaptés a la représentation des nombres
écrits en base deux. Les doigts d'une main pouvant étre cha-
cun levé (1) ou baissé (~0) permettent ainsi de compter de
043l

Voici par exemple. deux €critures “binaires™ du nombre 29.
A chaque doigt est associée une puissance de deux.

A chaque position de chiffre est associée une puissance de
deux.

Pratiquement. pour passer de la base deux a la base dix. on I 1 [1 I 1 | 0 I 1 |
ajoute les puissances de deux correspondant aux chiffres =17
de I"écriture du nombre :

; . ' ' > 29

1 1 1 0 1

29| 2

Et pour passer de la base dix & la base deux. on effec- 1(14| 2
tue des divisions successives par deux : les restes don- 0|72
nent la suite des chiffres (& I'envers). 113

=
et (DD
(=3}




Dans I'ensemble des nombres entiers
relatifs, toutes les équations du type
a + x = b ont une solution.

Le lion est mort ce solr

Dans la réserve de Wagalulululu, il y a
235 lions, 243 antilions, 120 anti-anti-
lions, 350 anti-anti-antiHions, 120 anti-
anti-anti-anti-lions et 84 anti-anti-anti-
anti-anti-lions.

I Qusl est le nombre de lions ?

500 328
+325 +153
-243 +161
+120 -422
-350 +537
-120 -286
+ 84 - 83

+374
~133

La soustraction était bien malheureuse dans I’ensemble des entiers naturels. Une fois
sur deux. elle était une opération impossible ! Alors. pour la consoler, on a inventé un
nouvel ensemble de nombres ol toutes les soustractions étaient faisables. Il a suffit
d"adjoindre aux entiers naturels de nouveaux nombres écrits comme les anciens mais
précédés d’un signe “moins”.

1.3 Le vocabulaire des relatifs

Les entiers naturels (0 ;13 2 ; 3; 4...) sont les nombres relatifs positifs.
On peut les écrire précédés d’un signe + et entourés de parenthéses.
EXEMPLE: (+ 7)=T7.
Les nombres 0 ; —1 ;-2 ; — 3 ; —4... sont des nombres relatifs négatifs.
On peut les entourer de parenthéses.
EXEMPLE : (- 7).

Les entiers relatifs 3 et (— 3) sont des nombres opposés ; leur somme est
nulle.
L'opposé d’un nombre relatif a se note — a ou (—a).

1.4 Représenter les relatifs

Des points graduant réguliérement une droite donnent une bonne image de I’ensemble
des entiers relatifs.

e e e e e A —— ) — O — O — O ——1)
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 &5 4 5 6 7

1.5 Pratique des nombres relatifs

Les nombres négatifs représentent des quantités analogues aux nombres positifs mais
considérés dans un autre “sens”. Pour chaque situation, ce “sens” doit étre précisé.

Voici deux exemples. Crédit | Débit
Le caissier d’'un magasin note dans la colonne 243 F
“crédit” toutes les sommes qui lui sont données : 120F | 200 F
et il note dans la colonne “débit™ toutes les
sommes qu’il verse & des clients.

a) Quel est le “bilan™ de la journée ?

b) Sachant qu’il avait 500 F dans la cais-
se au début. quel calcul doit-il effectuer
pour savoir combien il a dans la caisse a
la fin ?

l::tape de montagne

Voici le profil d’une étape du
tour de France sur lequel les g
dénivellations sont indiquées R
en rouge. T
Calculer I'altitude d arrivée.




En réduisant au plus grand dénormnina-
teur I'écriture

47+£+i +L

10 100 1000
sous la forme
47 851
1000

on s'apergoit Qu'un nombre décimal est
simplement le quotient d’un entier par
une puissance de dix.

lilustration de couverture de I'édition de
1634 des livres de Stevin en frangais :
“Celui qui cueille les fruits de la
connaissance n'est jamais seul !".

§ POUR MESURER PLUS FINEMENT

Pour pouvoir mesurer des grandeurs avec une précision plus fine que I"unité. on a eu
I'idée d'écrire d’autres chiffres & droite du chiffre des unités. Un séparateur placé
juste a sa droite (la “virgule™ ou le “point décimal”) permet de repérer la place du
chiffre des unités ; apres la virgule chaque chiffre a dix fois moins de “poids™ que son
voisin de gauche.

EXEMPLE

) - . . 8 5 1
47,851 = 47 unités 8 dixié 5 centié 1 milligme =47 + —+—+ ——.
unités 8 dixiémes 5 centiémes 1 millieme % Vg T
Les dixiemes. centiemes. milliémes sont le résultat de la subdivision de I’unité en dix,

cent, mille...

1.6 Nombres décimaux

Les nombres décimaux sont les nombres égaux au guotient d’un entier
par une puissance de 10.

Voici une image de “zooms” successifs dans I'ensemble des nombres décimaux :

1 1 1 1 Il L I l 1 1 H 1

-1 0 1 2 3 4 5 6

1 1 L L 1 L 1 1 L L

1
3 3.0 32 33 34 35 36 3.7 3.8 39 4

361 363 3.65 367 269
B G P T N

36 362 364 366 368 37

1.7 La Disme de Simon Stevin

A partir du x1v* sigcle, les « astrologues, arpenteurs, mesureurs de tapisserie, maitres
de monnaies, marchands et autres stéréométreurs » apprirent le systéme de numéra-
tion arabe et la maniére de faire les opérations.
Voici comment en 1585 dans un livre intitulé La Disme, I"ingénieur hollandais Simon
Stevin leur expliquait 1'usage des nombres décimaux.

DErviTioN |
Disme est une espéce d’arithmétique. inventée par la Dixieme progression consistente es caracteres des
chiffres. par lesquels se décrit quelque nombre, et par laquelle I'on dépéche par nombres entiers sans rom-
pus, tous comples se rencontrant aux affaires des hommes.

Dermsimiox 11
Tout nombre entier proposé se dit COMMENCEMENT, son signe est tel @.

ExpLICATION
Par exemple nombre proposé de trois cent soixante-quatre COMMENCEMENTS, les descrivant en cette sorte
364D. Et ainsi de tous autres semblables.

Derinmion 1T
Et chaque dixiéme partie de I"unité du COMMENCEMENT nous la nommons PRIME. son signe est tel O ; et
chaque dixieme partie de I'unité de prime nous la nommons SECONDE, son signe est tel &. Et ainsi des
autres chaque dixiéme partie. de I'unité de son signe précédent. toujours en I"ordre un davantage.
Explication

Comme 3072539@, c’est-a-dire 3 Prime 7 secondes 7 tierces 9 quartes : et ainsi se pourrait procéder en
infini. Mais pour dire e leur valeur. il est notoire. que selon cenie définition. lesdits nombres font -+ -
32 ensemble ]‘Eﬁ. Semblablement 8890327@ valent 8 % = ﬁ ensemble %. Et ainsi
d’autres semblables. I faut aussi savoir que nous n"usons en la Disme d"aucuns nombres rompus. aussi que
le nombre de multitude des signes, excepté 0. n'excéde jamais le 9. Par exemple nous n’écrivons pas

7@12@. mais en leur lieu8@2@. car ils valent autant.




Solutions d'une équation

Dans I'ensemble des nombres ration-
nels, toutes les équations du type
ax=b(avec a= 0 et ou a et b sont
des entiers) ont une solution.

10 _315 20 _25 30 35

6 9 12 15 18 21
Que d’écritures pour un seul nombre !

é=
3

1.8 Fractions et nombres rationnels

Les nombres qui sont le quotient de deux entiers relatifs sont appelés les
nombres rationnels.

Du coup. tous les résultats de divisions d’entiers sont des nombres ration-
nels. Et tous les rationnels peuvent s’écrire sous forme de fraction (quo-
tient dun entier par un entier).

EXEMPLES DE NOMBRES RATIONNELS :

1. 23 10000 5

1
271007 1789 ' 4 1

En fait un méme nombre rationnel peut s’écrire sous forme de fraction d’une infinité
de fagons, comme le montre I’énoncé ci-dessous.

1.9 Simplification des écritures fractionnaires
Si k. a et b sont des entiers non nuls, alors :

ko _a
kb~ b
1. 10 Ecriture décimale, écriture fractionnaire
Les nombres entiers ont une écriture fractionnaire simple : 421 = %
5173
Les nombres décimaux aussi : 5,173 = .
B 1000

Recherche de décimale
B Quelle est la 7 000° décimale du

mbre ————
e 7 000

Etonnant !
Les chiffres 1 4 2 8 5 7 se répétent
indéfiniment dans ["écriture décimale

du nombre %

0 Cela peut-il expliquer les fantas-
tiques résultats des multiplications
suivantes ?

142 857 x7=7

142 857 x6="7

142 857 x5=17

142 857 x4 =7

142 857 x3=7

142 857 x2="7

1. 11 La technique de division

A partir de I"écriture fractionnaire d'un nombre rationnel. la technique
de la division permet de trouver une écriture décimale du méme nombre.

Si la division “s’arréte”, le rationnel est un nombre décimal. Il a une écriture décimale
(finie).

C’est le cas du quotient —L—O =17,5.

Si la division ne §’arréte pas, le rationnel n’est pas décimal. Il a une écriture décima-
le “illimitée”, mais on peut remarquer que cette écriture est périodique (un chiffre ou
une suite de chiffres s’y répéte).

C’est le cas du quotient ?

i—: 025 et —139 = 3,333 333 333 333...

Le m:tmbnel est décimal,

le nombre % ne I’est pas.
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Portions de carrés

Voici quatre carrés coloriés.

B Quelle fraction de chacun a été colo-
rié en rouge et lequel est “le plus”
coloré ?

A B

Laplace

1. 12 Points ayant une abscisse fractionnaire

® On veut placer sur une droite graduée les points dabscisse fractionnaire.
EXEMPLE

B est le point d'abscisse 3/4. On partage I'unité en 4 (des quarts). B est le troisieme
des points marqués.

D est le point d"abscisse — 1/4. On partage le segment [— 1 ; 0] en 4 et D est le pre-
mier point marqué a partir de 0.

2 2
C est le point d’abscisse 11/3. % :% —; =3+ ; On partage le segment [3 : 4] en
3 (des tiers). C est le deuxiéme point ainsi marqué.
-1 D O B 1 2 3 C 4
—1/4 3/4 11/3

D’autres représentations des fractions

@ [ es fractions interviennent dans toutes les situations de partage de grandeurs et d aires
en particulier. L aire d’une certaine figure est prise comme unité. Cette figure est divisée
en parties d"aires égales. Les aires des parties s’expriment alors en “fractions™.

3/8

5/6

1. 13 Les discours de Laplace

Pour la grande histoire. on a conservé le discours de Laplace 2 I"Ecole Normale. le 11
Floréal. An I1L Il s adressait aux citoyens-éleves de la toute nouvelle Ecole Normale.
qui allaient devoir répandre la Culture et la Science chez les instituteurs de la
République. En voici un extrait :

« Jinterromps aujourd'hui l'ordre des lecons de mathématigues pour vous entretenir
du systeme des poids et mesures qui vient d’étre définitivement décrété par la
Convention nationale (...). On vous demande pour faire un habit deux aunes et un
tiers de drap ; vous trouverez qu’un tiers, ¢'est trop, et vous ne prenez qit’'un quart,
mais vous n'avez pas une idée nette de combien un tiers est plus grand qu’un guart.
Vous avez vu qu’il faut faire un certain calcul pour réduire ces fractions au méme
dénoninateur ; notre esprit ne congoit et ne compare facilement que les nombres
Sfractionnaires dont le dénominateur est le méme, parce qu'il regarde le dénominateur
comme un tout dont il voit les différentes parties. Cet inconvénient n’a pas lieu dans
Uarithmétique décimale car I'avantage des fractions décimales est d’avoir toujours
le méme dénominateur ou de pouvoir y étre rapportées trés aisément : de sorte que,
depuis un jusqu'a dix, vous avez un seul dénominateur. et de méme depuis 10 jusqu’a
100, er ainsi de suite, si on vous demande, par exemple, trois métres et trois déci-
metres d'une étoffe, et que 1'on trouve qu'il n'v en a pas assez, er on en prendra
quatre ou cing décimetres. efc.

Vous en éprouverez a le faire entendre aux instituteurs. qu’une longue habitude a
Sfamiliarisé avec les anciennes mesures ; il leur paraitra compliqué : car I'homme
est naturellement porté a rejeter sur la complication des choses, la peine gue ses
préjugés et ses habitudes lui donnent a les concevoir ; mais votre zéle éclairé sur-
montera ces obstacles. »




1"

Découpage de carrés

En découpant deux carrés de coté 1
(et donc d’aire 1) et en réassemblant
les quatre morceaux comme ci-dessus,
on obtient un carré d'aire 2.

B Quel est le cdté de ce camré 7

aire 1

aire 2

# TOUJOURS PLUS FIN

Les choses s étaient déja bien arrangées depuis I'introduction des nombres rationnels.
Mais il restait des équations sans solution. et ces équations. on les rencontrait dans
des situations géométriques concrétes. Par exemple 1'équation x* = 2. Sa solution est
la longueur de la diagonale d’un carré de c6té unité.

On sait démontrer depuis longtemps (la démonstration figure dans les Eléments
d’Euclide) que la solution de cette équation n’est ni un nombre entier. ni le quotient
de deux entiers (autrement dit pas un rationnel). Il faut donc se résoudre & accepter
I"existence d’une nouvelle catégorie de nombres.

1.14 Les nombres réels

1l existe un ensemble de nombres, contenant tous les nombres précédem-
ment connus (entiers, décimaux, rationnels) et des nouveaux nombres,
solutions d’équations du type x 2 = a avec a positif, ainsi que quelques
autres qui seront évoqués plus loin.

Les mathématiciens ont appelé cet ensemble, 1'ensemble des nombres
réels.

Il reste dans I'ensemble des nombres réels des équations sans solution : par exemple
I"équation x* =~ 1.

On peut donc se douter que les réels seront un jour “plongés™ dans un plus grand
ensemble de nombres ol toutes les équations auront des solutions. Mais ceci est pour
un peu plus tard...

La spirale des racines

1

= intervient dans tous les objets
-onds.

1.15 Les racines carrées

L’équation x ? = 2 a deux solutions, opposées 1'une de ’autre. On décide

de désigner par I'écriture V2 celle des deux qui est positive (et par - V2
son opposée).

Plus généralement, si @ est un nombre positif, I’écriture V a désigne le

X
nombre positif dont le carré est a et I'écriture —~ \a le nombre négatif
dont le carré est a.

Certaines racines carrées sont des nombres entiers, ou des nombres décimaux :
9
Val=9: Vime=oss [P 2
27 V9 3

D’autres n’ont pas d’écriture plus simple que celle qui utilise le symbole Vf

La calculatrice en donne une valeur approchée décimale : \/i =1.4142135263...
Cette écriture décimale est illimitée et non périodique.

1.16 Le nombre

Vous connaissez depuis longtemps, sans le savoir, un nombre réel, ni déci-
mal, ni rationnel, ni solution d*aucune équation simple.

C’est le nombre 7. coefficient de la proportionnalité qui lie le diamétre
d’un cercle a sa longueur.

Ce nombre 7 a lui aussi une écriture décimale illimitée et non périodique
dont un petit extrait figure en bas de la page suivante.
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B L'habit ne fait pas le moine

Ce n'est pas parce qu'il y a des
racines dans I'écriture d'un nombre
qu'il est irrationnel.

Regardez :

V1024 et \/5—75—1.

Ce n’'est pas parce qu'il y a un quo-
tient qu'un nombre n’est pas un
entier.

.. 102 1001
Feg b7 & 7x11x13

Ce n'est pas parce que deux nombres

sont proches I'un de l'autre qu'ils

appartiennent 3 la méme catégorie.
22 355

Regardez : = et 113"

m=3,141 582 653 589 793 238
462 643 383 279 502 884 197 169
399 375 105 820 974 944 592 307
816 406 296 208 996 628 034 825
342 117 062 982 148 086 513 282
306 647 093 844 699 550 582 231
725 359 408 128 481 174 502 841
027 019 385 211 055 596 446 ...

1.17 La droite graduée, image de I'ensemble des réels

Voici un point de vue qui peut vous éclairer sur ce que sont les nombres réels. I1 s’ex-
prime par une propriété qui relie cet ensemble de nombres & un ensemble géomé-
trique familier, la droite et qui s’énonce ainsi :

Il ¥y a “autant™ de points sur une droite que de nombres réels, autrement
dit, on peut, i tout point d’une droite associer un nombre réel et un seul.
Une droite graduée est donc une représentation privilégiée de I’ensemble
des nombres réels.

-1 -0,5 0 1 [ ‘ 2 3
| . L S VI S T L L
—1/4

1.18 Un nom pour chaque ensemble de nombres

Les mathématiciens se sont mis d'accord sur quelques notations pour désigner les
ensembles de nombres.

f : ensemble des entiers naturels
Z : ensemble des entiers relatifs

[ : ensemble des décimaux relatifs
@ : ensemble des rationnels

R : ensemble des réels.

1.19 Le zoo des nombres

NCZcDcCQCR. Voici une représentation ensembliste :




Demi-cercle

La longueur d'un demicercle de rayon r
est rx n. La longueur d'un demicercie
derayon 1 est1 xm.
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Dans cette situation :

® on a vu que des longueurs sont
mesurées par des nombres “réels” de
différentes catégories.

® on a rencontré des nombres entiers
et decimaux et des nombres non ration-
nels.

@ on a interprété, en terme de “péri-
metre”, la somme de ces nombres de
différents types.

1.20 Un exemple-type : le périmétre d'une figure

Sur du papier quadrillé. on dispose d’une unité toute préte, le coté du carreau. Il est
facile, alors, de mesurer des longueurs.

Et pourtant, cela devient vite plus compliqué qu'il n'y parait.

Donnée : la figure ABCD ci-dessous.

Question : quel est le périmétre (en coté de carreau) de cette figure ?

11 faut évaluer des différents segments qui composent la figure. ainsi que la mesure
du demi-cercle.

® Pour [AB], tout va bien. Le c6té du carreau est reporté un nombre entier de fois
pour composer le segment [AB]. C’est un probleme de dénombrement : AB = 4 car-
reaux. La mesure de [AB] est un nombre entier.

® Pour [BC], il faut déja un outil supplémentaire : il faut subdiviser les carreaux. On
a besoin d'un nouveau type de nombre pour écrire cette mesure. On effectue un
changement d"unité : on mesure en
“demi-carreau” et selon qu’on est ou
non d’origine anglo-saxonne, on écrit

BC= 5% carreaux ou BC = lzl car- 1
reaux. La mesure de [BC] est le quo-

tient de deux nombres entiers. On
peut aussi utiliser une écriture a virgule

de ce nombre et préférer écrire D A/ \ C

BC = 5.5 carreaux. La mesure de [BC] o
est aussi un nombre décimal. [

® Pour le demi-cercle allant de C 4 D, l /
on passe a une nouvelle famille de

nombres : en effet le nombre de car- /
reaux obtenus si on “‘dépliait” la ligne

CD ne serait ni un entier. ni un déci-
mal. ni un quotient d’entiers. C’est un
nombre que les mathématiciens dési-
gnent par une lettre grecque : le
nombre 1. Le nombre 7 appartient a
I'ensemble des nombres réels.

0B
® Enfin [DA] lui non plus ne peut se 1 T
mesurer en carreaux ni par un nombre

entier, ni par un décimal, ni par un quotient d’entier.

La mesure de [DA] vérifie I'égalité DA? = 2% + 5.52, soit DA® = 34.25 (voir
Théme 10 : Le théoréme de Pythagore).

Le nombre dont le carré est 34,25 n’est ni entier, ni quotient d’entiers. On lui a
inventé une écriture spécifique.

On écrit DA = 'V 34,25 carreaux.

Ce nombre est lui aussi un nombre réel.

® Et pour obtenir le périmétre de la figure, il faut encore ajouter ces quatre résultats :
44lens V325

Avec une calculatrice, on trouve une approximation du résultat avec deux décimales
apreés la virgule (au centiéme prés) : 18,49,
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LES MAINS
SUR LA TABLE

Pour avoir le résultat
d’une multiplication par
9, placer ses dix doigts

devant soi; le résultat
9 x n se voit en abais-
sant le n*m doigt !

Voyez, par exemple, la
troisiéme case du
tableau ci-contre :

9% 3.

En abaissant le 3¢
doigt, on voit 2 doigts
levés a gauche et 7
doigts levés a droite;
c’est le résuitat : 27.

Justification

Si le n'®™e doigt est baissé,
alorsily a

n — 1 doigts levés a gauche
(c'est le nombre des
dizaines)

et 10 — n doigts levés a
droite (c'est le nombre des
unités) ;

le résultat est bien
10(n-1) + 10 - n,

soit exactement 9n.

Jeux de mains, jeux de malins

)

119 % 10 = 90}
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L B Ot onsans  L’algorithme des pieds et des mains

LE CCEUR NI LA TETE

Combien font 8 X7 ?

Pour ceux qui n’armivent pas a  Avec les doigts de votre coté Avec les doigts de votre coté
se souvenir de leur table de  gauche. indiquez 8 droit, indiquez 7
muttiplication, il existe un truc (5 doigts de pied (5 doigts de pied
fabuleux : c'est I'algorithme des  + 3 doigts levés de la main + 2 doigts levés de la main
pieds et des mains.  gauche). droite).
La légende prétend que "
Pythagore avait réussi a 5 dizaines
I'enseigner a un chimpanzé
apprivoisé...
Pourquoi ne pas 'apprendre +
vous aussi ?

Et le résultat se lit sur les doigts de la main.

En additionnant les nombres de doigts levés, on obtient le chiffre des dizaines. ici 5.
En multipliant les nombres de doigts abaissés, on obtient le chiffre des unités. ici 6.
Etc'est vrai : 8 X7 =56 !

. = . Et6x77?
# Des pieds a la téte

Ce qui serait magnifique, c’est
que vous arriviez a justifier cet
algorithme de maniére a expli-
guer pourquoi il marche dans
tous les cas.

11 vous faut d’abord com-
prendre ce qu'il est nécessai-
re de démontrer :

ie produit (5 + &a)(5 + b)

est égal a

10(a+ b)+ (5—-a)5 - b).

Ce n'est tout de méme pas
deux développements qui vont
vous faire peur...

Le plus intéressant est que ¢a marche pour tous les produits de facteurs entre 5 et 10.
Essayez-vous méme, 6 X6, 7x7, 8x8, 6x8 5x7..
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Test 1

Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, Dou E

Questions

Parmi les cinq nombres
suivants, — 1. V2 -1,
V2-1, V2,5, ilya...

Quels sont les nombres
égaux ?

Entre—4,2et4.2.ilya
exactement...

Quels sont les nombres
égaux ?

Y a-t-il des nombres déci-
maux qui soient entiers ?

Quels sont les nombres
égaux ?

Quels sont les nombres
plus petits que 1 ?

Les trois-quarts de 2
heures, cela fait...

Quelles sont les nombres
qui ne valentni 0, ni 1 7
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Le berger calculateur

Au début, lorsque I’agriculture et I’élevage fixérent les hom-
mes sur leur sol, le berger apprit a compter ses moutons. Et
puis, la vie s’est compliquée. Il a pu acheter les moutons de
son voisin. Il a eu besoin de compter les moutons manquants
apres le passage du loup, des voleurs de bétail et du fisc. I
s’est bientot trouvé a la téte de multiples troupeaux. Et peut-
étre lui a-t-il fallu partager le troupeau hérité de son oncle
d’ Amérique avec ses nombreux freres et sceurs. Pour faire
tout cela, les quatre opérations n’ont pas été de trop!
D’autres ont été inventées, la technologie est arrivée...

Opérer, opération — du latin opera qui signifie cuvre, travail mais
aussi ouverture ; faire des opérations, c’est du travail, mais cela ouvre
en méme temps 1’esprit et des perspectives futures !

B Le sens des 4 opérations

Additionner, soustraire, multiplier,
diviser... connaissez-vous le sens de
chacune de ces actions ?

A chaque écriture, $a technique

Il'y a beaucoup de nombres et en
plus chaque nombre a plusieurs
écritures différentes. Les
techniques opératoires sont plus ou
moins simples selon ['écriture.

Une nouvelle opération : la puissance
Le premier jour, Il créa les nombres.
Le deuxieme, Il créa I'addition. Le
troisieme, Il créa son inverse la
soustraction. Le quatriéme, lassé
de répéter des additions, Il créa la
multiplication. Le cinquiéme, Il créa
son inverse la division. Le sixiéme,
lassé de répéter des multipli-
cations, Il créa les puissances. Et
le septieme jour, content d'avoir
créé l'arithmétique, Il se reposa.

Les surprises des nombres

UT LE MONDE connait les techniques de la multiplication et de la division depuis

I’école élémentaire. La calculatrice peut évidemment remplacer ces techniques,
mais elle ne remplace pas le plaisir de la découverte.

8 En voici quatre exemples oll vous n’aurez pas trop de mal a remplacer les ? par

des chiffres. 1111111111
11111111 |9
: x 1111111 111

o B i W ML W W]
- LI N I O s s s s a8 B snan
- L B I N N NN N

Attention, les résultats
sont malicieux !

e TR I N2

100 000 000 000 000 | 98
1020408163262

116 415 321 826 934 814 543 125
X 8 589 934 592

22 222 122772 222272 77272

LL-]

~
"~
2
(2]
L~
-~
o~
L]
"~
LR~ ]
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une addition

142
+ 93
238
la méme & I'envers
332 235
e - 93

143 142

et ¢'est une soustraction !

I LE SENS DES 4 OPERATIONS

Addition et réunion

Si un ensemble contient a objets et si un autre ensemble contient b autres
objets, alors ces deux ensembles réunis contiennent a + b objets.

La somme de deux nombres est le résultat de leur addition.

Le successeur de 1'entier a est noté a + 1. ainsi 3 est le successeur de 2. a + 2 est le
successeur du successeurde a:(a+ 1)+ 1 =a+ 2.

2.1

a + b peut étre considéré comme le b-iéme successeur de a ; en effet :
a+b=(((a+ 1)+ 1)+ ...)+ 1 (le symbole 1 est écrit b fois).

Si un ensemble contient @ objets et si un autre ensemble contient 0 objet. alors ces
deux ensembles réunis contiennent g objets :a+0=0+a=a.

2.2 Soustraction : une addition a I'envers

La différence a — b de deux nombres a et b, est le nombre qu’il faut ajou-
ter a b pour trouver a.

Autrement dit, par définition, a — b est la solution de I’équation x + b = a.
La soustraction est 'opération, qui, & deux nombres fait correspondre
leur différence.

Sia=b.alorsa—b=0.
Si a < b. alors a — b est un nombre négatif.
Sia > b, alors a — b est un nombre positif.

Une différence peut toujours étre considérée comme une somme :a—b=a + (- b).

B [9 1011|1213 |14

n
o
o

17 [ 1819|2021

22123124 (25(|26(27 |28

2913031 |32|33 34|35

2.3 Multiplication : une addition répétée

Un nombre entier # et un nombre a étant donnés, la multiplication de a
par n équivaut a une addition de » termes égaux a a.

nxXa=a+da+..+a.
—

(n fois)
Le produit de deux nombres est le résultat de leur mulitiplication.

2.4 Aire du rectangle et multiplication

Si des objets sont répartis dans un tableau rectangulaire ayant n lignes et
p colonnes. alors il ¥ a n X p ohjets.

Si la longueur et la largeur d"un rectangle sont mesurées par des nombres entiers. 1 aire
de ce rectangle est le produit de ces deux nombres.
De méme le produit de deux nombres rationnels ou décimaux s’interpréte comme

I"aire du rectangle ayant ces nombres comme mesures de ses cOtés.
3/4

1,5

0.7

A
Y
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Choix d'un menu

Pour composer le menu d'un certain
repas. on a quatre choix successifs 8
décider.

— L/ /M/mr
| Hors-d’ceuvre
| Potage
| Fruits de mer
Pate
Plat
Poisson
Viande rouge
‘ Omelette aux cépes
Gigot d"agneau
Interméde
Salade ou fromage
Dessert
Fruits
Glaces
Fatisseries

8 Combien y a-t-il de repas possibles ?

2.5 Interprétation combinatoire de la multiplication

Si I'on peut choisir entre 3 possibilités et si, pour chacun de ces choix., on
peut encore choisir entre 5 possibilités, alors il y a (en tout) 3 X 5 possibi-
lités de choix.

On peut représenter chaque choix possible par des **branches™ (voir en
marge). Alors le nombre total de choix possibles est représenté par les
points terminaux d’un “arbre” dont les branches se divisent successive-
ment en 3 puis en 5.

Sur I'illustration ci-dessous, on peut reconnaitre, a la fois, I’interprétation de la mul-
tiplication en termes de “mesures” (3 X 5 x 7 est le volume du parallélépipéde de
cOtés 3. 5 et 7) et en termes de combinatoire (choix d'un plan parmi 3, choix d’une
ligne parmi 5, choix d'une colonne parmi 7).

Un nceud pour matheux

Voici une énigme en forme de naeud
papillon !

B Trouver les entiers qui conviennent
dans les carrés.

@ _@ @)

\@\D \ T

Reste
1000 7
301 142,85
20
60
40
5
Ona:1000=142x7+6
Mais on peut aussi pousser la division
aprés la virgule :
1000 = 142,85 x 7 + 0,05.

2.6 Division : une multiplication a I'envers

Le quotient %de deux nombres a et b, est le nombre par lequel il faut mul-
tiplier b pour obtenir a. Ce quotient n’existe que si b n’est pas nul.

Autrement dit, par définition, % est la solution de 1'équation x X b = a
(avec b # 0).

La division est 1'opération. qui, & deux nombres fait correspondre leur
quotient.

Le quotient de deux entiers est parfois un entier, parfois un décimal, parfois un ration-
nel non décimal.

EXEMPLES

%= 2.5 car 2 x 2.5 =5. Le nombre % est un décimal.

: S LR ] Sl : ; :
Le quotient d’entiers — n’est pas un décimal car il n’y a aucun décimal qui, multi-

plié par 3, donne comme résultat 10.

2.7 Divislon entiére

Lorsque a et b sont deux entiers naturels, on peut trouver un entier g et
un entier r (plus petit que b) tel que

a=bqg+r.

Le nombre r est le reste de la division entiére de a par b.




B Est-il possible d'effectuer cette
addition ?

X1V
MC

+ + +
CAE

Y -
o3 |t

0 |t

2 fois 6 : douze, douze cents.
6 fois 7 : quarante-deux dizaines,
quatre cent vingt (¢a fait 1 620)
2 fois 5, dix dizaines, cent

(ca fait 1 720)
7 fois 5, trente-cing

(¢a fait 1 755).

I TECHNIQUES DE CALCUL : DECIMAUX POSITIFS

2.8 A I'école primaire

L'écriture des nombres avec le principe de la numération de position facilite bien la
réalisation effective des additions et des soustractions, vous 1’avez vu dans le premier
théme.

Pour les multiplications, une importante propriété, la distributivité de la multiplica-
tion sur I'addition (voir le theéme 3 : Calcul littéral), permet de découper une grande
multiplication en petites *“sous-opérations™ dont le résultat a été appris par cceur (les
célebres tables de multiplication).

2.9 Quelques trucs utiles

@ Poser additions et soustractions virgule sous virgule (afin d ajouter ou soustraire
ensemble les termes de méme rang).

® Quand on pose une soustraction. le plus grand nombre est a la premiére ligne.

® Quand on pose une multiplication, mieux vaut mettre & la premiére ligne le nombre
qui a le plus de chiffres.

® Penser que les multiplications et divisions par 10. 100. 1000... sont de simples
décalages de virgule.

® Attention aux zéros intercalaires dans les multiplications.
® Supprimer les zéros inutiles derriére la virgule avant de poser I opération.

Dans cette situation, Il faut avoir

compris le sens des opérations :

@ [Une union se traduit souvent par une
addition ;

® Un paiement, par une soustraction ;

® Une aire est souvent le produit de
devLx mesures ;

® Un nombre inconnu dans une
addition se connait grace a une
soustraction ;

® Une situation de proportionnalité
(travail-salaire} cache souvent une
multiplication.

2. 10 Un exercice type : la tornade opératoire

Une horrible tornade a ravagé une page d’exercices de calcul.

Les données des trois problémes et les questions posées se sont retrouvées péle-méle
déchiquetées et mélangées. Enfin. les calculs faits pour résoudre les exercices sont
aussi disséminés.

Voila les résultats du carnage.

1l est parti faire les soldes avec un billet de 500 F en poche et 28 F en monnaie.
Quelle est I'aire de la partie labourée ?

Combien a-t-il gagné ?

Aujourd’hui, il en a labouré le tiers.

Combien a coiité le blouson ?

Son salaire horaire est de 56.50 F.

Un agriculteur posséde un champ rectangulaire de 500 m sur 112.5 m.

Il revient avec deux fois moins d’argent.
Un fainéant a travaillé 3/4 d"heure.

Il a acheté un jean éa 125 F et un blouson.

% X 56,50

%xsmxuz,s

(500 + 28) (@ +125)
Réponse : 139 F

Réponse : 42,37 F

Réponse : 18 750 m2.

B Pouvez-vous nous aider i rétablir I'ordre initial ?
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2. 11 Les grand produits et les calculatrices

Une certaine calculatrice affiche, comme résultat du produit
9876547453 2 1.lenombre 736119 EIl

Le résultat est & peu prés 736 119 000 000.

Mais comment trouver les six derniers chiffres exactement ?

En utilisant une technique analogue a celle rappelée en marge ol I'on effectue des
produits & 2 chiffres en ne sachant que la table de multiplication & | chiffre !

Voici donc 1la technique combinée papier-calculatrice en se servant de la machine
pour les multiplications 2 3 chiffres.

321H65 48 20934
32 1KH9 8 78 316827
745806 5 a8 487230
74 59 8 1H 735315 987] 654

X
209934
316 827
487 230
735 315

735 118 266 934
736 119 266 934

5
=]

L'image
123,45 | 67
564 1,
et Ia bande-son k
En 123 combien de fois 67 ?

yvalfois:1x7, 7

7 ote de 13, reste 6. 1 x 6, 6
Eplus 1, 7 ; 6té de 12, reste 5.
Je mets la virgule au quotient et
j'abaisse le 4.

En 564, combien de fois 67 ?
Iy va 8 fois...

Pousser la virgule

Diviser 12,345 par 6,7, c'est aussi
diviser 123,45 par 67, c'est aussi
diviser 1234,5 par 670, c'est aussi
diviser 12 345 par 6 700.

2. 12 Algorithme de division
La technique de division est la plus élaborée des techniques opératoires usuelles.

Les difficultés sont de deux ordres :

— pour faire une multiplication a I’envers, il faut souvent titonner. Pour répondre au
fameux “En bidule, combien de fois truc 7, il faut établir la table de multiplication
de “truc” ou alors accepter de risquer de faire des essais qui n’aboutissent pas.

— on a I'habitude, pour calculer les restes partiels, de faire une opération complexe
qui combine en un seul coup une multiplication et une soustraction. Il n’y a pas de
honte 2 poser la soustraction. si cette combinaison vous parait insurmontable.

La virgule n’est pas une grosse difficulté supplémentaire.

En effet :

— On ne change pas le résultat d’une division en multipliant dividende et
diviseur par un méme nombre. On supprime donc la virgule du diviseur
(en le multipliant par 10, 100, 1 000..., ainsi que le dividende) avant d’ef-
fectuer la division.

— On met une virgule au quotient quand on traverse celle du dividende.

a=bg+r
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Elibéd ?

J'ai 30 ans, 3 000 chameaux, 350
couples de kangourous et un enclos de
6 km sur 3 km.

A la calculatrice, ajouter le nombre de
chameaux, le nombre fotal de kangou-
rous, I'aire en km? de I'enclos.
Muttiplier le tout par 100 puis gjouter
I'age du capitaine.

0 Retourner la calculatrice pour lire
certaines informations sur la nature

de cet exercice.

Extrait d'un manuscrit vénitien du xvf
siécle (Bibliothéque de Plimpton)

“Au secours” semble s'écrier I'écolier
devant la montagne de chiffres
s'échappant de la division.
Heureusement aujourd'hui il y a les
calculatrices.

2. 13 Du bon usage de la calculatrice
La calculatrice permet de calculer sur les nombres décimaux. Mais attention. pour des

nombres non décimaux (comme%— ou \/.;.J. elle ne donne que des valeurs approchées

décimales. Son affichage étant forcément limité, elle “coupe™ les nombres dont 1"écri-
ture décimale est illimitée (en les arrondissant).

Voici quelques conseils pour bien utiliser la calcu-
latrice :

— ne pas faire & la machine des calculs qui vont
plus vite de téte (par exemple des multiplications
par dix ou cent...)

— contréler vos calculs en prévoyant I'ordre de
grandeur du résultat cherché.

— se méfier des calculs complexes et notamment
de I'usage des parenthéses parfois sous-entendues
a cause d'une barre de fraction ou d’un radical.
Mieux vaut calculer moitié a la main. moitié a la calculatrice en contrflant les étapes
du calcul au lieu de taper aveuglément tout le calcul.

— savoir interpréter et utiliser le résultat donné (est-il exact, approché. combien de
décimales faut-il conserver pour donner la réponse ?).

2. 14 Comment “pousser” la division avec une calculatrice ?

Le truc consiste & imiter la technique écrite gréce & deux astuces :

— Pour savoir “Combien de fois b est contenu dans a ?”, on divise a par b & la cal-
culatrice et on ne garde que le quotient entier r qui est écrit avant la virgule.

— Puisque c’est la calculatrice qui fait le travail, on peut abaisser cing zéros & la fois
(et méme plus !).

— On divise r x 100 000 par b et on recommence les deux étapes précédentes autant
de fois que désiré.

EXEMPLE : la division de 10 par 7.

1 o 7 B[ —-—-—-—-——- |

Calculer lereste : 10—-7x 1 =3.

3 0 0 0 0 o B 7 BN [42857.————— I

Calculer le reste (avec la calculatrice) :

300000 -7 x42 857 = 1.
o Bl 7 BN [14285.————— |

1 0O 0 0 0
Calculer le reste.
100 000 — 7 x 14 285 = 5.

5 0 0 0 O

Bonne chance pour la suite !

0o B 7 B (71428.— ———— |
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Somme constante

B Piacer les neuf entlers de -4 24
de fagon & ce que la somme solt ia
méme sur chaque dlamétre.

B Méame guestion avec tous les
entlersde -2 43 6.

# TECHNIQUES DE CALCUL : NOMBRES RELATIFS

2. 15 Addition des relatifs

La somme de deux relatifs positifs est positive. La somme de deux relatifs
négatifs est négative. Dans ces deux cas, ’opération 2 poser est une addi-
tion.

EXEMPLES : 4 + 8 =12 (=7 +(—4)=(-11).

Le signe de la somme d'un relatif positif et d’un relatif négatif est “& réfléchir”.

L’ opération a poser est une soustraction.

EXEMPLES : 7T+ (—-5)=2 3+ (-8)=(-5).

2. 16 Opposé d’un relatif
Tout relatif a un opposé. La somme de deux nombres opposés est zéro.
EXEMPLES : 1'opposé de (— 7) est 7. Celuide Oest 0. Et 5 + (- 5) = 0.

2. 17 Soustraction des relatifs

Chez les relatifs, les soustractions entre nombres positifs se font mainte-
nant toutes sans exceptions.

EXEMPLES: 8-3=5 5-12=-17.
Dans les autres cas, on procéde avec la régle suivante :

Pour soustraire un nombre relatif, on ajoute son opposé.
EXEMPLE: (- 3)- (-7 =(-3)+T7=4.

Résumeé
Finalement, il n'y a que DEUx Opéra-
tions :

@ ['aDOITION,
et a-b=a+(-b)

® |3 MULTIPLICATION

et E=a>‘c 3
b (b ¢

B Nombres croisés
Complétez les cases avec des 1 ou
des (- 1).

-1 x =
x -1 =

2.18 Somme algébrique

Finalement, dans I’ensemble des nombres relatifs, il n'y a pas de raison de
parler de soustraction ; ¢’est une addition.

Le terme de somme algébrique désigne une succession d’additions et de
soustractions.

EXEMPLE :5=-3+7+9-8- 10.
Un tel calcul signifie : S=(-3)++FD+H+N—-(+8) —(+10)
ou ce qui revient au méme : s =(—3)+(+ 7) + (+ 9) + (- 8) + (- 10).

I y a deux méthodes pour calculer une somme algébrique :

— dans |"ordre ot les calculs se présentent

EXEMPLE: 1=-3+7+9-8+10=4+9-8+10=13-8+10=5+10=15.
— en rassemblant les nombres positifs ensemble et les négatifs ensemble.
EXEMPLE: 0 =-6+13-9-5+4=(13+4)-(6+9+5)=17-20=-3.

2.19 Multiplication des relatifs

Le produit de deux relatifs de méme signe est positif.
Le produit de deux relatifs de signes contraires est négatif.

Ces deux propriétés sont connues sous le nom de “régle des signes™ de la multiplica-
tion (et c’est la méme régle pour la division).

EXEMPLES : (-3) X (—-4) =12 S5x(=7)=-35 (-2)x5=-10.
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A Ia manlére de Caen

Sept cars, pleins de touristes aux deux-
tiers se dirigent vers Séte. A Troyes, un
guart des touristes en descend.

i Peut-on alors piscer les trols-quarts
restant dans trols cars ?

§ TECHNIQUES DE CALCUL : FRACTIONS

2. 20 Muitiplication en écriture fractionnaire

Pour multiplier deux fractions. on multiplie les numérateurs entre eux et
les dénominateurs entre eux.

Si a et ¢ sont deux nombres et si b et d sont deux nombres non nuls, alors :
Qi N ac
b d bd
mu_gxg_ 2x9 2x3x3
"374 3x4 3x2x2
On se simplifie la vie en faisant les simplifications comme ci-dessus avant d’effec-
tuer les multiplications.

3
=

2. 21 Inverse d'une fraction

L'inverse d'un nombre x est le nombre par lequel il faut multiplier x pour
trouver 1.

as L S
L’inverse de la fraction ; est la fraction —.
a

2. 22 Division en écriture fractionnaire
Pour diviser par une fraction, on multiplie par son inverse.

6 _2x6 2x3x2
5 3x5 3x5

2
3

B A calculer en moins d’une minute |

1
1
1
I
1+1

1+
1+

Les régles de calcul avec les fractions
n'ont rien d'arbitraires ; elles se justi-
fient rigoureusement et leur justifica-
tion se comprend aisément :

[ % est le résultat d'une division.

® Une division n'est qu'une multiplica-
2 = a 1
ti nverse —=ax (|
on par un i b X (b)
® | es propriétés de |'addition et de la
multiplication justifient les calculs.
Exemple.

a . c 1 b 4
b-+b—ax(b)+cx(b)
a+c

1
=(a+c)x=
( be b

2. 23 Addition et soustraction en écriture fractionnaire

Pour additionner (ou soustraire) deux fractions, il faut qu’elles aient le
méme dénominateur. On ajoute (ou soustrait) alors les numérateurs et on
laisse en dénominateur le dénominateur commun.

Si a et ¢ sont deux nombres et si b est un nombre non nul, alors :
a 3 L
b b

a+e
b

La difficulté essentielle de 1'addition des fractions réside dans le choix du meilleur
dénominateur commun. Une fois celui-ci choisi, il faut écrire sans se tromper les frac-
tions a ajouter avec ce dénominateur.

Se rappeller que le dénominateur commun choisi doit étre un multiple des dénomi-
nateurs donnés, et si possible le plus petit.

EXEMPLES :
s, 1 15 1. 16
3 99 979
4.3_28 5_23
RN
d_7_4 3 _-31_ 31
15 12 60 60 60 60




Table de racines carrées

a Va
s 1
2 1,414213562
3 1,732050808
4 2
5 2,236067977
6 2,449489743
7 2,645751311
B 2,828427125
9 3
10 3,16227766
Approximations
B Vérifier sur les approximations décl-
males que

V2xVv3=\ Eet
Va2x'VE= Vo,

B Donner des qpproxfmﬂons_déci—
males de \ 40, \ 700, \ 70.

# TECHNIQUES DE CALCUL : RACINES CARREES

2. 24 Multiplication avec radicaux
Si a et b sont deux nombres positifs, alors : Va Vb =Vab.

exempLe V5 V20 = V100 = 10.

On voit ici deux racines carrées non décimales dont le produit lui, est décimal.

2. 25 Ecrire une racine sous la forme a \V 3, avec a et b entiers

La formule ci-dessus sert aussi a transformer 1'écriture d’un nombre de fagon a avoir
I'entier le plus petit possible sous le radical.

EXEMPLES : V245=\/¢5\/§=?\/§

2. 26 Division avec radicaux

V700="V7V100= 10 V7.

Va [a

Si @ est un nombre positif et si b est positif et non nul. alors : 7; = \/E

Ves _ /6_3_‘/5_1
Vg V28 V4 2

On voit ici deux racines carrées non décimales dont le quotient lui, est décimal.

EXEMPLE :

Rectangle

Les dimensions d’un rectangle sont
\/125 - V5 et V245 - V45,

B Que penser de ce rectangle ? et de
son aire ?

2. 27 Addition et soustraction avec radicaux

® En général, Va+ Vb nest pas égal 3 VVa +b.

EXEMPLE : 16+\/§=4+3 =7 alors que V 16+9=\/2‘_5=5.

Insistons sur cette non-propriété avec une petite démonstration :

(Va+b) =a+b

(\/c_r+'\/£)3=a+2'\/;\/i;+b=a+b+2 Vab.

Donc si Va+bet '\/c_r + \/g étaient égaux, leurs carrés seraient eux-aussi égaux et

alors 2 \/E serait nul : et donc ab serait nul. Diable si le produit de deux nombres
était toujours nul, ¢a se saurait !

® Il n'y a souvent pas d’écriture plus simple pour un nombre égal a une somme
de racines.

EXEMPLE : la somme V2 + V/3 ne peut se réduire.

® Cependant, il arrive heureusement que I'écriture de certaines sommes de racines
puisse se réduire.

EXEMPLES : '\/5+5\/§—2\/5=4\/5
Va8 +V15-2V21=V16 V3+ V25 V3-2V9 V3
=4V3+5V3-6V3=3Vi.
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Puissances de 2

25=32

*
N

3
]

a2l Tatatate e

+
N

2t=2
. =2
La convention
a%=1 20
est tout ce

“ +2
quilya
de pius 1
naturel 277=05

I
N

I
n

§ UNE NOUVELLE OPERATION : LA PUISSANCE

2. 28 La notation puissance : exposant positif
Le produit de n nombres égaux a a est la puissance n-iéme du nombre a.

Si @ est un nombre et si n est un nombre entier positif, alors :

a"=axXa xa);a X ... X a (on lit **a exposant n”’)
n fois

Par convention, quel que soit le nombre a (non nul) a" = 1.

EXEMPLES 31 =3x3x3x3=81 =9I=(=3)%x(5=25
D=1 D°=1 1,52=2.25.

2. 29 Exposant négatif

On peut donner un sens a I'écriture a " lorsque le nombre 1 est un entier négatif.

Si a est un nombre non nul et si # est un entier positif, alors

o |
a"=—,
a
EXEMPLE:Q":L:L:O.O:“ZS.
25 32
10~ = 000}
10* 1000

B Ecrire en pulssance de 10

Mille milliards
tie mille sabords !

L'écriture scientifique est souvent
abrégée par I'utilisation de la letire
majuscule E, initiale de “exposant”.
Ainsi
125 000 =1,25 E5;
0,000007=7 E-6

2. 30 Le cas particulier des puissances de dix

Lorsque le nombre a est 10, les puissances de a prennent un air familier. Regardez :
103=10x 10 x 10 =1 000.
10¢=10% 10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 1 000 000

Si n est un entier positif, alors :
10" =10 x 10 x 10 X ... X 10 = 1000...0000

n Zeros
Et de I’autre c6té
0-3=—t=—_ =000l
107 1000
Si n est un entier positif, alors :
1 1
It= W = m =0,0...01

n chiffres aprés la virgule

Les puissances de dix servent a I"écriture scientifique des décimaux : ¢’est une écri-
ture des nombres qui donne immédiatement une idée de I'ordre de grandeur du
nombre. En effet :
Tout décimal positif peut s’écrire comme le produit d’un nombre compris
entre 1 et 10 par une puissance de dix.

EXEMPLES - 125000 = 1.25 x 107 0.000007 =7x10-6
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Vocabulaire

Voici les préfixes adoptés par la xix®
Conférence générale des poids et
mesures en octobre 1991.

Atto : (adopté en 1964) du danois
atten, 18.

Centi : (1783} du latin centum, cent.
Déca : du grec deka, dix.

Décl : du latin décimus. dixiéeme.
Exa : du grec hexa, six.

Femto : du danois femten, 15.
Giga : du grec gigas, géant.

Hecto : du grec hekaton, cent.

Kilo : du grec khilioi, mille.

Méga : du grec mégas, grand.
Micro : du grec mikros, petit.

Milli : du Iatin mille, mille.

Peta. du grec penta, cing.

Pico : de l'italien piccolo, petit.
Téra : du grec téras, monstre.
Yocto et yotta : évoguent 8 (8% puis-
sance de 10~ 3 et 103).

Zepto et zetta évoguent 7 (7€ puis-
sance de 10~ 3 et 103).

2. 31 Le systéme décimal

Entre I'infiniment petit et I"infiniment grand, les hommes ont inventé une échelle de gran-
deurs intermédiaires avec lesquelles ils mesurent ce que leur imagination ne peut saisir. ..

Multiples

10 1 000 000 000 000 000 000 000 000 (votta ; Y)
102 1 000 000 000 000 000 000 000 (zetta ; 7))
1018 1 000 000 000 000 000 000 (exa : E)
105 1 000 000 000 000 000 (peta ; P)
1012 1 000 000 000 000 (téra ; T)
10° 1 000 000 000 (giga ; G)
106 1 000 000 (méga ; M)
103 1 000 (kilo ; k)
102 100 (hecto ; h)
10! 10 (déca ; da)
100 1 (unité)
Sous-multiples

10-? 0,1 (déci ; d)
10-2 0,01 (centi ; c)
10-3 0,001 (milli ; m)
10-6 0,000 001 (micro ; m)
10-* 0,000 000 001 (nano ; n)
10-12 0,000 000 000 001 (pico ; p)
10-15 0,000 000 000 000 001 (femto ; f)
10-18 0,000 000 000 000 000 001 (atto ; a)
10-21 0,000 000 000 000 000 000 001 (zepto ; z)
10~ 0,000 000 000 000 000 000 000 001 (yocto ; y)

La légende de Séta

Pour le récompenser de l'invention du
Jjeu d'échecs. I'empereur Shiram promit
a Séta le nombre de grains de riz
contenu dans la derniére case d’un
€chiquier géant sur lequel on avait dou-
blé le nombre de grains de riz sur
chaque nouvelle case en partant d'un
grain pour la premiére case.

B Démontrer que ce nombre ne vaut
pas loln de dix milliards de milliards !

2. 32 Interprétation de I'opération “puissance”

Si une “chose™ est multipliée par a au cours d’une certaine étape d’un
processus, alors apres n étapes, cette chose est multipliée par a ”.

On a alors :

a"aP=a"*P et (a"lpza”".

EXEMPLE

Lundi quelqu'un décide de confier un secret a 3 personnes. Chaque jour de la semai-
ne chaque détenteur du secret le confie a 3 autres personnes qui ne le connaissaient
pas. Dimanche soir combien de personnes connaitront le secrer ?

Le nombre de personnes est multiplié chaque jour par 4 : en effet. il y a ceux qui
connaissaient le secret auxquels s ajoutent trois fois plus de personnes qui viennent
de I'apprendre.

4x4xdx4xdx4dxd4=47.

Pour calculer approximativement ce nombre, utilisons le fait remarquable (et & savoir) :
2W=1024=1000=10"

et les propriétés des puissances :

47=2x2)7=21x27=21"=29x2%= ] 000 x 16 =16 000.

Au bout d'une semaine 16 000 personnes connaissent le secret.

Note : le signe = se lit “est & peu pres €gal a” (voir 6.16 page 67).
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LES PRODUITS
DE LA JALOUSIE

Lorsque les francais et les
hollandais apprirent des
commercants italiens la

technique de multiplication
des nombres avec les
chiffres arabes

de la numération

décimale, ils furent
émerveillés.

Presque autant que par les
belles napolitaines qui se
cachaient derriére les
“fenétres a

Jjalousie” sur lesquelles le

soleil marquait son ombre

diagonale.

Algorithme de Ia multiplication

934

314

3736
09 34
2802
293276

Aujourd’hui, pour multiplier
934 par 314, on commence
la multiplication par le chiffre
des unités de 314.

En 1585. un ingénicur hollandais. Simon
Stevin, fit paraitre un petit livre appelé La

C’est pourquoi ils appelérent Dise:

cetie technique
“multiplicatio per gelosia”.

1l y expliquait comment effectuer les opéra-
tions arithmétiques de fagon trés simple et
trés pratique, a condition que 1'on veuille
bien écrire les nombres en repérant bien le
rang des dizaines, des unités, des dixiemes.
des centiémes, ...

Pour la multiplication, sa disposition est
encore la nétre aujourd’hui.

Cette disposition était une amélioration de
celle utilisée par les commergants italiens
qui I'avaient apprise des Turcs et des
Libanais, qui 1'avaient apprise des Arabes,
qui I’avaient apprise des...

4 fois 4, seize,

Jje pose € et je retiens 1 ;
4 fois 3, douze, et un de
retenue, 13...

soussasavesssefngreeres
e uo-@uwuun
snadatd s NG« @Pressen
RS, B Y
“m"ﬂ.-u-u

seed@Morssarassnansofin
l.l&lﬁ..wottt‘

293276

Au Moyen Age, on effectuait
d’abord la multiplication par
le chiffre des centaines, puis
par celui des dizaines, puis
par celui des unités. C’est
la méme chose, a condition
de faire le décalage dans

le bon sens.

934
g3
S IA
S

793276

Au lieu de décaler pour
additionner en colonnes,
on préférait écrire dans un
rectangle en additionnant
en diagonale.

L=
Lt
qE~

N
.

Et, au lieu d’effectuer la

« retenue » de téte,

on préférait la marquer dans
la demi-case supérieure.



LALGORITHME
DE LA DIVISION

Nous avons déja vu
comment on pouvait
adapter la technique de
division écrite a I'usage
de la calculatrice pour
obtenir la suite
indéfinie des décimales
d’un quotient d’entiers
non décimal.

C’est fascinant....

Des écritures infinies
La plus petite des fractions peut étre équivalente a une longue suite de
décimales. Observez |'exemple du calcul du quotient % calculé grice a

I"algorithme de la division.

7
01428571428571

2 se reproduisent indéfiniment...

et alors les chiffres du quotient eux aussi

Mais a I'inverse, comment trouver le quotient d’entiers égal a une certaine
écriture décimale dont une suite de chiftres se répéte indéfiniment ?

Quelles fractions valent. ..

a =0,424242424242424242424242424242 . oooiiiiiiiiiiiieiaean

b =0.270270270270270270270270270270. . ... eeeeeeeeeeeeenaeaanes g

c=042142142142142142142142142142] ... oenviiriininaiinriaiennn. ?

d'=10,1789178917891 78917817801 7891789.......c0vuncviiaviciinnin i
= 07575187915 TIIS IS ISTSTISIIIS IS iiivisinninansmriminsnsanis

f=0.888888888888888888888888888888.......cciviiiiiiiiiiiiiinnn.

MATHGIC MAN

Faisons d abord une manipulation un peu magigue pour trouver une écriture
infinie du nombre a.

Calculons 100 X « :
100 X a =42.424242424242424242424242

En effet pour multiplier par 100 on déplace la virgule de deux positions vers
la droite.

On a done :
100X a=42+a
d’oit 99g = 42.

e e . 42
Finalement. le nombre a s'écrit E

Ce truc assez étonnant marche tout le temps. En effet : si n chiffres se

0 répetent dans I'écriture décimale du nombre x. calculez alors
10" X x et vous vous apercevrez que ce nombre ne différe de x que d’un
nombre entier. Une petite équation du premier degré a résoudre. et le tour
est Joué !



Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, D ou E

En rajoutant des paren-
thesesa 1 -2 +3 -4,
peut-on obtenir...

10-%, c*est...

30 cest,..

—hx2x(-3)x4
X(=5)x6xX(=T)=...

i
Le double de I;" c’est

La moitié de _l_?g c’est

26
15"

5

2
\5 %1 vaut...

Quel est le nombre de
chiffres de I'entier
5D

L inverse de I'inverse de
I"oppos€. cest...

0 1
A 6
106 10!

0 1
720 4940
2 e

12 24
10 2

14 7

20 6 30 4
I3 15 15
1-V3 2

6 7

le nombre de R
départ

-2

0.000 001

~ 4940

~J |

I"opposé

— 108

w o

— 720

o o

w1
X
7Y e

o
Mll”

I"opposé de
I'inverse

-8

0.000 000 1

W |

5040

Lo |—

20
14

FEIE]
15 15

0,732...

10

I'inverse de
I’opposé



THEME

Calcul litteral

31

Des chiffres et des lettres

I1 y a des nombres de diverses natures, avec pour chacun des
formes d’écriture et des techniques de calcul appropriées.
Mais dans tous les ensembles de nombres, les mémes pro-
priétés des opérations se retrouvent. D’ou I’idée qu’il y ait des
calculs valides pour tous les types de nombres et d’€écriture. Et
alors, trés curieusement, tout devient plus simple. C’est la
base du calcul algébrique. Les nombres y sont désignés par
des lettres.

Littéral a la méme origine que le mot “lettre”. Le calcul avec des
lettres & la place des nombres s’appelle 1’algébre. Ce mot vient de
I’arabe al jabr, mot figurant dans le titre d’un trés important livre du
mathématicien Al-Khawarismi (800-847) et désignant le passage d’un
membre 2 I’autre d’une équation.

B Addtion et mutipication

Ces deux opérations ont plus de
points communs quiil n'y parait : une
liste de leurs propriétés communes a
pu élre dressee.

Pourquoi des lettres ?

Une égalité contenant des letires
permet de décrire un calcul ou
d'exprimer une relation. Mais, grace
aux propriétés de |'égalite, on peut
faire beaucoup mieux : transformer
des informations sur les nombres
pour en extraire des résultats
parfois trés étonnants. .

02 distriutivit

“Développer” et “factoriser” sont les
deux mamelles du calcul littéral.
Mais pour ne pas vous noyer dans
les eaux trés techniques du calcul
algébrique. suivez nos conseils “a
la lettre".

Les nombres pensés

CE QUE LES MAGICIENS sortent de leur chapeau semble n’avoir aucun rapport avec
ce qu’ils y ont mis.

Et c’est bien cela qui
en fait le charme...
Suivez les
instructions

du mathémagicien :

Divisez par 4

Inetrannltez le nombre neasé|

Alors 7 Y a-t-il un truc ?
Réessayer avec un autre nombre

i £ sunoino} 1sa Je}jnsgd a1 ,
EECE+HNC ZL+Xp & GHAp— DL+ UG — ¥ «— XY
: BJODjE JUO0S 8)ISS333NS 8|N3jed §3] ’
i 9SNauIWN] JUAINAP UoHEINEXa ]
95uad aJquon 3 ¥ juejadde U3




Ex7=7x5

B Accrochez a chaque branche de
I'arbre le “fruit” des régles de calcul.

EXEMPLES
eaxb-c=ab-c¢
Bma+bxc=a+be

i ADDITION ET MULTIPLICATION

3.1 Des propriétés communes
Dans une addition ou une multiplication, on peut changer 1'ordre des termes.
Si a et b sont deux nombres, alors :
a+b=b+a et axb=>bhxa.

Lors d’une addition ou d’une multiplication de trois nombres, on peut effectuer indif-
féremment en premier 1'une ou I’autre des opérations.

Les parentheses sont donc inutiles dans ce cas.
Si a, b, ¢ sont trois nombres, alors :
fa+b)+c=a+b+c) et (axb)xc=ax(bxc)

Pour chacune de ces deux opérations, il existe un “élément neutre™ :
0 pour I’addition, 1 pour la multiplication.
Sia est un nombre, alors : a+0=a et axl=a.

Tout nombre a un opposé : c’est le nombre qu’il faut lui ajouter pour
trouver 0.

Tout nombre non nul a un inverse : c’est le nombre par quoi il faut le mul-
tiplier pour trouver 1.

a est un nombre non nul, alors :a + (—a)=0 et ax (l) =11
a

3.2 Rodle des parenthéses

Dans un calcul, on effectue en premier les calculs entre parenthéses. En
cas de parenthéses emboitées. on calcule d’abord les parenthéses les plus
intérieures.

EXEMPLES : (2+ 3)x4=5x4=20.
(-2-3)-Nx5=(-5-Tx5=(-12)x5=-60.
Chaque parenthése est remplacée par le résultat du calcul qu’elle contenait.

3.3 Convention de priorité de la multiplication

En I’absence de parenthéses, la multiplication (et la division) ont priorité
sur 1'addition et la soustraction.

EXEMPLE: 2+ 3Xx4=2+12=14. Parcontre (2 + 3) x4 =5 x4 =20.
Deméme:-7x34+5x2==-21+10=~11.

3.4 Convention par défaut

Si aucune des régles précédentes n"est applicable, on effectue les calculs
dans I’ordre ot ils se présentent.

EXEMPLE
2—-7+5=-54+5=0.Parcontre 2 —(7+5)=2-12=-10.
Deméme:7=-5x2=14x2=28.




Fais-mol signe

D'un seul coup d'ceil, peut-on prévoir
le signe qui précédera d et celui qui
précédera f quand on développera
I'expression E ?
BE=a-(b-(c-(d-(e~-f))))

3.5 Addition, soustraction et parenthéses
Deux régles résument la situation :

— une parenthése située en début de calcul ou précédée d'un + (signe
d’addition) peut se supprimer sans rien changer au résultat.

— une parenthése précédée d’un — (signe de soustraction ou d’opposée) se
supprime en échangeant tous les signes d’addition et de soustraction
contenus 2 I’intérieur.

Si a, b, ¢ sont des nombres, alors :
a+b+c)=a+b+c a-b+ec)=a-b-c
a+th-¢c)=a+b-c a-(b-c)=a-b+c

3.6 Sous-entendre les signes de multiplication

Dans le cadre du grand ménage destiné & rendre lisibles les calculs compliqués, il a
été convenu de ne pas écrire le signe de multiplication dans les cas ol il n’est pas
indispensable, c’est-a-dire

entre deux lettres,

entre un nombre et une lettre,

entre un nombre et une parenthése

ou entre deux parenthéses.
EXEMPLES
axb pourra s'écrire simplement ab
2xb s’écrira si 1’on veut 2b
ax(b+c) sécrira aussi a(b+c).

Troublante affaire

i (AB) est perpendiculaire a (AC)
le triangle ABC est rectangle en A.
Donc AB? + AC? = BCZ.

Donc (AB + AC)? = BCZ.

Donc AB + AC = BC.

Donc A, B et C sont alignés.
Donc (AB) et (AC) sont paralléles |

B Il y a quelque chose qui ne va pas,
mais ol exactement ?

Un gros produit

§ Sachant que 36892 = 13608 721,
peut-on, sans utiliser Ia calculatrice et
sans poser d'opérations, calculer le
produit : 3 687 x 3 691.

Et le produit 3589 x 3789 ?

Et 6689 x 689 ?

3.7 Distributivité de la multiplication sur I'addition

La propriété qui régit les rapports entre la multiplication et I’addition-
soustraction est résumée dans les égalités ci-dessous.

Sia, b, ¢, d sont des nombres, alors :
aXth+c)=axb+axXec. aX(b-c)=axb-axXc
a+b)x(c+d)=axec+axd+bxXc+bxd
@a+b)X(c-d)=axc-aXd+bXc-bxd

b c P d

a ﬂ

ab ac a a+b

b+c c+d

3.8 Produits remarquables
I'application de la régle ci-dessus 2 des produits parti-
culiers donne les trois égalités ci-dessous connues sous
le nom d’identités remarquables :
Si a et b sont des nombres, alors :
@+b)? =a’+2ab+b?
(a-b)t=al-2ab+b?
(@+bla-b)=a?-b2 a b
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a"xaP=a"tv

n fois p fois

aaaaa...aaa aaad...aaaaaaa

n+ p fois

(a”)’=a"

n fois

dadagaaaaadaa...aaaaaaa
daaagaaaaaaaa...aaaaaaa

aaaaaaasaaaaa...aaaaaaa | p fois

aaaaassadaaaa...aaaasaa
np fois

Si d est une distance a parcourir, v Ia
vitesse de parcours et t la durée.
alors ces trois nombres sont liés par
la relation

d=vxt;
mais on a aussi bien :

v= E et t= E &

t v

3.9 Les régles du calcul avec les puissances

L’écriture raccourcie des puissances permet d’établir quatre regles de calcul trés
faciles & comprendre en retraduisant les puissances en termes de multiplication.

Si a et b sont deux nombres, et si # et p sont deux nombres entiers
a” a\n
a"b"=(ab)" ===
(ab) - ( b)

amaP=qa"*FP (amP =qm,

3. 10 Les régles de priorité

Il a fallu hiérarchiser I'opération puissance par rapport aux autres opérations, La
convention faite est que la puissance a priorité sur la multiplication, et a fortiori
sur I'addition et la soustraction.

Le calcul décrit par I’écriture 2 X 32 + 5 + (— 2) ? est le suivant
2%x9+5+(-8)=18+5-8=15,
Cette priorité a des conséquences en matiére de signe :

L écriture — 2 * désigne le nombre — 16 (on calcule 2 * d’abord puis on prend son
opposé).

L’écriture (— 2) * désigne le nombre 16 (on calcule (- 2)(— 2)(— 2)(- 2)).

EXEMPLE : calcul approximatif de 2 .

On sait que 2 '9= 1024 ; et donc 219 = 103,

Duorc 2% =20 w4 gt = 010004 2% %16 2 10" < 16.
Résultat : 16 milliards de milliards.

# POURQUOI DES LETTRES ?

3. 11 Pour décrire un calcul
EXEMPLE : Si on appelle B I'aire de la base d'une pyramide et / sa hauteur,

alors le volume V de cette pyramide est égal & %

3. 12 Pour exprimer une relation entre des nombres
EXEMPLE : Matthieu a 9 ans et sa mére 31.

Quand la meére sera-t-elle deux fois plus dgée que le fils 7
Dans x ans. 1"4dge du fils sera 9 + x et celui de la mére 31 +x.

On cherche x tel que : (31 + x) = 2(9 + x).

Pour transformer des écritures

Les regles opératoires permettent de “calculer”, ¢’est-a-dire de trouver de nou-
velles relations jusqu'a obtention d’un résultat intéressant :

3.13

® Ainsi dans I’exemple précédent :
31+x=209+x)=18+ 2x
31-18=2x—-x,doix=13"!

Dans 13 ans, la mére aura 44 ans et le fils 22 ans.

@ Dans la pyramide, on peut déduire les valeurs de B ou de k en fonction des
deux autres données :
Bh 3V 3v

1 v=_" _—— =——-
Si 3.alorsB heth B




L'égalité (x + y)(x —-y) = x2 - y? est
vrale pour tous les nombres x et y.

B Que donne cette égalité lorsqu'on
remplace x par 100 ety par 2 ?

Et lorsqu’on remplace y par 1 ?

Et lorsqu’on remplace x pary + 1 ?

3. 14 L’égalité
Une égalité affirme que ’objet désigné par le premier membre (avant le

signe =) est le méme objet que celui désigné par le second membre (aprés
le signe =).

3. 15 La substitution

Si a = b, alors on peut remplacer a par b dans toute écriture oil a inter-
vient.

Pour calculer E = (a + b) — (a — b) avec a = 17,245 et b = 4, il vaut mieux réduire
['expression E avant de substituer les nombres.
E=a+b-a+b=2b.

Si b =4, alors E = 8 (et a vaut tout ce qui lui chante).

3. 16 Du statut de I'égalité

Une égalité comme (a + b)? = a? + 2ab + b? est vraie quels que soient les nombres
que 1'on met a la place de chaque lettre. De telles égalités sont appelées identités.
Elles ne donnent aucun renseignement sur les nombres qu’elles contiennent. Et pour-
tant elles sont trés utiles quand méme, car elles permettent de faire d un coup tous les
calculs numériques avec le méme moule.

EXEMPLES
a+ 3 =3+ a estune égalité vraie quel que soit le nombre mis a la place de a.

x+ 3 =4 est une égalité vraie si x = | et fausse si x # 1. Une telle égalité est une
équation : certains nombres y sont “inconnus”.

Calculer A(x + y).

Puis, en remplagant A para+b + ¢,
calculer (a+ b + c)(x +y).

B Comblen de termes contient le
développement ?

Ecrire I'aire d'un rectangle de ctés
a+b+c et x+y comme somme des
aires de six rectangles.

B Comparer avec les résultats de
I'exercice précédent.

3. 17 Des images aux formules

L'illustration de la distributivité (initiée en 3. 7 et
3. 8) peut étre wes éclairante pour la compréhen-
sion des formules.

En voici un bel exemple.

L éclaté ci-contre montre assez
bien que (a + b) ¥ vaut
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Dans cette situation, on a :

® remplacé plusieurs calculs
numeériques par un seul calcul littéral ;
® Litilisé la distributivité de la
multiplication sur I'addition et un
produit remarguable pour factoriser ;
® Substitué dans I'écriture factorisée
{plus simple) pour trouver un résultat
numeérique.

3. 18 Un exemple-type : le calculateur prodige

Evariste prétend étre capable de calculer trés vite (sans machine) les carrés de tous
les nombres se terminant par 5 jusqu’a 100 (5, 15, 25, 35...)

Comment s’y prendre de la fagon la moins fatigante et la plus rapide pour étre aussi
bon que lui ?

® Analyse du probleme

11 faut d’abord examiner la forme des nombres dont on cherche le carré. Si on appelle
d leur nombre des dizaines, ils s’écrivent, de facon naturelle. 104 + 5.

Le calcul des premiers carrés permet de conjecturer qu’ils se terminent par 25. D’ol
I'idée de s’intéresser au nombre : (10d + 5)* — 25.

Reconnaissant une différence de carrés, on décide de factoriser cette expression.
(10d + 5)2 =25 = [(10d + 5) — 5][(10d + 5) + 5] = 10d(10d + 10) = 10d X 10(d + 1)
Et on en déduit que (10d + 5) % = 100d(d + 1) + 25.

® Enoncé du truc

Voici donc une étonnante méthode pour calculer les carrés cherchés.

— Extraire le nombre de dizaines (exemple 75 — 7) ;

— Multiplier cet entier par Ientier suivant (7 x 8 = 56) ;

— Multiplier par 100 (5 600). puis ajouter 25 (5625). ce qui revient a écrire 25 a droite
du produit obtenu.

Evariste prétend qu’il a ainsi réalisé en moins d'une minute la table des vingt carrés
demandés !

@ Mais encore

Cette méthode marche encore pour les nombres supérieurs a 100.
Ainsi pour 1252, on calcule 12 x 13 = 156. et on a bien 1252 = 15 625.

Retruc

Mais le plus extraordinaire, c'est que le
truc marche pour la multiplication de
deux nombres {de méme dizaine) dont
les unités ont pour somme 10 !
Exemple sur 62 x 68 :
6x7=42et2x8=16.

Le résultat est 4216 !

@ Chacun des termes d’'une somme
entre parenthéses doit multiplier
chaque terme de I'autre somme entre
parerithéses.

| P ) |
(a+b)x(u +r+1l;')

® [es deux produits peuvent étre
présentés “en rectangle”.

u v w

b [Gutoe Tl

i LA DISTRIBUTIVITE

3. 19 Développer
Développer une expression, ¢’est I'écrire comme une somme.

C’est la régle de distributivité de la mul-
tiplication sur 1"addition qui permet de
transformer un produit de deux termes
a x (b + c¢) en une somme de deux termes
ab + ac.

evelopp,,
un produit une somme

@b ver -

forme factorisee forme developpee

P %
@erorist

3. 20 Techniques pour développer
— Utilisation de la distributivité simple ou double :
Na+2)="Ta+ 14.
(@+x)(2-v)=2a—ay+ 2x—xy.
(x+3)2x—5)=2x?-5x+6x-15=2x2+x—15.
— Utilisation directe des produits remarquables :
(2a-3)2a+3)=4a’-9.
(3x +5)?=9x? + 30x + 25.
x\2 x  al
1-=) =1-Z4+—
( 4) 2716
— Combinaison des méthodes précédentes :
@+ D+@-1D2=2a+2+a2-2a+1=a2+3.
x+9)2—Cx—-D2=x?2+10x+25) - (Ox2—6x+ 1) =—8x2 + 16x + 24.




C'est bien le “facteur™ qui distribue
les lettres.

Dréles de champs...

Le champ de Christophe a une dréle
Je forme, pas trés commode &
cultiver... mais il se console, en
pensant qu'au moins, le sien est plus
grand que celui de Fhilippe.

0§ Le calcul et certaines factorisations
vous dirons si Christophe a raison.

Christophe

Philippe

3. 21 Factoriser
Factoriser une expression, c’est I'écrire comme un produit.

C’est la méme régle de distributivité de la multiplication sur I’addition, mais lue de
droite & gauche, qui permet de transformer une somme de deux termes ab + ac en un
produit de deux termes a X (b + c).

3. 22 Techniques pour factoriser

Tout le probleme est de reconnaitre le facteur commun.
— Ce peut étre un simple nombre
3x—-27=3(x-9).
4xy — 5v = y(4x — 5).
— Ce peut étre un produit
50xy + 10y = 10y(3x + 1).
4xy2 - 3x 2y = xv(dy - 3x).
b3+2b5=b¥1+2b7).
— Ce peut étre une somme
2a+ NWa-2)-3Q2a+1)=Q2a+ [(a-2)—3]=2a+ 1)a->5).
2+ D+ -+ -+ DI +3x) =@ +4)[2x+ (x=3) - (1 + 3x)]
=(x+4)(2x+x-3-1-30)=x+4)x(-4)=-4(x+4).
— Ce peut étre un facteur commun caché par un changement de signe ou par une
multiplication supplémentaire.
GS-xE+D+E=5)1=-3)=06-x)x+T7)— (5 —-x)(1-3y)
(on a remplacé le facteur (x — 5) par son opposé (5 — x). mais on a compensé
ce changement de signe par la transformation du + en —)
G—X)[x+T7)—(1-3]=(5—-x)x+ 3v+6).

En I'absence de facteur commun aisément reconnaissable, on peut tenter de recon-
naftre :
— Le développement du carré d’une somme.
4l dx+1=2x+12
— Le développement du carré d’une différence.
25a? —40ab + 16b* = (5a - 4b) 2.
— Une différence de carrés.
O9y2 —4=3y-2)3x+2).
x4+ D22 +30%=[(x+ D+ Q2+ 30+ 1) - (2 +3x)]
=(4x+3)(—2x—-1).
— Le développement du carré d’une somme er une différence de carrés.
X246 —T=x2+6x+9-16=(x+3)2-42
=[(x+3)+4l(x+3) 4] = (x + Dx = 1).
— Le développement du carré d’une différence er une différence de carrés.
9 3y 1 e

3
2 e DN e e e sl WA =t B -
x“—3x+2=x 2X X+ 4+2 ( 2) 2 (.x 2) %

e T

Attention aux piéges !

Une expression peut avoir une “téte” de développement de produit remarquable et ne
pas en étre un. 25a 2 + 40ab + 4b? ressemble bien au développement de (5a + 2b) 2
mais ce n’est pas le cas car (5a + 2b) 2 = 25a2 + 20ab + 4b 2.

Ona:

25a2 + 40ab + 4b? = (5a + 2b) + 20ab.
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LES NOMBRES FIGURES

Voir des formules
Les pythagoriciens avaient

I’habitude d’associer des 11y aeu d abord les nombres “carrés”
figures aux nombres entiers.
Et il est vrai que le travail
sur certaines figures
débouche sur des propriétés . .

mathématiques
=2 | N
4

intéressantes.

-HHNE
"HHEN

1

puis les nombres “triangulaires™

. & &

Généralisation . : : —_ =
SRR R, mais aussi les nombres “pyramidaux”. “pentagonaux”...

Généraliser la “propriété de
I'escalier”. On s’intéressent ici aux nombres “triangulaires” qui sont la somme d’entiers suc-
Combien vaut la somme des  cessifs.

n premiers nombres entiers 7 Combien fontdonc1 +2+3+4+5+6+7+8+9+107?
1+2+3+...+n7

On dit que le jeune Gauss

— qui sera un grand
mathématicien (1777-1855) —
étonna son instituteur en
calculant de téte la somme
des 100 premiers entiers a

Imaginons qu'il s"agisse de petits
cubes et que I'on mette I'une a c6té
de I'autre les piles de 1. 2. 3. 4. 5. 6.
7. 8.9, 10 cubes.

On forme ainsi un escalier de forme
triangulaire.

, g Pour compter les cubes formant cet
I'age de 9 ans (I'histoire ne L our compter les cubes forma
escalier. ajoutons-lui un escalier

it pes s avait pansé & EXISN0EN

s . : identique (ici représenté

Vimege de lescallen.  ymérguement e jaure) i S |
Cola fait un recangle e 10 urives i [N

large et onze unités de long.

11 cubes

|

al
WiER

Ll g
10 cubes

pr—

|

-==== : = et assemblons
J | > ‘. -
RNGET || -

s
e
E
B[ IEY
S
[
I
i

nEREEEEE s | F;! PEEESE
SRS | G nEEEBEBEEE

Deux fois la somme des nombres de 1 & 10 font donc 10 x 11.
Finalement: | +2+3+4+54+6+7+8+9+ 10=155.




UN CHIFFRE,
UNE LETTRE,
ET RECIPROQUEMENT

Les équations et leurs
inconnues présentent
parfois un aspect bien

rébarbatif. Ainsi

e+e=m+10

1+v+v=a+10

l1+e+e=d+10
a=1

est un systéme de
quatre équations a cinq
inconnues plutot
désespérant.

N’est-ce pas plus rigolo
de proposer I’addition :

EVE
+EVE
ADAM

1 En voiture

Dans chague opération, une
lettre représente un chiffre
et deux lettres différentes
représentent deux chiffres
différents.

Retrouver les valeurs des
lettres pour chacune des
opérations.

Et pour ces trois-a, ou les
chiffres ont déja remplacé
les voyelles, retrouver aussi
les mots entiers.

2x0OEIL=YEUX




Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, Dou E

Questions

Le quotient de la somme
de x et de quatre par x
vaut...

Si a est I'inverse de 1'op-
posé de b, alors le produit 0
ab vaut, ..

rien de parti-
culier
A ke

ab
a b
9x2— 25 vaut ... (3x-5)? (3.t—5){3.x+5}-
Ot peut-on voir le résul- : 5
tat d’un développement ? fe—o) &+3)

x+9x-9) - x2+8lx+ 18

24+ 3x+x

az0etb#0.
Que vaut I'inverse de

a+b
| )

Ou peut-on voir le résul-
tat d’une factorisation ?

2x+6

Dans I’expression
(x-572%+3x-15
on peut mettre en
facteur...

(x—9)2 c’est aussi...

(@+b)2—-(a-b)2=... 2a?

) @esax @+ )= 2436x+ 1)



THEME

an

A la découverte de I'inconnue

Dans une égalité qui contient des lettres, quels nombres
peut-on substituer aux lettres pour que 1’égalité soit vraie ?
C’est le vaste domaine des équations.

Contrairement & ce que pourrait penser une ame naive, les
équations ont ét€ inventées pour résoudre des problemes, et
non I’inverse. Et ce qui est extraordinaire, c’est la fantastique
efficacité que donne le simple remplacement d’un nombre
inconnu par une lettre !

Equation vient du latin aequus qui signifie égal. Une équation est une
égalité contenant des lettres représentant des nombres inconnus.

B  De bones résolutions

Avec en téte le sens des opéra-
tions, avec en main des techniques
de calcul littéral, les pieds appuyés
sur les propriétés de I'égalité, nous
voici préts pour 12 cuisine des
équations. La méthode : remplacer
une égalité par une autre qui lui est
équivalente (en étant de préférence
plus simple).

Exquation du premier tegré
L'invention du formalisme algébrique
a été un fantastique pas en avant
pour résoudre les problemes qui se
posaient aux hommes. La “mise en
équation” rend simple ce qui était
compliqué. Vive les maths !

Systeme (' équations

Si le prebléme a deux inconnues, il
vaut mieux disposer de deux
équations pour le résoudre.

Répondez vite, tres vite

UNE BOUTEILLE ET SON BOUCHON cofitent 1 Franc et 10 centimes. La bouteille
coiite 1 Franc de plus que le bouchon. Combien coiite le bouchon ?

Si vous avez répondu (trés vite) 10 centimes, ¢’est que vous avez répondu trop vite.
Une analyse plus fine du probléeme est nécessaire.

Traduisons d’abord les données du probleme.
Les deux schémas a gauche représentent bien
la situation. On obtient une écriture plus dis-
créte en appelant x le prix de la bouteille et y
celui du bouchon.

11 en résulte deux équations :

Dans la premiére équation, on substitue 1 + y
ax:
(I+y)+y=110
Puis on effectue les calculs :

1+2y=1,10

2y=110-1=0,10

y = 0,05.
Eh oui ! le bouchon coiite 5 centimes et la bou-
teille, 1 Franc et 5 centimes.
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Rendre a4 César
l Dire de quelie(s) équation(s) chague
nombre est solution ?

nombres

équations
5x2=11x+6 ()
x=4 ()
5x=6 (ll)
x2+x-2=0 (V)
16x2-24x+ 9=0(V)

JE SUIS VENU.
JAI VU,
JAl RESOLU

§ DE BONNES RESOLUTIONS

4.1 Le vocabulaire des équations

Une équation (2 une inconnue) est une égalité qui contient une “incon-
nue” : un nombre désigné par une lettre (souvent la lettre x).

Une solution de |’équalion est un nombre qui, substitué a la lettre, rend
I’égalité vraie.

Résoudre une équation signifie “trouver toutes ses solutions™ (en général
parmi tous les nombres ; éventuellement dans un ensemble de nombre
restreint : les nombres entiers, ou les nombres positifs par exemple).

EXEMPLE

x%— 3x = 2 — 4x est une équation d’inconnue x.

3 n’est pas une solution de cette équation : quand on remplace x par 3 dans le membre
de gauche, on trouve O et dans le membre de droite, on trouve (- 10).

Le nombre 1 est une solution car on trouve (— 2) dans les deux membres en substi-
tuant I a x.

Une autre solution est (— 2).

Il n’y a pas besoin de savoir résoudre une équation pour tester si, oui ou non. un
nombre donné est solution. Et il est toujours possible d’effectuer une vérification
quand on pense avoir trouvé une solution.

L’habitude de représenter les inconnues par des lettres de la fin de I"alphabet et les
données par des lettres du début s’est prise au xvi © sigcle avec Descartes (La géo-
métrie. 1627).

L
+ 614
1000
Trouver #5sk, c'est résoudre I'équation
x+ 614 = 1 000.

52

— B o

34

Trouver s===, c'est résoudre I'équation
52 -x=34.

Ll
x 6 4
1024

Trouver €&, c'est résoudre I'équation
64x =1 024.

4.2 Les équations de base

Pendant longtemps, vous avez résolu. comme Monsieur Jourdain, des équations sans
le savoir.

Chercher “ce qu’il faut ajouter & a pour trouver &, c’est résoudre I'équation x + a = b.
On a créé |"opération soustraction pour cela.

Sia et b sont deux nombres, alors: x+a=»b équivauta x=>b-a.

Chercher *ce par quoi il faut multiplier a pour trouver b . c"est résoudre 1"équation
ax = b. On a créé I'opération division pour cela.

Si a et b sont deux nombres (avec @ = 00), alors : ax = b équivautd x= %

4.3 Les propriétés de I'égalité

Les techniques de résolution pour des équations plus compliquées que ces deux-la
s"appuient sur les propriétés de 1"égalité.

Une égalité vraie reste vraie :

— si on ajoute ou soustrait un méme nombre aux deux membres.

— si on multiplie ou divise les deux membres par un méme nombre non
nul.

Enfin. si on ajoute ou si on soustrait membre & membre deux égalités

vraies, on obtient une égalité vraie.




Circuit

Voici une situation qui, malgré ses

5 inconnues apparentes et sa présenta-
tion peu usuelle n'est pas si difficile &
déméler.

-1

B Trouver x, ¥, z, t, W.

I EQUATION DU PREMIER DEGRE

4.4 Equationdutypeax+b=cx+d
Soit a résoudre I"équation :

Tx-3=2x+12.
On ajoute 3 aux deux membres afin d'isoler le terme *“7x dans le membre de
gauche.
Tx=2x+15

On soustrait 2x aux deux membres afin d’isoler le terme *15” dans le membre de
droite.

5x=15.
On est ramené & une équation du type ax = b.

. b
La solution est x = —.
[}

15
F=—=3.
=5
L’ équation donnée a une solution : le nombre 3.

Il nest pas interdit de controler sa réponse :
six=3, Tx-3=21-3=18 et 2v+12=06+ 12 = 18. Ca marche !

Toutes les égalités écrites ci-dessus sont des équations équivalentes, ce qui signifie
que tout nombre solution de 1'une est aussi solution des autres. Elles ont le méme
ensemble de solutions.

La poursuite infernale
Une tortue et un escargot filent en ligne
droite vers un champ de laitues.
L'escargot fait 1,5 em/s, la tortue
4 ecm/s. La tortue est partie du méme
point que I'escargot mais avec une
neure de retard.
B Combien de temps la tortue mettra-t-
elle & le rattraper ? Montrer que
I'équation & résoudre est

4t = 1,5(3 600 + t).
Résoudre cette éguation.

23

4.5 Autres équations du premier degré

Vous rencontrerez des équations du premier degré plus compliquées que celle ci-des-
sus, mais finalement équivalentes. Il vous faudra alors utiliser vos connaissances en
calcul littéral (développer. réduire) pour vous ramener a une équation plus facile &
résoudre.

EXEMPLE
Soit a résoudre I’équation :
Ax=5)+Tx=5-(3 +x).
On supprime les parentheses & 1"aide des propriétés adéquates (voir 3.5 et 3.7) :
2x—-10+7x=5-3—-x
On réduit dans chaque membre ce qui peut I'€tre.
O9x—-10=2-x
Et cest parti : on ajoute x aux deux membres.
10x-10 = 2.
Puis on ajoute 10 aux deux membres :
10x=12
Reste a conclure :

L'équation ci-dessus a une solution : le nombre 1.2.
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B Mon camé est égal &4 mon double.
Qui suisje ?

QQ

N

H A me dépasse de 2. Multiplié par 2 et
ajouts a 1, j'égale B.

A? = B? et je suis positif.

Qui suisje ?

Vexé

“Je suis ulcéré”, dit un nombre entier,
“Le carré de mon suivant dépasse de
quinze mon propre carré I”

B Mais quel est donc I'entier quil s’ex-
prime en ces termes ?

X+2

x4+ 1

Trouver un triangle rectangle dornt les
colés sont mesurés par des entiers
consécutifs, c'est résoudre I'équation
(x+2)2=(x+1)2+x2

B Vérifiez que cette équation peut
s'écrire (x + 1)(x - 3) = 0, et Ia
résoudre 7

4.6 Produit nul
Un produit de facteurs est nul si et seulement si I'un de ses facteurs est nul.

Sia et b sont des nombres, alors
axb=0 sietseulementsi a=0o0ub=0.

4.7 Equations produit

La propriété précédente permet de résoudre certaines équations, appellées parfois
“équations produit™ qui permettent de se ramener a plusieurs équations du premier
degré.

EXEMPLE
Soit a résoudre I’équation :
(x+3)(2x+8)=0.

Le membre de gauche est un produit de deux facteurs : (x + 3) et (2x + 8).
Ce produit sera nul si et seulement si :

ou bien x+3 =0, ou bien 2x + § = 0.
En résclvant chacune de ces petites équations. on trouve les deux solutions de 1'équa-
tion de départ : les nombres — 3 et — 4.

Une méthode universelle : Cette “propriété du produit nul” est 4 I’ origine d"une méthode
universelle pour résoudre des équations : les mettre sous la forme d’un produit de fac-
teurs égal a zéro. D'oul I'importance des techniques de factorisation rappelée dans le
théme précédent (3.22).

4.8 Résoudre une équation du second degré

Pour résoudre 1’équation-produit précédente, on peut étre tenté de développer le
membre de gauche . On aboutit en procédant ainsi, a I’équation 2x2 + 14 x +24 =0,
effectivement équivalente a I’équation donnée. Le probléme, c’est que cette équation
est du second degré (elle contient des x?) et on n’a pas. au niveau du collége, les outils
pour résoudre ce type d’équation.

11 faut donc vous résigner & cette triste constatation : les seules équations du second
degré dont la résolution est & votre portée sont des équations que vous réussirez a
ramener a un produit nul.

D’ot la régle de conduite (provisoire) :

Devant une équation du second degré, I'écrire sous la forme A(x) = O puis essayer de
factoriser A(x).

EXEMPLE

Résoudre l'équation  (x+ 1) =4(x + 1).

(x+ 12 —4(x+1)=0,

(x+ Di(x+1)-4]1=0,

x+Dx-3)=0.

L'équation donnée, équivalente a cette équation-produit, a deux solutions :
nombres — | et 3.

Cette équation est équivalente a
le premier membre se factorise

les

Si cela ne vous convient pas, persuadez votre grande sceur de vous donner la recette
miracle des équations du second degré ou lisez des livres de lycée.
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§ SYSTEME D’EQUATIONS DU PREMIER DEGRE

4.9 Une équation du premier degré et deux inconnues

Une équation du premier degré a deux inconnues x et y, est une équation
du type ax + by =c.

Elle a en général plusieurs solutions.

On peut en effet choisir une valeur de son choix pour I'une des inconnues (x par
exemple) et, en substituant, trouver la valeur correspondante pour y. On trouvera ainsi
autant de couples (x, v) solutions que I'on en désire.

Mieux : si on représente tous ces couples solutions comme des points du plan repéré,
h . . . ‘s . —a g
ils formeront une droite : si b # 0. ce sera la droite d’équation y = i x+ B
EXEMPLE

Soit I'équation a deux inconnues 2x + 5 y = 10.

Pour trouver une solution. je choisis la valeur de x librement , mettons x = 2.

Je remplace x par la valeur choisie et je résous I'équation d'inconnue y ainsi fabri-
quée: 4+ 5 v=10.

Je trouve y = % =1.2.

Un couple solution de I'équation est (2 ; 1,2).

Je trouve ainsi une infinité de couples solutions (0 ; 2), (5 ; 0),(10 : —2) ... Tous ces

couples sont les coordonnées de points de la droite d’équation y = —% x+ 2.

B Systémes

Dans tous ces systémes, y en a-til :

sans solution ?
avec une infinité de solutions ?
avec (0 ; 0) comme solution ?

x=-y=3

o {2573
w [
X+y=3

(i {x_y=_3
=

W {_ifiza
xX=Yy

) {,,y=o

4. 10 Systéme d'équations du premier degré a deux inconnues

Résoudre un systeme d’équation du premier degré a deux inconnues, c’est
chercher les solutions communes a deux équations du modéle précédent.
Un tel systeme se présente ainsi :

ax + by =c
ax+by=c"
oula, b, c,a’, b’ et ¢’ sont des nombres donnés et x et y sont les deux incon-

nues.

L’accolade entre les deux équations a une signification précise :
elle remplace le mot “et”.

Si I'on pense en termes d’équation de droite, on comprend que, généralement, un tel
systéme sera vérifié par un couple de nombres et un seul (deux droites ont générale-
ment un seul point commun. elles sont sécantes).

Plus rarement le systéme n'aura pas de solution (les droites seront strictement paral-
léles) ou une infinité (quand les droites seront confondues, ce qui se voit sur leurs
équations)

11 y a deux méthodes concurrentes pour résoudre ce genre de systéme.

L'une et I'autre ont pour objectif de se débarrasser (provisoirement) d*une des incon-
nues.

Elles font 1’objet des deux paragraphes suivants.
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Des pattes, des pattes

Derriére la palissade, il y a des kangou-
rous et des rhinocéros. J'ai compté 78
pattes et 54 oreilles.

B Combien y at-ll d’animaux de
chaque espéce 7

S

Comin v

=S W E

La balance
B Combien pésent le gros Déde, le
petit Francis et le chien Boudin ?

4. 11 Résolution par substitution

Principe directeur : isoler x ou y dans I’une des équations puis substituer dans I’autre
afin d’obtenir une équation & une seule inconnue.

EXEMPLE
: x+y=17
Résoudre le systéme [

2x —3y=-11"

On transforme la premiére équation en une équation équivalente :
x=T7-y.

On remplace x dans la deuxiéme équation par 1'écriture ainsi trouvée.

On substitue 7 -y a x :
2(7-y)-3y=-11.

On est content car cette équation 2 une inconnue permet de trouver y.
14 -2y —3y=-11

14 -5vy=-11
—5y=-125
y=5
et puisque x = 7 —y, on peut alors trouver x :
x=2.

On vérifie que le couple (2, 5) est solution de chaque équation du systéme :

2+5=1
{2x2 —3x5=-11

On peut donc affirmer que /a solution du systéme donné est le couple de nombres
(x, y) égal a (2, 5).

4. 12 Résolution par combinaison

Principe directeur : multiplier judicieusement chaque équation, afin qu’en ajoutant
membre & membre les deux équations, une des deux inconnues s’élimine.

EXEMPLE

Résoudre le systéme

x+y=7
2x = 3v=—11"

On multiplie par 3 la premiére équation. Cela donne le nouveau systéme, équivalent
au premier :

3x+ 3y =21
[ZI—3_\'=—11'

En ajoutant membre & membre ces deux égalités. on trouve :
Sxy=10etdoncx=2.

On multiplie par (- 2) la premiére équation. Cela donne le nouveau systéeme. équiva-
lent au premier :

—2v—2y=—14
2x-3y=-11

En ajoutant membre & membre ces deux égalités, on trouve :
—Sy=—25etdonc y =5.
On vérifie que le couple (x, ) égal a (2, 5) est solution de chaque équation du systeme.
On annonce fierement : le systéme a une solution (2 ; 5).
Il est heureux que les deux méthodes donnent la méme solution.
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En famille

Il y a 6 ans, mon frére avait deux fois
mon &ge. Dans 5 ans, nous aurons
ensemble 40 ans.

B Quel est mon age ?

4. 13 Pour mettre un probléme en équation

— Prendre conscience de ce qu’on cherche et donner un nom a la quanti-
té cherchée (ou aux quantités cherchées s’il ¥ en a plusieurs). Soit x ...
— Traduire la (les) phrase(s) de I'énoncé par une (des) éguation(s).

— Résoudre I’ (les) équation(s) écrite(s).

— Répondre par une phrase au probleme posé.

EXEMPLE
“Donnez-moi deux pains et une baguette. s’il vous plait™ dit Jean au boulanger. Et il
paie 14,60 F. “‘Pardon, je voulais deux baguettes et un pain™. Le
boulanger rend 1 F & Jean. Combien le boulanger vend-il son
pain et sa baguette ?

Donner un nom a ce qu’on cherche : Soit x le
prix du pain et v le prix de la baguette.
Traduire les deux phrases de 1'énoncé
par deux équations

2x + v = 14,60
[): + 2y =13.60
Résoudre le systéme obtenu par la méthode de son choix.
Ontrouve x=52ety=4,2.
Répondre par une phrase : le pain cofite 5.20 F et la baguette 4,20 F.
2x + v = 14.60

On pourrait aussi poser le systeme : { v

|J'ai roulé 1 heure,
|# 20 km/h a I'aller,

|2 80 km/h au retour. |
 Quelle a été ma

Deux verres ¢a va...

Trois petits verres P remplissent le
verre V. Il faut 8 verres V et un petit
verre P pour remplir la bouteille B
d’un litre.

B Quelle est la contenance des
verres Vet P ?

4. 14 Mise en équation : un exemple géométrique

T
g

On plonge une sphére de 3 ¢cm de rayon
dans un verre cylindrique de 3 cm de
rayon. qui contient de I'eau. L'eau monte
alors juste au ras de la sphere.

Quelle était la hauteur d’eau au départ
dans le verre ?

J

— Donner un nom a ce qu’on cherche :
Soit x la hauteur d’eau dans le cylindre.

— Traduire la situation par une égalité.
Le volume eau + boule est exactement le volume d’un cylindre de rayon 3 cm et de
hauteur 6 cm.

(rrx33x.r)+(§xnx33)=nx33x6.
Nettoyer un peu I'équation : 9mx + 367 = 54
Diviser les deux membres par 9m : x + 4 = 6.

— Résoudre : on trouve x = 2.

— Répondre par une phrase : la hauteur d’eau initiale dans le verre était de 2 cm
(seulement). Accessoirement on s’ apercoit qu'une sphére de rayon 3 cm a le méme
volume qu’un cylindre de méme rayon et de hauteur 4 cm.
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Alres égales
Prendre une feuille 21 x 30 et tracer 4. 15 Un exercice-type : compter les moutons

[AB] et [CD] ((CD) est la médiatrice de | [ ¢ petit berger a un troupeau de 31 moutons. Il a compté en tout 130 pattes. Il faut

[AB]). j ) . . i
B B itk oo ekl o Toaiinin w?us drre. que {e petit berger a dans'sor‘: troupeau dfes moutons a s:x‘pa'nes. Mais com
L pour que les trois rectangles obte- bien a-t-il au juste de moutons ordinaires et combien de moutons a six pattes?
nus alent la méme alre ?
21 Voici deux manieres de mathématiser ce probléme. Elles ne sont pas trés différentes
) en réalité.
Premiére méthode :

Une traduction naturelle du probléme conduit & deux inconnues puisqu’on cherche
deux choses.
Soit x le nombre de moutons ordinaires et y le nombre de moutons & six pattes.
On traduit par des égalités les phrases de 1’énoncé.
Il y a 31 moutons : x + y =31
Il y a 130 pattes : 4x + 6y = 130
On obtient ainsi un systéme d’équations.
On multiplie par — 4 la premiére équation et on ajoute membre & membre.
—4x-4y=-124
4x + 6y = 130.
On obtient donc 2y =6 et y = 3.
Alors puisque x + y = 31 et y =3, c’est que x = 28.

Réponse : il y a 3 moutons & six pattes et 28 moutons normaux dans la bergerie du
petit berger.

Deuxiéme méthode :

Une traduction un peu moins naturelle permet d’éviter d’avoir deux inconnues.
Soit x le nombre de moutons ordinaires.
Le nombre de moutons & six pattes est donc (31 — x) et le total de130 pattes se tra-
duit par I'équation 4 une inconnue :

4x +6(31 —x) = 130
(équation qui n’est autre que celle qu’on aurait obtenu en résolvant le systéme ci-
dessus par substitution, en remplagant y par (31 — x)).
En développant, I'équation devient :

186 — 2x = 130.
On soustrait 186 aux deux membres, on obtient :

—2x=-56 et x=28.
Ce qui rejoint agréablement la réponse précédente.

Dans cette situation, on a :

® mis le systéme en équation de deux
maniéres.

® bien appliqué les propriétés de
I'égalité.

@ résolu un systéme du premier degré
par combinaison.

® résolu une équation du premier
degré.




UNE LOGIQUE
IMPLACABLE

A partir de quelgue chose de
faux, les mathématiciens
peuvent démontrer

a peu prés n'importe quoi.
La preuve...

A I'lmposslble, nul n'est tenu

¥ En fait, comme vous le
savez, je ne suis pas le pére
Noel. C'est donc qu'il y a
quelgue chose qui cloche
quelque part. Pour le décou-
vrir, il vous faut étudier ligne
aprés ligne la “démonstra-
tion" en bas de page. Et voir
si, par hasard, une opération
impossible n'aurait pas été
effectuée...

Un pour tous et tous pour un

B Et si cela vous amuse, voici
une autre “démonstration”
d’un résultat analogue.

Supposons que
x?2+x+1=0.
Onadoncx?2=-x-1, en
multipliant par x :
x3=-x2-x

En substituant (-x - 1) a
x2, onax3=x+1-x
donc x3 = 1.

Or, il n'y a qu'un seul
nombre dont le cube est 1.
Donc x = 1.

En portant dans I’hypothése
initiale, cela donne 3=0!

Cela prouve que je suis non
seulement le Pére Noél mais
aussi les quatre mousque-
taires !

Si 2

3, je suis le pére Noél !

Tu veux dire qu'll résulterait de

Fégalite2=3
que tu es le pere Noél ?

Et tu peux le prouver
MATHEMATIQUEMENT ?

/

ontrouve1=2.
Maintenant suig-mol bien.

8i 2 = 8, alors en retranchant 1 a chacun des membres,

Le pére Noél et mol sommes 2.
Maig 2 = 1, donc le pére Noél et mol sommes 1 ; nous
sommes une seule et méme personne.

Je suls Ie pére Nogl Il

Ve

Reste & prouver que 2 = 3,
Eh bien, soitx=3,y=2etz=1.

Voici une succession d’égalités toutes plus justifiées les unes que les autres :

x=y+z
Multiplions chaque membre par x — y
xx=y)=(@+2)x-y)
xt-xy=xy+z-y*-yz
xi-xy-zmx=xy-yi-yz
Xx-y-)=yx-y-2).
Divisons chaque membre par x -y - z.
On trouve x = y.
Ce qui donne 3 =2,
Etonnant non ?



A+ X=B

Pour les amateurs \pici quatre questions de culture générale.
d’équations du premier u Les résuliats des opérations 2 trous vous aident & y répondre.

degré

seee-]32=900e
+3141
seoo—-oove=2881
+3141
10000

esee+lGh=00e0

+1789
eee+0000e=3600

+614
1000

En quelle année le célérifere,
ancétre de la bicyclette,
| a-1-il roulé pour Ia premiére fois ?

v\@

En quefle année est mort
Fempereur romain Olybrius ?

L'ordonnance de Villers-Cotterets

En e année furent

impose que tous les actes de justice
soient rédigés en francais et crée . " ——
e jer état civil. | creer les jeux Olympigues ?
En quelle année Frangois 1er a-t-il signée ? F
oee+234=0000 eoe-169=00cse

-617 +1307
eeo+00e=1000 800
-212
100



1 UN MESSAGE SECRET
A DECODER

Douze équations !
Pas une de moins pour

S. Holmes. Mais le jeu
en vaut la chandelle. La
phrase a découvrir est
la plus recherchée du
monde.

La clé de I'énigme

Ce qu’il faut absolument
savoir pour découvrir le
message :

axx=b
a

o1

Le vieux manuscrit

Voici un message secret.
Pouvez-vous le décoder ?

T#AQVO> A+
WRAG RBAR B k¢
> 3¢ H Al

v

J'ai trouvé un vieux
grimoire ol chague
signe est associé a
Ia fois a une lettre

et a un chiffre.
Mais les signes ont |GaRé

été yommeés.

E

§

LTI

W A

L T T |
e Nawmb ™oL

T I T T T L T

FEmoAm—m>)

o R
J'ai aussi trouvé un parchemin sur |
lequel figurent des calculs. On peut
d'abord retrouver les chiffres ._
représenteés par les signes, et puis,
grace au grimoire, on peut trouver
les lettres correspondantes... £
... Bt dechiffrer alors le message ! k




Questions

Quelle est la solution de
I'équation
26 -T)=x-47

Trouver les équations
sans solution.

Ot voit-on une solution
sans équation ?

Ot voit-on une équation ?

Quelles sont les équations
dont 2 est solution ?

Quand j’aurai gagné 27 F
de plus, mon capital aura
triplé. J"ai donc...

Ou voit-on une solution
de I'équation
2x—-y=-37

Quel(s) systeme(s)
décri(ven)t la situation ?

Le systeme

x2=x
{x+_\'+5=0

Deux nombres ont leur
somme, leur produit et
leur quotient égaux.

Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, Dou E

Il'y a plusieurs
solutions




THEME

Des grandeurs proportionnelles

Si vous courez deux fois plus vite, vous ferez deux fois plus
de chemin.

Si vous achetez trois fois moins d’eau minérale, vous paie-
rez trois fois moins cher.

Si vous travaillez cing fois plus longtemps, vous ferez peut-
étre cing fois plus de choses...

Toutes ces situations ont un point commun : elles pourront
se traduire par un méme modéle mathématique, appelé
“proportionnalité”.

La proportionnalite

Proportion, —nel, —nalité : du latin pro (pour) portio (part, portion)
Distribuer proportionnellement, c’est donner a chacun la part qui lui
revient...

B Les méthodes de caicul

Selon la situation il faut savoir
choisir la méthode la plus
efficace entre le iableau de
propertionnalité, les
combinaisons, le calcul du
coefficient, la régle de trois...

W Le coefficient de
proportionnalite
C'est lui qui permet de
mieux comprendre. Et
méme lorsqu'il reste invisible
dans des “proportions”, il reste
la clé de la situation.

B Lles pourcentages

Tout ira mieux le jour o0
chacun aura compris que
prendre €0 % de quelque
chose, c'est multiplier ce
quelque chose par 0,Ge !

La regle de trois (mousquetaires)

OUT LE MONDE a entendu parler de
la régle de trois. C’est un “truc” de cal-
cul qui marche bien dans les situations de
proportionnalité.
Mais d’ou vient cette expression ?
De ce que cette régle permet de résoudre
des problémes dans lesquels on connaft
trois nombres et il s’agit d’en trouver un
quatriéeme. C'est comme les trois mous-
quetaires : ils en cachent toujours un qua-
trigme !

Voici un exemple : “3 bouteilles valent 51 F,
combien valent 5 bouteilles ?

Le truc consiste a dire :

“Si 3 bouteilles valent 51 F,

alors 1 bouteille vaut 3 fois moins,
c’est-a-dire 17 F ;

et 5 bouteilles valent 5 fois plus.

soit 85 F~.

Mais attention !

Il y a des méthodes parfois beaucoup plus
simples pour résoudre des problémes ana-
logues...
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La proportionnalité n'est pas universel-
le. Il y a des situations dans lesquelles
il serait catastrophigue d'utiliser ses
propriétés sans réfléchir.

1 Combie da temps mettraient
| 7200 cuvriers pour

La lumiére du
soleil et les
ondes radio
mettent 8 minu-
tes 20 secon-
des pour par-
courir les 150
millions de kilo-
métres qui nous
séparent du
soleil.

B Quelle distance parcourt la lumiére
en 1 seconde ?

Le premier homme ayant posé le pied
sur la Lune envoya un cri par message
radio “Hurrah !".

Les ondes radio ont la méme vitesse
que la lumiére.

B Comblen de temps mit ce crl pour
parvenir a la Terre (sltuée a 400 000
km de Ia Lune) ?

§ LES METHODES DE CALCUL
5.1

Propriétés des combinaisons

Intéressons-nous a deux grandeurs associées dans une relation de pro-
portionnalité : si I’une est multipliée ou divisée par par un certain
nombre, I’autre I'est aussi ; et si deux valeurs de ’'une s’ajoutent ou se
soustraient, il en est de méme de ’autre.
Plus synthétiquement. on dit que *'si x est associé a v et si u est associé a v par une
relation de proportionnalité. alors toute combinaison de x et i est associée a la méme
combinaison de v et v,
Schématiquement, il est souvent trés commode et efficace de faire un TABLEAU DE
PROPORTIONNALITE :

e 5 N N

2° grandeur y y y4+w  2y-v y+3p

14 choses valent 8 F. Combien valent 21 choses ?

choses II-!

prix 8 4

6 }21 choses valent 12 F
Traduction du schéma :

» 2 fois moins de choses valent 2 fois moins
e une somme de choses (14 + 7) vaut la somme de leurs prix (8 + 4)

EXEMPLE :

5.2 Le coefficient de proportionnalité

Si deux grandeurs sont proportionnelles, alors les valeurs de la deuxiéme
s’obtiennent en multipliant les valeurs de la premiére par un nombre
appelé COEFFICIENT DE PROPORTIONNALITE.

La connaissance de deux valeurs associées, x et y, permet de calculer ce coefficient.

Dans I'exemple précédent.ona y=ax et8=ax14.Donca = -% = :;—

Le nombre correspondant & 21 est le nombre v tel que v = % > 21. Finalement v = 12.

5.3 La régle de trois
Si x choses valent y. alors 1 chose vaut x fois moins, : et v choses valent v

fois plus.
(---! (l-_[
y yix  vxiyx) 8 8/14 21x(814)=12
A A
x =14 x21

Cette regle n’esl que la mise en ceuvre de combinaisons particuligres.

5.4 Les produits en croix

Si deux grandeurs sont proportionnelles, x étant associé ay etu a v, alors
ona xXyv=uXjy.
Schématiquement (“ XV =uy.

¥ 2V

EXEMPLE : On doit trouver le nombre v tel que C 3!!- v ldv=21 X8 douv= 12




B Quelle est I'explication du para-
doxe énoncé par la sourls ?

Plus il y a de gruyére,
plus il y a de trous ;
et plus il y a de trous,
moins il y a de gruyere !

0SS

2
le baril

Dans cette situation, on a utilisé suc-
cessivement :
® Les propriétés de la proportionnalité
rappelées dans la définition en haut de
cage.) Ces propriétés sont exploitées
cans les calculs sous forme de
tableau.
® Un raisonnement de fausse supposi-
tion : les calculs sont faits pour un
change de 5F/$ et auront servi méme
=i ce change a une autre valeur.
® Une régle de trols, qui se résume &
Jn passage intermédiaire par le
~ombre 1.

5.5 Quelle est la meilleure méthode ?

® Le truc le plus rapide ?
— C’est la technique des produits en croix.

® Le truc le plus siir ?
— C’est de remplir un tableau ligne apres ligne. On peut facilement vérifier ses cal-
culs et les opérations ont toujours une signification pratique.

® Les virtuoses de la proportionnalité utilisent aussi une régle astucieuse qu'’ils appel-
lent la FAUSSE SUPPOSITION.

Ainsi disent-ils. dans le méme exemple que précédemment :

“Si 14 choses valaient par exemple 2 F alors 21 choses vaudraient 3 F

Or il ne valent pas 2 F, mais 8 F, c’est-a-dire 4 fois plus.

Donc 21 choses valent 3 X 4, c’est-a-dire 12 F"".

® Dans tous les cas un tableau de proportionnalité résume bien les informations et
permet de mieux présenter les calculs.

2x = £ 1 1xv x" x+x’ x-x'
3 x

2y ¥ & L Ly y'  y+y’ y-y’
3 x x x

5.6 Un exemple type : quel est le prix du pétrole ?

Si le pétrole vaut 20 dollars le baril de 170 litres, combien cela fait-il en francs par
litre ?

Le prix du pétrole. en francs. est proportionnel au prix en dollars. En effet. le prix en dol-
lars d’une certaine quantité de pétrole. est évidemment proportionnel au volume du
pétrole. Et tout volume de pétrole est évidemment proportionnel au prix en francs.

La présentation en tableau per-

met de mener trés vite les calculs Nl doii= ol CiE R T Prix en francs
nécessaires. ?

Un baril vaut 170 litres et 20 $ pour un baril

1$=5F. :

Les tableaux suivants se remplis-
sent ligne apres ligne : et la justifi-
cation du calcul est donnée dans
I'interligne.

(On a effectué les opérations

170 +-20=85¢et 5+85=06.)

20 $ pour 170 litres

1§ pour 8,5 litres

8,5 lifres pour 5 F

1 litre pour 0,60 F

Et si le dollar ne vaut pas 5 F mais 6 F ? T =
Prix du péirole
Un tableau de proportionnalité suffit encore. En | Ll =% Fﬁifre
effet, le prix en francs par litre est évidemment pro- 5 H 0,60
portionnel au taux de change.

6 $ 0,72




It est souvent utile, dans la vie couran-
te, de sawvoir ce que font 36 km/h en
métres par seconde.

§ LE COEFFICIENT DE PROPORTIONNALITE

5.7 La formule passe-partout

Le nombre a est le COEFFICIENT DE PROPORTIONNALITE entre X et Y lorsque
les valeurs de Y s’obtiennent a partir des valeurs de X, en les multipliant

para:

Y =eX.

EXEMPLES

a) 2 kilogrammes de pommes coiitent 5,40 francs.

Combien coiitent 5 kilogrammes ?
Le coefficient de proportionnalité faisant passer du poids des pommes (K) a leur
prix (P) est le prix au kilo. Onaici : P= 2,70 X K.
Donc 5 kilogrammes coiitent 2.70 % 5, soit 13.5 E

b) En deux heures de promenade en montagne, j'ai parcouru 5.4 kilométres.
Combien est-ce que je parcours en cing heures ?
Le coefficient de proportionnalité faisant passer de la durée d’un parcours (T) &
sa longueur (L) est la vitesse moyenne sur ce parcours. Onaici : L=270 X T.
Donc en 5 heures, on parcourt 13,5 km (si on néglige la fatigue !).

c) J'ai placé 20 000 francs et ils ont rapporté 540 francs en un an.
Combien m’auratent rapporté 50 000 francs placés dans les mémes conditions ?
Le coefficient de proportionnalité faisant passer de la somme placée (S) aux
intéréts rapportés (R) est le taux d’intérét.

Onici:R = % S. Donc 50 000 F auraient rapporté 1 350 F.

Voiture représentée a I'échelle
1/2 000

| Alice Math-Hello a battu
son record de la

| traversée de I'Atlantique
1 en parcourant 4 800 km
en 10 jours et 12 h.
Sachant que 20 nceuds
correspondent & 37 km/h.
B Quelle a été sa vitesse
moyenne (en neeuds) ?

5.8 Quelques coefficlents de proportionnalité

Les nombres mesurent des choses si différentes que les mémes relations mathéma-
tiques peuvent porter des noms différents selon qu’on les applique & une carte de géo-
graphie ou a des marchandises en solde...

ECHELLE : L'échelle d’une carte est le coefficient de proportionnalité fai-
sant passer des mesures sur le terrain aux mesures sur la carte.

EXEMPLE : 1 km, échelle 1/25 000 — 4 cm

TAUX : Le taux de schimiliblicité est le coefficient de proportionnalité fai-
sant passer de Peffectif total d’une population a I’effectif schimiliblické.

EXEMPLE : 50 000 000, Taux de mortalité : 0,05 — 750 000 morts

VITESSE : La vitesse est le coefficient de proportionnalité faisant passer de
la durée d’un parcours 4 la distance parcourue.

EXEMPLE : 40 secondes, Vitesse : 10 m/s — 400 métres

DEBIT : Le débit d’un écoulement est le coefficient de proportionnalité fai-
sant passer d’une certaine durée a la quantité écoulée.

EXEMPLE : 3 600 secondes. Débit : 24 images/secondes — 86 400 images

MASSE VOLUMIQUE : La masse volumique est le coefficient de proportion-
nalité faisant passer du volume d’un objet 4 sa masse.

EXeMPLE : 1 litre, Masse volumigue : 13,6 g/cm® — 13,6 kilogrammes




En mathématiques, on essaie de limi-
ter au maximum ce qu'il faut savoir...
et on aime bien de retrouver les
choses a partir de ce que I'on sait.

Ici on retrouve les propriétés de pro-
portionnalité & partir des propriétés du
nombre.

8 poules ont pondu 8 ceufs en 8 jours.
B Combien pondent 4 poules en 4
jours ?

De la suite de proportions

E: 330x3600= 1 188 000
1 3600 3600
on déduit que : si la vitesse du son
dans I'air est de 330 m/s, alors elle est
aussi de 1188 km/h.

97

5.9 Une satisfaction intellectuelle

La formule y = ax et les propriétés trés simples de la multiplication permettent de
justifier les calculs de proportionnalité.
Voyons-en quelques exemples.

® y = ax traduit le fait que y correspond & x dans une certaine relation de propor-
tionnalité.
® Mais si y = ax, alors en multipliant chaque membre de I'égalité par 3, on a :
3y = 3ax que I'on peut écrire (3y) = a X (3x). Donc 3y correspond a 3x.
® De méme si y ; =ax, et y , = ax ,, alors en ajoutant les égalités membre a
membre, y; + v, = ax, + ax,. Mais heureusement, la distributivité de la multipli-
cation sur I'addition justifie I'écriture ax ; + ax, = a (x| + x,).
Finalement :
¥ tys=atey +xy)

ety, + v, correspond bien & x | + x,.
Plus généralement, il est facile de montrer que

2y + 3y, vauta (2x ; + 3x,).
C’est la propriété des combinaisons (5. 1).

® Et la regle magique du produit en croix ?
: ' = ax
Ecrivons y | = ax ety, = ax, comme ceci : 2 _ "

= - ﬂx: =¥ 2
Alors, en multipliant membre 2 membre : a x,y; = ax; ¥, ; il ne reste plus qu’'a
diviserpara: x,v; =Xx;¥,.
Et la régle est justifiée !

5. 10 Proportion
Une proportion est une égalité de deux quotients. Par exemple :
¥1_ Y2
Xy Xy

Imaginons les mesures x,, X,, X,,... €t v,, v., ¥, de deux grandeurs liées par une rela-
tion de proportionnalité :

- (.l. E2
Y1 Y2 Y3 Yo Xs -

Alors on peut écrire ¥, = ax, , ¥, =ax,, vy, = ax,, elc.
Le coefficient de proportionnalité est donc égal a n’importe lequel des quotients de
cette suite de rtions : JE 2 v

propo: e e
Il existe un lien trés étroit entre les proportions et les relations de proportionnalité,
comme le suggere le vocabulaire.

R 4 ; : : i :
Par exemple, si , — = — c’est qu’une certaine relation de proportionnalité associe
X 2y, Xa2Y,

Mais, d’aprés les propriétés des combinaisons, x ; +.x, est associé & ¥ ; + ¥ .. de méme
2x, + 3x, est associé a 2y | + 3y ,. Le coefficient a qui vaut v ;/x | ou y,/x , vaut donc

Yit¥a

aussi ————, mais aussi

x[+x2

2_\7] +3y2
2x, +3x,
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5. 11 Le coefficient le plus célébre de la géométrie

La longueur d’un cercle est proportionnelle a son rayon. Et le coefficient
de proportionnalité vaut 27

5. 12 Triangle équilatéral
La hauteur d'un triangle équilatéral est proportionnelle & son c6té : le

3
coefficient de proportionnalité vaut T{emfiron 0.,87).

5. 13 Triangles de méme base

L’aire d’un triangle de base constante est
proportionnelle 2 sa hauteur. Le coefficient 4
de proportionnalité vaut la moitié de la

base :
B
S=[—=]|xh
2) __
Donc, si la hauteur est doublée, I’aire est |/
doublée. ;
Si les hauteurs s’ajoutent. les aires s’ajoutent.

5. 14 Non-proportionnalité
L’aire d’un carré n'est pas proportionnelle a son cété.

En effet, I'aire ne double pas lorsque le coté est doublé. elle quadruple !

On a toujours intérét & penser "multi-
plier par 0,70" chague fois que I'on
voit “70 %".

H LES POURCENTAGES

Dans une certaine population, sur 2 000 personnes. 64 ont les yeux bleus.

En supposant que la proportion des yeux bleus est la méme dans toute la population,
combien de personnes auraient les yeux bleus sur 3 500 ?

Le coefficient de proportionnalité faisant passer de la population (P) au nombre de
gens ayant les yeux bleus (B) est le “pourcentage” de gens ayant les yeux bleus.

On écrit ce coefficient comme une fraction de dénominateur 100.

Onaici :

B_ 64 32
P 2000 100

Sur 3 500 personnes. le nombre de personnes aux yeux bleus serait alors TS(:J% % 3 500.
soit 112.

5. 15 Pourcentage

Un POURCENTAGE est toujours un coefficient de proportionnalité.
C’est ce qui explique que les pourcentages se traduisent par des multipli-
cations (et n’ont rien a voir avec I"addition).

Dire p % de X valent Y, c’est dire Y = ﬁ x X.

EXEMPLE

Dans une ville, sur 30 000 électewrs, le taux de participation & une élection a été de

70 %. Combien d'électeurs ont participé au vote ?
70 % de 30 000, c’est exactement % X 30 000. ou encore 0,70 %< 30 000, soit
21 000.




Le passage des prix “hors-taxe” au
prix “TVA comprise” ne devient simple
que si I'on a compris le schéma ou
0.829 est l'inverse de 1,206.

+TVA 20.6 %

Imaginons une quantité A (par exemple 250) ; on nous dit qu’elle augmente de p %
(par exemple 5 %). Réfléchissons :

La quantité a augmenté de A X I—ga (dans I'exemple 250 X 0.05, soit 12,5).
P

Elle devient donc A + A X 00
c’est-a-dire
A(I +_I%0_) (dans I'exemple 250 X 1.05)
p

¢ multipli 1+=—.
Elle a donc été multipliée par 1 + 100

5. 16 Pourcentage d'augmentation

Si une quantité est augmentée de a %,

alors c’est gu’elle est multipliée par (1 + —1—:—;-6)

Par exemple, une augmentation de 15 % se traduit par une multiplication par 1.15.

5. 17 Pourcentage de diminution

Si une quantité est diminuée de d %,

alors c’est qu’elle est multipliée par ( 1- Ig—ﬂ)

Par exemple, une diminution de 8 % se traduit par une multiplication par 0,92.

B Des hauts et des bas

&

Quel est le résuitat
d'une baisse de 10 % suivie
t'une hausse de 10 % ?

D

Et d’'une hausse te 10 %
stivie d'une baisse de 10% 7

5. 18 Succession de pourcentages
“Prendre p % c’est “multiplier par L_s

100 °
“Prendre ¢ %" c’est “multiplier par 130“'
“Prendre g % de p %" c’est “multiplier par % X %ﬂ,
P9 o
’est donc “prendre —— %,
C nc *“‘prendre 100
EXEMPLE

Une hausse de 10 % suivie d'une hausse de 20 % est-elle équivalente a une hausse
de30% ?

Augmenter de 10 %, c’est multiplier par 1,10. Augmenter de 20 %. c’est multiplier
par 1.20. Une hausse de 10 % suivie d'une hausse de 20 % revient donc a multiplier
par 1,10 X 1,20. soit 1,32.

La hausse totale est donc de 32 %.

Xp e ey R e
== J i ] !l

f

Finalement, il n'y a qu'un seul truc & retenir : prendre un pourcentage. c’est multi-
plier par un nombre (et surtout pas ajouter).




LE JEU DE L'OIE
DES POURCENTAGES

1l est possible que certaines
de ces pratiques
commerciales soient
contraire a la Loi, mais
c’est une autre histoire.

Vous reconnaitrez,

au moins, que toutes
respectent les lois

des proportions.

Des lois qu'il vaudrait mieux
que nul client n'ignore !

® Testez-vous, en huit cases
et six guestions !

Cases 1,2et 3

Si on veut payer le moins

cher possible, vaut-il mieux
aller a la boulangerie André
ou & la boulangerie Julien ?

Case 4

Quel était le prix avant réduc-
tion ?

Case 5

Les vendredis 13, guelle est
la remise ?

Case 6

D’un lundi a I'autre, les prix
augmentent-ils ou diminuent-
ils ?

Case 7

Aprés-demain, paierat-on le
méme prix qu’hier ?

Case 8

Les deux pesées donnent-
elles bien 2 kg de marchandi-
se ? Le marchand y gagne-t-il
ou y perd-il ?

Vous respirez un bon coup,
vous lisez la premiére
question, et vous partez

a la boulangerie.

6 Boulangerie Dominique

BALANCE BANCALE

r

r

- - ! - r
- —

L'un des bras

de la balance

est plus long

que l'autre.

Le commergant
qui le sait fait
une “double
pesée” : il pése

1 kg d'un coté

et 1 kg de l'autre ;
et il pense vendre
ainsi 2 kg.

Boulangerie
Jean-Philippe

Tous les
vendredis
c'est 20 % moins
cheretle 13 de
chaque mois,

10 % de remise

Boulangerie
Jean-Christophe

Boulangerie André

( i, cest 20 % de




DE LA FABLE AU
DIAGRAMME
DES ESPACES

Peut-étre que La Fontaine ne
reconnaitrait pas sa fable
dans ce graphique.

Et pourtant, il ne fait que tra-
duire, a sa maniére, « Le
Liévre et la Tortue ».

L'histoire de la tortue

D'aprés le graphique, la tortue
part immédiatemment, court
toujours & une vitesse réguliére,
et parcourt la distance totale en
un certain temps. A la moitié de
ce temps, elle est a la moitié du
trajet et au trois quarts du
temps, elle est aux trois quarts
du trajet. Sa vitesse étant
constante, la distance parcou-
rue est proportionnelle au
temps passé. Sa course peut
se résumer par la formule :

d=v.t
La vitesse v est le coefficient

de proportionnalité entre le
temps t et la distance d.

Cette formule se traduit graphi-
quement par une droite (voir ci-
contre en haut).

L'histoire du lievre

Pour le liévre, c'est tout autre
chose : il commence par se
reposer. Le temps passe et la
distance parcourue reste pres-
que nulle. Puis il fait quelques
pas, s'arréte et flane ainsi plu-
sieurs fois.

Aux trois quarts du temps il n'a
encore parcouru qu'un dixiéme
de la distance ; et tout a la fin, il
fonce a toute vitesse (en peu de
temps, il parcourt beaucoup de

distance).
Malheureusement pour lui, au
moment ou la tortue arrive, le
litvre n'a pas parcouru toute la

distance !
Toute situation de proportion-
nalité peut se représenter
graphiquement par une droite.
En effet si y = ax alors
chaque fois que x augmente
de 1, y augmente de a.

Le lievre et Ia tortue

A distance

T,/ | ==
Y ' =

l

- i ,__/-'
SRR e

Rien ne sert de courir ; il faut partir 4 point :
Le Liéevre et la Tortue en sont un témoignage,
« Gageons, dit celle-ci, que vous n’atteindrez point
Sitdt que moi ce but. — Sitdt ? Etes-vous sage ?
Repartit I"animal léger :
Ma commnere, il faut vous purger
Avec quatre grains d’ellébore.
— Sage ou non. je parie encore. »
Ainsi fut fait ; et de tous deux
On mit prés du but les enjeux :
Savoir quoi. ce n'est pas I’affaire,
Ni de quel juge I’on convint.
Notre Liévre n'avait que guatre pas a faire,
J'entends de ceux qu’il fait lorsque, prét d’étre atteint,
Il s’éloigne des chiens. les renvoie aux calendes ;
Et leur fait arpenter les landes.
Ayant, dis-je, du temps de reste pour brouter,
Pour dormir et pour écouter
D’oi vient le vent, il laisse la Tortue
Aller son train de sénateur,
Elle part. elle s’évertue,
Elle se hite avec lenteur,
Lui cependant méprise une telle victoire,
Tient la gageure i peu de gloire,
Croit qu’il ¥ va de son honneur
De partir tard. Il broute, il se repose,
Il s"amuse a toute autre chose
Qu’a la gageure. A la fin, quand il vit
Que I"autre touchait presque au bout de la carriére,
Il partit comme un trait ; mais les élans qu’il fit
Furent vains : la Tortue arriva la premiére.
« Eh bien ! lui cria-t-elle, avais-je pas raison ?
De quoi vous sert votre vitesse ?
Moi I'emporter ! et que serait-ce
Si vous portiez une maison ?

temps

Jean de La Fontaine, Fables
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THEME

De l'ordre avant toutes choses

Dans les différents ensembles de nombres, 1l y a d’abord, évi-
demment, les nombres eux-mémes et toute leur diversité ; et
il y a les opérations qui combinent ces nombres. Mais il y
aussi moyen de comparer les nombres les uns les autres.
I’étude de I’ordre existant entre les nombres et de ses liens
avec les différentes opérations réservent quelques pieges...

Ordre et approximation

Ordre, du latin ordo, ordre des fils dans la trame d’un tissage, de la
méme famille que owurdir du latin ordiri : commencer 2 tisser.

A partir de la trame des nombres entiers, tous les nombres réels se ran-
gent dans un bon ordre, des plus “petits” négatifs jusqu’aux plus
“grands” positifs.

B Comparer des nombres

Les nombres ménent une vie bien
rangeée et il régne chez eux un
ordre total. Mais pour savoir ol 'on
en est, il faut savoir comparer et
ranger les nombres, quelle que soit
leur écriture.

Approximations, encadrements

Le mathématicien aime les valeurs
exactes mais il accepte, quand c'est
nécessaire, de recourir au calcul
approché. |l essaie alors autant que
possible de préciser le degré d'ap-
proximation de ses réponses : c'est
le régne de I'a-peu-prés maitrise.

Inéquations

Les principes de I'égalité n'ont plus
de secret pour vous et vous étes
maitre en résolution d'équations. Un
peu plus délicates a fraiter, bien
qu'assez proches, sont les inéqua-
tions et leur cortége de solutions...

Une précision diabolique

NE ROUE DE VOITURE
& PARIS l

a 60 cm de diametre.
Combien fait-elle de
tours sur la route Paris-
Toulouse (720 km) ?

Un calcul 2 la calculatrice donne 720 000 = (% 0.6) = 381 971.863 4.

Mais est-ce vraiment un résultat raisonnable ?

Que représentent les 4 décimales : 8634 ?

Est-on vraiment siir que le nombre de tours n’est pas inférieur a 381 900 ?
D’abord la distance parcourue x n’est évidemment pas exactement 720 km.
Certainement, elle est comprise entre 715 et 725 km.

Compte-tenu de cette imprécision (et de celle portant sur le diamétre d de la roue,
stirement pas précise au millimétre pres). la valeur de 7 prise pour les calculs n’est-
elle pas un peu irréaliste : avec 3,14 a la place de , le calcul donne 382 166 ; et avec
3,1416, il donne 381 971.

Lorsque vous annoncez le résultat d’un calcul. ne donnez pas plus de “chiffres
significatifs’ que ne le permet la précision des données qui ont amené ce calcul.

[ci il est raisonnable d’annoncer 380 000 tours de roues a quelques milliers prés.
Pour “démontrer” ce résultat. on peut supposer que

715000 < x < 725000 et 0,59 < d < 61
et encadrer le résultat du calcul x = (7d).
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Le chemin de la bibliothéque

Peut-on atteindre la bibliothéque en
passant par des cases oo figurent des
nombres de pius en plus grands ?

Départ
8,.1.5

§ Combien y a-t-ll de chemins ? Peut-
on tourner en rond ?

Relier les points dans I'ordre crois-
sant... et vous verrez une drile de
béte...

-1,82 »
[ ] [ ] 4
L ] ®
-2,87
~1,01 e =88 o _mee
0,07° e-5,87
..
'31 ~&E
3,11
3112 A

§ COMPARER DES NOMBRES
6.1

Les symboles <, =, >, =
Le signe < remplace le lien verbal “est inférieur a".

Et le signe > remplace “est supérieur a".

Le signe <
Ce dernier symbole ne prend vraiment un sens que lorsqu’on écrit des inégalités com-
portant des lettres.

se lit “est inférieur ou égal a”.

L'inégalité x < 3 différe de I'inégalité x < 3 car la premigére est vraie si x vaut exac-
tement 3 et la seconde non.

6.2 Comparer des décimaux positifs
Pour comparer des décimaux positifs, il y a deux méthodes :

— comparer “chiffre a chiffre” :

10,812 < 10,83 car le premier chiffre par lequel ils difféerent est le chiffre des
centiemes et 1 < 3.

— les écrire avec le méme nombre de décimales :
10,812 < 10,83 car 10,83 = 10,830 et 812 < 830.

UN CONSEIL : Lorsque vous voulez comparer deux nombres décimaux, écrivez le
méme nombre de chiffres aprés la virgule. Cela vous évitera des erreurs “idiotes™.

6.3 Comparaison des décimaux relatifs

Pour comparer les décimaux de tous types, il faut savoir de plus que :
— 0 est le plus petit des positifs et le plus grand des négatifs.
— tout nombre strictement positif est plus grand que tout nombre stricte-
ment négatif.
— les nombres négatifs sont rangés dans I’ordre inverse de leurs opposés.
-2>-3 car 2<3.

[
—_——D < Or Cr < O o o o -

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
L’ordre des nombres se “voit” trés bien sur une droite graduée.

6.4 Comparaison des nombres en écriture fractionnaire

Si deux fractions ont le méme dénominateur, elles sont dans le méme
ordre que leurs numérateurs.

Pour comparer deux fractions, on utilise donc souvent la mise au méme dénomina-
teur.

13 _5

13 26 3

=g

7~ "M g Ty

35
i < 35,
14,or 26 < 35

Mi

On peut aussi avoir recours  I’écriture décimale de la fraction et effectuer la compa-
raison sur les écritures décimales.




Mise en sac

Un sac vide pése entre 800 g et 850 g.
On y met entre 4,2 kg et 4,5 kg de pro-
visions.

B Combien peut peser le sac plein ?

Le poids des mots

Un cartable pése entre 3,5 kg et 3,7 kg.
On en retire un dictionnaire de 1 kg &
100 g prés.

0 Comblen peut peser le cartable ?

6.5 Ordre et addition

Une inégalité vraie reste vraie si on ajoute un méme nombre aux deux
membres.

Si a, b et ¢ sont trois nombres, alors :
sia<balorsa+c<b+e.
Si on ajoute membre & membre deux inégalités vraies. I'inégalité obtenue
est vraie.
Si a. b, ¢ et d sont quatre nombres, alors :
sia<betc<dalorsa+c<b+d.
Les résultats précédents restent vrais si on remplace partout < par <.

6.6 Ordre et opposé
Deux nombres sont rangés dans I'ordre inverse de leurs opposés.

Si «. b sont deux nombres, alors :
sia<b alors —a > -=b.

6.7 Ordre et soustraction

Une inégalité vraie reste vraie si on soustrait un méme nombre aux deux
membres.

Sia, b et ¢ sont trois nombres, alors :
sia<balorsa-c<b-c.

Attention, on n’obtient généralement pas une inégalité vraie en soustrayant membre
a membre deux inégalités.

Ordre et soustraction

2. b, ¢, d sont quatre nombres tels que
z<betc<d

B Est-l possible de dire sl a — ¢ est
plus petit ou plus grand que b -d ?

B Est-ll possible de dire sl a - d est
plus petit ou plus grand que b-c¢ 7

En velo

Sur un trajet de 60 km, André Zienne
“ait en moyenne 15 a 20 km/h.

R Comblen de temps peutdl mettre ?

Encalssements

Dans une bibliothéque, il y a entre

20 000 et 30 000 livres. Une caisse
contient de 30 & 40 livres.

I De comblen de caisses peut-on avolr
besoin ?

6.8 Ordre et multiplication

Une inégalité vraie reste vraie si on multiplie les deux membres par un
méme nombre positif. Elle devient fausse si on les multiplie par un méme
nombre négatif.

Si a, b sont deux nombres, alors :
si @ < b alors Ta < 7b.

Si a, b sont deux nombres, alors :
si a« < b alors - 2a > - 2b.

6.9 Ordre et multiplication membre 8 membre

Si on multiplie membre & membre deux inégalités vraies ne contenant que
des nombres positifs. I'inégalité obtenue est vraie.

Si a. b, ¢ et d sont quatre nombres, alors :
si0<a<bet<c<dalors 0 <ac < bd.

6. 10 Ordre et inverse
Deux nombres positifs sont rangés dans 1’ordre inverse de leurs inverses.
Si a, b sont deux nombres, alors :

si0<a<h alors—l->l>0.
a b

Pour les inverses des nombres négatifs, sous I'effet d’un double retournement de
sens, on revient a I’ordre de départ. Autrement dit, deux nombres négatifs sont dans
le méme ordre que leurs inverses.




Quotidien

Un quotidien tire chaque jour de I'année,
& 200 000 exemplaires, 44 pages de
format 36 cm sur 28 cm. En 40 ans de
parution, la surface de papier ainsi
produite couvrirat-elle environ la
superficie de :

B [a ville de Paris ?

B le département de I'Aude ?

B Ia France toute entiére ?

Maths & malices !

o\ Le journal
I pour les matheux
de 11 2111 ans!

i APPROXIMATIONS, ENCADREMENTS

6. 11 Ordre de grandeur d'un résultat
Sovez un calculateur réfléchi.

Avant un calcul, prévoyez “en gros™ le résultat du calcul. C’est ce qu’on appelle faire
un calcul d’ordre de grandeur. En particulier, si vous calculez 2 la calculatrice, une
erreur de frappe est toujours possible et c’est un moyen de les déceler.

EXEMPLE
Pour calculer 523,78 x 2356,7, 4 la main ou  la machine, on se dit :
500 x 2 000 = 1 000 000. Le résultat doit &tre voisin du million et un peu plus grand.

Apreés un calcul, regardez le résultat d’un air critique : est-il vraisem-
blable ?

EXEMPLE

Si votre coureur court a la vitesse de 200 km/h, il est plus plausible que votre calcul
soit faux que vous soyez tombé sur Superman. Si I'dge du capitaine est 215 ans, il y
a sans doute un probléme quelque part.

Essayez de prévoir le signe d'un produit avant de le calculer.

Si un carré est trouvé négatif, méfiez-vous.

Si une longueur ou une aire est trouvée négative, il est impératif de refaire
le calcul.

Précision

Un nombre et sa troncature 8 10~" prés
ne différent jamais de plus de 10~".

Un nombre et son arrondi 8 10~ " prés
ne différent jamais de plus de

0,56x 10~".
]
i!

Arrondi de troncature
La troncature au
dixieme de I'arrondi
au centiéme de ma
taille en métres vaut
1.60 m.

B Combien puis-je
mesurer ?

6. 12 Troncature et arrondi

. - 1 —_
Pour travailler sur des nombres non décimaux, comme 7 ou 3 ou sur des décimaux

ayant beaucoup de décimales, on est obligé de négliger les décimales & partir d’un
certain rang.

On peut alors tronquer le nombre (on coupe sans remords son €criture) ou I'arron-
dir (on coupe son écriture en s’intéressant a la décimale suivante ; si cette décimale
vaut 5 ou plus, on augmente de 1 le dernier chiffre écrit).

EXEMPLES

La troncature & 102 prés (4 0,01 prés) de %est 0,33 (on coupe apres le chiffre des
centiémes).

L’arrondi 4 102 prés (2 0,01 pres) de % est 0,33 (on coupe apres le chiffre des cen-

tiemes et on regarde le chiffre des milliemes, c’est un 3. On laisse comme ¢a. On a
arrondi par défaut).

La troncature & 10-2 prés de % est 0,66.
L’arrondi & 10~2 prés de é est 0,67 (le chiffre des milliemes est un 6, c’est plus grand
que 5, on a arrondi par exces).

Un truc de calculatrice : il y a des machines qui ont une touche notée R : elle

provoque la troncature a I'unité prés du nombre affiché. Autrement dit elle ne garde
que la “partie entiere” d’un nombre.




B
4
3
65ﬂ
A
N7

Propagation des erreurs

Attention, on perd de la précision
Zans la multiplication. L'encadrement
Ze AB a une amplitude de 6 milliémes
zlors que les encadrements de départ
sour V7 et pour tan 65° étaient au
Tilliéme prés.

“7 = 2.645...
} I }
2,64 2,65
troncature arrondi
deN7 de7
au centiéme au centiéme

Testez votre calculatrice ou votre
ordinateur

“rappez 10 =8 S ot B

5i votre calculatrice affiche
0,9999999999

c’est un peu ennuyeux !

6. 13 Approximations décimales par excés ou par défaut

Tout nombre peut étre encadré entre deux décimaux “distants™ de 1, de
10-',de10-2,de 10 ...

EXEMPLES
3<n<4
3. 1<m<3.2
3,14 < < 3,15.

Les valeurs plus petites (celles de gauche) sont dites approximations décimales par
défaut ; pour un nombre positif elles coincident avec la troncature. Les valeurs plus
grandes sont dites approximations décimales par exces.

6. 14 Calculs sur des encadrements

On est souvent amené & calculer non pas avec un nombre mais avec des encadrements
de ce nombre.

Un encadrement est toujours plus précis qu une approximation.

EXEMPLE
Dans un calcul de longueur utilisant la trigonométrie, on a trouvé

AB ="V/7 x tan 65°.

On sait que 2,645 < V7 < 2,646 et que 2.144 < tan 65° < 2,145.

Les propriétés concernant I'ordre et la multiplication permettent de dire que
5,67088 < AB < 5,67567,

ce qui permet d’affirmer que
5,670 < AB < 5,676.

6. 15 Calcul approche a la calculatrice

En pratique, on ne calcule pas souvent sur des encadrements, mais on utilise un arron-
di (c’est exactement la borne de 1’encadrement la plus proche du nombre).

Ainsi, on dira \/'_I = 2.65ettan 65° = 2,14 d’ou AB = 5,6710 ou AB = 5,7.
C’est ce qui se passe notamment quand on confie le calcul & une calculatrice. Elle cal-
cule sur des arrondis, avec un certain nombre de décimales (variable suivant les
machines mais supérieur au nombre de chiffres affichés) puis arrondit & la précision
d’affichage demandée.

Quand on a effectué un calcul approché a la calculatrice, il faut toujours réfléchir a la
précision avec laquelle on va donner la réponse.

Lorsqu’on lit des données ou des résultats, il est raisonnable de penser qu’ils sont
encadrés par des nombres différents d’une unité du dernier chifire significatif donné.

6. 16 Le symbole =

Attention le symbole = n’est pas vraiment un signe mathématique car, aprés une opé-
ration, on ne sait plus avec exactitude la qualité de I’approximation. Il ne faut pas
croire que ce symbole a les mémes propriétés que le signe =.

EXEMPLE

11 est raisonnable d’écrire 7 = 3,14, mais aussi = 3,1416, et donc 3,1416 = 3,14.

Si le signe “=" avait les mémes propriétés que le signe “=", on pourrait multiplier
chaque membre par 10 000 et écrire 31 416 = 31 400 ; c’est encore raisonnable ; mais
si on se permet de soustraire 31 400 & chaque membre, on aboutit & une absurdité :
16 =0 1!

Alors... prudence !




Un exercice trés difficile
B Quels sont tous les nombres x posi-

ﬂfste!squezﬁx"'i's:z?

Le carré représenté est solution du
systéme d’inéguations :

O=x=1
{O-sy:—;l

§ INEQUATIONS

Une inégalité qui comporte des nombres inconnus désignés par des lettres (souvent
X et y) est une inéquation. Résoudre une inéquation, c’est trouver par quels nombres
on peut remplacer la (les) lettre(s) pour obtenir une inégalité vraie. Une inéquation
a en général beaucoup de solutions. Au collége. on s’intéresse aux inéquations du
premier degré & une ou deux inconnues.

6. 17 Technique de résolution : inéquation a 1 inconnue

La technique ne differe de celle des résolutions d’équations que sur un point : il faut
retourner le sens de I'inégalité si I’on multiplie ou 1’on divise les deux membres par
un méme nombre négatif.

EXEMPLE
2x+5<5x-10
-3x<-15
- 15
X
el
(on change le sens de I'inégalité en divisant par (— 3) qui est négatif)
x>3.

Tous les nombres supérieurs a 5 sont solutions de I"inéquation.

solutions
I S e e EEEmEm —
-4 -3 -2 -1 0 1 3 4 5 6 7 & 9 10

g
]
|

|

Le carré bleu est solution du systéme
d’inéquations :
~1=x+p=1d
-l=sx-y=1

6. 18 Technique de résolution : inéquation a 2 inconnues

Une inéquation du type ax + by > ¢ a beaucoup de solutions. En effet, I’équation
ax + by = ¢ a déja une infinité de solutions. Toutes les solutions sont les coordonnées

de points de la droite d’équation y = — %x + % (si b #0) (voir théme 4 : Equarious).

Les solutions de I'inéquation seront les coordonnées de tous les points situés dans le
méme demi-plan ayant pour frontiére cette droite,

EXEMPLE

Soit I'inéquation 2x + y > — 3.

On en trace la droite d’équation y = — 2x - 3.

On choisit un point de coordonnées simples, par exemple I’origine (0, 0) et on regar-
de si ce couple (0, 0) est solution de I'inéquation. C’est le cas puisque 0 > — 3.
C’est donc le demi-plan contenant 1'origine qui contient toutes les autres solutions de
cette inéquation.

|1 | N ]
[ 3% ] \ un point solution
[l %l \jo] i _

| \ ! L)
' i g Ensemble des points dont,

\n\\ les coordonnées sont solutions
\“‘:, de I'mequation y + 2x > — 3 ] |

1| |

| TN

| T




JULES CESAR,
GREGOIRE Xl ET
L’APPROXIMATION

Le climat est bien capricieux
dans notre Europe tempérée ;
parfois il fait trés beau au
mois de mars mais il arrive
qu'il géle au mois de mai.

Et pourtant, dés que les
hommes ont vécu de
I'agriculture, ils ont di semer
et planter 4 des moments
trés précis, en prenant
toujours quelques risques.

La connaissance exacte de la
durée de I'année est alors trés
précieuse pour éviter de
gacher trop souvent les
semailles.

# Projet de réforme

Connaissant la valeur de ['an-
née donnée ci-contre a un
quart de seconde prés, dans
combien de temps le calen-
drier grégorien sera-t-il décalé
d'un jour ?

Proposer une réforme du
calendrier assurant un déca-
lage minimum compte-tenu
de nos connaissances astro-
nomigues.,

Histoires de calendrier

Pour tourner autour du Soleil, la Terre met exactement
1 an = 3635 jours 5 heures 48 minutes 46 secondes
(a2 0,025 seconde pres par exces).
Donc :

1 an = 365.2422 jours

Avant Jules César, I’année romaine durait 360 jours plus quelques
Jjours ajoutés selon le bon vouloir des “Pontifes”, de sorte que
I’année 45 avant J.C., le mois de mars se retrouva en plein hiver.
Jules César décida que I'année suivante durerait 445 jours et mit
en place le calendrier Julien :

6 jours exactement étaient comptés en plus des 359 jours nor-
maux (le 360°™, pour le jour de I'an. le 361%™, le 362°™, Je
363%me, e 364%™ et le 365%™), et, tous les quatre ans, on rajoutait
un deuxiéme sixieme jour (“‘bissextile™).

Depuis ce moment [&, en moyenne, |’année “civile” dure 3635.23 jours.
Mais attention 365,25 — 365,2422 cela fait 0.0078 jours de trop par an.

Cela ne fait pas beaucoup bien sfir, mais suffisamment pour que tous les millénaires,
un décalage de plus d’une semaine (7,8 jours) soit créé.

C'est vers la fin du xvi® siecle, celui du grand astronome
Copernic, que 1'on a voulu corriger cette anomalie.

Le pape Grégoire XIII
décida donc que le lende-
main du 4 octobre 1582
serait le 15 octobre !

Et que, & partir de ce
moment, dans le calen-
drier grégorien, 3 années
bissextiles sur 400
seraient supprimées :

les années multiples de
400 sont bissextiles (comme 1600 et 2000),
mais les autres centaines ne le sont pas
(comme 1700, 1800, 1900. 2100....).

En 400 ans. cela ramene le décalage a
400 x 0.0078 - 3. soit 0.12 jours

Cela ne tombe pas encore juste ; dans 10 fois cette période, c’est-a-dire dans 4000 ans,
il faudra supprimer un 29 février !
Il restera alors encore un décalage de 0,02 jour en 4000 ans.

Notre calendrier est “‘solaire”, c’est-a-dire fondé sur le mouvement de la Terre autour du
Soleil.

Le calendrier musulman, par contre, est lunaire, ¢’est-a-dire fondé sur le mouvement de
la Lune autour de la Terre : les années du calendrier musulman ont 354 jours. C’est pour-
quoi le “ramadan” se décale réguliérement de 11 a 12 jours par an, par rapport a notre
calendrier.

Quant au calendrier juif, c’est une combinaison “lunaire” et “‘solaire” fondee sur le cycle
dit de “Méton” (443 av. I.-C.) qui vaut 19 ans ou 235 lunaisons...



Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, Dou E

Parmi les cing nombres
-7, -6, —14, 0, —4, ...

Ou y a-t-il une inégalité
vraie ?

Quels sont les nombres
plus grand que 1 ?

Quels sont les nombres
plus grand que — 1 ?

Si on sait que x = 10, on
est slr que :

Quels nombres sont
solutions de :
3x-2>x+4"7

Entre—4et-2,ilya
exactement...

5

Pour le quotient de 20 par
3, le nombre 6,66 est...

Si a est négatif, alors...

En quatre jours, il y a
environ...

le premier
est supérieur
au demier

-2<1

25
30

10-2

x>2

1 entier

la troncature
au dixieme

500 heures

le demnier est
supérieur aux
autres

2]

~10

7 entiers

Iarrondi au
centieme

6 000 minutes

le premier

est supérieur

aux autres

0>-1

3,01

x>11

9 entiers

un arrondi
par défaut

— a est négatif

34000 s

tous sont
supérieurs au
troisiéme

0>0,1

10-3

&=

x> 10

8 entiers

un arrondi
par exces

— a est positif

340 000 s

tous sont
inférieurs au
quatrieme

103

- 1,01

10
3
6 entiers

la troncature
au centiéme

—(—a)est

négatif

100 heures
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THEME Les fonctions de Ia fonction

L’économiste fait des tableaux, le biologiste fait des gra-
phiques, le physicien exprime des lois : dans toutes les
sciences, on étudie des relations de dépendance entre des
grandeurs variables. Les mathématiques apportent un méme
langage et ces outils de compréhension et de décision : la
notion de fonction, mise au point par Leonhard Euler au
grand siecle des Encyclopédistes.

Fonctions numeériques

Fonction, de la racine latine fungi, functus, signifiant “avoir fait”.
C’est au xviir® siecle, avec Leibniz puis Euler que le mot prit petit &
petit un sens mathématique précis.

B Le vocabuiaire des fonctions Tempéte a météo-flash @)
Le mathématicien adore avoir des "EST LA PANIQUE au journal télévisé qui

reliaFlons & etthe: les ilalsong i devait faire le point sur le climat carac-
créées. Parmi elles. les fonctions ne o téristique de quatre régions du monde : en

sont pas des liaisons trés dange- France, en

reuses, puisque chaque nombre n'y | -7 I ~ 7 N Amérique du

est lié qu'a un seul autre nombre. il i T il Sudsurles
il bbb i i plateaux andins,

B Dessiner des fonctions Pib b i b i i i dansles grandes SR NEEEEE S
Pour voir une fonction dans son S0 SRR R AR JFMAMJ JASOND
ensemble, une représentation EEEE 5 [ Desesa

3 TR . ceeur de I'Afrigue tropicale.
graphique a une superiarite evidente. i . : i Un vent de sud-est de force 7 a balayé le bureau
Elle résume et compléte un tableau | J F M A M J J A S 0 N D du directeur de la rédaction.
de valeurs. Mais il faut apprendre & Yook vkt hictes des
tirer dune representation graphique o :e?nperatirr?el: pgndant les o
les informations qu'elle contien. douze mois de 1'année, qui

devaient étre présentés, ™8
ont malheureusement
perdu leur légende.

B Les fonctions linéaires et atfines

La proportionnalité est bien connue

de vous ? Alors vous la recon-

naitrez sous le nom de “fonction

linéaire”. Quant aux fonctions cmesmnqam .
chaque région ?

affines, elles décrivent une variante e ;i ‘ N (11
! JFMAMIJI JASOND
un peu décalée de proportionnalité. | /MAMI 1 ASOND

B Pouvez-vous
retrouver le graphique
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W Fonctions ou simples relations ?

a) L'aire d'un cercle estelle une fonc-
tion de son périmétre ?

b) La somme de deux nombres est-elle
une fonction du plus grand de ces
nombres ?

¢) Le produit de deux entiers successifs
est-il une fonction du plus petit de ces
nombres ?

d) le produit de deux nombres est-il
une fonction de leur moyenne arithmé-
tique ?

e) Le numéro de code postal d'une
commune est-l une fonction du numéro
du département ?

f) Le numéro du département d'une
commune est-il une fonction du code
postal de la commune ?
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l LE VOCABULAIRE DES FONCTIONS
7.1

Qu’est-ce qu’une fonction ?

Pour définir une fonction, il faut donner trois choses :

— un ensemble de départ

— un ensemble d’arrivée

— un moyen de faire correspondre a certains éléments de ’ensemble de
départ un unique élément de I’ensemble d’arrivée.

Au college, on s’intéresse aux fonctions oll les ensembles de départ et d’arrivée sont
composés de nombres (des fonctions “numériques’). Si on ne précise pas. I’ensemble
de départ sera celui de “tous les nombres” (les réels).

Il y a d’autres fonctions en mathématiques, en particulier en géométrie.

Les fonctions qui a des points font correspondre des points s’appellent des transfor-
mations.

La correspondance peut étre décrite de différentes maniéres :
— Par une situation.
EXEMPLE : la fonction qui & I’4ge du petit Pierre fait correspondre son poids.
— Par un tableau de nombres. Cela se produit souvent en statistiques (voir theme 8).
— Ce peut étre une touche de calculatrice.
— Ce peut étre la description d’un calcul. On verra alors écrit :

fR - R

x P x2-12

on lit : “la fonction fest celle qui & tout nombre x associe le nombre x* ~12".

7.2 Image d’'un nombre
L’'image du nombre x est le nombre qui lui correspond.

L’écriture f(x) est bien commode pour désigner I'image de x.

EXEMPLE

L’image de 3 par la fonction f: x > x2— 12 s’écrit f(3).

1l suffit, pour calculer I'image de 3, de substituer 3 & x dans I'égalité f(x) =x?—12:
f(3)=32-12=-3.

Pour certaines fonctions, il peut exister des nombres n’ayant pas d'image. Par contre,
aucun nombre ne peut avoir plusieurs images.

Par exemple, pour la fonction racine carrée, les nombres négatifs n’ont pas d'image,
mais aucun nombre ne posséde deux racines carrées.

7.3 Antécédent d'un nombre

Si pour une fonction f, un nombre x a pour image un nombre y. on dira
aussi que y a pour antécédent x.
Départ Arrivée
x — ¥
X @ pour image y ¥ a pour antécédent x

EXEMPLE

fest la fonction définie ci-dessus. Chercher I’antécédent de 13, c’est chercher x tel que
x2— 12 = 13. Cela revient 2 résoudre une équation. Ici 13 a deux antécédents : 5 et - 5.
Le nombre — 12 & un seul antécédent : 0. Et le nombre — 20 n’a aucun antécédent.




Prudence, on joint

Soit g une fonction telle que
g-1)=05
g0)=1
8(0.5) =2
g2 =-1
g(3)=-0.5.

Les renseignements donnés :

| aal l

T

o -

I DESSINER DES FONCTIONS

7.4 Du tableau au graphique

Soit une fonction numérique décrite par une formule f(x) = ...
Pour étudier cette fonction, on peut dresser un tableau :

® low | m |2 | 2w | % ) % | 9y

FO [ n | » [y |y | ¥ | % | »m |
On peut alors utiliser I'idée suivante : dans le plan muni d’un repére. on place tous
les points de coordonnées (x ; f(x)).
Supériorité du graphique par rapport au tableau : on ne peut calculer dans le tableau
qu’un nombre fini d'images, tandis quon peut facilement dessiner une infinité de
points : si la fonction n’est pas trop saugrenue et si on la connait bien, on peut arriver
a tracer une ligne qui ne soit pas trop éloignée d une représentation graphique exacte.

Ty T T s 1 I I
T T T I IR
T T i} I '} 1

' o
1
I

I

ce gqu'il ne faudrait pas faire :

car la représentation graphique
ressemblerait plutét & ceci :

s’il s'agissait de la fonction
i

X
1-x

7.5 Des représentations graphiques
Voici quelques représentations graphiques de fonctions usuelles.
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Si d représente la distance parcourue
pendant le temps t 8 une vitesse
constante v, on a la relation :

d=vt
On peut alors dire dans cette situation :
® |a distance parcourue est une fonction
linéaire du temps de parcours : en deux
fois plus de temps, on fait deux fois plus
dechemin :d=vxt;
® |3 distance parcourue est une fonction
linéaire de Ia vitesse : si on va deux fois
plus vite, on fait deux fois plus de che-
min (en un temps donné t) : d=tx v.

H LES FONCTIONS LINEAIRES ET AFFINES

7.6 Fonctions linéaires

a est un nombre donné. La fonction f qui, 4 tout nombre x, associe le nombre
f(x) égal & ax est appelée fonction linéaire de coefficient a.

Vous I’avez reconnue : une fonction linéaire, c’est une relation de proportionnalité
entre les nombres et leurs images.

La représentation graphique d’une fonction linéaire est une droite qui passe par I’ori-
gine du repére. C'est la droite d’équation y = ax.

EXEMPLES
: &
B Quelle est la vitesse de I'escargot ? " fO=0
métres & fy=173
3
56
3 \X
R 1 _an
f)y=0 joZ b
0 F(h=3 il 2
1
of 1 of 1 3
32
7h30 10h 30
u E"F’,q"‘?u":‘z la signification de ce 7.7 Rble du coefficient a
) Le coefficient « donne la pente de la droite :
m

quand x augmente de 1, f(x) augmente de a.
Si a est positif, la fonction est croissante : les nombres sont dans le méme
ordre que leurs images.
Si a est négatif. 1a fonction est décroissante : les nombres sont dans I'ordre
inverse de leurs images (puisque la multiplication par un nombre négatil *renverse”™ les inégalités).




Euro le taxi

Le prix d'une course en taxi est typique-
ment une fonction affine de la distance
parcourue : on paye une somme au
départ, dite “prise en charge” (par
exemple, 2 euros), puis on paye tant le
kilométre (par exemple, 1 euro/km).

10
& une
course
B de
7 km
i colite
2 9 euros

0O 2 4 6 8 10  km

7.8 Fonctions affines

a et b sont deux nombres donnés. La fonction g qui, a tout nombre x, asso-
cie le nombre g(x) égal & ax + b est appelée fonction affine.

Une fonction linéaire est un cas particulier de fonction affine.

La représentation graphique d’une fonction affine est une droite (qui ne passe pas par
I"origine du repere quand la fonction n’est pas linéaire) : c’est la droite d’équation
y=ax+b.

11 suffit de calculer I'image de deux nombres pour la tracer.

EXEMPLE
Soit f(x)=—3x+2
pour représenter f on fait un petit tableau

de valeurs
x |0 2
fGx) |1 2 |-4
et on place les deux points de coordonnées lf\ | 2
calculées 0

\f(.rl:—lr-l-z

Course folle
distance
arrivée D BA
C temps
départ i

Les journalistes disent parfois n'im-
porte quoi ! Jugez vous-méme.

Voila ce qu'on a pu lire et entendre
aprés une course cycliste résumée
par le graphique ci-dessus :

1. B a fait toute la course en zigza-
gant d'un bord a I'autre de la route !
2. B a été le plus régulier !

3. Un coureur avait bétement confon-
du le lieu de départ et celui d'arrivée.
4. Il y avait un extra-terrestre dans la
course. Il a gagné mais il a été disqua-
lifié.

5. Un infortuné coureur a €té victime
de deux crevaisons successives !

B Que dire de ces informations et qui
a gagne ?

7.9 Role des coefficienisaetb

Dans une fonction affine de la forme ax + b, le coefficient a donne la direction de la
droite : si a est positif la droite “monte” et plus a est grand, plus elle monte vite ; si
a est négatif, elle “descend”, et cela d’autant plus vite que a est petit.

b indique I’ordonnée du point d’intersection de la droite avec le deuxiéme axe du
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Un bon dessin vaut souvent
mieux qu’une longue

explication.

)

7. 10 Un exemple type : avion ou trains

Mr Leliévre est toujours pressé. C’est pour cela qu'il préfeére souvent I’avion, qui vole
a 800 km/h de moyenne, au train express qui roule a 200 km/h de moyenne.
L’ennui, c’est qu’il perd & chaque fois trois quarts d’heure de chez lui 4 I'aéroport et
trois quarts d’heure encore de 1’aéroport 2 la ville o il se rend.

Alors avion ou train express ?

Dans les deux cas, il y a une relation entre la distance &
parcourir et la durée du parcours. En représentant sur un
méme graphique ces deux fonctions, on pourra comparer
leurs mérites. ..

Pour parcourir x kilometres en train express, il faut un cer-
tain temps : appelons #;(x) ce temps exprimé en heures

X
£) === 0,005 %.
1 =200 p

C’est une situation de proportionnalité : la fonction 1, est

Dans la situation ici “mathématisée”,
il ne faut pas tirer des conclusions
trop hatives.

Chaque voyage a ses propres
particularités et les mathématiques
ne remplacent ni I'expérience ni le
bon sens.

Cependant elles proposent un modéle
qui décrit assez bien la nature des
problémes : ici par exemple le modéle
choisi suggére de se poser la
question “A partir de quelle distance
I'avion est-il plus intéressant que le
train ?".

Dans cette situation, on a

» effectué une mise en éguation.

* rencontré une fonction linéaire et
une fonction affine,

= choisi des unités adaptées pour les
représentations graphiques des deux
fonctions.

= réalisé et interprété le graphique.

linéaire. Les points de la représentation graphique seront
alignés.

Pour parcourir x kilométres en avion, il faut un certain temps : appelons r,(x) ce temps
exprimé en heures

1(x) = ﬁ +1,5=0.00125x + 1,5

Le temps de trajet vers I’aéroport induit un décalage de départ, mais ensuite il y a une
proportionnalité entre distances et durées : la fonction t, est affine. Les points de la
représentation graphique seront alignés.

Voici la représentation graphique correspondant a chaque moyen de transport.

duréeduvo_vageenh“
et LR
| |
1= L
4h t et
3h| Pourmd!'_s.deﬂo_lq!" &
M‘r L. prend le train |
2h 1 !
Pour un parcours de plus de 400 km,
| | MrL.prendl'avion | i
o ’ i A —
i - | !
O 100 200 300 400 500 distance en km

Pour les données que nous avons choisies. la conclusion apparait nettement sur le gra-
phique et peut se vérifier facilement par un calcul direct.
Mais il s'agit 14 d'un “modele” et la réalité ne fait que lui ressembler...

Les mathématiques servent souvent a se poser les bonnes questions. Et se poser les
bonnes questions. c’est déja presque résoudre le probléme.




LES LOIS DE L'UNIVERS

Kepler, astronome allemand
(1571-1630) découvrit trois
lois fondamentales régissant
le mouvement des planétes
autour du Soleil :

1 L’orbite de chaque planéte
est une ellipse dont le Soleil
est un “foyer”.

2 Les aires décrites par le
segment soleil-planéte sont
égales en des temps égaux.
3 Pour Ia troisiéme loi, voyez
ci-contre...

La loi de Bode
Cette loi, découverte par Wolf
en 1741. retrouvée par Titius
en 1766, fut publiée par
Ebert Bode en 1772 sous la
forme suivante .
si n est le numéro de la
planéte a partir du Soleil,
alors cette planéte est a la
distance
D=0,4+03x2""1,
avec la convention
(inhabituelle et momentanée)
que 29 soit nul.

La loi marche pour

n =1 (Mercure),

n= 2 (Vénus),

n= 3 (Terre),

n =4 (Mars), mais il faut
prendre la valeur n = 6 pour

Fonctions astronomiques

Dans notre systeme solaire, il y a de nombreux corps en mouvement, et ces mouve-
ments sont décrits par de nombreux parametres.

Les astronomes, pour comprendre les mouvements des planetes qu'ils observaient, ont
d"abord cherché les lois de dépendance entre ces parametres. La connaissance de ces
lois a permis ensuite de comprendre la cause du mouvement des planétes et de prévoir
des évenements non encore observes.

Kepler découvrit en 1618 la fonction qui relie la distance moyenne des planétes au
soleil et leur durée de révolution autour du soleil.

Pour ces six planétes alors connues, on disposait des données ci-dessous :

x = distance moyenne au
soleil
(en unité astronomique :
distance Terre-Soleil)

0.39
0.72
1
1.52
52

9.54

d = durée de révolution
(en années)

On vérifie. a la calculatrice. que

Jupiter B

Celle relation définit une
function d de x, que |'on pett
traduire par la formuie

)=Vl

duréeé de révblution : d

C’est ainsi que I'on a pu
caleufer les distances au soleil
des planétes découveites
ultéricurcment, a partir de lears
durées de révolution.

Voict, ci-contre. la
représentation graphique de
celte fonction,

I

Jupiter.

On en “déduisit” que la plané-
te numeéro 5 avait disparu et
on chercha autour de d= 2,8 ;
on trouva la des astéroides !

1 an

e\"énus

‘HM' reure
Soletl @ % MEreure |

o i distance moyenne au soleil : x




fixt>—6x
Alors...

On donne I'application f
définie par

fx)=2+ 10x.

L'image de 2 est...

On donne I"application f
définie par

fx)=2+ 10x.

L’ antécédent de 2 est...

k est linéaire. k(3) = 9.
Alors, pour tout nombre
Ky iwee

g est affine. g(0) = 3.
g(3) = 0. Alors. pour tout

i

nombre x, ...

| | Combien de
+\y~ + fonctions
——Y

7 affines sont
1/ représentées?

/|  Combien de
P LY . :
, fonctions

/ "\ linéaires sont
1 | représentées?

Réduction des prix de
20 %. La fonction qui
associe a I’ancien prix le
nouveau prix est...

=2

Réduction des prix de
20 %. La fonction qui
associe 2 I’ancien prix la
réduction est...

La fonction qui au coté
du carré associe son aire
est...

Test 7

Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, D ou E

F)=-6

k(x) =9

gx)=3x+3

croissante

croissante

croissante

fO)=0

20

22

k(x)=3

gx)=x-3

affine

affine

affine

f=6)=1

22

f(2

k(x) =9x

g(x)=3x-3

décroissante

décroissante

décroissante

fy=-6

@

k(x) = 3x

g(x)=—x-3

linéaire

linéaire

linéaire

ElE KB K=

1 a pour
antécédent
-6

f(-02)

k(x)=2x+3

gx)=—x+3

constante

constante

constante



THEME

Organiser les données

Les nombres sont partout. On les utilise 2 mesurer les opi-
nions, les voix, les gains, les coiits, les déficits et bien d’autres
choses encore.

L’organisation de ces multiples données est 1’objet d’une
branche importante des mathématiques : les statistiques.

La statistique n’est pas un art gratuit : des tableaux et gra-
phiques produits résultent des analyses qualitatives et orien-
tent les prises de décision.

Statistiques

Statistiques, du latin starus, signifiant d’abord “étre debout”, puis
“Pétat” d’un homme, mais aussi celui d’une cité. Les statistiques sont
d’abord I’ensemble des renseignements numériques qui permettent de
gérer correctement un état.

B Oraniser des données

Une étude statistique récente
portant sur un grand quotidien a
montré qu'un numéro du journal
contient en moyenne 1520 données
chiffrées diverses que le lecteur est
censé interpréter. Devant une telle
avalanche, chacun de nous doit
s'organiser.

Représentations graphiques

Ceux d'entre vous qui tonctionnent
auditivement sont sans doute ravis
d'entendre les cours de la Bourse
égrénés a la radio. Les autres
préféreront voir des graphiques qui
parlent plus qu'un long discours.

Indicateurs statistiques

Pour résumer une série de don-
nées, rien de tel qu'un bon indica-
teur statistique. Moyenne, mode et
médiane sont I& pour vous aider &
synthétiser l'information.

La cryptographie

UR COM-
MUNIQUER
ENTRE-EUX, V E R S
sans étre com-
pris par les L E S M A
espions
ennemis. TRV E M
- l(fs stra- MORRNNNE

teg
lacede-
moniens écrivaient sur des bandelettes enroulées sur un
cylindre. La bandelette déroulée n"était pas facile a lire !

C’est dommage, car le message (envoyé par Galilée lui-
méme) vaut la peine d’étre déchiffré complétement.

Jules César préférait opérer un décalage de I'alphabet. Ainsi A
devenait E, B devenait F... comme sur le dessin ci-contre. Pour
déchiffrer un tel message, il est bon de connaitre les “fré-
quences statistiques™ des lettres de ["alphabet ! En frangais par
exemple : le E a une fréquence de 18 %, les S, A, R, T, I, N de
7 4 8 %, puis viennent les U, L, O, C...

B Avec ces simples renseignements statistiques vous pouvez
sirement décoder le message suivant :

J

Ay =

——

Nl = o2 e -

HW NKYDA PWNLAEAJJAAOP LNAD ZQ YWLETKHA'!

et b=tk Tl Kol fod o AOE- Jl ol =Tl -k

—CZ-mErruZErZo R 2R COrOOHUEN PR =IH<mOr o=




Exempie de statistique

Dans une certaine population de 100
éléves de Troisiéme, iy a:

5 éléves de 13 ans ;

60 éléves de 14 ans ;

35 éléves de 15 ans.

Il se trouve qu'il y a aussi :

5 éléves aux cheveux blonds ;

60 éléves aux cheveux chatains ;

35 éléves aux cheveux noirs.

Lorsque le “caractére” est numérique,
on peut faire des “opérations” (qui
n'ont pas de sens lorsque le caractére
est qualitatif).

B Icl que représente le nombre
5x13+60x14+35x15

100 y

B ORGANISER DES DONNEES

8.1 Des données brutes

Deés qu'il y a beaucoup de données il faut tenter de les organiser pour pouvoir les
interpréter. Vous ne 1'avez peut-étre jamais remarqué :

il y a deux sortes de données statistiques, décrites dans les deux paragraphes qui suivent.

8.2 Statistiques sur une population

Les statistiques servent 2 décrire une population. Le mot “population” désigne I'en-

semble dont on étudie les caracteres.
Le nombre d’individus (ou de choses) composant une population s’appel-
le effectif de cette population.

Les caractéres étudiés peuvent alors :

— étre donnés par des nombres : age, masse, longueur.

Ce sont des caractéres quantitatifs.

— étre donnés par des qualités : couleur, profession, sexe.

Ils sont alors dits “qualitatifs”. .

(g?\s

Des diagrammes plus ou P
moins figuratifs peu- ;
vent illustrer les

données statistiques :

Notes au fil du temps

1900 1930 1960 1990

sguue

10

15

20" niveau (évaluation sur 20)

H Le niveau des éléves balsse-t-il 7

8.3 Statistiques d’évolution dans le temps

Certaines données statistiques concernent une mesure, une quantité, qui évolue dans
le temps.

EXEMPLES

“L’indice des prix"qui évolue en fonction de 1'année.

Les températures qui évoluent en fonction ...du temps.

Le nombre d’individus présents sur notre planéte des origines a nos jours.

Ces données se décrivent par un tableau ou par un graphique sur lequel 1'on porte le
temps en abscisse et la valeur de la mesure en ordonnée.

Ce sont des données de type chronologiques.

600000  nombre de participants
aut concours Kangourou

:

anndey

%

91 92 93 94 95
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8.4 Regroupement en classes

— Quand le caractére considéré est qualitatif, la population est naturellement parta-
gée en classes de méme caractére.

EXEMPLE

Population : les participants au concours Kangourou Européen 95.

Caractére étudié : le pays oil le concours a €t€ passé.

Les classes sont tout naturellement les pays participants : France, Angleterre, Pays-
Bas, Pologne, Russie, etc.

— Quand le caractére est quantitatif, il est souvent utile d’effectuer des regroupe-
ments pour avoir des classes significatives.

La “finesse” des classes dépend de I'usage que I’on veut faire des résultats.

EXEMPLE

Population : les 100 éléves de troisiéme d’un college. Caractere étudié : 1'age.

11 est significatif de regrouper dans la classe “13 ans” ceux qui on en fait, entre 13 ans
exactement et 14 ans exactement,...

EXEMPLE

Population : les trente questions du concours Kangourou 95.

Caractere étudié : le pourcentage de bonnes réponses.

I est naturel de regrouper dans la méme classe les questions ayant obtenu, par
exemple, entre 0% et 25% de bonnes réponses (en rouge dans le tableau en marge),
entre 25% et 50% (en bleu), entre 50% et 75% (en vert) et plus de 75% (en jaune).

B Serez-vous capable de retrouver, a
vue d'eil, les pourcentages obtenus
par chacun des trols partis aux der-
niéres élections 7

8.5 Tableaux d'effectifs
La présentation en tableau permet d’appréhender les effectifs des différentes classes
d’un seul coup d’ceil. Par exemple :

0Dalss

SOATSE 75 4 100 %

pourcentage de bonnes réponses

250250 ¢

8.6 Calcul de fréquences

Les effectifs n'ont pas une grande signification en eux-mémes, vu qu’ils dépendent
de I’effectif total de la population.

Ce qui est intéressant, c’est le rapport entre |'effectif de la classe et I’effectif total.
Cela permet de mieux pouvoir comparer des caracteres sur des populations d’effec-
tifs différents.

On appelle fréguence d’une classe, le quotient de I’effectif de cette classe
par Peffectif total.

II est naturel de traduire ces fréquences en pourcentage, ¢’est-a-dire de ramener les
données a un effectif fictif de 100 individus.

EXEMPLE
Pour calculer le pourcentage p d’éléves polonais ayant participé au concours, on cal-
cule d’abord I'effectif total des participants : 709 000. D’otl

150000 _ p _150x100 _
709 000 ~ 100 709

Il y a eu environ 21 % d’éleves polonais dans les participants du Kangourou 1995.

,d'oup 21.




L'aire de rien !

B Vérifler que les angles Indiqués ont
bien des mesures proportionnelles aux
fréequences statistigues de la situation
clcontre.

0,6 cm
2cm
1,1 cm

B Vérifier que les aires colorées ont des
mesures presque proportionnelles aux
fréquences statistiques.

8.7 Des tableaux de fréquence

Aprés avoir calculé les fréquences en pourcentage, on peut regrouper les résultats
dans un tableau.

Pour les participants au concours Kangourou européen 95

~Pays  France

Pologne Pays-Bas Russie Macédoine Moldavie Angleterre Espagne

Participation

Normalement, la somme des fréquences de toutes les classes doit étre 100. Comme
chaque fréquence est un résultat de division, on a procédé a des arrondis et ces erreurs
d’arrondis peuvent donner un total légérement différent de 100 : ce n’est pas grave.

Graphiquement, on représente souvent les fréquences par un diagramme de type
linéaire dans lequel une certaine longueur représente 100 %. En voici un exemple :

e Autres
L 1 L A " L il L L L ms J
- > >

708 212 8
- >

100

Voir aussi en marge des représentations de type circulaire.

8.8 Effectifs et fréquences cumulés

Quand les caractéres étudiés sont numériques, et de ce fait ordonnés, cela peut avoir
un sens d’ajouter les effectifs de deux ou plusieurs classes.

On obtient 'effectif cumulé d’une classe en ajoutant a I’effectif de cette
classe 'effectif des classes inférieures.

EXEMPLE : Les taux de réussite aux 30 questions concours cadets 95

Taux de réussite D25 25 a 50 % aTaEE 75 a 100 %
effectifs 13 7 4 6
effectifs cumulés

20 24 30

13
30r Effectifs cumulés

151 Effectifs
12'-
25¢
9-
20-
6-
& e o
= =
3
2 'E 10F .%
S
| 5
b= [
0 0

25% 50% 75% 100%

25% 50% 75% 100%
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_ Pourcentage de bonnes réponses

L numérps des questions

15

o

' M!

1234

nombre de guestions

9

-
=}

pourcentages de bonnes réponses

0% 25% 50% 75% 100 %

§ REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

Effectifs et fréquences s’écrivent en tableau. Ils se prétent aussi 2 des représentations
graphiques diverses qui toutes ont le méme but :

permettre de prendre connaissance d’un seul coup d’ceil de I’ensemble des résultats
d’une statistique et en faire aussi plus facilement une analyse.

8.9 Diagramme en batons

Dans cette représentation, a chaque classe correspond un segment dont la longueur
est proportionnelle a I'effectif. Il s’utilise de facon naturelle quand les caractéres ne
sont pas regroupés en classes.

8. 10 Histogrammes
L’histogramme est le frére “épais™ du diagramme en bétons. Il est naturel de 1" utili-
ser lorsqu’un regroupement en classes a été effectuée.
A chaque classe correspond un rectangle dont Iaire est proportionnelle
a Peffectif de la classe. En général, les classes sont choisies de méme
amplitude.
Les rectangles sont de largeur constante et cette proportionnalité sur les aires est aussi
une proportionnalité sur les longueurs.
Mais il faut étre vigilant, car les impressions produites par un graphique peuvent étre
faussées, par exemple par des choix d’unités trafiqués ou par une confusion entre lon-
gueur et aire.

8. 11 Diagrammes circulaires et semi-circulaires

Leffectif total est représenté par un disque (ou un demi-disque). Chaque classe est
représentée par une tranche dont I’angle au centre est proportionnel a son effectif.
Pour réaliser une telle représentation, il faut faire appel au mécanisme de la propor-
tionnalité, I’effectif total correpondant a 1’angle au centre de 360° (ou 180° pour un
demi-disque).

EXEMPLE
Participation au Kangourou 95 par niveau

Sixieme : 163 000.

Calcul de I'angle au centre : %g%-%=f‘-a, x=117°
Cinguiéme : 152 000.
Calcul de I’angle au centre : % = 32—0-, y = 109°
Quatrieme : 103 000. Calcul de Iangle au centre : % = ﬁ, z=T74°
Troisieme : 84 000. Calcul de I’angle au centre : %: %, = 60°.

Ici aussi, attention aux interprétations : voyez les diagrammes de la page précédente,
illustrant le paragraphe 8.7.
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La bonne pointure

Le statisticien de Mr Chausson, mar-
chand de chaussures a calculé que la
moyenne des pointures vendues cette
année était de 41,7.

B Mr Chausson doit-il faire fabriguer
un lot de chaussures pointure 41,7
pour sa prochaine collection?

Salaires

PDG : 50 000 F mensuel
Mr X : 8210 F mensuels
Mr Y : 7 500F mensuels
Mr Z : 8 200 F mensuels.

Le salaire médian
dans son entreprise
estentre 8 200 F
et8210F

Le Nabab Heloued

En moyenne, ses 10 000 sujets possé-
dent 8 000 roupies, et la médiane de
leurs fortunes est de 5 000 roupies.

Si I'on gjoute les fortunes immenses
du nabab et de sa femme, la moyenne
passe & 10 000 roupies, et la médiane
& 6 000 roupies.

B Que peut-on en déduire ?

Question 1 du Kangourou 95

Le concours Kangourou a lieu tous les
ans une fois par an. Le premier
Hangourou a eu lieu en mai 1991.

En I’'an 2000, ce sera :

A le 8° Kangourou

B le 9¢ Kangourou

C le 10° Kangourou

D le 100° Kangourou

E le 101° Kangourou ?

H INDICATEURS STATISTIQUES

Pour mieux résumer une série statistique, on utilise des nombres judicieusement choi-
sis pour étre représentatifs de la série : c’est le sens de la moyenne. du mode ou de
la médiane.

8. 12 Moyenne

La moyenne s’obtient en ajoutant les produits des valeurs du caractére
par leur effectif et en divisant par 1'effectif total.

Arttention : la moyenne n’a de sens que pour des statistiques portant sur un caractére
numérique.

EXEMPLE
Voici les scores des 10 premiers éléves de sixieme au Kangourou 95 :

143.75 135 127.5 123.75 122.5 121.25 119.75

Scores

143,75+ 135+ 1275+ 123,75 x 2 + 122.5 + 121.25 x 3 + 119,75
10

moyenne =

1 259,75
10

Le score moyen des dix meilleurs éléves de sixieme était en 1995 de 125.6.

moyenne = = 125.6.

8. 13 Médiane

Une médiane est un nombre tel que il y ait autant d’effectif correspondant
a une valeur inférieure a cette médiane que d'effectif correspondant & une
valeur supérieure.
Attention : la médiane n’a de sens que pour des statistiques portant sur un caractére
ordonné.

EXEMPLE
Dans la statistique ci-dessus, il y a eu 5 scores supérieurs ou égaux a 123,75 et 5 infé-
rieurs ou égaux & 122.50. La médiane est donc ici comprise entre 122.50 et 123,75.

Elle est inférieure & la moyenne qui. elle, est tirée vers le haut par les “gros” scores.

8. 14 Mode

Le mode est la valeur du caractére la plus répandue, c’est-a-dire qui a le
plus grand effectif.

EXEMPLE
Voici les réponses choisies par les éleves de sixiéme 2 la question 1 du Kangourou 95.

Le mode, c’est a dire la réponse qui a recueilli le plus grand effectif est la B.
Dommage. le mode n’est pas la bonne réponse qui était la C.

A B C D E non réponse




CAMEMBERT,
HISTOGRAMME
BATON

Savez-vous interpréter
correctement un graphique
statististique ?

Notre intuition est-elle
toujours pertinente ou

les images nous
trompent-elles ?

Dans cette situation, on a

® rencontré un histogramme, un
diagramme en batons et un
diagramme circulaire.

@ dressé des tableaux de fréquences
@ interprété des diagrammes et des
tableaux.

8. 15 Un exemple-type : image de marque

Chargés de sonder des collégiens dans trois colléges, trois instituts de sondage ont
interrogeé les éleves sur I'idée qu’ils se faisaient des mathématiques. Ils ont rendu leurs
conclusions sous des formes différentes.

Dans quel collége y a-t-il, proportionnellement, le plus d’amateurs de mathématiques ?

College Henri Lebespue Coliege Jacques Hadamard

beurk bof styie hyper rien
acirer

Pour répondre 2 la question. il faut comparer les fréquences de chaque opinion dans les dif-
férents colleges. Il faut donc dresser. a partir des graphiques, des tableaux de fréquence.

Emile Borel 0 1 2 3 NR

Nombre de réponses en %

On a utilisé ici la proportionnalité entre 1’aire des rectangles et la fréquence.
Par exemple. le rectangle opinion 3 a une aire de 3 cm? sur un total de 10 cm?. soit
30%.

sans

Henri Lebesgue pasdutout unpeu  moyen beaucoup gfiinicn

Nombre de réponses en %

On a utilisé ici la proportionnalité entre 1'angle au centre et la fréquence.
Exemple “beaucoup “= angle de 130° sur un total de 360°, soit 36%.

Jacques Hadamard beurk bof style hyper rien & cirer

Nombre de réponses en %

On a utilisé ici la proportionnalité entre la longueur des segments et la fréquence.
Par exemple, le baton des “hyper” mesure 3.5 cm sur une longueur totale de bétons
de 10 cm, soit 35% .

C’est donc au collége Henri Lebesgue qu'il semble y avoir le plus d’enthousiastes.
Et si on ajoute les opinions plutdt bonnes, on trouve 55 % au collége Emile Borel,
58 % au colléege Henri Lebesgue et 50 % au college Jacques Hadamard.

Mais les résultats sont-ils vraiment comparables ?



Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, Dou E

L effectif total est de 250.
Si la fréquence est £/100,
je trouve 'effectif en...

Ou y a-t-il 20 % de I'ef-
feectif colprié 7

Quel est le

pourcentage
noirci ?

El K

Un angle au centre de 30°
dans un diagramme semi-
circulaire, cela
représente. ..

Un angle au centre de 30°
dans un diagramme circu-
laire, cela représente. ..

Maths : 15 (coefficient 2)
Francais : 20 (coefficient 3)
Moyenne ?

Dans un diagramme cir-
culaire, un effectif de 100
sur un total de 900 don-
nera une tranche de...

La moyenne de cette série
Sl

La média-
ne de
cette série
est...

Le mode de cette série est

divisant f par

100/250

90 %

environ 8 %

8 %

15

10°

10

10

10

multipliant f
par 100/250

1712

1/12

17

18°

11

11

multipliant f  divisant f par
par 250/100 250/100
25 % 50 %
1/6 environ 33 %
1/6 environ 33 %
17,5 18
36° 40°
12 13
12 13
12 13

multipliant f
par 2,5

12,5 %

environ 17 %

environ 17 %

20

14

14

14



THEME

La regle et le compas

La géométrie plane tente de rendre compte de ce que I'on
peut faire avec un crayon, une régle et un compas sur une
feuille de papier.

Le plus petit objet de cette géométrie est le point.

Avec des points, on fabrigue des objets plus élaborés : droites,
demi-droites, segments, cercles, elc.

La géométrie n’est pas autre chose que I’étude des relations
entretenues par ces objets et des liens qu’ils tissent avec le
domaine numérique : distances, angles, longueurs, aires...

Les objets de base
de la geometrie

Géométrie : du grec géo (la terre) et metron (mesure).
- Les premiers “géometres” de I’histoire étaient des fonctionnaires
égyptiens qui savaient “mesurer la terre”.

W Droites paraéles et perpenticuiares | Pourquoi et comment ?

Croisent-ils leurs regards ?
Regardent-ils dans la méme
direction ? Est-elle a l'autre |
ce qu'il est pour elle 7

Les relations entre parallé-
lisme et orthogonalité sont le
début d'une grande aventure.

W Distances

Points et points, points et
droites, tout ce beau monde se
tient & distance.

Et quand ils se tiennent & la méme
distance, on tourme en rond...

ANS UNE LOCOMOTIVE, la bielle reste paralléle a elle-méme tout en décrivant des
cercles avec ses extrémités. L'apprentissage de la géométrie réserve ainsi bien
des surprises a celui qui sait les voir et les apprécier...
Ainsi, par exemple, dessinez deux cercles de
rayons bien différents et se coupant en A

B Equidistance
Comment faire régner l'équité ?
Se tenir & égale distance de deux
points : c'est une médiatrice quiil
vous faut.
Se tenir & égale distance de deux
droites sécantes : voyez du cté
des bissectrices.

et B. Tracez les diamétres d’extrémité A ;
leurs autres extrémités. sur chacun des
cercles sont X et Y.

Que se passe-t-il pour les points X, B, Y ?
Essayez avec d’autres cercles, avec des
cercles, dont I'un contient le centre de
I'autre...

Saurez-vous expliquer pourquoi il arrive
ce qui arrive ? (Voir 9.3 et 9.15.)




Pour désigner les objets géométriques,
les mathématiciens sont allés au plus
simple et leur ont donné des lettres
comme nom. Pour se faciliter encore la
vie, ils ont pris quelques habitudes :
des lettres majuscules pour les points
(A, B....), des petites lettres (d, d"....)
ou des lettres grecques (8, A) pour les
droites.

De méme, ils respectent un certain
nombre de notations qui évitent
d'écrire trop de mots :

(AB) pour la drolte qul passe parA etB;
[AB] pour le segment d'extrémités A
etB;

[AB) pour la demi-droite d'origine A
qui passe parB ;

AB pour la distance du polmt A au
point B.

Le point A et la droite d sont donnés.

A
A
/ Je suis la paraliéle

adenA
\\ et je suis UNIQUE

Je suis la perpendiculaire
aden A
et moi aussi, je suis UNIQUE

Pair-impalr

a) Dans une certaine famille de
droites, tout le monde est numéroté et
chacun est perpendiculaire au précé-
dent :

di .'. dz, dz.l. d&. da.'. d4etafﬂsf.
de suite...

B Comment sontd, etdg, d,etdg,
dyetdy,, dygy et dygg ?

b} Dans une autre famille de droites,
chacun est alternativement paralléle
ou perpendiculaire au précédent :
dy//d3,d, 1 d3,d5//dy.d41ds
et ainsi de suite...

BComment sontd; etd,, dyetdg,
dyetd,,, dyg,etdign ?

I PARALLELES ET PERPENDICULAIRES

9.1 Droites paralléles

Il y a seulement 3 cas possibles pour la position relative de deux droites. Elles peu-
vent étre :

T A ¢

disjointes sécantes

aucun point commun un seul point commun
On appelle paralléles deux droites soit disjointes, soit confondues.
L’ensemble des droites paralléles & une droite donnée d s’appelle la direction
ded.

Droites perpendiculaires d

On appelle perpendiculaires deux droites sécantes 4 angle
droit. On dit aussi “orthogonales”.

confondues
tous les points communs

9.2

d
9.3 Deux propriétés d'unicité
Par un point donné passe une et une seule droite paralléle 4 une droite
donnée.
Par un point donné passe une et une seule droite perpendiculaire 4 une

droite donnée.

Voici des propriétés de I'orthogonalité et du parallelisme “évidentes” mais impor-
tantes.

8.4 Sidlid etd'/ld” alors difd”
Autrement dit :

si deux 7 @ . ;@:

droites (d et d') -

sont paralléles,

toute paralléle

(d”) a I'une (d’) est d d d" d d d"

parallele a I’autre (d).

Sidld etd' Ld” alors diid”
Autrement dit : si deux

droites (d et d”) sont

perpendiculaires a

une méme troisicme

(d") alors elles sont

paralitles entre elles. d d”

Sidliid et d”"Ld” alors dl1Ld”
Autrement dit : si

9.5

9.6

deux droites (d et d”) ()~

sont paralleles, toute

perpendiculaire (@") 2 . 4 &

I'une (d°) est perpen-

diculaire 2 I’autre (d). d d d d




L'important, c'est la rose

Les anciennes cartes de navigation
montrent seize ou trente-deux direc-
tions groupées sur de magnifiques
“roses des vents”.

Définitions de la droite

Avant I'époque moderne, de nombreux
mathématiciens ont essayé de donner
une définition de la « droite » qui coin-
cide assez bien avec l'idée concréte
que I'on peut en avoir.

Voici quelgues tentatives :

1. La ligne droite est la ligne dont les
extrémités sont ombragées par les
points intermédiaires (Platon. v® s. av.
J.C.).

2. La droite est la ligne telle que si
I'on immobilise deux de ses points,
tous les autres sont immobilisés par
cela seul (Leibniz. 1769).

3. La ligne droite est le plus court che-
min d'un point &8 un autre (Ant.
Arnauld. 1667 - Varignon. 1731 -
Legendre. 1794).

4. La ligne droite est une série de
points dont chacun est a égale distan-
ce de trois points donnés (Fourier.
1795).

5. La ligne droite est une ligne de
direction constante. La ligne courbe
est une ligne dont la direction change
en chaque point (Ueberweg, d'aprés
Delbceuf, 1860).

Quelie est la définition qul vous
parait la plus pertinente ?

9.7 Exemple type : I'exercice du vitrier

Un artisan vitrier propose des modeles de vitraux différents. Le prix de chaque vitrail
s’obtient en multipliant par 5 000 F le nombre de directions de droites présentes 4
'intérieur de la fenétre.

8 Calculer le prix pour chacun des six modéles.

9.8 Les éléments d'Euclide

Le mathématicien grec Euclide fut le fon-
dateur de notre géométrie. Il vécut a
Alexandrie (Egypte) au v¢ siecle avant J.-C.
Euclide n’a pas inventé la géométrie, mais,
dans son premier “livre” Les Eléments. il a
mis en ordre les idées de son temps sur le
sujet.

Tout son livre est admirablement organisé.

Tout d’abord, il donne des définitions. Par
exemple pour I'angle droit : Lorsqu’une
droite tombant sur une droite fait deux
angles de droites égaux entre eux, chacun
des angles égaux est droit. (Son style n'est
évidemment pas tout 2 fait celui d’aujour-
d’hui.)

Puis il pose un certain nombre de
demandes, que l'on appelle aujourd’hui :
“postulats™ ou “axiomes™. Voici la cinquie- : ‘

me de ces demandes (elle justifie la premié- @ = e

re partie de I’énoncé 9. 3) : Si une droite, tombant sur deux droites, fait des angles
intérieurs plus petits que deux droits, ces droites, prolongées a 1'infini. se ren-
contrent du coté o les angles sont plus petits que deux droits.

Et ensuite, a partir de ces définitions et de ces demandes, il démontre des propriétés
qui peuvent alors s’appeler des théorémes. ..




B Dessiner avec des perpendiculaires
Marquer deux points A et B distants
d’une dizaine de centimétres.

Tracer une droite passant par A, puis
la perpendiculaire & cette droite issue
de B. Recommencer avec une nouvel-
le droite passant par A et sa perpen-
diculaire issue de B. Recommencer
avec de nombreuses droites ; vous
obtiendrez un beau dessin, un instru-
ment de mesure de vos qualités de
patience et de soin, et en prime un
théoréme célébre. Lequel ?

Dessiner avec un réseau de paral-
léles

Voici deux dessins & reproduire en
grand : entrainement au tracé de
paralléles et effet garanti.

Plier une feuille de papier le long
d’une droite passant par A, de maniére
que les deux parties d'une droite d
viennent I'une sur I'autre :

La trace du pli est la perpendiculaire a
Ia droite d !

 COMMENT CONSTRUIRE DES DROITES PARALLELES ?

Données : une droite d et un point A. A tracer : la paralléle 2 d passant par A.

Sur papier quadrillé

Ne pas hésiter 2 utiliser les carreaux,
de la feuille, mais pas forcément en
suivant les lignes !

Sur papier hlanc

En deux coups de compas :
le truc des chaudronniers.
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Avec équerre et régle

L’équerre glisse le long de la régle de
la position 1 la position 2.

§ COMMENT CONSTRUIRE DES DROITES PERPENDICULAIRES ?

Données : une droite 4 et un point A. A tracer : la perpendiculaire a d passant par A.

Avec une éguerre

C’est I'instrument appro-
prié. Pourtant mieux vaut
éviter le coin, souvent
€bréché, et prolonger les
droites a la regle.

Avec un compas

A

Tracer deux cercles centrés
sur 4 et passant par A.

La droite joignant A a I’autre point
d’intersection des cercles est
perpendiculaire a d.
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Sur la planéte mathématique, deux
mondes cohabitent harmonieusement.
Le monde des nombres et le monde
des points. Un pont important entre
ces deux mondes est la notion de dis-
tarice, gui permet de traduire en
termes de nombre des propriétés geo-
métriques.

L hexagone magique

5i & partir d'un point A d'un cercle, on
reporte des distances égales au rayon
du cercle, on construit un hexagone

-sgulier.

9.9

9.10

9.1

# DISTANCES
Distance entre deux points
Une unité de longueur étant choisie,
on peut, & deux points A et B, asso- e
cier un nombre positif appelé dis-
tance entre A et B.
On note ce nombre AB.
Milieu
Le point du segment [AB] situé a

égale distance de A et de B s’appel- unité le compas sert @ reporter
le le milieu du segment [AB]. I"'unité de longueur

¢ . y

A I B

Cercle

Le cercle de centre O et de ravon R
est I'ensemble des points du plan
dont la distance au centre est égale
aR.

Les trois menteurs

Arthur, Benoit et Claude habitent trois
maisons de la méme rue.

Nos trois amis sont un peu menteurs :
's ne disent la vérité qu'une fois sur

deux.

I—Vous étes des menteurs ! |

Arthur dit @ « Entre ma maison et celle
oe Benoit, il y a 2 km. » Puis, « Entre
'a maison de Benoit et la mienne, il y
a3 km. »

Benoit dit : « Four aller et revenir de
chez Claude, j'ai 6 km de trajet », puis
- Ma maison est & la méme distance
Je celle d'Arthur et de celle de
Claude. »

Claude dit : « Benoit habite a plus de
4 km d'Arthur », puis « Parmi nos
rois maisons, les plus éloignées le
sont de 5 km. »

B Rétablir la vérité

9.12

Notion intuitive :

Distance d'un point a une droite

O est un point. d est une droite.

La distance du point O a la droite d 0
est par définition la plus courte des
distances de O a un point de d.

Si H est le pied de la perpendiculai-

re ad issue de O, alors la distancede
O a d est justement OH.

o

aller au plus court d'un

point & une droite, c’est y aller perpendicu-
lairement.

9.13

Notion intuitive : aller au plus court
d’un point & un point, c’est y aller
suivant la ligne droite.

Distance et alignement

A, B et C sont trois points.

SiAB + BC = AC, alors A, B et C sont alignés et plus précisément B appar-
tient au segment [AC].

Et pour trois points quelconques A, B”, C, on a toujours :
AB’+B'C = AC.
C’est I'inégalité triangulaire.




Le théoréme de I'Eéquerre

Si une équerre est en équilibre sur les
bords d‘un trou, alors son sommet
décrit un demi-cercle ! Etonnant, non ?

Tangente

Tangente vient du latin tangere
(toucher) : une tangente ne “coupe”
pas un cercle, elle ne fait que le
“toucher”’

Pompéi
La ville de Pompéi fut engloutie aprés
trois éruptions successives du
Vésuve qui s'étendirent successi-
vement sur 400 verstes, 500 verstes
2t 700 verstes autour du volcan.

B Décrire la situation vue de la Via
Romana.

Cratére
du volcan

9. 14 Cercle, disque et segment
Pour contempler un cercle et tous
ses “attributs™ regarder la figure
ci-contre.

un point du cercle

Notez qu'un disque est une surface et un
cercle est une ligne (que I’on appelle par-
fois “circonférence”).

9. 15 Le théoréme de I'équerre

Si M est un point du cercle de diametre [AB], alors les droites (MA) et
(MB) sont perpendiculaires.

9. 16 Cercle et droite

Protagonistes : un cercle avec son centre O et son rayon R : une droite d, située & une
distance x du point O.

Premiercas: x > R Deuxiémecas: x <R Troisieme cas : x = R

La droite et le cercle n'ont La droite et le cercle ont La droite et le cercle ont un
aucun point commun, ils deux points communs, ils unique point commun. ils

sont disjoints.

sont sécants, sont tangents.

9. 17 Tangente a un cercle
Si une droite d est tangente en A a un cercle
de centre O, alors la droite d est perpendicu-
laire au rayon [OA].

Réciproquement, si une droite d est perpen-
diculaire au rayon d’un cercle en son extré-
mité, alors elle est tangente au cercle.




Des droites équidistantes d’un point
donné

O est un point. R est un nombre posi-
tif. L'ensemble des droites situées a
la (méme) distance R du point O est
I'ensemble des droites tangentes au
cercle de centre O et de rayon R.

On dit gue les droites enveloppent le

Attention au préfixe “équi”. C'est un
agent double. Il vient du latin, mais
peut provenir de I'adjectif aequus qui
signifie égal (comme ici dans équidis-
tance) ou du nom equus qui veut dire
cheval (comme dans équitation).

Les cercles 7 et ', ont méme rayon.

Construction du milieu d’'un segment

Au “pifomeétre”
Une méthode qui peut donner de bons résultats.

En mesurant et en divisant par 2
Excellent pour le calcul mental.

Au compas

Simple et précis.
Effectuer dans I’ordre les tracés 1, 2, 3 et 4.

Construction de la tangente au cercle

Tracer un rayon [OA] puis la perpendiculaire en A a ce rayon (voir page 90).

A\© B

©

§ EQUIDISTANCE

9. 18 Points équidistants de deux points donnés

A et B sont deux points donnés.
L’ensemble des points situés a
égale distance de A et B est 1a droite
perpendiculaire 4 (AB) passant
par le milieu de [AB].

On I'appelle la médiatrice du seg-
ment [AB].

Comment construire une médiatrice ?
I)onnée : un segment [AB].

A tracer : sa médiatrice.

Instrument : le compas.

1. Tracer le cercle ¥, de centre A et de rayon [AB].
2. Tracer le cercle %, de centre B et de rayon [AB].
3. La médiatrice de [AB] est la droite qui passe par les deux points d’intersection de

Z, et .

(Illustration en marge.)

1+
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Mediatrice vient du latin medium
(milieu).

Bissectrice vient du latin bi (deux) et
sector (qui coupe).

Une bissectrice “coupe un angle en
deux angles égaux”.

Football
Trois attaquants arrivent, menagants,
en formation triangulaire.

B Ou4 doit-on se mettre, en défense,
pour étre 3 la méme distance de
chacun d’'eux ?

9. 19 Polnts équidistants de deux droites données
d et d' sont deux droites données.

Premier cas

Les droites d et d’ sont paralléles.
L’ensemble des points équidis-
tants de d et de d’ est une droi-
te paralléle a d et 4’ qui passe
par le milieu de tous les seg-
ments joignant un point de d et
un point de d’.

Second cas

Les droites d et d’ ne sont pas paralléles.
L’ensemble des points situés a
égale distance des droites d et
d’ est composé de deux droites.
Ce sont les bissectrices des
angles formés par d et d’.

Comment construire une bissectrice ? x

Donnée : un angle xOy.
A tracer : sa bissectrice.
Instrument : le compas.

Tracer un cercle %, de centre O

qui coupe les cotés de I’angle en
deux points. Par ces deux points,
on trace deux cercles & et £, de
méme rayon.

La droite qui passe par O et par

les points d’intersection de 7, et ¥
est la bissectrice intérieure de xOy.

Les cercles % et €3 ont méme rayon.

9. 20 Paire de bissectrices

Un couple de droites déterminent
“deux angles”.

Les bissectrices de chacun de ces
angles sont perpendiculaires.

seconde
bissectrice

d

|| premigre

~_ bissectrice
d




~Construire” dans un texte d'exercice
mathématique signifie :

® chercher et décrire la construction a
réaliser (pour cela on a intérét & tracer
une figure supposant la construction
réalisée) ;

® prouver que cette construction donne
la solution du probléme cherché ;

® regarder s'il n'existe pas d'autres
solutions ;

® examiner, s'il y a lieu, différents cas

de figure.

En construisant un cercle, puis un
second centré sur le premier et pas-
sant par le premier centre... puis
d'autres et encore d’autres, chacun
centré sur un point d'intersection de
cercles précédents et passant par un
centre précédent, on obtient un
réseau “hexagonal”.

En joignant par des droites les
centres de tous ces cercles, on
obtient un réseau dans trois direc-
tions, appelé parfois un trillage ; les
mailles de ce réseau forment un sys-
téme de triangles équilatéraux pavant
le plan.

9. 21 Problemes de construction

Construction 1
d et d’ sont 2 droites sécantes. M est un point n appartenant & aucune de ces 2 droites.
Construire un point A sur d et un point B sur d' tel gue M soit le milieu de [AB].
d 19 N & uoddes red juawaandadsal ,p 12 p ap uonoasiaqut, p utod np sanbingwAs saf juos
€12 ¥ swtod sa] J ua p adnod W xed ,p g of[rered e "N u2 p 2dnod |y red p g a[3jjered e

Construction 2
d, d’ et A sont 3 droites sécantes (non concourantes). Construire un point A sur d et
un point B sur d’ tel que A soit la médiatrice de [AB].

‘g ua ,p adnod v e uoddes ted p ap ! p anbungwiAs e

Construction 3
A et B sont 2 points.
R est un nombre positif donné.
Construire un cercle de ravon R passant par A et B.
"g 19 v Jed assed y uoker ap (5D
no) ' anuad ap a[2122 a1 * £ 12 ') ua Juadnoa as ¥ uokel ap 12 g 19 Y SANUD 3P $3[2133 ]

Construction 4

A est un point. d est une droite.

R est un nombre positif.

Construire un cercle de rayon R passant par A et tangent a d.
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LE DEFI

Données : une droite d.
Un point A n’appartenant
pas a d.

Un point B appartenant
ad.

Le défi : construire un
cercle passant par A et
tangent en B a la droite d.

A

Q

d

I

Dans cette situation, on a utllisé
successivement

® |z définition de la médiatrice ;

® une propriété des tangentes a un
cercle ;

® les propriélés reliant paralléles et
perpendiculaires et en prime un
raisonnement par I'absurde.

Contraintes géometriques :
comment elles servent a résoudre les
problémes

Premieére contrainte : le cercle doit passer par
A et B. Son centre doit étre a égale distance

de A etde B.

Son centre doit donc étre sur la médiatrice A de [AB].

Deuxieme contrainte : le cercle doit étre tangent
en B a la droite d.
Son rayon [OB] doit étre perpendiculaire a d.
O est donc situé sur la droite A" perpendiculaire

a d passant par B.

A et A se coupent forcément. En effet, si A et A
étaient paralléles, alors (AB) et d seraient elles-
mémes paralléles, et A appartiendrait a la droite d.
Le point d’intersection O de A et A” est le centre du
cercle cherché. Le cercle demandé est le cercle qui a
pour centre O et passe par A (et donc par B).




NOTRE MONDE
EST-IL EUCLIDIEN ?

La géométrie d'Euclide est
celle qui semble le mieux tra-
duire les propriétés que nous

constatons autour de nous.
Mais dans d'autres mondes,
peut-étre pas si éloignés de
nous, la géométrie pourrait
étre non-euclidienne...

A la maniére de Salnt-Ex

Dans ce pastiche du “Petit
Prince” de Saint-Exupéry, la
oropriété suivante est si incon-
testable qu’elle est prise pour
oase des raisonnements :

Si deux droites b et a sont
perpendiculaires (en B et A)
a4 une méme droite, alors ces
deux droites se coupent en
un point C équidistant de B
et A.

Exactement

BC = AC = 25 pas.

Théoréme du petit prince

i partir de cette propriété, pou-
“€Z-Vous écrire un raisonne-
ment qui démontre ceci :

Si un triangie a 3 angles
droits, alors il est équilatéral.

>
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La géoméeétrie du petit prince

Antoine avait été invité a gofiter sur la
planéte du petit prince et ils discutaient
de géométrie.

— Chez moi, disait le petit prince, je
peux toujours aller d’une fleur 2 une
autre par un chemin plus court que tous
les autres ; ce chemin s’appelle une

« dorate » ou plutdt un « segment de
dorate » car j’ai une « raiguéle » qui me
permet de prolonger les segments de
dorate aussi loin que je veux.

— C’est pareil chez moi, répondit
Antoine, qui trouvait que le petit
prince avait un léger défaut de
prononciation. Mais, puisque tu
parles de distance, dis-moi quelle
est I'unité que tu utilises.

— «Le pas », dit le petit P
prince, c’est ce qu’il - -/j.-
y a de plus naturel ! ))

Et justement le :
plus long
tour que
je puis-
se
faire
sur

Dorate
joignant
AetB

ma planéte mesure exactement 100 pas.

A partir de trois fleurs je dessine des
triangles et je peux ainsi mesurer leurs
trois cotés : il y en a qui sont « isoceles »,
d’autres « équilatéraux » (ceux-la ont
leurs 3 cGtés de méme longueur).

— C’est vraiment comme chez moi !

‘?:'}

continue Antoine, et tu dois aussi avoir
des triangles « rectangles » lorsque deux
cOtés sont « perpendiculaires ».
— Bien sir ! assura le petit prince, je
me sers du bord des livres comme
équerre. Regarde la figure que je trace
a partir des fleurs A et B. Par B je trace
la perpendiculaire 4 la dorate (AB), je
I"appelle « b ». Et par A
je trace aussi la perpen-
r i diculaire & la dorate (AB),
A je I'appelle « a ». Que crois-tu
#  qu'il amrive aux dorates a et b ?
— Chez moi elles ne se rencontrent
pas,ondit B b
qu'elles sont |
« paralléles ».

—Eh
bien
chez
moi, sur
I"astéroide
B612, elles se
renconirent en
deux points ; et j'ai
remarqué une chose trés
curieuse : si C est I'un des points de
rencontre alors la distance entre B et C est
exacternent de 25 pas ! et la distance entre
AetCaussi!
— Ah ¢a, c’est un peu fort s’exclama
Antoine, mais comment peux-tu raisonner
avec une géométrie aussi extravagante ?



UN CONTE DE -
eyl Les amours de la regle et du compas

Tout le monde connait les JEEE
(GO TE e Tl Son frere le Compas fut pourvu seulement
VLRSI De jambes et de téte, et marcha justement,

el eddadl Tournant de tous cotés par ordre et par mesure,

Cendrillon. Et touic da e : Fvus
Cest Charles Perrault qui les [t Siubindasd Sodub el b bl S

réunit sous le nom de i . _ :
QeI R PR Lo -l e Solell, connaissant son artiste nature,

G YA Et prévoyant I'éclat de sa race future,
L G Ll Par un songe lui dit : Léve-toi de ce lieu
bt asll  Tu seras digne époux de la fille d’un Dieu.
maﬂ:::::g:rque (Souvent contre I’espoir les Déités prosperes
Clirletix. Font naitre le bonheur du fond de nos miséres).
Le Compas glorieux se réveille en sursaut,
Emu de cette vue et d’un espoir si haut.
Il rend grace au Soleil, et ferme comme un Aigle
Le regarde et s’en va : Puis rencontre la Regle ;
Droite, d’un grave port, pleine de majesté,
Inflexible et surtout observant I'équité
11 1a suit, elle fuit d’une égale vitesse
Il double en son ardeur ses efforts vainement
Tous les caeurs s’opposaient a son contentement
Il pense la tenir, sans la voir il la touche
De ses rayons aigus il joint cette farouche
Quoi ? dit-elle en nant, je serais la conquéte
:E D’un amant qui n’aurait que les pieds et la téte ?

Toutefois nos amours, répliqua le Compas,
oy Produiront des enfants qui vaincront le trépas.
| De nous deux sortira la belle Architecture,
£y Et mille nobles arts pour polir la nature,
Ne pense pas, dit-elle, ébranler mon repos,
Ou pour autoriser tes étranges propos
Téche a plaire a mes yeux par quelques gentillesses ;
- Et montre des effets pareils a tes promesses.
N - Le Compas aussitot sur un pied se dressa,
l Et de I'autre, en tournant un grand cercle traga
P> Larégle en fut ravie, et soudain se vint mettre
Dans le milieu du cercle, et fit le diametre.
Avec le compas, (qui Son amant I'embrassa, I’ayant 4 sa merci,
;‘L‘gfq‘js g;ufgf ggﬁrgza\fgus Tant6t s’élargissant et tantdt raccourci,
marquer le poir;t dlaribtia- EL.I’on vit naitre alors dt? leurs doctes postures
lement opposé a un point A Triangles et carrés, et mille autres figures.
sur un cercle ?

Et le point symétrique de A par Charles Perrault
rapport a un autre point B ?
Et le milieu de [AB] ?

Sans réegle



Bonaparte . La géométrie du compas

De ses conquétes en ltalie, le  Voici le film de la construction du
général Bonaparte rapporta en  milieu de [AB] n’utilisant que le
1798 un livie de I'abbé o mpas sey).
Marcherant, a8 m;cva:t Elle nécessite le tracé de 9 arcs de
Cet abbé mathématicien avait CEYcles et le report d’une longueur.
réussi a montrer une chose
surprenante :
Tourt point d'une figure pou-
vant étre construit avec une
régle et un compas,
peurt se construire avec le
compas seul !

Portrait du général Bonaparte (1896) par

’ . Louis Lafitte
Justification
Pour démontrer que les
constructions représentées ci-
contre aboutissent effective-
ment & marquer le milieu du ="
segment [AB], il suffit de Le milieu I de [AB] est &
suivre les jeux de la I’intersection du cercle de centre
symétrie : (MA) et (NP) sont M passant par A et du cercle de
symétriques par rapport a centre P de rayon NM. cestlui |

I'axe de la figure et (MI) est
donc paralléle & (NP)...



Pour chacune des 10 guestions, indiguer la ou les bonnes réponses parmi A, B,C,Dou E

Par quels iriplets de signes

peut-on remplacer .., 7

$id, ..dseid,..d; [

ﬂ’@fﬁ d_i rrr djr

Par quels triplets de signes

peut-on remplacer ... 7

Sid' u:dge‘d_iu':d} }? lf lf

ﬂlmd’ rrr d}l

SiAB =3, BC =4, ‘:dﬁ::

AC = 1, alors... [B-C]'

SiAB=2etBC=2, B est milieu

dlors... de [AC]
5 SiAB=BC=AC, B est milieu

alors... de [AC)

SiAB=1,BC=2, B est milieu

AC = 4, alors... de [AC]
n’ont pas
7 Deux cercles n"ayant forcément
aucun point commun... des tangentes
communes
Si A et B sont deux points
d’un cercle de rayon 4, AB =1

alors s(rement...

Combien y-a-l-il de points
2 4 cm de deux droites 0
sécantes données ?

AB=3cm
AC=6cm
BC =6 cm

Dans quels cas a-t-on A,
B et C alignés ?

LLH

LL

B estun
point de
[AC]

A et C sont
sur un cercle
de centre B

C est sur la
médiatrice de
[AB]

A est milieu
de [BC]

ont toujours
deux
tangentes
communes

AB=4

AB=3cm
AC=6cm
BC=3cm

L1 L

naLn

Cestun
point de
[BA]

B est sur la
médiatrice de
[AC]

A, B, C sont
cocycliques

C est milieu
de [AB]

ont toujours
trois
tangentes
communes

AB=8§

AB=2cm
AC=5¢cm
BC=10cm

I

LA

A, B, C sont
alignés

A, B, C sont
alignés

A, B, C sont
sur un cercle
de rayon 3

A, B, C sont
alignés

ont toujours
quatre
tangentes
communes

AB=2cm
AC=5cm
BC=7cm

oL L

I A Vel

A n’est pas
sur la droite
(BC)

AC=2

ABC est un
triangle
équilatéral

situation
impossible

n'ont jamais
aucune
tangente
commune

une infinité

AB=5cm
AC=5cm
BC=5cm



THEME

10

Les théoremes de
Pythagore et de Thales

101

Le grand secret

« On dit que les gens qui ont divulgué les nombres irration-
nels ont péri dans un naufrage jusqu’au dernier, car l'inex-
primable, 'informe, doit étre absolument tenu secret : ceux
qui I’ont divulgué et ont touché a cette image de la vie ont
instantanément péri et doivent rester éternellement ballotés

par les vagues. »
Proclus (historien latin)

Aujourd’hui, c’est plutét I’ignorance des rapports entre les nombres et
les figures géométriques qui risque d’étre génante. Aux deux grands
théorémes qui régissent ces rapports, on a donné le nom de deux
grands mathématiciens de I’Antiquité : Thalés qui vivait en Asie
Mineure aux alentours de 600 av. J.-C; et Pythagore qui, depuis I'ile
de Samos, rayonnait sur toute la Méditerranée (env. 570-500 av. J.-C.).

¥ Lethéoreme de Pythagore

C'est le plus connu et certainement
le plus vieux “thécréme” du monde.
Il est utile aux jardiniers comme aux
architectes et aux artistes comme
aux bricoleurs.

Mais comment le “démontre™t-on ?

B e théoréme de Thalés

Le 14 juillet de 'an 576 av. J.-C., un
dénommé Thalés, en provenance
de Milet et en visite & la
bibliothéque d'Alexandrie entreprit
de mesurer la grande pyramide de
Chéops.

En tous cas, c'est ce que ditla
légende...

# Agrandissement et réduction

De Barbe-Bleue aux Jivaros, les
changements d'échelle ont toujours
fait peur. Pour tout savoir sur les
pieges a éviter, apprenez les
propriétés de ces transformations.

L’un des savoirs les plus vieux du monde

UR LES RIVES DU

NIL, deux millé-
naires av. J.-C., la
légende raconte que les
égyptiens se servaient d’une
corde & 13 nceuds pour tracer
des angles droits.
Ils savaient donc qu'un
triangle dont les cotés
mesurent 3, 4 et 5
était un
triangle

rectangle.

| Aujourd’hui
) certains menui-
' siers vérifient I’orthogo-
nalité des cadres de portes et de
fenétres par la régle dite *6, 8, 107...
Les angles droits auraient-ils quelque

I chose a voir avec le carré des nombres ?
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H Combien vaut la diagonale de ce

L

SiBCZ=AB2+ AC 2 alors
BC = VABZ+AC2

Ici, il faut donc calculer
VR2AXXA+0,4xP A4

Une échelle de 5 m de haut est écar-
tée du mur de 1 m.
B Quelle hauteur atteint-elie ?

§ LE THEOREME DE PYTHAGORE

10.1 Le théoréme de Pythagore
Si un triangle ABC est rectangle en A C
alors BC2=AB2+AC2

En frangais : “Dans un triangle rectangle, le

carré de I’hypoténuse est égal a la somme des

carrés des deux autres cOtés™.

10. 2 Interprétation du théoréeme de Pythagore

’aire du carré construit sur I’hypoténuse (en
rouge) est la somme des aires des deux autres car-
rés construits sur les cotés de ’angle droit (en

vert et bleu). C

I’aire du demi-disque construit sur I'hypoténuse
est aussi la somme des aires des demi-disques
construits sur les cotés de I’angle droit ! |

Phrases réciproques

En mathématiques, beaucoup de
phrases expriment un lien cause-
conséquence entre deux propriétés.
Elles sont de la forme “S'il pleut, alors
Je prends mon parapluie”.

A partir d'une telle phrase, on peut
fabriquer une nouvelle phrase en
échangeant la principale et la subor-
donnée : “Si je prends mon parapluie
alors il pleut.”

Cette phrase est la réciproque de la
premiére. Attention, I'une de ces
phrases peut étre vraie sans que
l'autre le soit.

10. 3 Comment utiliser le théoreme de Pythagore

Ce théoreme sert a calculer la mesure d’un c6té d’un triangle rectangle quand on
connait les mesures des deux autres c6tés.

EXEMPLE
Données : EFG est un triangle rectangle en F, avec EF =5 cm. EG = 12 cm.
Calculer FG.

F G

||

S5cm
12 cm

E

Démonstration. Si EFG est rectangle en F, alors d’aprés I’énoncé de Pythagore :
EG2=EF?+FG?
Donc FG2=EG? - EF2
FG2=122-52=144-25=119.

FG =V I119cm= 10,9 cm.

10. 4 Réciproque du théoréme de Pythagore
Si BCZ=AB?2+ AC? alors le triangle ABC est rectangle en A.
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Clip-clap

Dans un carré donné, on peut s’amu-
ser a déplacer 4 triangles rectangles
superposables : la surface non occu-
pée (ici coloriée en jaune) garde tou-
jours la méme valeur. Au début de la
manceuvre, cette surface est le carré
de “I'hypoténuse” et a la fin, ce sont
‘es deux carrés des cotés “de lI'angle
droit”.

10. 5 Comment démontrer le théoreme de Pythagore ?

La plupart des démonstrations du théoréme de Pythagore se présentent sous forme de
puzzle géométrigue : ce puzzle montre comment il est possible de découper une cer-
taine figure pour en reconstituer une autre avec les mémes morceaux ; la figure ini-
tiale et la figure reconstituée ont alors la méme aire !

La page 110 montre quelques-uns de ces puzzles.

L'une des démonstrations les plus simples
se fait a partir de la figure ci-contre.

Le grand carré de c6té a + b a une aire
égale a (a + b)~.

Mais cette aire est aussi celle du carré
central, de c6té c, et des quatre triangles

a

e b
rectangles, d aire Eh

Onadonc(a+b)3:c2+4x£2'—b~ b

a+2ab+b*=c?+2ab
Dou:a+b2=c2

D’autres démonstrations du théoréme de Pythagore sont données pages 111, 112 et
113. Elles s’appuient sur les deux propriétés rappelées au paragraphe suivant et qui
€taient bien connues des mathématiciens grecs.

L3 propriété 10. 6 a quelque chose de
=erveilleux : c’est en effet grace a elle
o Euclide démontre pour la premiére
#is dans ses Eléments, les théorémes
o= Pythagore et de Thalés !

Cz=s démonstrations sont résumeées par
=5 films aux pages 112 et 115 de ce
chapitre. Elles valent le détour.

10. 6 Aire d’un triangle

L’aire d’un triangle ne change pas lorsqu’on déplace un sommet paralle-
lement au coté opposeé.

10. 7 Aire d’un parallélogramme

L’aire d'un parallélogramme ne change pas lorsqu’on déplace un coté
parallélement a celui qui lui est opposé.

Un parallélogramme n’est pas autre chose
que le double d’un triangle (précisément les
deux triangles déterminés par une diagonale
sont symétriques par rapport au centre du
parallélogramme). Donc...




L observateur est
4 1 mdu bord
quand celui-ci
dissimule tout
Jjuste le bord.

B Quelle est Ia profondeur
du pults 7

Application du théoréme de Thalés
Dans chacune des figures ci-dessous
les droites de méme couleur sont

paralléles.

B Peut-on calculer x et y dans la figure

A ? Et dans la figure B ?
(et sl oul... le faire.)

<“
3 2

¥

B LE THEOREME DE THALES

10. 8 Le théoréme de Thalés dans le triangle

Si O, A, B sont alignés, si O, A’, B’ sont alignés et si (AA”) est paralléle 2

r ’
(BB") alors%—-% AL

OB OB’ BB’

0]

10. 9 Interprétation du théoréme de Thalés

Ce théoreme exprime la
“emboftés” <
“neeud papillon™

proportionnalité entre les
mesures des cbtés de deux
triangles placés 1’un par
rapport a I'autre dans une
situation bien précise qu’on
appelle parfois “situation de
Thalés™ et que résument les
deux dessins ci-contre.

A
2 :
3
y

B

10.10 Un exercice-type : utilisation du théoréme de Thalés
EXEMPLE : ABC est un triangle avec AB = 10 cm, BC=8 cm, AC =7 cm.

M est le point du segment [AB] tel que AM = 6 cm. N est le point du segment [AC] |
tel que (MN) // (BC).

Calculer les longueurs AN et MN.
Démonstration.

A, B et M sont alignés. A. C et N sont
alignés. Les droites (MN) et (BC) sont
paralléles. On peut donc appliquer le
T o théoréme de Thalgs et écrire '

AM AN MN

AB _ AC BC

La premiére égalité permet le calcul de
= AN :

6ecm M B 6 AN

< 10cm > B=T, d'oit 10 AN =42

etAN=42 + 10=4.2 cm.

La deuxiéme égalité permet de calculer MN :

%:%,d‘oﬁ 10 MN = 48 et MN =48 + 10 = 4,8 cm.




64 = 65

En découpant ce rectangle quadrillé
comme indiqué, on peut facilement
reconstituer un carré 8 x 8.

B Mais sl on est vraiment sur que

DG =8, DC = 13 et BC = 5, quelle est
la valeur exacte de FG ?

A #H |13 B
3 F

5
E 3

D 8 G 5 €

13x 56 /

8x 8

# L'alle du Jet

delacarlingve ? |

10.11 Réciproque du théoréme de Thalés dans le triangle
Si O, A, B sont alignés dans cet ordre, si O, A’, B’ sont alignés dans cet

[ 4
ordre et si OA _OA alors (AA’) est parallele a (BB”)

OB ~ OB’

Une seule égalité de rapports de longueurs permet d’établir le parallélisme des cotés
(AA") et (BB").
La troisiéme égalité sera alors une conséquence obligée de ce parallélisme :

OA _ AN’
OB ~ BB’
ATTENTION !

La condition sur I'ordre des points sert a éviter le cas ci-dessous.

A 2em O

4 cm B

. OB OB’
OB=20Aet OB'=20A". On a bien — =
e nabien-o =047

mais (AA") et (BB’) ne sont pas

paralléles.

10.12 Utilisation de la réciproque du théoréme de Thalés

Données : M, N et P sont alignés dans cet ordre. avec MN =5 cm et NP = 12 cm.
S, N et T sont alignés dans cet ordre avec
M/
N
S

SN=75cmet NT= 18 cm. K 2
P
NS

Les droites (MS) et (PT) sont-elles paralleles ?
Les droites (MT) et (SP) sont elles paralléles ?

NM - o o :
Comme NP - NT' d’apreés la réciproque du théoréme de Thales, les droites (MS) et

(PT) sont paralléles.

Parallélisme de (MS) et (PT).

; NM_S

Calculons d’une part NP - 12
et d’autre part N> = 15 15 _ 3
PATNT 18 36 12

Parallélisme de (MT) et (SP).

Calculons d’une part L iR 0,416...

NP 12
: NT _ 18 _
et d’autre part NS =75 24.
Comme 2, * it les droites (MT) et (PS) ne sont pas paralléles.

NP ~ NS’
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10.13 La légende de Thales

THALES, le premier savant dont 1’histoire ait
retenu le nom, vécut, bien avant Euclide, en Asie
Mineure autour de 600 av. J.-C.

11 essaya de trouver, aux phénoménes naturels,
des explications qui satisfassent la raison.

Par exemple, il n’acceptait pas que I’eau tombe
du ciel parce que “le dieu de la pluie était irrité”,
mais il cherchait comment I'élément *“air” pou-
vait ainsi se transformer en “eau”.

De retour d"Egypte ol il avait appris I"astrono-
mie, il réussit a prédire avec une belle précision
I"éclipse du soleil du 28 mai de 1'an — 585.

La tradition rapporte que Thalés, en visite a

Thalés et Ia proportionnalité
Aujourd'hui, plus généralement on dit :
Si deux triangles ont leurs cotés
paralléles, alors il y a une relation de
proportionnalité entre leurs longueurs.

= k.

Dans cette sftuation. on a utilisé suc-
cessivement :

® [e théoréme de Pythagore pour calcu-
ler AB.

® | es propriétés reliant paraliéles et
perpendiculaires.

® | e théoréme de Thalés pour calculer
EF et EG.

® Et, bien sir, une définition du carré.

=

N

Alexandrie, réussit a
A a plembfoour | mesurer la hauteur de
'%ﬂ‘:ﬂ la grande pyramide
(qui avait déja un mil-
lénaire et demi).

10.14 Exemple type : a la recherche d'un carré

Données : un triangle ABC rectangle en C tel que AC =6 cm et BC = 8 cm. Un point
E sur I'hypoténuse de ce triangle 4 6 cm de B. F et G sont les projetés orthogonaux
de E respectivement sur (AC) et sur (BC).

La guestion : EFCG est-il ou non un carré ?

Calculons d’abord I"hypoténuse du triangle rectangle ABC en lui appliquant le
théoreme de Pythagore : AB2 = AC? + BC2= 36 + 64 = 100. donc
AB = V100 = 10.

Etablissons la présence de droites parallzles :

(EF) L (AC) et (AC) L (BC) donc (EF) // (BC).
(EG) L (BC) et (BC) L (AC) donc (EG) // (AC).
Calculons les longueurs EF et EG a I'aide du théo-

reme de Thales : At e s
fE}l? I/ :.BC) donc E‘: E . donc
— ==y} EF=——xi=372 2

T T :
(EG) // (AC) donc
BE _EG ¢

= ? G

BA AC L] Ly
EG = 6 donc B = » C

6 10° 8
EG = i 2 6=3.6

10

Conclusion : EFCG n’est pas un carré ; les cdtés EF et EG n’ont pas la méme mesure.
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Tripier

N Comment s'y prendre pour dessiner
facilement un quadrilatére A'B'C'D’
exactement sembiable 2 ABCD, mals
trois fois plus grand 7

Pensez & un soleil...

# AGRANDISSEMENT ET REDUCTION

10.15 Agrandir ou réduire

Si k est un nombre plus grand que 1, le
polvgone obtenu en multipliant
toutes les longueurs des cotés
d’un polygone P par k est

un agrandissement de P

(de coefficient k ou
a Iéchelle k).

agrandissement
al'échelle 2

Si & est un nombre compris entre 0
et 1, le polvgone obtenu en multi-
pliant toutes les longueurs des
cotés d’un polygone P par k est
une réduction de P (de coeffi-
cient k ou a I’échelle k).

réduction
a l'échelle 1/3

e

B En tragant 3 5 cm & I'intérleur de
tous les bords du rectangle un nou-
veau rectangle, obtient-on une réduc-
tion du rectangle précédent ?

|

Is

B Et en faisant la méme chose 3 5
cm de tous les bords d'un triangle ?

10.16 Effet sur les angles
Les angles ne sont pas modifiés dans un agrandissement ou une réduction.

10.17 Effet sur un cercle

Aprés un agrandissement ou une réduction de coefficient k, un cercle de
rayon R est transformé en un cercle de rayon kR

10. 18 Effet sur un disque 2
Apres un agrandissement ou une réduction ’

de coefficient k, un disque de surface A est Q

transformé en un disque de surface kK*A.
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La multiplication des tartes

N

1 carré 4 carrés
- - o

D 2D
Rapport d’alres

ABCD est un rectangle. | est le milieu
de [AD]. J est le milieu de [AB].

B Quel est le rapport des aires des
quadrilatéres AIOJ et BCDO ?

—

La multiplication des cubes

‘;:‘\

1 petit cube 8 petits cubes

10. 19 Effet sur les aires

Lorsque les longueurs sont multipliées par k, les aires sont multipliées
par k2,

EXEMPLES. Un disque métalligue de diameétre 20 cm pése 2,4 kg. On en découpe un
disque de diamétre 10 cm. Ce petit disque pése :
Al2kg B06kg CO08kg DOSkg EO04kg
(Vu au Concours Kangourou Cadets 95)

Attention au piége ! On divise le diamétre par 2, donc I'aire (et par suite la masse)
est divisée par 4. La bonne réponse est donc C : 0.8 kg.

Dans un triangle équilatéral ABC, on trace la droite (1) paralléle a (BC) de telle |
sorte que le triangle Al) et le trapéze B1IC aient le méme périmétre.
L’aire du triangle Al est-elle alors égale, inférieure ou supérieure a
celle du rrapéze BIIC ?

Soit k le rapport de la réduction qui transforme ABC en Al

Le périmetre de AlJ est égal a 3kAB.

Le périmeétre du trapéze BIJC est égal a I ]
BI+0+JC+BC=

(AB —kAB) + kAB + (AB—kAB) + AB=3AB -kAB. g C
On doit avoir 3kAB = 3AB — k AB, soit 4kAB = 3AB.

Le coefficient de la réduction est donc 3/4.

L’aire de AlJ est égale a 9/16 de celle de ABC. Celle du trapéze vaut donc 7/16 de
celle de ABC.

L’aire de AlJ est donc supérieure  celle de BIIC.

10.20 Effet sur les volumes

Lorsque les longueurs sont multipliées par k, les volumes sont multipliés
par k3.

EXEMPLE. La Tour Eiffel a 300 m de hauteur ; et elle est entiérement construite en fer
et pese 8 000 ronnes.

On veut construire un modeéle réduit de la Tour, en fer aussi et pesant 1 kg,

Quelle doit étre sa hauteur ?

Attention : diviser 300 m par 8 000 000 n’a aucun sens dans cette situation. En
effet, les masses (donc les volumes) sont divisées par 8 x 10 € quand on passe au
modele réduit.

Les longueurs sont donc étre divisées par 2 x 102 = 200 dans le modéle réduit
(k*=8x10%donck=2x 102).

La réponse est donc : 300/200 = 1,5 m.

EXEMPLE. Une cerise a 12 mm de diamétre et
son noyau, 6 mm.. Est-il vrai qu'il y a 1
fois plus de chair que de noyau ?

La cerise a un diamétre double de
celui du noyau. Son volume est
donc 2 x 2 x 2 fois plus grand ;

8 fois (chair + noyau).

La chair vaut donc effectivement
7 fois le noyau !
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Dans I'article “Géométrie” de la

Grande Encyclopédie (deuxiéme mol-

tié du xvar® slécle} D'Alembert rap-

porte guelgues anecdotes sur

Pythagore et certalns de ses com-

parses...
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LES 370 DEMONSTRA-
TIONS DU THEOREME
DE PYTHAGORE

C'est en effet le nombre de
démonstrations réunies par
Elisha Scott Loomis

dans son livre The
Pythagorean propo-
sition (1968, ﬁ,
National Council of 'j:f
teachers of mathe- [
matics). t
Depuis plus de -kE
2000 ans, les chi- jL
nois, les hindous,

les arabes et méme _:ﬁ' :
les présidents des

e

Etats-Unis ont en
effet cherché Ia

leur...

Le puzzle chinois
Commentez les figures chi-
noises ci-contre.

Un puzzle de Henry Dudeney
(inventeur de milliers de
récréations mathématiques
au début du siécle). Dans la
figure de |'encadré rouge,
expliquez ce qui se passe en
retrouvant les transformations
qui échangent les quadrila-
téres coloriés d'un méme
bleu.

o L '_ -
[]

oo
o !
_l

Le 1¥" avril 1876, le député amé- :

ricain James A. Garfield (qui \1!
sera le vingtiéme président des & =

FEtats-Unis) proposa une
démonstration basée sur la
moitié de la figure
chinoise.

e
ALY

LY

b

Y
13

a

& «f
|+ i~

Aire du trapéze =

2x%b+%c2=Airedcsn'oistﬁangIes.

X (b+a)=

Dol g2+b2=¢c2




m

COURT-METRAGE Pythagore : Ia démonstration de
Voici le film de Ia démonstration | @onard de Vinci

du théoréme de Pythagore

découverte en 1945 par % - : : 2
Hermann Baravalle. A la figure de base. Léonard de Vinci ajoute un triangle. téte en bas et fait apparaitre

4 quadrilatéres superposables...

Critigue du film
Attention cette démonstration  Ces quadrilatéres sont curieux mais ils sont superposables (2 vous, lecteur ébabhi.

n'est pas la méme que celle d’expliquer pourquoi !). Alors...

d’Euclide de la page suivante ! [es deux quadrilatéres rouge et bleu ont méme surface que deux triangles et deux
Il faudrait expliquer pourquoi  carrés construits sur les cotés de I'angle droit.

les deux parallélogrammes se  ___ les deux quadrilatéres hachurés vert et violet ont méme surface que deux triangles
rencontrent, a I'étape n° 3, et le carré construit sur I"hypoténuse.

juste au dessus de I'angle Conclusion, en enlevant les deux triangles : le carré construit sur ’hypoténuse a

droit. méme aire que I’union des deux carrés construits sur les cotés de ’angle droit.
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il La démonstration d’Euclide
Voici Ia plus vieille et la plus
légendaire démonstration du
théoréme de Pythagore

Légendes des images

1 et 7. Intéressons-nous au
demi-carré vert, et, particulié-
rement & la surface de ce tri-

angle.
2 et 8. L'aire de cette surfa-

ce ne varie pas lorsque !'un
de ses sommets... 1 2 3

3 et 9. se déplace paralléle-
ment au cété oppose...

4 et 10. et son aire reste évi-
demment la méme lorsque le iy}
triangle tourne autour d'un
sommet.

5 et 11. Aprés un quart de
tour, voila ou il est passé.

6 et 12. Mais son aire ne
varie toujours pas lorsque I'un 4 5 6
de ses sommets se déplace

parallélement au cété opposé.

Conclusion

Finalement les doubles des
triangles verts ont aussi des
aires égales, et, donc, le
carré construit sur I’hypoténu-
se a bien une aire égale a la
somme de celles des carrés

construits sur les deux cotés 7 8 9
de I'angle droit.
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MR IR Une généralisation du théoréme de

Dans la grande cité pythagore

scientifique d'Alexandrie,
aux premiers siécles
de notre ére,

un géométre nomme Pappus A
eut une idée géniale.

<« Sur les deux c6tés de 1'angle droit
d’un triangle rectangle ABC construire
deux parallélogrammes gquelconques !

<« Prolonger les cotés des parallélo-
grammes opposés aux cotés de 1'angle
droit du triangle rectangle.

Ils se coupent en P.

<« Faire subir 4 [BC] la translation
qui envoie P sur A.

C

Le phare d’Alexandrie

<« Les mouvements suggérés sur
I’'image ci-contre montrent 1’'impres-
sionnante propriété :

L’aire du parallélogramme bleu est la
somme des aires des parallélogrammes
vert et doré.

Geénéralisation ?

Que devient le théoréme de
Pappus si on remplace les
parallélogrammes par des
carrés ?
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DEDUCTIONS

Dans I'aventure intitulée

« Le rituel des Musgrave »,
Sheriock Holmes, le plus
célébre des détectives
raconte a son ami le docteur
Watson le déroulement de sa
deuxiéme enquéte.
Heureusement , Sherlock
Holmes connaissait le
theoreme qu’il fallait.

Les données du probléme

Sheriock Holmes doit déchiffrer
un texte fort obscur, connu
sous le nom de « Rituel des
Musgrave », texte transmis de
génération en génération dans
la famille des Musgrave et dont
le sens a été perdu au fil du
temps.

Voici le début du rituel :

« — A qui I'appartenance ?
— A celui qui est parti.

— Qui I'aura ?

— Celui qui doit venir.

— Quel mois étaitce ?

— Le sixiéme aprés le pre-
mier.

— 00 était le soleil ?

— Au-dessus du chéne.

— Ou était I'ombre ?

— Sous l'orme ...

— Combien de pas ?

— Nord : dix et dix. Est : cing
et cing. Sud : deux et deux.
Ouest : un et un. Et au-des-
SOUS... »

La fin de I'aventure

Sherlock Holmes suivit alors
les autres indications du rituel
et finit par découvrir dans une
cave secréte I'ancienne cou-
ronne des rois d'Angleterre.

Elémentaire, mon cher Thalés

PREMIERES BEDOCTIONS
Sherlack Holmes : « If m'apparut teat de sufte, des la premigre
lectars da riivel, yue les messres devaleal 58 Fapperier i m
enirelt asquel [aisail allusion lo reste du decument. 31 novs
lacalisions cat sadesl, neus devrions étre ea honue voie poar
savoir guel élait co secesl que les vien Masyrave avalent jugé
nicessaire d'earaber d'une fagen si cariease. Pasr peint de
tépart, fl y avali o cidee ot mn orme. Quant 2a chise, pas 8'é-
sitation pessibie - juste devant la fagaie de 2 demears, sur le
ciilé gauche de I'avenne, se dressail m patriarche parmi fes
chenes, |'un des arbres les plus magaifigues que ['ale jamals
Vs,
— Ftait-1 13 yuand vtre pitwel ful éceil 7 demandal-je guand
ous passames devanl ln géant.
— Selon lenie prababiiiié, i devall défa étre I3 20 lemps de
Euifiamme Ie Casquéranl. Il 2 ude circonfirence e sepl mitres |
Un de mes peints e déparl élait donc hen.
— Averz-veus de vieux armes 7 demandal-Je.
— Iy en avail mm tris viewx par [i-bas, mals Il 2 616 loudraye
voic] dix asz, el nats avens akatin la seuche.
— Ponrriez-veus vous rappeler son emplacement 7
— O 1 oul.
— Nl n'y 2 pas d'autres opmes 7
— I w'y en a pas d"anclens. Mals il y a beauconp de héfres.
Noug étions aprivis dans une charretic anglaise ; men compa-
goon fit virer son cheval el, avant i'entrer dass la malsen, il
me mena vers I'endroit oil une cicatrice sar la pelonse demen-
rait bien visikle, presqus a mi-distasce eatre le chéne of le
manoir Mon enquéte me parat pregresser
— Je suppose qu'll est impessible és tronver guelque parl i
hanlesr qu'attelgnait ca viell srme 7 demandal-Je.
— J¢ puls vons la donser lont de suile : clageants guaire pieds.
— Comment se fait-il gue vous Ia connzissier 9 questionnal-
e non sans supprise.
. — Quand mon vieox précepteor m'infligeall un
«axsrcice de Irigenométrie, Il y avait tonjours 4
calcoler des bauiears. Au leng de men enfance,
|'al caiculs Ia kastonr do chague arbee ef de
chague hatimest du domains. i
... Les données de men pelit probleme 5¢
precisaiest pius vile que je ne I'a
“BSpEre. »

LA SeLETION
Sherieck Folmes s'adresse au dsclenr Walsen : « Je leval les
yeux vers le selell : 1 6tail has ; dans melns d'une hears Ii
arriverall jasts 25-dessas dos brasches sspérienres du viem
chéne. Une conditien figurani au ritne! ssrait romplle. Et I'omire
de I'srme devait sigaifier Ia limite de omkre, sinon Ie tranc
anrall é1é choisi comme point de repére. J'avais denc i déter-
miner ol 32 sitweralt fa limite e I'smbre auand le solell serail
jusie au-desses in chéne.

— Mais pulsyue I'seme n'élaft plus I, Holmes, vens aver di
éprenver beaxconp de difficaltés 1

— Voili : ju me rendis avec Masgrave dans son barsas, tafllal
mel-mém cette chevilie en beis 2 aguelia ['attackal cette longue
ficelle avec wm n@ad i chayse pled. Puls jo pris une camne @
péchs, gul Taisait jeste six pieds, el je reviss vers I'emplace-
ment de I'srme. Le salell friball I haul du chiss. J'atiackai m
Dout de [a ficelle am bas de ks casne & peche, lendis I'autre bout
e3 plantant la cheville daas k direction de V'embes ol [a mess-
ral. Eie avait buit pieds de Iong. A présent men calcs devesalt
simple. 51 me casne i péche o six pieds prejeiail me ombes
e it pleds, wm orme de cinpante quatre pieds es projetterall
e de seixants seize, of la divection de la premiérs serall nats-
pellement la direction de
la dendime. Je mess-

P

Dessin de Dominigie fzourd



SACHEZ
PRENDRE LAIRE

Au début des mathématiques, il
y a la mesure : la mesure des
longueurs et surtout la mesure
des surfaces. Le calcul des
aires, leur combinaison, leur
découpage, leur reconstruction
donnent naissance a des résuf
tats souvent étonnants.

Le theoréme-—clée

Pour que tous les maillons de
la démonstration ci-contre
soient justifiés, il faut dispo-
ser du théoréme suivant :

/i
WA -

Si un segment [CM] coupe un
triangle ABC en deux, alors le
rapport des aires

Aire (ACM)

Aire (BCM)
est égal au rapport des lon-

gueurs ﬁ_ﬂi-

BM
Connaissant la formule don-
nant I'aire d’un triangle, vous
n'aurez pas beaucoup de mal
a démontrer vous-méme ce
théoréme.
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Thales : Ia demonstration d’Euclide

Lorsque le sommet d’un triangle
se déplace parallelement au coté
opposé, ’aire du triangle ne chan-
ge pas.

Les aires des triangles A’AB et
B’AB sont donc égales.

Dans chacun de ces triangles, le
quotient de I’aire du triangle
OA'B’ ou OAB’ i celle du tri-

angle OAB en :.-nlier vaul %;—\—

d’un coté, ot de "autre.
OB

Ces deux quotients sont donc

OA’ OB’

égaux: = A
OA OB

La “figure” de Thales est furiné par
un triznngle OAB et une parallele
(A’B’) au cdté (AB) de ce friangle.

Considérons le triangle AOB ; par
soustraction des aires précédentes,
on en déduit que les aires des tri-
angles OA'B et OB’A sont égales.
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Pour chacune des 10 questions, indiguer Ia ou les bonnes répornses parmi A, B,C, D ey E

A

A B
Dans quelle(s) figure(s)
8-t-6n une eonfiguration g\\‘ﬁ ; _.fﬁ
oli s'appligue I'énencé \:/“‘B _ \ =
de Thales ? A B /
A B .
- 5 e
N e Mg A b
e :
eZ > p ff:;eg? gg,xgg
p S
6 il - :
3 sl—};\f\"'“’é‘" G706 o WUBA G v BTN

€ H | B
Dans un trisngle XYZ, 5i : .

e estreckangle  eshfeckangle e reckangle 84 sngle ;
i P S A
ABE est rectangle en A- i e

B i AB=#V2 ot AC=3VE | 1V %0 VB Va 8V3
glors BE= ...
Dgﬂdsémééé’mﬁmg@
mgﬁf‘m 16 10 9 1% 1%
¥ awie ?
ABE et wh A ks distance ke rayon dy
wingle [\ pogl | KOMm | MR e | o
L “0 ' ‘3
(BEVIDE) o Lesaresde  Lespitesde  Lesaesde  LeSHISBER  Les s de
P BPESEDE DCEABCE ABESACD GEBCsom  ABESADE
*j,.- / ol fedles  sopléadles  soniégales £ggles oot bgales
% BETDE BCTDE BC DB BETCHB BCTED
Lescbies a- b ¢
e pOCK 51213 REAB  MID  RISH 9.1
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THEME Des figures geometriques

En mathématique, on calcule, on découvre des techniques,
on trace, on conjecture... Mais ce qui caractérise l’activité
mathématique est que I’on tente d’y raisonner : prouver des
liens logiques entre deux affirmations, refuser de rester dans

le doute, établir la vérité de nouvelles propriétés a partir de
propriétés déja connues...

Les figures géométriques sont un prétexte a la fois simple et
riche pour cette activité de raisonnement, qui gagnerait
étre plus répandue de par le monde.

Triangles et quadrilateres

Triangle : du latin tri (trois) angulus (angle). Quadrilatére : du latin
quadri (quatre) latus (c6té). Que de fantaisie dans I'origine des mots !
Et pour cinq ? Pentagone : du grec penta (cinglet gonos (angle, genou),

W Lafamillp des triangies Chance, miracle ou magie ?
Dans le monde des triangles, ‘ _
ils sont nombreux & revendiquer leur SUR UNE fLE ayant exactement lg forme d'un tangle _équllatérﬁl ABC (de ¢bié
identité : isocéles, équilatéraux, égal b a), on chgﬂﬂt ?iﬂ gfoim Panlu hlgﬂfd Pﬂu‘;mww égmfsgéﬁ nﬁ% et

, s"intéresse & la longueur § € il

;ﬁﬁfﬂ;ﬁfgﬁx ;L?gle ler de la cabune & chacun des bras de 1a pivikre ; P1 + PJ + PK,

" Est-il possible que cette longueur soit la méme pour n’im-
nirtéresse personne. porte quel point P de ['ile ?

La réponse est surprenante : 6 ! el Ip dEmonsirntion Bem

dans le fait que Vaire § du tigngle ABE est égale 4 I3

somme des aifes des tigngles PAB: PBC et PEA -

W Des droites dans le triangle

Lequel d'erilre vous n'a jamals

encontré un triangle & Ia recher
Lemwﬁe.gc:ﬁsrggmém §=LPI%B€¢LP!%M¢LF§M9

Vits O - Gue g6 “6srlies” pout
uné figure § simple. . 4 /—\_/’—~/-€ lﬂ +PI+ P A

) O ouve dofc mﬁuﬁgsé__.
B Lafamifle des quadriiatéres
Avee G65 paraisies. es € st Bien un RORIIE Qi Ae dpend pas de P!

A N Voul qidh €5t VIRImERt [aclle & démontrer |
Wm&%$@%§ Lt PROPIEIE Précédents &St EReSrE Ve Gans fe fec-
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Sa majesté le triangle : trois points non
alignés suffisent & lui donner vie. On le
désigne alors en juxtaposant le nom de
ces trois sommets, dans un ordre indif-
férent. Chez lui, tout marche par trois :
angles, sommets, cités mais on n'y
manque pas d'esprit de contradiction :
chaque coté est opposé & un sommet.

A

ABC

Isocéle est un mélange de grec iso
(égal) et de latin scala (échelle ou
mesure). Un triangle Isocéle a des
“mesures égales”.

Equilatéral vient du latin equi (égal) et
latus (cote).

§ LA FAMILLE DES TRIANGLES

1.1

1.2

Triangle isocéle

Un triangle isocéle est un tri-
angle dont deux cdtés ont
méme mesure.

Le coté qui se distingue des
autres par sa longueur est
appelé Ia base du triangle
isocéle.

La médiatrice de 1a base

passe par le troisieme :

sommet. Elle est axe de symétrie du triangle. Elle est donc aussi médiane,
hauteur et bissectrice.

Triangle équilatéral

Un triangle équilatéral est un triangle dont les trois
cotés ont la méme mesure.

Il est donc triplement isocéle et les trois
médiatrices de ses cOtés sont axes de symeé-
trie.

Les médiatrices d’un triangle équilatéral
sont aussi les hauteurs, les médianes et

les bissectrices du triangle.

o

L hypoténuse est ce qui est tendu en

dessous de I'angle droit (du grec hypo) ;

iln'y a pas de “h" entre le "t“ et le “é".
Dans un triangle rectangle ABC,
rectangle en A, la longueur BA est la
distance du point B & la droite (AC).
Elle est, & ce titre, plus courte gue
toutes les distances de B a un autre
point de (AC), en particulier que BC.
En regardant C et la droite (BA), on
prouve de méme que AC < BC :
L'hypoténuse est le plus grand des
trois cotés d’un triangle rectangle.

11.3

1.4

1.5

Triangle rectangle

Un triangle rectangle est un triangle dont deux cotés sont perpendicu-
laires (autrement dit, qui possede un angle droit).

\—
/,—14\

Le coté opposé a 1'angle droit s’est vu attribuer le beau nom d’hypoténuse.

Enoncé du triangle rectangle

Si A appartient au cercle de diamétre [BC] (avec A= B et A # C), alors le tri-
angle ABC est rectangle en A.

mé A\
B C B c

Ce théoréme a déja été énoncé en 9, 15.

Enoncé réciproque
Si le triangle ABC est rectangle en A, alors A appartient au cercle de dia-
metre [BC].




La famille des triangles est extréme-
ment variée selon la valeur de leurs
trois angles.

Nous les avons regroupés dans un
“zoo" dont le pian n'est pas dessiné
n'importe comment.

Trouvez-en Ia la logique.

Estl possible de rencontrer un
triangle vraiment quelcongue 7

(Volr page 127)

Un “triangle doré” aigu a des angles
de 72° 72° et 36°.

Un “triangle doré” obtus a des angles
de 36°, 36° et 108°.

On retrouve ces triangles dans un
pentagone et le rapport de leurs
cotés vaut le nombre d'or.
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LE ZOO DES TRIANGLES

A
z

AV—a /)

{)Z00 DES TRIANGLES

H LES DROITES DANS LE TRIANGLE

B Pour guelles raisons les angles mar-
gués d'une méme couleur sont-ils
égaux ?

A

M N

4

Le centre de gravité est une notion phy-
sique : c'est le point ou if faudrait
piquer une épingle si I'on disposait d'un
triangle homogéne découpé qu'on
veuille faire tenir en équilibre a la poin-
te de cette épingle.

11. 6 Droite des milieux

Dans un triangle ABC, la droite qui joint les milieux M et N des deux cotés
[AB] et [AC] est parallele aun troisiéme cdté [BC]. De plus, BC = 2MN.

A

M N

{

11. 7 Medianes

Une médiane d’un triangle
est une droite qui passe par
un sommet et par le milieu
du cité opposé. Les trois
médianes d’un triangle
sont concourantes en un
point qui est le centre de
gravité du triangle.
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Média veut dire milieu. Les médianes et
les médiatrices passent par les milieux
des cotés.

Circonscrit vient du latin circum
(autour) et scriptus (écrit). Un cercle cir-
conscrit est “tracé autour du triangle”.

Si le triangle a un angle obtus, le
centre de son cercle circonscrit est
& I'extérieur du triangle.

11. 8 Médiatrices

Les trois médiatrices des cotés d'un triangle sont concourantes en un
point qui est le centre du cercle circonscrit au triangle.

Démonstration.

Soit un triangle ABC. Les points de la médiatrice de [AB] sont & égale distance de
A et de B. Les points de la médiatrice de [BC] sont a égale distance de B et de C.
Le point d'intersection O de ces deux médiatrices se trouve donc a égale distance

/

75

des trois points A. B et C (on est siir de I’existen-
ce du point O, car si les médiatrices
étaient paralléles, les cétés [AB] et
[BC] qui leurs sont perpendiculaires,
le seraient aussi).
Etant 2 égale distance de A et C, O
est sur la médiatrice de [AC].
Ftant 2 égale distance de A, B et
C, le point O est centre d’'un
cercle qui passe par A, B et C.

i

%
Orthocentre vient de centre (!) ef du 11. 9 Hauteurs
grec ortho qui indique un angle drolt. E—~ 1 .
Les hauteurs sont “orthogonales” aux ne hauteur d’un tri- A
cotés. angle est une droite qui
passe par un sommet et
qui est perpendiculaire
au co6té opposé.
Les trois hauteurs d’un
triangle sont concou- H
rantes en un point
qu’on appelle I’ortho-
centre du triangle. -
B &
Si un triangle a un angle obtus, son A
orthocentre est a I'extérleur du tri- /9
angle I ! REMARQUE :
B A / Les hauteurs d’un triangle sont
H / les médiatrices du “grand” tri-
angle obtenu en tracant, par les
B /ﬁC sommets, les paralléles aux
/ cotés. Leurs concours est donc
/ une conséquence de celle des

c/" médiatrices du “grand” triangle.
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Trois routes rectilignes délimitent un
triangle. On veut construire une mai-
son a égale distance de chacune des
trois routes..

B Oa placer Ia maison ?

Dans cette situation, on a utilisé suc-
cessivemnent :

® une propriété caractéristique du parak
lélogramme.

® une propriété des cotés opposés du
parallélogramme.

@ l'importante propriété de I'égalité,
trés souvent présente dans les
démonstrations mais souvent de fagon
tacite :

sia=betb=c alorsa=c.

® |a définition et Ia propriété de
concours des médianes du triangle.

11.10 Bissectrices

Les trois bissectrices des angles d’un triangle sont concourantes en un
point qui est le centre du cercle inscrit dans le triangle.

Démonstration

Soit un triangle ABC. .

Les points de la bissectrice de BAC sont a égale distance des cotés de 1'angle (AB)
et (AC).

Les points de la bissectrice de ABC sont 2 égale distance de (BA) et de (BC).

Le point d’intersection I de ces deux bissectrices se trouve donc  égale distance des
trois droites (AB), (AC) et (BC). o

Etant 2 égale distance de (AC) et (BC), I est sur la bissectrice de ACB.

Etant & égale distance des trois c6tés de ABC, I est le centre d’un cercle dit “inscrit”
dans ce triangle, tangent & chacun des trois cdtés du triangle.

11.11 Un exemple-type : concours de droites

Par les sommets d’un triangle ABC, on trace les paralléles aux cotés. Ces paralleles
se coupent en E. Fet G.

Conjecture : serait-il possible que les droites (AG), (CE) et (BF)
soient concourantes pour n’importe
quel triangle donné au départ ?

Démonstration.
Le quadrilatere AFCB
a ses cOtés paralléles deux & deux par
hypothése. AFCB est donc un parallélogramme.
On sait que les c6tés opposés d’un parallélogramme

ont méme mesure, donc AF = BC.

Pour les mémes raisons, AEBC est un parallélogramme et AE = BC. Donc AE = AF
et comme A. E. F sont alignés, A est le milieu de [EF].

On peut démontrer de la méme fagcon que B est le milieu de [EG] et que C est le
milieu de [FG].

Les droites (AG), (CE) et (BF) sont donc les médianes du triangle EFG et. a ce titre.
elles sont concourantes.
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De nombreuses marques commer-
ciales utilisent des figures géomé-
triques simples et souvent symeé-
triques pour leur logo.

B Y reconnalssez-vous triangies ou
quadrilatéres particuliers ?

A

American Association

Aluminium Company

Mitsubishi

Ministére du logement
britannique

A
11. 12 Démonstration du concours des médianes Vi
Le concours des médianes d’un triangle donne lieu '
a une magnifique démonstration, dont nous vous
donnons le plan :
@ Soit (CI) et (BJ) les médianes se coupant en G, E /
le point tel que 1 soit le milieu de [EG] et F le point B
tel que F soit le milieu de [FG].
® EAGB et AFCE sont des parallélogrammes
(pourquoi 7).
® EBFC est un parallélogramme et G est le milieu de
[BF] (pourguoi 7).

Soit K le milieu de [BC].
® (GK) est paralléle a (FC). Pourquoi ?
(AG) est parallele a (FC). Pourquoi ?

A, K et G sont donc alignés.
La troisieme médiane (AK) passe donc elle aussi

par G.

K
® GK = % FC (pourquoi 7)

B
A
et FC = AG. Donc : s A
Le point G est au tiers de la médiane 2 partirdela !~

K

5 ,

11. 13 Droites particuliéres du triangle rectangle

Dans un triangle rectangle, deux des

hauteurs sont confondues avec des

cotés (les cotés de I’angle droit).
C’est une application de la définition des hau-
teurs et une conséquence de I"unicité de la per-
pendiculaire & une droite donnée passant par un
point donné.

e
/ R

e

Dans un ftriangle rectangle, la médiane /
(considérée comme un segment) issue de
I"angle droit mesure la moitié de 1’hypoté-
nuse.

Les médiatrices se coupent au milieu de I'hy-
poténuse.

Le cercle circonscrit au triangle est donc
centré au milieu de I’hypoténuse,

Ces deux derni¢res propri€étés ne sont jamais
qu'une autre formulation de la réciproque de
I’énoncé du triangle rectangle (11.5).




Le quadrilatére tire son nom du latin
(quadrus : quatre et latus : cOtés). Ses
confréres avec davantage de cdtés ont
eu droit eux, & des racines grecques
(exemple : polygone, poly @ plusieurs
et gonos : angle).

Une figure est convexe si, en allant en
ligne droite, d’'un point de la figure &
un autre point de la figure, on reste
dans la figure.

Convexe Non convexe

Un quadrilatére est dit croisé lorsque
ses cotés se coupent ailleurs qu'aux
sommets.

‘\\

Carré assis sur
un de ses cotés

Carré assis sur une
de ses diagonales

Carré faisant fi de I'horizontale
et de la verticale

i LA FAMILLE DES QUADRILATERES

11.14 Trapéze
Un trapéze est un quadrilatere dont deux cotés sont paralleles.

Z_ANANL

11.15 Parallélogramme

Un quadrilatére convexe qui ;
vérifie une des quatre propriétés
ci-dessous est un
parallélogramme :

® Jes diagonales ont le
méme milieu ;

® les cotés opposés sont
paralléles deux a deux ;

® les cotés opposés ont
méme mesure deux a deux ;

® deux cdtés opposés sont paralléles et de méme longueur.

Les propriétés ci-dessus sont équivalentes, ce qui signifie que si un quadrilatere
convexe vérifie I’'une des propriétés ci-dessus, il les vérifie toutes.

11.16 Parallélogrammes particuliers
® Un quadrilatére qui vérifie I'une des propriétés équivalentes ci-dessous est
un losange :
® il a ses quatre cotés de méme mesure ;
® c’est un parallélogramme et ses diagonales sont perpendiculaires ;
® ¢’est un parallélogramme et deux cotés consécutifs ont la méme mesure.

i
L

Vi

7

B Un quadrilatére qui vérifie I'une des propriétés équivalentes ci-dessous est
un rectangle :
® il a trois angles droits :
® c’est un parallélogramme et ses
diagonales ont la méme mesure ;
® c’est un parallélogramme avec un
angle droit.

® Un carré est a la fois un losange et un rectangle.
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11.17 L'emboitement des quadrilatéres

Quadrilatére Trapéze
convexe

Les Quadrilatére
mathéma- guelconque

ticiens ont
fait un
choix qui

peut sur-

prendre les débutants.
Dés qu’un objet posséde la propriété voulue, alors D

il posséde le nom qui va avec cette propriété. t 3 étre
Ainsi, par exemple, un parallélogramme o = £ I
a deux cOtés paralleles. Ce parallélo- Losange Rectangle

gramme mérite donc le nom de trapéze.
Mais c’est un trapéze particulier, Q
puisque ses deux autres cOotés aussi sont

parallgles. 1 1
De méme la phrase “un carré est un tra- peut 4 étre
péze” est une phrase vraie ! Mais, le carré a beau- Carré
coup plus de propriétés qu'un simple trapéze bas
de gamme.

Voici un schéma qui représente de facon résumée
la famille des quadrilateres et la “généalogie” de
leurs propriétés.

peut
Y

14
étre

peut < étre
Parallélogramme

Au moyen d'un compas, on peut
reporter exactement 6 fois le rayon
d'un cercle sur la circonférence !

W Comblen de figures différentes
peut-on alors obtenir en Jolgnant les
six points deux a deux) ?

S

11.18 Polygones réguliers
Parmi les polygones & plus de quatre cotés, il faut surtout connaitre les 'I
polygones réguliers, c’est-a-dire ceux dont tous les cotés ont méme mesu- |
re et dont tous les angles sont égaux,

Pentagone régulier Hexagone régulier Octogone régulier
IOBO ‘ ‘
Dodécagone régulier Etoile réguliére Etoile réguliére
a 5 branches a 12 branches

S A

I08°
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DU CASSE-TETE
CHINOIS
A LA GEOMETRIE

Le To Dong est un
illustre jeu de puzzle
extréeme-oriental.

Fabriquez-vous un jeu de
piéces en carton
reproduisant

fidélement le découpage en
7 piéces d'un rectangie
comme ci-contre.

Il y a 2 triangles isocéles
rectangles, 4 trapézes
rectangles et un pentagone
muni de trois angles droits
et d’'un axe de symétrie.

B Saurez-vous reconstituer
notre kangourou ?

Le Tan Gram

Le Tan Gram est un autre
casse-téte chinois bien
connu au xix® siécie.

Voici le
plan per-
mettant
de recons-
tituer les
piéces de
ce puzzle.

Aurezvousla ——
malice de
reconstituer les
figures
représentées sur
ces cartes 7
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LES POLYGONES
REGULIERS DANS
LES SALLES DE BAIN

Un décorateur veut carreler
les murs d’une salle de bain
avec des carreaux identigues
en forme de polygones régu-
liers de maniére que les
assemblages soient iden-
tigues en chaque point de
chaque carreau. Il n'y a pas
trente-six solutions. Il y en a
exactement trois !

Les mathématiques viennent
aider le décorateur dans sa
quéte d’'esthétique répétitive.

Les angles des polygones

Si un polygone régulier a n cotés,
alors I'angle en degrés de deux
cOtés consécuitifs est

180 x (” =2 )
n
Vérifiezle pourn=3,4,5,6, 7
et 8.
La relation d'assemblage
Supposons qu'en un “coin” p
carreaux viennent s'assembler.

1
=

Montrer que i + &
p n

C.Q.F.D.

® Pourqguoi p et n valent-ils au
moins 3 ? Montrer que p et nne
peuvent pas étre tous les deux
plus grands que 4.

En déduire toutes les valeurs
possibles de n et p.

Conclure.

On reparle de Platon a Ia
page 146.

Les pavages de Platon
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A LA RECHERCHE DU . .
rriancLe veament L@ jungle des triangles
QUELCONQUE

Quiconque a essayé de tracer
un triangle quelcongue s’en
est apercu : il a toujours I'air
un peu particulier

Comment s’y prendre ?

(On ne veut pas que le
triangle quelconque ait un
angle obius.)

=
F
l-?-
.‘;
| 2
:wp isocéle ! n rop reclangle ! =3
120 _ §
40 20 ©
obtes? Dans la profonde forét trigonale qui recouvre une grande partie de 1astéroide ABC 90,
le marsupilami et sa famille sont un peu perdus.
Les contraintes Heureusement, ils possédent une carte indiquant précisément les longitudes (de 0° a
Appelons o, B, v les trois 180°) et les latitudes (de 0° a 90°).
angles d'un triangle dans
I'ordre de leur grandeur. On 90° ] s T
doit déja avoir en degrés : _ » ]
y<B<a<180° Al / ) |
~ |
o+ B+ y=180°. | El/| 5 |
Ce qu'il faut c’est que les & oo [ F s, [
différences 90 — o, a — f§ et 3 [ \\\ : s
f - v soient les plus grandes = ] S I
possibles. 3 ' . ! [ %
Si y est plus grand que 45°... 30° ‘ 1 ! g
Montrer gue I’'une au moins F—T—1—1 i ! IL ‘—‘..,\ I
des trois différences est ; | . L
inférieure ou égale a 15. i | J ] s
Si y est plus petit que 45°... 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°
.. alors o + B est plus grand longitude ()

gue 135 ; et si on veut que &

soit plus petit que 75 alors il oy oy iraordinaire : arbre qui pousse  'endroit de longitude et de latitude 8 porte
gagot cllzl,:e IB g0l plus:grand que des fruits en forme de triangles tous semblables : le plus grand angle de ce triangle
o mesure @°, un autre angle mesure ° et le troisi¢me (180 — & — f§)°.

La conclusion s'impose De quelle sorte sont les triangles des arbres poussant sur la ligne tracée en rouge sur
A quinze degrés prés, le la carte ?
triangle quelconque (avec trois  Eten bleu ?
angles aigus) est absolument  Eten vert ?
unique ! Et au point E 7

3 Et au point [ 7

Quelles sont les limites de cette forét ?
60 45 O peut se trouver le fameux triangle quelconque ?




128

Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, Dou E

La droite bleue est une
hauteur dans le triangle...

l=adl

La droite bleue est une mé-
diatrice dans le triangle...

Ont toujours un cercle
circonscrit...

e

Dans le dessin d’un
rectangle avec ses
diagonales. on voit
exactement. ..

Dans un cube, trois som-
mets d’'une méme face
forment un triangle...

L]

Dans quel(s) cas le
triangle coloré est-il
rectangle ?

Tous les troisiémes
sommets d'un triangle
rectangle d"hypoténuse
donnée sont...

R

Le centre du cercle cir-
conscrit au triangle ABC,
rectangle en A. est...

Si ABCD est un
losange...

Un trapéze peut avoir
exactement...

les triangles
rectangles

1 triangle
rectangle

rectangle

sur un demi-
cercle

BCDA est un
losange

4 angles
droits

les rectangles

2 triangles
rectangles

isoctle

S

Sur une

droite

le point de
concours des
meédianes

ABDC est un
losange

3 angles
droits

les losanges

3 triangles
rectangles

équilatéral

sur un
cercle

le milieu de
[AB]

DCBA est un

losange

2 angles
droits

K N

les parallélo-

4 triangles
rectangles

quelconque

Wl

sur une
demi-droite

le point de
concours des
médiatrices

BCAD est un

losange

1 angle droit

les trapézes

5 triangles
rectangles

non isocele

sur un
segment

le milien de
(BC]

ABCD est un

parallélo-
gramme

aucun angle
droit



THEME

La téte dans les étoiles

Trois mille ans avant J.-C. dans les vallées fertiles du Tigre et
de I’Euphrate, les astronomes babyloniens regardaient le ciel.
C’est pour repérer les étoiles qu'ils s’intéressaient aux angles
et a leur mesure. Et comme il était facile de diviser un angle en
6, ils utiliserent beaucoup le nombre 6 X 10 (soixante) et pla-
cerent 6 fois plus encore de degrés (360) dans un cercle : c’est
lorigine des mesures “sexagésimales” (angle, temps...).

et trigonometrie

Angle : du latin angulus, venant du grec gonos qui a aussi donné
genou.

Trigonométrie : du grec metron “mesure”, et gonos, “angle”. Le pré-
fixe tri précise que la trigonométrie s’occupe des mesures des figures
formées avec “trois” angles : les triangles.

B Mesuren des angles

La liaison entre les longueurs d'arcs
de cercle et les mesures des
angles donne naissance a une
nouvelle unité : le radian. Et
'inscription des angles dans le
cercle révéle une fantastique
propriéié geométrique.

Les angles dans les figures
Certaines configurations géomeétri-
ques (triangles, quadrilatéres, cou-
ples de droites) présentent des symé-
tries ou des paraliélismes. Des angles
égaux sy reconnaissent et certaines
mesures d'angles méritent de rester
gravées dans les mémoires.

B Rapports entre les cotés diun

[riangle rectangle

Les quotients des mesures des cotes
d'un triangle rectangle ont des noms
bizarres : sinus, cosinus, tangente,
qui cachent des idées simples.

Les angles a la loupe

LY A DES PETITS ANGLES comme par exemple I’angle de 1°. Sur un cercle d’un peu
moins de 6 cm de rayon, un tel angle intercepte un arc de 1 millimétre de lon-
gueur. C’est aussi celui sous lequel on voit la Lune depuis notre Terre. Ou bien celui

]U

sous lequel on voit son petit doigt au
bout de son bras tendu.

Ces phrases expriment, & leur maniére,
certains rapports existant entre des
mesures : 1 mm et 57,3 mm ; 700 km (dia-
meétre de la Lune) et 400 000 km (sa distan-
ce a la Terre) ; 1,4 cm (épaisseur d’un petit
doigt) et 80 cm (distance ceil-bout du bras).
Saurez-vous préciser ces rapports ?

Une autre question est la suivante : “En regardant un
petit angle a la loupe voit-on un angle plus grand 7",
La réponse est “non” !, comme on peut le constater sans
peine.

Et heureuse-
ment, sans quoi un
architecte ne pour-
rait pas dessiner le
plan d'une maison
“a I’échelle”.




Le bon usage du rapporteur
® Le centre du rapporteur doit étre sur l MESUHEH DES ANGLES

le sommet de i’angle.
@ Un zéro du rapporteur doit étre sur

12. 1 L'ouverture de I'angle

un c6té de I'angle. L’unité usuelle de mesure des angles est le degré.
® Lire la graduation qui correspond & e
R L’instrument de mesure des angles est le rapporteur.

Quelques points de repére suffisent a éviter les erreurs grossieres.

Il faut retenir les valeurs des angles particuliers rappelées dans la frise ci-dessous, et
avant d’évaluer un angle, chercher toujours dans quelle “zone” il se trouve :

moins de 90°(angle aigu),
entre 90° et 180°(angle obtus),
plus de 180°(angle rentrant).

T
angle nul angle aigu angle droit angle obtus angle plat angle rentrant angle plein

- \ »

=

a=0° 0° <a<90° a=90° 90° < a < 180° a=180° 180° < a < 360° a=360°
|
Il y a proportionnalité entre les 12. 2 Une autre unité d’angle : le radian
mesures en radian et les mesures en ;
degré d'un méme arc : Une idée assez naturelle pour mesurer des angles est de tracer un cercle de rayon 1
ayant pour centre le sommet de I"angle. On associe alors a4 I'angle la longueur de 1'arc
Paraciets SO0 de cercle intercepté.

nradians > 180° .
Un angle de 1 radian est un angle inter-

180° ceptant un arc de longueur 1 sur un

= 57,3°
cercle de rayon 1.

0,017 ~ Eg“é radian ¢ 1° 1 radian

o

1 radian —

Procéder ainsi posseéde un tas d’avantages, ne

serait-ce que pour la simplicité du procédé de

définition.

Evidemment. surtout au début, cela présente

I’inconvénient suivant : les longueurs d’arc de

cercle se calculent en utilisant le nombre .

Ainsi, le cercle complet de rayon 1 a une longueur de 27 unités. La mesure en radians
de I'angle plein (360°) est donc 27 radians. De méme |’angle droit mesure /2 radians.

- Mais on s’habitue trés vite 2 la présence de tous ces 77 dans les mesures d’angles.
i

degrés

radians
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B Chercher I'astuce

Sachant que les demi-droites Ax et By
sont paralléles, trouvez la mesure en
degré de I'angle .

X A

ar

123°

A
;XQL\;
B c

Paralléles ?

o | i

d, 80° 1037,
/o, b

B Vral ou faux ?

Avec les données marquées sur la
figure. d, et d, sont-elles paralléles ?
D, et D, sontelles paralléles ?

¥ x mesure-t-il 80° ou 77° ?

12. 3 Angles égaux

Les symétries orthogonales et centrales, la translation et la rotation ont en commun
une importante propriété : elles conservent les angles, c’est-a-dire que I'image d’un
angle est un angle de méme mesure. Il faut savoir reconnaitre les configurations clas-
siques ol apparaissent des angles qui sont images 1’'un de I’autre dans une de ces
transformations, et qui sont alors égaux.

En voici quatre exemples importants :

Bissectrice Angles correspondants
B
A /A
Images par la symétrie orthogonale d’axe Ax | Images par la translation de vecteur AB
Angles opposés par le sommet Angles alternes-internes
S
O
M
Images par la symétrie de centre O Images par la symétrie de centre M

12. 4 Angles et triangles
La somme des mesures des trois angles d’un triangle est 180°.

Cette propriété peut se démontrer & partir de la figure en marge.
On trace xy parallele a (BC) passant par A.

xAE — E ; VAC = C (angles dgmegingmes).
xAB + A + yAC = 180°, donc A + B + C = 180°.

EXEMPLES
Dans chaque figure. calculer les angles x. v, z (les droites en rouge sont parallgles).

x = 80° (angles correspondants)
¥ = 37° (angles correspondants)
x+y+z=180°%doll z=63°

80 379

x =y (angles correspondants)
% z = 62° (angles correspondants)
x+28°+z=180° d’oli x = 90°. Et y = 90°.

62°A, 7 g8

x = 112° (angles opposés par le sommet)
¥ =40° (angles alternes-internes)
112° 112° + 40° + z = 180°, d’ol z = 28°.
400
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B Angles & calculer
Calculer les angles x, y z. Les droites
en rouge sont paraliéles.
\ —115°
%z

Z/

Les audaces de X. Y.

X. Y. brillant éléve de collége tenant a
garder un bien compréhensible anony-
mat vient d'énoncer une audacieuse
conjecture : Les bissectrices de deux
angles consécutifs d'un parallélogram-
me sont perpendiculaires.

“Et je sais la démontrer”, gjoute X. Y.
B Qu'en pensez-vous ?

§ ANGLES DANS LES FIGURES

12. 5 Triangle équilatéral
Les angles d’un triangle équilatéral sont égaux et
mesurent donc chacun 60° (et ceci est une propriété
caractéristique).

Chaque angle du triangle est image de celui d’a coté dans

une rotation de centre O et d’angle 120° A

12. 6 Triangle isocéle
Deux des angles d’un triangle isocéle sont égaux (et ceci
est une propriété caractéristique).

Les angles BetCsont images dans la symétrie orthogonale d’axe (AM).

M B

12. 7 Triangle rectangle

Les angles aigus d’un triangle rectangle mesurent
90° a eux-deux. On les dit complémentaires. |
12. 8 Angles et quadrilatéres :
La somme des mesures des quatre angles d’un D
C
A
B

quadrilatére est 360°.

Le quadrilatere ABCD peut se découper en deux triangles
ABD et BCD. Les angles du quadrilatére se retrouvent exac-
tement (parfois en deux morceaux) dans ces deux triangles.

B Saurlez-vous démontrer que les
angles x et y sont égaux ?

12. 9 Angles et cercles

A et B sont deux points situés sur un cercle de centre O.

Le point C est aussi un point du cercle.

L’angle ACB dit ““angle inscrit” est celui qui intercepte I'arc AB qui ne
contient pas C. L’angle de sommet 0, interceptant le méme arc est ’angle
au centre correspondant.

Voici un remarquable résultat connu sous le nom de “théoréme de I’angle inscrit” :

12.10 Théoréme de I'angle inscrit

La mesure d’un angle inscrit est la moitié de Ia mesure de I’angle au
centre interceptant le méme arc.
Conséquence immédiate : tous les angles inscrits interceptant le méme arc ont la
méme mesure.
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On dit que ce théoréme fut le premier
théoréme énoncé dans I'histoire des

mathématiques. Il aurait été démontré
par Thalés plus de 5 siécles avant J.-C.

Bissectrices

[AB] et [CD] sont deux diamétres per-
pendiculaires d'un cercle. E est un
point de ce cercle.

B Pouvez-vous, sans compas ni rappor-
teur, tracer la bissectrice de I'angle
AEB 7 Et celle de CED ?

c

12.11 Une belle démonstration

La démonstration du théoréme de I’angle inscrit est
assez simple dans le cas ol I'angle inscrit et I'angle
au centre ont un coté commun.

Lorsque (MA) = (OA), on a en effet :

2 AMB + BOM = 180°, dans le triangle isoctle
OMB.

AOB + BOM = 180°, puisque M, O et A sont alignés.
On a donc bien 2 AMB = AOB.

Dans les autres cas de figure, il faut étre malin et se ramener au cas précédent.

® Lorsque le diamétre (MO) passe a I’intérieur de AOB, comme dans (1), il faut pro-
céder par addition. N

® Lorsque le diamétre (MO) passe a I’extérieur de AOB, comme dans (II), il faut pro-
céder par soustraction.

B M

12.12 Le théoreme de I'angle droit

Lorsque I'arc de cercle intercepté est un demi-cercle, I’angle au centre mesure 180°
et donc tout angle inscrit interceptant un demi-cercle est un angle droit. Ce résultat
est aussi appellé “énoncé du triangle rectangle™ :
Si un point M appartient au cercle de diamétre [AB], alors le triangle
AMB est rectangle en M.
La réciproque de ce théoréme est vraie aussi : si le triangle AMB est rec-
tangle en M, alors M appartient au cercle de diamétre [AB].

Autrement dit : le centre du cercle circonscrit a un triangle rectangle est le milieu de
son hypoténuse.

Autrement dit encore : la médiane issue de I'angle droit dans un triangle rectangle
mesure la moitié de 1’hypoténuse.

Voir en 9.15 et 11.4 cet énoncé dans d’autres contextes.
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»

Dans un trlangle ABC rectangie en A
1~;inﬁ=£ (:0.';’BM=ﬁ
BC BC
i e 2
AB

§ RAPPORTS ENTRE LES COTES D’UN TRIANGLE RECTANGLE

Attention, tout ce qui suit se passe impérativement dans un triangle rectangle!

A ABC est rectangle en A. [BC] est I'hypoténuse, [AB] est le c6té adjacent &
B ; [AC] est le c6té opposé a B.

Les expressions “cOté” ou “hypoténuse”™ désignent, suivant le
contexte, les segments ou les longueurs de ces seg-
i ments.

L

Beo

12.13 Rapports des cotés

Dans un triangle ABC rectangle en A, I'angle aigu B ne dépend que des
rapports des longueurs des c6tés du triangle.

On a décidé de donner un nom 2 ses rapports de longueurs.

12.14 Sinus

Le sinus de I’angle B est le nom donné au quotient du c6té opposé a B par
I’hypoténuse.

12.15 Cosinus

Le cosinus de P’angle B est le nom donné au quotient du c6té adjacent a B
par I’hypoténuse.

12.16 Tangente

La tangente de ’angle B est le nom donné au quotient du c6té opposé a B

12.17 Mnénotechnie

Les cosinus, sinus et tangente sont des quotients de longueurs. appelés rapports tri-
gonométriques.
Pour ne pas les confondre, des générations ont appris les phrases suivantes :

cosinus = c6té adjacent sur hypoténuse

sinus = ¢6té opposé sur hypoténuse

tangente = coté opposé sur coté adjacent
Ces phrases bizarres, qui ne veulent pas dire grand chose, sont, dieu sait pourquoi.
facilement mémorisables!
On peut aussi se souvenir que les rapports trigonométriques sont les coefficients mul-
tiplicateurs faisant passer de la longueur d’un coté a
celle d’un autre (voir en marge).

12.18 Novotechnie

Pour connaitre le sinus, le cosinus ou la tangente d’un
angle, par exemple 37°, il suffit aujourd’hui de frapper
51/l sur sa calculatrice et elle affiche 0,6018...
Attention. simplement. aux unités d’angles : une touche

, change généralement I'une en I’ autre, puis le
calcul s’affiche sur I'écran.

Inversement pour connaitre, I’angle dont on connait le
sinus, par exemple 0.6018, il faut taper quelque chose
comme Sl 1a touche BIIVA étant généralement
en couleur sur le clavier.
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Paradis inaccessible

J'ai mon brevet de 200 m nage libre,
mais cette ile déserte me parait bien
foin. “Facile” me dit mon ami. “ll suf-
fit d'un petit calcul.” Muni de son
“goniométre” il se place en un point A
du rivage et parcourt 45 m dans la
direction orthogonale & (AC). Il arrive
en B et détermine par une nouvelle
visée I'angle ABC : il trouve 75°.

l Alors, ce paradis m'estHl accesslble 7

La tour de Pise

La tour de Pise mesure 55 m de haut.
Elle fait actuellement un angle de 85°
avec I'horizontale.

E A quelle distance du pled de Ia tour
s'écrasera 'apparell photo qu'un tou-
riste Imprudent a par mégarde lalssé
tomber d'en haut (et du mauvals
coté ) 7

Tk
iy

Iy
Iy

My

Jean voit le pic Innommable sous un
angle de 30°. Sophie de I'autre cété
de la vallée, & 2 km de Jean, le voit
sous un angle de 60°. Tout deux sont
déja & une aititude de 2000 m.
B Le pic Innommable dépasse-t-il les
4000 m ?

pic innommable

12.19 Un exemple-type : calculer un angle
Dans le triangle EFG rectangle en E, on donne FG = 6 cm et EG =4 cm.

Combien mesure I’angle G?
On fait un schéma (pas nécessairement aux vraies mesures)

F

On choisit le rapport trigonométrique judicieux : on cherche G.
Ici on connait FG (hypoténuse) et EG (c6té adjacent & G).
Hypoténuse, adjacent. c’est le cosinus!

On écrit la définition du rapport choisi :
o =~ EG_4_2

(¢ o — e
%, cos G G-6-3

On confie la fin du travail a la calculatrice:
on are |3 I8 15N 0 0

et on lit le résultat : 48,1896

& i

E 4 cm G

On répond a la question : G = 48°.

AUTRE PROBLEME :
# Combien vaut
I"angle o ?

10 metres

116) métres

12.20 Un exemple-type : calculer un coté

Dans le triangle MNP rectangle en P, on donne MN = 13 cm et M = 24°,
Calculer NP.

On fait un schéma (pas nécessairement aux vraies mesures).

On choisit le rapport trigonométrique judicieux : On connait
M. On connait MN (I’'hypoténuse) et on cherche NP (le c6té
opposé & M).

Coté opposé, hypoténuse, c’est le sinus!

On écrit la définition du rapport choisi :

sin M =%§d0nc NP = MN x sin M = 13 x sin 24°

M

On confie la fin du travail a la calculatrice:

on oo I 10 12 I 10 10 D I
et on lit le résultat : 5.2875...
On répond a la question : NP = 5,3 cm.

AUTRE PROBLEME :
8 Combien vaut la

dénivellation A ?
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Equarrir est le propre de I'homme
Un arbre circulaire de 1 m de dia-
meétre, 10 m de long est d'abord
transformé en une poutre de section
carrée (on I'a “équarri”) avant d'étre
débité en planches de 3 cm d'épais-
seur.

“Si les troncs d’arbre étaient parallé-
Iépipédiques et non cylindriques, je ne
perdrais pas 10 % du volume total”
prétend le propriétaire de la scierie.
W Faut-il lul donner ralson ?

Triangle équilatéral
A
o
B H 1=

B Quel est le coefficient multiplicatif
faisant passer du cdté a la hauteur
d'un triangle équllatéral ?

12.21 Propriétés des rapports trigonométriques

Quel que soit I’angle aigu Bdu triangle ABC rectangle en A :
(I) O0<sin B=<1

2 0 sgosﬁ <1_
(3) (sin B)2+ (cos B¥=1
~ sinB )

(4) tan B = e B B A

Les propriétés (1) et (2) sont la conséquence du fait que, dans un triangle rectangle.
I’hypoténuse est le plus grand coté. '
La propriété (3) est la simple écriture de I'énoncé de Pythagore dans le triangle rec- |
tangle ABC (BC? = AB* + AC?), dans laquelle on a remplacé AB par BC cos B et AC
par BC sinB, puis simplifié par BC2,

Enfin la propriété (4) est la conséquence directe des définitions données des fonctions !
sinus, cosinus et tangente.

Soit le cercle de centre O et de rayon 1. Deux axes
perpendiculaires, concourant en O coupent res-
pectivernent le cercle en A’, A et B, B. Soit M le
point du cercle ayant pour coordonnées (x. y) dans
le repére (O, OA, OB).

M se projette en H sur (OA) eten K K sur (OB).
Soit ¢ une nmsure de I’angle AOM.

Ona x?+y%=1, puisque OM = 1, et

OH =cos & et OK = sin .

12.22 Rapports trigonométriques d'angles particuliers

Le tableau ci-dessous résume les valeurs exactes des rapports trigonométriques |
d’angles particuliers. Ces valeurs proviennent de I’ utilisation des définitions, des pro- |

|

priétés énoncées ci-dessus et de la connaissance des deux configurations ci-dessous : ‘
le demi-triangle équilatéral le demi-carré r

a3 |

[ 1 a2 i

11 existe un truc rigolo pour savoir reproduire le tableau si on I’a oublié ; ce truc. indi- | l
qué en bleu, passe par deux lignes faciles 2 écrire.

cosinus

tangente

défini P




PENTE,
COSINUS ET TANGENTE

Il est plus difficile de
monter des objets a Ia
verticale que de monter les
mémes objets sur une
pente réguliére :
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La merveilleuse figure de Stevin

Le texte ci-dessous est un extrait du magnifique Livre de la Statigue édité par I'ingé-
nieur hollandais Simon Stevin en 1585.

11 y calcule que pour trainer un poids P sur une route montant d'un angle de (90 — a)°,
il faut exercer une force égale & P cos a (en plus de celle nécessaire sur une route hori-
zontale).

c’est le cosinus qui joue ici.
Mais une pente est
d’autant plus raide que son
angle avec I'horizontale est
plus élevé : c'est la
tangente qui joue alors.

vt
a
P

B Suivre la pente

angle a avec I'horizontale tel
que

tan a = p/100.

bl

X

A quel angle correspond une
pente de 45 % ?

Quel est le pourcentage d'une
pente a 45° ?

Comment Simon Stevin explique-t-il cette propriété ? Gréce a une figure qu’il quali-
fie de merveilleuse par la simplicité et la profondeur de ce qu’elle montre & un ceil
astucieux, et que voici :

« Soit aussi posée IH quadruple a HK, il
appert que comme KH a HI, ainsi le poids
de la balance obligue (s’il y en avoit une
au lieu du cheval), au poids du chariot ;
mais KH est le quart de HI ; le poids donc
de la balance obligue seroit de 500 livres,
qui est le 1/4 de la pesanteur du chariot :
Et ainsi la pesanteur du chariot cause un
tel pressement contre la poitrine du cheval
L, gu'un fardeau de 500 livres sur son dos
le presseroit, & cela (c’est assavoir guand
il marche) par dessus ce qu'il est pressé M

en tirant le charior en rase campagne. » K

A ceux qui regardent sans voir, Stevin pose la question suivante : « Pourquoi le col-
lier, ainsi posé sur la pointe d’un angle ne se met-il pas a tourner ? »

La réponse est que la force sur la corde le long de AB est exactement compensée par
la force sur la corde le long de BC. Comme les poids des morceaux de collier sont pro-
portionnels aux longueurs AB et BC, c’est donc qu’ils doivent étre multipliés respec-
tivement par BC et AB pour donner des forces égales.

1l y a aussi égalité lorsqu’on multiplie AB par —i—g— et BC par ﬁ%, c’est donc bien par

le cosinus de I’angle que fait la pente avec la verticale que le poids est multiplié (aux
unités pres, bien entendu !).




Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, Dou E

est-elle
vraie 7

A~——=2B Dans quel
7/ \.C cas I"égalité
0
E=—D

AEC - %
BCA =30°

B, - Sur le cube,
AT B I'angle FGD
F| G| mesure...

L’angle a
mesure...

 AB=0A
) Ouy atil

C une phrase
E vraie ?

B o}

]

sin 30° , c’est aussi...

cusE=—1

EG i
Quelles figures convien-
nent ?

PESTIE

cos 60° , c’est aussi...

v
_3_,@: .

10 cm

X ImMesure cn
centimetres :

Le sinus d’un angle est
€gal & son cosinus.

AOC = 120°
AIB = 60°

45°
51°
OAB = 60°
(sin 30°) = 2
E G
2 x cos 30°

10 sin 30°

C’est 90°

ABC = 60°
AIB = AIC

600
(90 -51)°
AEB = 30°

1 — sin 30°

GB
F E

cos(2 x 30°)

10 tan 30°

C’est impos-
sible

FBD = 60°

TAC = ACI

(180—51)°

ABE = 90°

cos 60°

05

10 cos 30°

C’est 30°

ACE = 90°

AIC = 30°

120°

49°

BAC = 90°

2 sin 15°

E E

oS

C’est 45°

FEC = 90°

AIC = 130°

impossible
de le savoir

397

ACB = 30°

I’inverse de
1+1

1 —cos 60°

10
V3

C’est I’'angle
nul
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De I'espace en perspective

Représenter sur un plan (paroi d’une grotte, mur, toile, feuille
de papier) le monde environnant a été de tout temps un souci
de ’humanité. Les artistes de la Renaissance, essentiellement
les Italiens au xv* siecle, ont fait dans ce domaine un grand
pas en dégageant les regles de la “perspective”. Les mathé-
maticiens s’en sont mélés eux-aussi et ont précisé les conven-
tions de ce type de représentation.

Perspective : du verbe latin spectare, observer, voir et du préfixe per
(a travers) ; dessiner en perspective, c’est arriver a voir la structure
méme d’un objet de I’espace.

B Les polyedres
Certains objets, plein d'assurance,
s'élevent droits au-dessus de leur
base. Ce sont les

Décrire et représenter un objet

OUR UN JEUNE MATHEMATICIEN DU COLLEGE, €tudier un objet de
I’espace (un “solide™), c’est étre capable :

prismes. D'autres, plus
timides, rétrécissent pour
occuper moins d'espace.
Ce sont les pyramides.

B Les objets ronds
La sphére est un modéle
de régularité, le cylindre,
massif, évoque le rouleau

— de le représenter avec les conventions de la
perspective cavaliére.

Ici, la base octogonale, vue en perspective cava-
liere n'est pas représentée par un octogone
régulier, mais par un octogone dont les cotés
sont deux a deux paralleles. En effet cette repré-
sentation respecte le parallélisme des droites
mais ne respecte pas la plupart des longueurs et
des angles.

— de le décrire avec des mots du vocabulaire mathématiqgue.

compresseur, quant au céne,
attention, ne vous y piquez pas.

N Mesurer les objets

Dans les solides simples de ce
chapitre, il y a beaucoup d'angles
droits. L'énoncé de Pythagore
intervient largement pour calculer les
liens entre les différentes longueurs
présentes.

Cet “objet” possede 17 sommets, 17 faces, et 32 arétes.

Une face est un octo- N
gone régulier, huit i\
faces sont des /
rectangles, les /

huit  autres /

sont des tri- // 1
angles iso- £ ‘

celes. L/
— d’en dessiner un “développement” (appelé
aussi “patron”) qui permet de le construire en assemblant des poly-
gones.
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Polyedre

Polyédre vient du grec poly (plusieurs)
et edron (face).

Le polyédre représenté ci-dessous a
32 faces (12 pentagones et 20 hexa-
gones), 60 sommets et 90 arétes !

B LES POLYEDRES

Patrons

Voici trois exemples de patrons de
cube. Chercher en d'autres, sachant
qu'il en existe 11 différents.

._L_.‘

By

13. 1 Polyédre

Un polyédre est un solide entierement limité par des polygones plans (les
Jaces du polyédre), assemblées le long de leurs cétés (les arétes du poly-
edre) ; les sommets des faces polvgonales sont les sommets du polyédre.

13. 2 Cube

Un cube est un solide qui possede 8 sommets. 6 faces qui
sont des carrés, 12 arétes de méme mesure (le “coté” du
cube).

P

13. 3 Patrons (ou développements) L —

Un patron de polyédre est une figure plane d’un seul
tenant, obtenue en découpant certaines arétes de maniére
a pouvoir “étaler” toutes les faces sur un plan. Par colla-
ge d’arétes, on peut alors reconstituer le polyédre.

Voici un exemple de patron de cube.

13. 4 Parallélépipéde rectangle ou pavé droit

Un pavé droit est un solide qui posséde 8 sommets, 6 faces qui
sont des rectangles, et 12 arétes qui ont quatre par quatre la
méme mesure. Les trois nombres

qui mesurent les arétes sont _ - 1

appelés la longueur, la largeur

et la hauteur du pavé droit.

Friandises

Il faut étre capable de reconnaitre un
prisme aussi bien quand il est “posé
sur une de ses bases que sur une
face rectangulaire.

m\\wmmﬂ

™

polygone de base.

13. 5 Prisme droit
Un prisme est un solide qui posséde : A
— deux faces polygonales paralléles et superpo-
sables, les bases du prisme.
— des faces appelées faces “latérales™ qui sont des
parallélogrammes. Il ¥ en a autant que de cdtés au
| |

Un prisme droit est un prisme dont les plans de |
base sont perpendiculaires aux faces latérales. ‘

Voici des exemples de patrons de prismes.

Boite hexagonale
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Un bon patron
B Parml ces figures, quelies sont celles
qul sont des patrons de pyramides ?

13. 6 Pyramides
Une pyramide est un solide qui
possede :
— une face polygonale, la “base”
de la pyramide.

— un sommet particulier, “le”’
sommet de la pyramide.

— deux catégories d'arétes : les
arétes de base (ce sont les cités du
polygone de base) et les arétes
latérales (qui partent du sommet
de la pyramide).

— les faces autres que la base sont des triangles.

w<— le sommet

-«— une aréte larérale

-— une aréte

de base

Pyramide & base pentagonale

Voici des exemples de
patrons de pyramides.

=

pyramide
a base rectangulaire

pyramide
a base triangulaire

Tétraédre

Tétra signifie “quatre” en grec. Un
tétraédre est une pyramide & quatre
faces ; autrement dit, la base est trian-
gulaire (et on pourrait prendre n'impor-
te quelle face comme base).

13. 7 Pyramide réguliére
Une pyramide est réguliére quand :

— sa base est un polygone régulier.
— le segment qui joint le sommet au
centre du polygone de base est ortho-
gonal au plan de base.

Alors les arétes latérales ont la méme longueur
et les faces latérales sont des triangles isoceles.

Pyramide réguliére
a base carrée
13. 8 Tetraedre régulier
Un tétraédre régulier est une pyramide (réguliére) dont toutes les faces
sont des triangles équilatéraux.,

Patron de tétraédre régulier




142

Perspective “militaire”™

« Pour représenter les fortifications,
on se sert d’'une perspective qu'on
appelle Perspective Cavaliére ou
Perspective Militaire, qui suppose
I'ceil infiniment éloigné du Tableau, et
quoiqu'elle soit naturellement impos-
sible, la force de la we ne pouvant se
porter & une distance infinie, elle ne
laisse pas néanmoins de faire bon
effet. »

J. Ozanam, Cours de mathématiques,
nécessaire & un homme de guerre.
{xvii® siécle)

Cubes

B Quel est le dessin qui ne représen-
te pas un cube 7

(Remarquez les différentes maniéres
d’indiquer qu’une aréte est devant
une autre.)

A
F B
G |
H 1
E C
D 2

13.9 Perspective cavaliere
Voici les trois régles principales de la perspectives dite *“‘cavaliére’.

Reégle 1. Les figures situées dans un plan vertical de face sont représentées
en respectant les angles et les longueurs.

Régle 2. Lorsque deux droites sont paralléles dans I’espace, on les repré-
senste par deux droites paralléles.

Régle 3. Sur deux droites paralléles, des segments de méme longueur sont
représentés par des segments de méme longueur.

EXEMPLE

Pour représenter un parallélépipede rectangle :

I. Tracer un rectangle

ABCD représentant la face

supposée placée verticale- ' , B 2t B
ment devant soi (régle 1).
2. Tracer la troisieéme aréte
issue de A, puis les trois
autres arétes, issues de B, D c
C et D, paralleles et de

méme longueur (régles 2 i & :
et 3). A B A B
3. Tracer la face arriére en
joignant les extrémités de % P R
ces 4 arétes. 22 v

D c D C

13.10 Perspective et quadrillage

Pour faciliter le tracé de figures en perspective cavalire, il est conseillé d"utiliser du
papier quadrillé ou pointillé.

Voici le tracé d’un cube en perspective cavaliére sur un tel papier, différentes sections

du cube par des plans paralléles et le cube “tronqué” & chacun des sommets.

N - F...... ..
o - 57 S (O < o et (A i R
N 65| g
SR - e W
U LINTS T




Solides de révolution
Cylindres et cones sont des solldes de
révolution. On peut les fabriquer (on dit
aussi “engendrer”) en faisant tourner un

rectangle ou un triangle rectangle autour
d'un de ses colés.

1

La Terre a en gros la forme d'une sphére
de rayon 6 400 km.

Certains grands cercles de la sphére ter-
restre jouent un réle privilégié pour se
repérer & sa surface : les méridiens et
les paralléles.
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§ LES OBJETS RONDS

13.11 Cylindres
Un cylindre de révolution est un
solide qui posséde :
— deux bases qui sont des
disques : les bases du cylindre.

— une face latérale qui, une fois
“dépliée’” serait un rectangle.

En perspective cavaliére les bases circu-
laires sont représentées par des “ellipses”.

13.12Cones

Un cone de révolution est un solide ayant :
— une face qui est un disque, la “base” du
cone.

— un sommet particulier, le sommet du
cbne, qui se projette orthogonalement
au centre de la base.

sommet

Le c¢6ne est alors délimité par sa base et
par I'ensemble des segments joignant le
sommet a un point du cercle de base.

13.13 Spheres
O est un point, r est un nombre positif.

L’ensemble des points M de I’espace tels que OM = r est un solide appelé
spheére de centre O et de rayon r.

L’intérieur de la sphére s’appelle une boule.

Un grand cercle de la sphere est I’intersection de la sphére et d’un plan passant par le
centre. C’est un cercle qui a pour centre le centre de la sphére et pour rayon le rayon
de la sphere.

Pour connaitre le plus court chemin entre deux points sur la sphére, on trace le grand
cercle passant par ces deux points. Le plus court des deux arcs définis par les deux
points fournit la solution.
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Attention |

Les trois diagonales d’un cube ont
méme mesure. Mais la représentation
en perspective cavaliére ne respecte
pas cette égalité de mesures.

§ MESURER LES OBJETS

13.14 Cote, diagonale de face, diagonale du cube

Ry - i :
Dans un cube de coté a, la diagonale d’une face mesure a 'V 2 et la diago- ‘

nale du cube mesure a VE. B c

On applique I'énoncé de Pythagore dans le triangle
FGH rectangle en G, pour trouver FH (diagonale de
face). Puis dans le triangle BFH, rectangle en F,
pour trouver BH (diagonale du cube).

13.15 Diagonale du pavé droit

La diagonale d'un pa;é_a longueur L, de
largeur [ et de hauteur /i mesure

VL2+12+h>

B C

En appliquant 1'énoncé de
Pythagore dans le triangle FGH , 5

rectangle en G, pour trouver FH
gl po R \ﬁm
1_‘_“ G

(diagonale d’une grande face),
puis dans le triangle BFH, rec-

tangle en F, pour trouver BH (dia- i
gonale du pavé). o Viie2
E I H

“Un” ou “le”

Il arrive en mathématiques qu'un
méme mot désigne plusieurs notions,
proches mais différentes. L'exemple
le plus courant est le mot “rayon”
pour un cercle. Ce mot désigne a la
fois un segment (un rayon) et un
nombre, longueur commune de tous
ces segments (le rayon). Le contexte,
et I'article défini ou indéfini, aident &
choisir la bonne signification.

13.16 Rayon, hauteur, génératrice du cone
L'expression “génératrice du cone” désigne tout a la
fois un segment allant du sommet & un point du
cercle de base, et la longueur de ce segment.

Dans un cone de rayon r, de hauteur k et de génératrice g,
onalarelation: el
er=htrrs

Cette relation n’est rien d’autre que la relation de

Pythagore dans le triangle OSM rectangle en O.

13.17 Section plane d'une sphére

Lorsqu’une sphére et un plan se
coupent, leur intersection est un
cercle.

Soit O le centre de la sphere et H
le projeté orthogonal de O sur le
plan. Soit r le rayon de la sphére
et i la distance OH (h < r
puisque le plan coupe la sphére).
Alors le rayon du cercle d’inter-

section est Vr2-h2

Cette égalité n’est rien d’autre que la relation
de Pythagore dans le triangle OHM rectangle en H.




LA CONFUSION
DES POINTS

On dessine sur une feuille a
deux dimensions des objets
qui en ont trois ou méme
guatre.

Fatalement des points qui ne
le sont pas en réalité, vont
se confondre sur leur repré-
sentation...

Les objets Impossibles
Analyser et reproduire les
dessins suivants...
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Les paradoxes de la perspective

11 est remarquable que des regles aussi simples que celle de la perspective cavaliére
permettent de reconstituer mentalement une image a trois dimensions a partir d’un
dessin a deux dimensions.

Mais on ne peut pas empécher que plusieurs points de I'objet de 1'espace soient repré-
sentés par des points confondus sur le dessin. C’est ce qui arrive aux dessins de certaines
arétes qui “‘se coupent” sur le dessin alors qu’elles ne se coupent pas dans I’espace.

Parfois cependant, on joue avec la confusion des points
dans la représentation ; voyez les dessins successifs du |
cube, ci-contre, ou deux parties d’arétes 'une devant 7
’autre sont d’abord vues confondues, puis oil un som-
met se trouve exactement devant un autre. l

Certains dessins exploitent ce phénoméne en créant par -
le tracé des confusions n'existant pas dans la réalité a
trois dimensions. On peut méme “truquer” la représen-
tation en faisant se prolonger des segments qui n’ont
pourtant pas la méme direction dans la réalité.

Si la représentation

de A vient se B4 A

confondre avec - ’ i
...etsi[BC]et /

la représentation sont cﬁ!{cécs]... (BC]

de A’ ...
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e Les solides de Platon

Si chaque face d’un polyédre

est un polygone régulier et si . &
ses faces sont attachées

d’une méme facon autour de

chaque sommet, alors le
polyédre est dit “régulier”.
Si en plus, on peut poser une
quelconque de ses faces sur
une table, il est dit
“convexe”.

Euclide et Platon, au

4° siécle av. J.-C. connais-
saient cing polyédres régu- s
liers convexes. Les mathéma-
ticiens démontrérent facile-
ment que ces cing-a, le
téetraédre, le cube, I'oc-
taedre, le dodécaédre et
l'icosaédre étaient bien les
seuls qui pouvaient exister.

Tétraédre Tétragdre Tétraédre
(représentation en fil de fer) (représentation pleine) (patron)

Hexaédre ou cube Hexaédre ou cube Hexaédre ou cube

Polyédres presque réguliers
La régularité des polyédres
réserve de belles surprises :
ainsi, il existe des polyédres
dont toutes les faces sont
identiques mais qui ne sont
pas réguliers, comme le mon-
tre I'exemple de la figure sui-

Octagdre

vante : les douze losanges de

chaque face sont semblables.

lIs sont groupés par trois

autour de certains sommets,

mais par quatre autour de cer-

tains autres ! \ I ( X )

Dodécagdre Dodécaedre Dodécagdre

La relation d'Euler
Vérifier que, pour tous les
polyédres de cette page, on a
la relation

S+F=A+2.
od S est le nombre de som-
mets, F le nombre de faces et
A le nombre d’arétes.

[cosaédre Icosaédre



DECOUPER L’ESPACE

Le mathématicien allemand
David Hilbert (1862-1943),
un des plus grands de son
temps, brossa en 1900 un
tableau des principaux pro-
blémes mathématiques a
résoudre : 23 problémes qui
aiguillonneront les
recherches du xx ° siécle,
et ne sont pas tous aujour-
d’hui complétement résolus.

Découpe

Il est possible de découper ce
cube tronqué en huit morceaux
identiques. A vous de chercher!
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Le troisieme probléeme de Hilbert

Le troisiéme probléme posé par Hilbert est le suivant :

Deux pyramides de méme hauteur et dont les bases sont des triangles de
méme aire (mais de formes différentes), ont méme volume.

Est-il possible, en général, de découper I'une d’elles en quelques morceaux et
de les empiler pour former ’autre ?

La réponse a cette question est non !

Entre 1900 et 1902, un de ses éléves, Dehn, démontra cette étonnante propriété qui
semble en contradiction avec notre intuition forgée sur notre habitude des surfaces :
En effet, dans le plan, si deux polygones ont méme aire, alors il est possible de
découper I'un d’eux en morceaux pour obtenir 1’autre.

Il n’est pas possible de réaliser de tels découpages dans I’espace dans le cas géné-
ral, et c’est la une assez grande surprise.

Voyons cependant un cas intéressant oul ce découpage est possible : le tétraddre
de Hill.

En 1896, le mathématicien Hill étudia ce tétraédre B (2
AGHF dans le cube ABCDEFGH. £,
Avec trois tétragdres identiques bien empilés (ici %,
dessinés en rouge, bleu et vert), on reconstruit un %
prisme égal en volume & la moitié du cube. A K % D
Le volume du tétraédre est donc bien égal au e 2
tiers du volume du prisme de méme hauteur et Ny
de méme base.

Mais on a aussi réussi, depuis, un découpage en i
morceaux de ce tétraédre qui montre qu’il est égal //
en volume au prisme de méme base, et de hauteur - v

égale au tiers de celle du tétraédre. Voici les
patrons de ces morceaux :
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Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, Dou E

Un polyédre qui a quatre =~ 8 ‘appelleun  s’appelle un
faces... tétragdre quadragdre
D C
cube... :
s c sont sécantes T
A B
Les figures suivantes sont
les patrons d’une pyrami-
de a base carrée
toutes les ilya
En perspective cavalié- drmtes‘ont conse(;‘vauon
re... un point u
commun parallélisme
A I et J sont les () ne les plans (DIJ) et
[ milieux de [AB]  or o nire pas (BCD) se coupent
B< 7D et[AC] dans le le plan (BCD) suivant une droite
C tétraédre régulier. parallele & (BC)
L’intersection d’un plan ::tssryjzzz p;:;aé;:n:n
ERGHACaRR régulier régulier
Ceci est un patron de
cube... | I
; lus de
Une: pyamide peut mrgmets que 7 arétes
avoir... 36 Tes
un parallélé-
Un cube est... pipéde rec- un prisme
tangle
4 diagonales  6faces2 a2
Un parallélépipede a... de méme superpo-
longueur sables

a forcément
quatre huit arétes
sommets
le plan (ACD") les plans
coupe lecube  (ACD") et
suivant un (A’BC) sont
triangle paralléles
: tout carré est
ilya &
conservation unl éll:f
des angles I
gramme
le plan (BJD) si O est le milieu
coupe la face  de [CD], (1JO)
(ACD) suivant  est parallele &
(JD) (AD)
peut étre un S
e et
équilatéral
I
&b 12 arétes et 6
une pyramide  un prisme droit
12 sommets 8 arétes

ne peut avoir
une face
carrée

[DB‘] et [A'D]
ont méme
longueur

%

un cercle n’est
Jjamais
représenté par

un cercle

la droite (IT)
est
orthogonale &
(CD)

peut étre un
carré

12 arétes et 7
sommets

un tétraédre
régulier

des arétes
quatre a
quatre
paralléles
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La magie géoméeétrique

On pourrait croire qu’il s’agit dans ce chapitre d’une sorte
de tour de prestidigitation géométrique. Ce n’est pas exac-
tement le cas. Sous le nom de “transformation géomé-
trique”, les mathématiciens regroupent tous les “moyens”
qu’ils ont étudiés pour faire correspondre un point du plan
a un autre point du plan. Les premiéres rencontrées sont de
simples “déplacements” ; on les appelle des “isométries”.

Transformations du plan

Isométrie : du grec iso (méme) et metron (mesure) ; des figures iso-
métriques sont des figures dont toutes les mesures sont les mémes
(angles, longueurs). Au lieu d’isométriques, on dit aussi “superpo-
sables”.

165 Sonétn
On en connait quatre familles d'indi-
vidus : symétrie orthogonale. symétrie
centrale, franslation, rotation ; en voici
les définitions, les constructions
dimages, les invariants. ..

Propriétés des isométries

Les portraits robots ont permis
d'établir de troublants points
communs entre ces familles.

Rxes et centre

Sous l'action de certaines transfor-
mations, certaines figures réussissent
a rester en forme. Clest quelles
possédaient les “invariants”
nécessaires.

Proiect
La projection : son ensemble
d'arrivée est une droite. Du coup
cette maladroite écrase tout ef son
action est réductrice.

Analyse d'un pavage |

ES DESSINS A MOTIFS REPETITIFS présentent souvent plus de symétries qu'on ne le
voit au premier regard.
Sur la figure suivante, essayer de remarquer toutes les familles de symétries ortho-
gonales, de rotations, de translations pour lesquelles 1'image d’un point du dessin
(supposé prolongé a I'infini) est aussi un point du dessin.

s, A
N \\/
o o (=] }
\ axe de symétrrie _ ° e (I
7 SR e \den?i}{m/e
. centre de rotation  vecleur de

S ge 60‘: .7 translation

A \ ¥
o centre de rotation = N
N
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Hue, cocotte !
Sur du papier quadrillé, reproduisez la
figure suivante :

Dessinez la “cocotte” ¥ * symétrique
de ¢ par rapport 2 X, et celle 7 "
symétrique de ¥ * par rapport & Y.

u I
¥ | |
l

¥ Existe-t-ll une symétrie orthogonale
transformant © en? " ?

Existe-t-il une symétrie centrale trans-
formant 7 en” " ?

Dessinez les symétriques des letires
AEFNPSXZ

par rapport & un point et par rapport a

une droite.

B Que sont devenues chacune de ces

lettres ?

§ ISOMETRIES DU PLAN

14. 1 Symétrie orthogonale
1l faut : une droite d, axe de la symétrie.

Définition : M ’ est le symétrique de M
dans la symétrie orthogonale d’axe d
signifie que d est la médiatrice de [MM’].

Construction de I’image d’un point

On choisit un point O sur d
et on trace un cercle de centre O

qui passe par A

A’ est le symétrigue de A par
rapport a d.
On choisit un autre point Q
sur d et on trace
un cercle de centre Q

qui passe par A

Points invariants

Tous les points de la droite d
sont leur propre image dans la
symétrie orthogonale d’axe d.

Les 2 cercles se
coupent en A’

14. 2 Symétrie centrale
11 faut : un point O, centre de la symétrie,

Définition : M ’ est le symétrique de M dans la symé-
trie de centre O signifie que O est le milieu de [MM’].
Construction de I’image d’un point

On trace le cercle de centre O
qui passe par A

Points invariants
Seul, le point O est sa propre
image dans la symétrie de

Le cercle recoupe centre O.

la droite (OA) en A’

A’ est le symétrique de A par rapport 2 O.
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Attention & f'ordre des lettres : si
ABCD est un parallélogramme alors
AB = DC.

[/

Dessinez ia cocotte 7, transformée

de ¥ par la symétrie orthogonale par
rapport & X, puis la cocotte ¥, trans-
formée de ¥, par rapport 4 X'.

B Existe-t-il une transformation fai-
sant passerde v a 7, ?

14. 3 Translation
1l faut : deux points A et B, qui déter- N
minent le vecteur de translation AB. '
Définition : M ’ est I'image de M dans
la translation de vecteur AB signifie
que ABM“M est un parallélogramme.

Construction de I'image d’un point

On trace le cercle de centre A
qut passe par M

N«l’
On trace le cercle de centre B
de rayon AM

Points invariants

Il n’y a aucun point inva-

riant dans une translation de

vecteur non nul (c’es_‘l_—‘g-dire

différent du vecteur AA ).

On trace le cercle de centre M
de rayon AB

M’ est I’image de M dans la translation de vecteur AB.

Tracer un cercle de centre O, deux dia-
meélres perpendiculaires [AB] et [CD] et
une corde [BC].

(9

bI"’

D

Sur le méme dessin tracer les

figures obtenues en faisant tourner
celleci de 45°, de 90°, de 135°, de
180°, de 225", de 270° et de 315°,

14. 4 Rotation

Il faut : un point O, centre de la rotation. un angle o, et
un sens de rotation (par conven-
tion, le sens positif est le sens inver-
se des aiguilles d’une montre).
Définition : M’ est 'image de M
dans la rotation de centre O et
d’angle o et de sens positif (res-
pectivement de sens négatif) signi-
fie MOM’ = o. OM = OM’, on va
de M &4 M’ dans le sens positif
(respectivement négatif).

Construction de I’image d’un point

Points invariants

On trace le cercle de centre O

Seul, le centre O est sa propre
qui passe par A

image dans une rotation de
centre O (et d’angle ne mesu-

rant 0° ).
On trace une droite qui passe L )
par O et qui fait un angle
de — 60° avec (OA)

A’ est I'image de A dans la rotation de centre O et d’angle — 60°.
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La conservation des “HORREURS™

B Parml les écritures du mot HORREUR
cl-dessous, quelles sont celles qul
peuvent se déduire du mot coloré par
une translation ? par une rotation ?
par une symétrie orthogonale ?

HORREUR SAUHASI0OH >
Q)

Nlts
LE &

G
Q‘O X
:O: HORREUR
HOKEKE(NE
Symétrique 3 Ia régle

Sam a juste une régle non graduée
pour faire son exercice.

A’, symétrique de A par rapport & D,
est dgja construit.

B Comment dolt-il s'y prendre pour
construire B’ symétrique de B ?

o

o
o

# PROPRIETES DES ISOMETRIES

Dans ce qui suit, le mot isométrie remplace, au choix, les mots “symétrie orthogona-
le”, “symétrie centrale”, “translation” ou “rotation”.

14. 5 Conservation des longueurs
Si A et B sont deux points et A” et B’ leurs images respectives dans une iso-
métrie, alors la distance AB est égale a la distance A’B”.

A 4 A

14.6 Conservation de I'alignement
Si trois points sont alignés, leurs images d
par une isométrie sont alignées. / \
A A’

Appelons A, B et C (dans I’ordre), les trois

points alignés et A’, B’, C’ leurs images

respectives. On a alors AC = AB + BC

et donc (conservation des distances)
A'C'=A’'B’'+B'C’,

d’ou I'alignement de A’, B et C".

14.7 Conservation des angles
Si A. B, C sont trois points, A
siA’, B” et C’ sont les images
respectives de ces trois points
par une isométrie, alors

ABC=A'B’C’.

A!
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Conservation des phrases

Voici 3 phrases ou bouts de phrases
“Elu par cette crapule”

“Esope reste ici et se repose”

“Et la marine va, Papa, venir & Malte”
Qu'ont donc en commun ces trois
phrases ? (Chercher le mot “palindrome”
dans le dictionnaire).

14.8 Conservation de I'orthogonalité

Si deux droites sont perpendiculaires,
leurs deux images, dans une isométrie,
sont des droites perpendiculaires. 2

C’est une conséquence de la conservation des
angles (droits !).

d,

14.9 Conservation du paraliélisme

Si deux droites sont paralléles, leurs
deux images, dans une isométrie, sont
des droites paralléles.

C’est une conséquence de la conservation de I’or-
thogonalité (deux droites paralléles sont orthogo-
nales 4 une méme troisiéme).

La téte qul tourne

Ces deux tétes se correspondent,
semble-til, par une rotation.

8 Mais ou se trouve exactement le
centre de cette rotation, et, accessolre-
ment, quel en est I'angle ?

-

14.10Images de figures

Une autre fagon d’exprimer les propriétés de conservation est de les traduire en regar-
dant ce que devient une figure dans une isométrie.

® L'image d’une droite, par une iso-
métrie, est une droite.

® [ 'image d’un segment, par une iso-
métrie, est un segment de méme lon-
gueur.

® L'image d’un cercle, par une isomé-
trie, est un cercle de méme rayon.
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Hexagone régulier

# Si on choisit 2 triangles équilatéraux
au hasard parmi les six de la figure ci-
dessous, sont-ils images dans une Iso-
métrie ? dans plusieurs isométries ?

14.11 Images d’une figure (suite)

@ L’image d’un triangle est un triangle dont
les cotés et les angles sont les mémes gue ceux
du triangle de départ.

® Plus généralement, I’image d’une figure est une figure en tous points superpo-
sable a la figure de départ (mémes longueurs de cdtés, mémes angles, méme
aire).

Exercice basique

N Existe-tdl :

une symétrle centrale ?

une symétrie orthogonale ?

une rotation ?

une translation ?

dans laquelle d ; a pour image d ; ?
8i oui, en existe-t-il plusieurs 7

d;

14.12 Particularismes

® Dans une symétrie centrale et dans une translation, I’image d’une droite est
une droite paralléle.

d

® Dans une symétrie orthogo-
nale, I'image d’une droite
paralléle a I'axe est une droite
paralléle. Une droite perpen-
diculaire a I’axe est sa propre
image. Une droite non paral-
léle a I’axe et sa symétrique se
coupent sur I’axe.

® Dans une rotation, une
droite et son image font entre
elles un angle égal a I'angle
de la rotation.
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La symétrie des figures a beaucoup et
depuis longtemps tracasseé les
hommes. D'abord, parce qu'elle est
présente, de maniére approchée, dans
la nature (& commencer par la figure
humaine), ensuite parce que I'homme
a utilisé les symétries comme sources
de beauté et d’harmonie dans ses
propres créations (architecturales par
exemple).

§ AXES ET CENTRES DE SYMETRIE

14.13 Axes de symétrie

La droite d est axe de symétrie de la figure F signi-
fie que tout point de la figure F a pour image un
point de F dans la symétrie orthogonale d’axe d.

EXEMPLES

® un triangle isocéle a un axe de symétrie et un tri-

angle équilatéral a trois axes de symétrie.

@ Un rectangle ou un losange posséde deux axes de symétrie, un carré posséde quatre

axes de symétrie.

® Un cercle a une infinité d’axes de symétrie (tous ses diamétres).

Marché aux puces

Une usine japonaise produit des
“puces” pour ordinateur. Le prix de la
puce dépend de ses symétries : 10 F
pour un axe, 1 F pour un centre.

A

f 5 4
b oty

B Combien coiite chacune des puces
cidessus ?

Il parait qu'il existe une puce sans
patte dont le prix est inimaginable !
Pouvez-vous Ia dessiner ?

14.14 Centre de symétrie

Le point O est centre de symétrie de la figu-
re F signifie que tout point de la figure F a
pour image un point de F dans la symétrie
de centre O.

EXEMPLES

® Aucun triangle n’a de centre de symétrie (et
pour cause : que deviendraient les sommets ?).
® Un parallélogramme a un centre de symétrie
(et cette propriété le caractérise parmi les qua-
drilateres).

@ Un cercle a un centre de symétrie (devinez-
ou 7).

® Tes polygones réguliers ont des axes de
symétrie, ils ont aussi un centre de symétrie
quand ils ont le bon goiit d’avoir un nombre
pair de cOtés.
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I PROJECTION

14.15 Projection sur une droite d, parallélement a une droite d*

11 faut deux droites d et 4’ non paraliéles :

® une droite d, sur laquelle on projette.

@ une droite d’ parallélement 2 laquelle on projette.

Définition : M’ est le projeté de M sur d parallélement & d° signifie que M’
appartient ad et (MM ") // d’.

d!

P!

/ M’ N’ / d
P

Points invariants
Chaque point de la droite d est son propre projeté sur d parallelement 2 d”.

14.16 Projection orthogonale du plan sur une droite d

Il faut une droite d.
Définition : M’ est le projeté orthogonal de M sur 4 signifie que M’ appartient
adet (MM’ Ld.

d’

2
z

’

_ P
M’ N’ '1 d’
P

Autrement dit :
la projection orthogonale sur d est la projection sur 4 parallélement a une droi-
te d’ qui serait perpendiculaire a d.

A

Projection orthogonale et distances
Une projection orthogonale raccourcit
les distances. A'B’= AB

Cela signifie que, si A et B sont deux c’ D’
points et que A et B’ sont leurs images et
dans une projection orthogonale, alors CD’'=CD

on peut étre siir que A’'B’ < AB. c
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COMMENT REALISER

Uik RAvABE Les moutons de Panurge

Le pavage le plus simple Panurge est un personnage de Rabelais (Pantagruel, 1532) qui voulait se venger d’un
s'obtient avec un assembla- Mmarchand de moutons. Sur le navire le conduisant & la Dive Bouteille, il jette 'un des
ge de parallélogrammes. moutons & la mer : tous les autres le suivent alors en I'imitant “bétement”. Dans cette
Mais il y a beaucoup d’autres P3ge }es moutons de Panurge sont des pavés tous semblables qui s’assemblent pour
techniques de fabrication de Templir le plan. ) )
pavés. Certaines sont assez 1l y a de nombreuses techniques pour paver le plan. La technique la plus évidente
fantastiques... consiste & partir d’un pavage existant et a le déformer en essayant d'y introduire des
formes que 1’on voudrait voir apparaitre dans le dessin final. En voici un exemple
dérivé d’un pavage de parallélogrammes.

1 A N e N
[ [/

Le truc de I'enveloppe

AE R A
Dessiner un paralélogramme.

Déformer I'un des c6tés du parallélogramme et
déformer “parallélement” le coté opposé...

1. Glisser la pointe des
ciseaux dans un des coins
d’une enveloppe et commen-

cer a la découpetr.

2. Si vous découpez en allant
d’un coin a l'autre, vous pour-
rez étaler un cété de l'enve-
loppe dans le prolongement
de l'autre.

3. En passant par les quatre
coins vous pouvez étaler sur
une table une forme bizarre
avec laquelle, miracle, vous
pourriez paver le sol de votre
salle de bain !

... en essayant de faire apparaitre une forme inté-
ressante (ici & droite un museau).

Déformer alors de méme les autres cOtés oppo-
sés du parallélogramme (ou bien seulement une
partie de ses cOtés si la premiére déformation
est venue empiéter dessus).

On dispose alors d’un pavé qu’il suffit de répé-
ter dans les deux directions du plan.




Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, D ou E

Les fanions sont-ils
symétriques par rapport a
la droite ?

Les fanions sont-ils
symeétriques par rapport
au point ?

nvk. Quelle peut étre
I’» I'image de ces

fleurs dans une
rotation ?

El Bl

s Quelle peut étre
= I'image de ces
/  fleurs dans une
translation ?

Dans la
translation
A B
— de vecteur
F | % —
£ NG N EO.
/ \c
o, / Dansla
/_\v’( rotation
E D de centre

O et d’angle 120°...

On obtient toujours une
rotation en faisant succes-
sivement...

On obtient toujours une
translation en faisant suc-
cessivement. ..

Quel est I'intrus parmi les
mots ?

Quel est I'intrus parmi les
mots ?

A a pour
image F

F a pour
image E

2 rotations
de méme
centre

2 translations

BOB

BOB

O a pour
image B

A a pour
image E

2 rotations
de centres
différents

2 rotations
de méme
centre

oul

SIS

D a pour
image C

B est I'image
de A

I translation et
1 rotation

| translation et
1 rotation

NON

O est inva-
riant

O est inva-
riant

2 symétries
d’axes paral-
leles

2 symétries

d’axes paral-

leles

DIX

S0OS

E a pour image
(0]

F est I'image
de B

2 symétries
d’axes sécants

2 symétries
d’axes sécants

BIC

0sO
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THEME Des fleches virtuelles

Les physiciens associent les “vecteurs” a des forces, des flux
ou des quantités de mouvement et ils aiment bien dessiner des
fléches pour les représenter. L’idée est intéressante et juste
mais elle est difficile a préciser mathématiquement. Le plus
étonnant est que I’on puisse tout de méme [’utiliser au niveau
des colléges sans savoir exactement de quoi I’on parle!

Et ceci n’est pas un paradoxe, mais plutét un indice remar-
quable de la puissance des mathématiques...

Vecteurs et repéerage

Vecteur, du latin vector (qui transporte) est tiré du_\ierbe vehere, vectus
qui nous a donné aussi “véhicule”. Un vecteur AB n’est rien d’autre
que “quelque chose” qui transporte A en B.

W Vecteurs du pian L’algeébre géométrique
L'homn.e prehls_lonquea myente I? Ul N°A PAS EU ENVIE un jour d’écrire que le milieu des points A et B était le
fleche pour atteindre les animaux a
distance. Le mathématicien a

récupéré le symbole pour noter les B
vecteurs du plan... /
B Droite graduée et plan repéré .

Le Petit Poucet a seme regulie- Si on pouvait ainsi CALCULER AVEC DES POINTS, on saurait que ABCD est un paral-
rement ses cailloux blancs sur le

chemin de la forét et ses

malheureux parents n'ont pas réussi | - Considérons alors un quadrilatére absolument quel-
a le perdre. Sans le savorr, il venait | conque PQRS.

point

d'inventer le repérage. Vous aussi, Et intéressons-nous au milieu de ces cotés: 1. J. K. L. P
apprenez a graduer la droite pour Nous traduirions:

ne pas vous perdre en chemin.... et -P+Q _Q+R . R+S  _S+P

& vous repérer dans le plan, gréce 2 2 2 2

Notre “algeébre”, avec son addition commutative,
nous dirait alors que:

y—— P+Q R+S Q+R  S+P : T s
B Fruation d'une droite 3ty = 5 m En fait, les mathématiciens

préferent ne pas calculer avec

a l'usage d'un judicieux quadrillage.

L'adresse d'un point, ce sont ses c’est-a-dire I+K=J+L ou

d donndos. e [+K J+L des POINTS mais avec des
,eux coorl onrjees ' a, i e BI-POINTS qu’ils écrivent AB.

d'une droite, c'est son équalion. 2 2 Bonjotis 1és vecteurs il

Conclusion: IJKL serait un parallélogramme !
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Un vecteur est un objet complexe
dont I'utilisation est simple.

§ VECTEURS DU PLAN

Dire que des vecteurs sont égaux,
c’est une autre fagon d'exprimer la
présence d'un parallélogramme

Avis de recherche

G H 1
Dans cette figure se cachent des vec-
teurs ayant 2, 3 ou 6 représentants
B Forte récompense a qul raménera
chacun d'eux.

15. 1 Définition d’un vecteur

A et B sont deux points du plan. On appelle “vecteur AB”, noté AB, ’en-
semble de tous les couples de points (M,N) du plan tels que ABNM soit un
parallélogramme,

Voici quelques éléments
(on dit quelques “représentants”)
du vecteur AB.

le premier point
et qui est le
second

C G

15. 2 Représentants d'un vecteur

Un couple de points qui appartient au vecteur AB est un représentant de
ce vecteur.

Les phrases:
(C,D) est un représentant de AB et
sont des phrases équivalentes.
REMARQUES :
* le couple (A,B) lui-méme est un représentant du vecteur AB car ABBA est consi-
déré comme un parallélogramme.
* tout vecteur a upe infinité de représentants.

CD=AB

B Commentez le dessin sulvant:

SF=NC

# VECTEURS DU PLAN

15. 3 Les trois “mémes”

/
o

B
/ : D
(5

L’égalité AB=CD traduit trois propriétés simultanées:
— les segments [AB] et [CD] ont la méme longueur;
— les droites (AB) et (CD) sont paralléles;

— les demi-droites [AB) et {CD) ont le méme sens.

15. 4 Traduction vectorielle du parallélogramme

A, B, C et D sont 4 points.

Si ABDC est un paraliélogramme,
alors AB=CD,

Réciproguement, si AB=CD,
alors ABDC est un parallélogramme.

15. 5 Traduction vectorielle du milieu
A. B et M sont 3 points.
Si M est le milieu de [AB], alors AM=MB.
Réciproquement, si AM MB alors M est le milieu de [AB].

o ° G |

A M B B
Af’é:

Dans cette figure, AMBM est un parallélogramme (aplati) !




e

Michel Chasles,
mathématicien frangais (1793-1880)

La somme, c’'est le raccourci!

N

Pour dessiner le représentant de la
somme de deux vecteurs, on a intérét
a mettre “bout 3 bout” deux de leurs
représentants.
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15. 6 Addition des vecteurs

Dans I’ensemble des vecteurs du plan, on a imaginé un moyen qui, & deux vecteurs,
en fait correspondre un troisiéme, qu’on a appelé leur somme. L'opération addition
ainsi fabriquée a de saisissantes ressemblances avec |"addition des nombres, mais elle
est encore plus simple !

A. B et C étant 3 points: AB+BC=AC.
C’est cette égalité, connue sous le nom de relation de Chasles, qui définit la somme
des vecteurs AB et BC.

15. 7 Représentations de la somme de deux vecteurs

G
B
A
AB+BC=AC AB+AC=AB+BD=AD AB+CD=AB+BE=AE
(définition) (diagonale du (mise bout a bout

parallélogramme défini des représentants)

par AB et AC)

B Le mot caché

Placer les points de E a N qui vérifient
les propriétés suivantes:

CE=AC FB=AE

AG=EA HG=AF

Ci=BA+DA+EC FD=JE

WK=TA+IA KA=LF

MA=FK AN=EA+BJ
Tracer ensuite:

[ML], [LN], [NB]. [BM), [JK]. [AE], [Al].

15. 8 Propriétés de |'addition des vecteurs

« Pour tous points A, B et C, B BC c
AB+BC=BC+AB. AB ek
) _/AB

* Pour tous points A. B. Cet D,
(AB+BC)+CD = AB+|BC+CD).

« On note 0 le vecteur dont les représentanis sont (A,A), (B,B), (C.C) etc...
Alors, pour tous points A et B, AB+0=AB.

= Tout vecteur posséde un vecteur opposé.
L’opposé du vecteur AB est le vecteur BA. En effet: AB+BA=0.

15. 9 Soustraction des vecteurs
Soustraire un vecteur, c’est ajouter son opposé.
EXEMPLE :
AB-AC = AB+CA = CA+AB = CB.




Graduation

Une graduation est bien définie par
deux points et leurs abscisses.
Voici deux points d'une droite
graduée:

8 Oi est I'origine, Quelle est I'unité ?

B DROITE GRADUEE

15.10 Abscisse d'un point sur une droite graduée

D est une droite. Graduer D, c’est choisir un point O sur D (origine),
choisir une unité de longueur et un sens. Alors, a tout point de D, on peut
associer un nombre relatif qu’on appelle son abscisse.
i 1 é 1 (I) ! L] ] B 1
-4 =3 2 -1 Ozl 2 3 4 5
EXEMPLES :
abscisse de A=—2; abscisse de B=3,5.

15.11 Abscisse, distance et milieu
A et B sont deux points d'une droite graduée D.
Si a est I'abscisse de A et b est 1’abscisse de B. alors:
« La distance AB (dans I'unité choisie pour graduer D) est la différence

positive des abscisses de A et de B.
Sia>=b, AB=a-b et sib>a, AB=b-a.

« L’abscisse du milieu M de [AB] est “’;”.
milieu de [CD] : ‘3: 1. milieu de [AB] : 2‘;—6 =4
1 g 1 1 L 9 é L L L §
=& =5 =9 —f O 1 2 3 4 5 6
CD=1-(-3)=4 AB=6-2=4

Si O est l'origine des repéres, sil et
J sont les points d'abscisse 1 sur
chaque axe, on dit que (0,1,J) est un
repére du plan.

Quand les axes sont perpendiculaires
et gradués avec la méme unité, le
repére (O, 1, J) est dit orthonormal.

Trouver le repére
H B

G

M| J Il
|
F E I D

B Le point M a pour coordonnées
(1;2). Mais dans quel repére?

H PLAN REPERE

15.12 Coordonnées d'un point dans un plan repéré

Pour se repérer dans un plan, on utilise souvent deux droites x’x et y"y perpendicu-
laires en un point O. On gradue x"x et y"y avec la méme unité et on prend O comme
origine. Alors a tout point M du plan, on peut associer un couple de nombres (x;v)
qu’on appelle ses coordonnées.

Le nombre x est 1'abscisse du projeté de M sur x"x parallelement a y'y.

Le nombre y est I’abscisse du projeté de M sur v’y parallélement & x"x.

YA
4:
ordonnée de M —» 2 B | 1\?{1( :2)
N(=3:1)
S -] E
’ i 4 + + L i >
¥ 3 -2 -1 0 1 2 3 & Y
v'" abscisse de M

15.13 Coordonnées du milieu

Dans un plan repéré, si A a pour coordonnées (x,;y,) et B a pour coor-
données (xy ;). alors le milieu M de [AB] a pour coordonnées:
(x,\"'xn atyg!
200 2
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H A B
G ‘ c
1
o
F E = 'i' D

B Le vecteur AD a pour coordonnées
(2;-1). Mais dans quel repére ?

B oa?
J'ai cherché
des entiers relatifs
solutions de I'équation
x2+y2=25,

J'al placé, dans le plan muni
d'un repére orthonormal, les
points correspondants.
Qu'al-fe vu alors, et
Ppourquoi ?

15.14 Coordonnées d'un vecteur
Dans un plan repéré, A a pour coordonnées (x4 ;y, ) et B a pour coordon-
nées (xyiyp)
Par définition, on appelle coordonnées du vecteur AB le couple de
nombres (xg—x, ;¥g—¥4)-

Les coordonnées du vecteur AB caractérisent le “déplacement™ a effectuer pour se
rendre de A & B. A ce titre. elles sont liées au vecteur AB.

15.15 Distance d'un point a I'origine

Si le point M a pour coordonnées (x ;y) dans un repere orthonormal, alors
la distance OM est donnée par la formule:
OM=\x2+y2. M
Cette formule un peu rébarbative
n’est autre que I'écriture de la relation
de Pythagore dans le triangle OHM >
rectangle en H.

Le carré chinols
On donne A(-3:2), B(1:5), C(4:1) et
D(0;-2).

A
B

D

B Quelles sont les coordonnées des
vecteurs: AB, BC, CD, DA?
Quelles sont les longueurs:

AB, BC, CD, DA?

15.16 Distance de deux points

Dans un plan muni d'un repére orthonormal, si le vecteur AB a pour
coordonnées (x;y) alors la distance AB est donnée par la formule:

AB=\x2+y2,

E_,n.cffet si (OM) est le représentant de A
AB d’origine O. les coordonnées du
vecteur OM sont (x:y) (les mémes
que celles de AB puisque OM = AB).
Le couple (x:y) est aussi le couple
des coordonnées du point M: et la
distance OM. qui vaut Vx?+y2, est
égale a la distance AB.

Conséquence : si on connait les coordonnées de deux points A et B. on peut calculer la
distance entre ces points en deux temps:
= on calcule les coordonnées du vecteur AB;
= on applique la formule ci-dessus.

Y

EXEMPLE: Dans le repere (O. L. J). =
Soit L et K les points de coordonnées (T :—~—) et (—

2\2 2
Ils sont 4 la distance |1 de O: en effet (%) +(%) =]

Ils sont donc sur le cercle de centre O passant par [ et J.
Vérifiez que le triangle JKL est équilatéral en montrant que JK=KL=LJ.
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Dans I'énoncé précédent (“le carré
chinois™), vérifier que les droites (AB)
et (BC) sont perpendiculaires. et
aussi les droites (BC) et (CD), (CD) et
(DA), (DA) et (AB).

Dans I'énoncé du “carré chinois”,
vérifier que les droites (AB) et (DC)
sont paralléles; et aussi les droites

(AD) et (BC). (AB) /1 (CD) si et seulement si (x;y) est proportionnel a (x’;y’) .
ou encore
(AB) // (CD) si et seulement si xy’—x’y=0.

15.17 Orthogonalité dans le plan repéré

Dans un plan muni d'un repére orthonormal, le vecteur ABa pour coordonnées (x; })
et le vecteur CD a pour cordonnées (x”;y”), alors:

(AB) L (CD) si et seulement si xx’+yy’=0.

DEMONSTRATION :

OM=Vx2+y? .

ON=Vx'24+y’?

MN=V(x'-x)*+(’-y)

(AB) L(CD) équivaut 2 (OM)_L(ON)
équivaut 3 MN2=0M2+ONZ O

=22+ 07 =2 =2+ +x 2+ y2)—2xx' -2y V.

Soit finalement, en développant et en réduisant:

(AB)_L(CD) équivaut a xx’+yy’=0.

15.18 Parallélisme dans le plan repéré

Dans un plan muni d'un repére orthonormal, le vecteur ABa pour coordonnées (x;y)
et le vecteur CD a pour cordonnées (x’;y”), alors:

Six droites,

six équations :

(1)
(2)
(3
(4)
(5)
(6)

y=3x+3
y=-3x-3
y=3x-3
x=3
y=x-3
y=x+3

B Reformer les couples
(droite ; équation) de maniére que
I'équation soit celle de la droite.

I EQUATION D’UNE DROITE

15.19 Une égalité — une droite

Si a et b sont deux nombres, alors:

I’ensemble des points M du plan dont les
coordonnées (x ;y) vérifient ’égalité y=ax+b

est une droite D.

On dit que *y=ax+b"" est I'équation de la droite D.

EX‘;WLE x JoTt]2]-1]os]. gl
e 1 y [t ]3]3]o].. A
y=2x—1 point| A|B|C|E|F|.. D

15.20 Role des coefficients aet b
a précise la direction de la droite. b précise la position de la droite.

®




B Sur le cercle

On donne le repére (0,A,B) et on trace
I'hexagone régulier ALMNPR et le
carré BNQA.

a) Quelles sont les pentes des
droites (NB). (BA) (PL) et (MR)?

b) Quelles sont les pentes des
droites (AL), (LM) (MN), (NP), (PR) et
(AR)?

¢) Pourquoi at-on:

(PL)// (MN) ?

(AB)L(BN) ?

(AL)//(NP) ?

Et les droites paralléles au deuxiéme

axe?
vA

-y

x==1 x=05 xe=2

Tous les points d’une droite paraliéle
au deuxiéme axe ont méme abscisse:
“I'équation” d'une telle droite droite
est donc de la forme x=a.

Elle ne peut pas se metire sous la
forme y=ax+b! Comment la lettre y
pourraitelle ne pas y étre écrite ?

15.21 Vecteur directeur

D est la droite d’équation y=ax+b.
Alors:

le vecteur v de coordonnées (1:a) est
un vecteur directeur de la droite.

Le coefficient a est la pente de la droite.
Cela signifie que si (A, B) est un représentant
de v, alors (AB) et D sont des droites parallgles.

REMARQUE:
Si V(1;a) est un vecteur directeur de la droite, alors
w (k;ka) en est un autre, quel que soit k0.

Y

Et si (p;q) est un vecteur directeur d’une droite, alors Ia pente de cette droite est -3-

15.22 Equation de droites paralléles ou perpendiculaires
Dans un plan muni d'un repére orthonormal, soit D d’équation y=ax+b
et D’ d’équation y=a'x+b".
Alors:

D//D’ si et seulement si a=a’.
D_LD’ siet seulement si aa’=-1.

C’est la simple traduction du parallélisme et de I'orthogonalité des vecteurs directeurs
respectifs V(1;a) et v'(1;a’) de D et D".

15.23 Une droite — une égalité

Réciproquement, pour toute droite d’un plan repéré non paralléle au
deuxiéme axe, il existe deux nombres a et b tels que tous les points de D
aient leurs coordonnées qui vérifient I'égalité “y=ax+b".

15.24 Equation d’une droite passant par deux points donnés

Le plan est muni d’un repere.

Soit dans ce plan A(-2:3) et B(1;-3).
Quelle est I’équation de la droite (AB)?
Soit y=ax+b I'équation de la droite (AB).
On peut trouver les coefficients a et b:

* Par lecture graphique: la droite (AB)
coupe le deuxiéme axe au point d’ordonnée
—1 donc b=-1. Le vecteur (1;-2) est un
vecteur directeur de (AB) donc a=-2.
L’équation de (AB) est y=—2x-1.

* Par le calcul, en résolvant un systéme
d’équation: le point A appartient a (AB)
donc ses coordonnées vérifient 1'équation
de (AB) donc 3=-2a+b.

Le point B appartient a (AB) donc ses coordonnées vérifient I’équation de (AB) donc
—3=a+b.

On résout le systéme d’inconnues a et b {

 J

—2a+b=3

a+b=—3 eton trouve a=— 2 et b=-1.
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DE POINTS
EN POINTS

Jeux de pistes

$p
s

Quel que soit le “vecteur” de
votre déplacement, I'accéléra-
tion est toujours grisante.
Mais il est difficile de tourner
sans ralentir...

La “simulation” est a la mode.
Mais pas besoin d'ordinateur pour
vous transformer virtuellement. avec
vos amis, en kangourou bondissant.
11 suffit de suivre attentivement les
instructions ci-dessous.

1. Tracer sur toute une feuille de
papier quadrillé un circuit de votre

1 Des vecteurs de plus choix. muni d’une ligne de départ.

en plus longs

v, On met bout a bout

des vecteurs V;, V,,

vV ..., V, de longueurs
2 nL égales a la valeur de

2. Chaque kangourou est placé sur
un nceud du quadrillage. derriére la
ligne de départ.
3. Les regles de déplacement sont les suivantes:
* le kangourou bondit d"un carreau le premier coup. il

leur indice. a le choix entre les trois positions devant lui.
Calculer la longueur = pour les coups suivants. il peut. au coup n+ 1. bondir
Va v de leur somme pour sur la position symétrique de la position n—1 par

n=1, 2, 3, ..., 10. rapport 2 la position n. ou bien sur une des quatre

Dans le jeu ci-contre,
combien de coups
faut-il, au minimum,
pour parcourir 100
carreaux en ligne
droite ?

Si on vient de se
déplacer de 6
carreaux dans une
direction, combien
devrat-on encore
parcourir (méme en
freinant au maximum)
dans cette direction
sans pouvoir
s'arréter?

cases voisines de celle-ci.

Voici un exemple. plus parlant que la phrase
précédente !

R S

—.

posidiy : =
précédente actuelle suivantes possibles
4. Le kangourou victime d’une sortie de
piste passe son tour. Il reprend la course sur
le nceud du quadrillage le plus proche du
lieu de sortie et son premier bond est
alors d’un carreau.

5. Le gagnant est celui qui franchit le
premier une nouvelle fois la ligne
de départ.




EQUATIONS DE DROITES
ET TRIGONOMETRIE

Une droite de pente m fait

avec I'axe des abscisses un

angle a tel que tan a=m.

Il suffit de regarder la figure:
v

\‘-‘('X
=\

MApP-mmmemmnnn-s

Y

Prenez la tangente

Avec une calculatrice, calculer
les angles dont les tangentes

sontg pour n=1, 2, ..., 10.

tangente
0.2 11.3°
04
0.6
0.8
1 45°
1.2
14
1.6
1,8
2

angle

B Que dire de la progression
des angles?

Pentes a gogo
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Dans un plan repéré, on a marqué les points A(—5;0) et B(5; 10), ainsi que les droites
passant par A ou B et les points (0;n) pour n=1. 2, ..., 10.

AAF AP 4

Voici les équations des droites passant par A:

y=0
y=02x+1
y=04x+2
y=06x+3
¥y=08x+4
¥ =x+5
y=12x+6
y=14x+7
y=16x+8
=1,8x+9
y=2x+10

# Ecrire les équations des droites passant par B. Comparer les coefficients.

11 y a des parallélogrammes. Oui sont-ils ?
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Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, Dou E

Questions

AC=DB.
Quels sont les parallélo-
grammes ?

s=si——

NM = SR

Si MN=RS alors:

ANGE est un losange de
centre O, alors:

Si A, E. B, I sont alignés

dans cet ordre, on a : AB+IB = Al

—— e

AB+CD+B

+ER= o

AB-AC+BC= -

Quel est I'abscisse de M ?
M

t
1

0
Quel est I'abscisse de M ?

T t -t

0
Quelles

sont les
coordon-
nées de
M dans
le repére (O.1J)?
Quelles

sont les J
coordon- pq
Hées de 0 (1;1)
M dans

le repere (O,1.1)?

M
s J

1D
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De la mesure en toutes choses

THEME

Se partager l'espace est devenu rapidement une préoccupation
essentielle de I’humanité. Le géométre, comme son nom l'indique,
a eu pour mission de mesurer la Terre. On a mesuré les longueurs
des choses a une dimension, puis les aires de celles qui ont deux

dimensions, puis les volumes de celles qui ont trois dimensions.
Et c’est comme ¢a que tout a commencé...

Longueurs, aires et

volumes

Longueurs, aires et volumes sont des mesures du latin mensura (qui a
aussi donné mensuration), mot tiré du verbe metiri, signifiant mesu-
rer, et dont le participe mensus a donné dimensio : la dimension est la
mesure d’une chose entre ses deux extrémités.

B Unités

Les anglo-saxons ont longtemps
résisté, mais il vaut mieux, dans
notre systeme de numeération, parta-
ger en dix qu'en douze ou soixante.

Périmétres, aires et volumes

Une longueur peu étre
proportionnelle & une autre

(r 2, une aire & un produit de
deux longueurs ou au carré d'une
certaine longueur (r nré). un
volume & un produit de trois
longueurs ou au cube d'une
certaine longueur (r- 3" r3)

Changements d'unités

Attenticn, quand on coupe en 10 le
cdté d'un carré, on récolte 100
petits carres et quand on coupe en
10 le cBté du cube, on fait naitre
1000 bébés cubes. Cela joue
dangereusement sur les
déplacements de virgule !

Les miniatures de la Tour Eiffel

LA TOUR EIFFEL, 300 métres de hauteur; est entiérement
constritite en fer et pese 8 000 ronnes.

On veut construire un modele réduit de la Tour, en fer
aussi et de 1 metre de haut.

Quel sera son poids ?

ATTENTION : le résultat n’est sirement pas

300
tonnes, soit environ 27 tonnes (ce serait plus lourd
qu'un metre-cube de fer !)

La Tour Eiffel est non seulement réduite au 1/300° en
hauteur, mais aussi en largeur (si on peut dire) et aussi
en épaisseur (si on peut encore dire).

Le coefficient de réduction en volume (et donc en
matiére utilisée) est de

1 1 1 1
e e e T
300 300 300 2700000

A=

VA=

el
et

Le modele réduit pése donc. en kilo,
5L soit = k
2700000" " 27 °F

L
e '
2 -
S
— D%
2|

: 1

'

H5CE

9

Environ 300 grammes !
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Se mettre d’accord sur une unité de
longueur a pris du temps; on y est
arrivé 4 la fin du 18 ™ siécle. On a
voulu la définir a partir de grandeurs
physiques fixes mais peu précises:
millioniéme partie du quart du méri-
dien terrestre.

H UNITES
16. 1 Longueurs
L’unité de longuenr est le metre.

Nous sommes dans le systéme décimal : ses multiples et sous-multiples different d’un
facteur 10 (voyez page 27 le nom des préfixes a utiliser: déca. hecto. kilo. .... déci.
centi. milli. ...).

Pour les vraiment grandes distances, on vous propose 1’année-lumiére (distance par-
courue par la lumiétre en une année, soit & peu pres 9500 milliards de km, soit
presque 10 '6 metres)

Pour les petits objets, on préfére le micro-meétre qui vaut 10~ métre.

16. 2 Aires
1 m? est I’aire d’un carré de 1 m de cGté.
Ses multiples et sous-multiples différent d’un facteur 100.

16, 3 Volumes
1 m? est le volume d’un cube de 1 m de cété.
Ses multiples et sous-multiples différent d'un facteur 1000.

Lorsque toutes les longueurs mesurées sur un objet sont multipliées par un nombre k.
les aires sont multipliées par k * et les volumes par k 3. Cela traduit le fait que “mesu-
rer une aire”, c’est mesurer un objet de dimension 2, et “mesurer un volume”, c'est
mesurer un objet de dimension 3.

Sauts de puces

Le petite puce a fait deux sauts demi-
circulaires; la grande n’a fait qu'un
bond.

B Laquelle des deux a parcouru la
plus longue trajectolre ?

B PERIMETRES

16. 4 Périmeétre d'un polygone

Le périmetre d’un polygone, c’est la longueur du tour de ce polygone
autrement dit la somme des longueurs de ses cotés.

Le périmetre de cette figure est:
a+b+c+d+e+f+g+h+i+).

16. 5 Longueur du cercle

I1 y a proportionnalité entre le diamétre du cercle et sa longueur. Le coefficient de
cette proportionnalité n’est pas un nombre décimal : c’est le nombre 7, dont les cal-
culatrices donnent une valeur approchée (3,141592...).

Si r est le rayon du cercle, d son diametre, et | sa longueur:
I=nd=2nr.

d______d d

dxm
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Et puits, alors...

Jean a un champ rectangulaire, avec
un puits, qui se trouve étre plus prés
de I'un des coins du champ que les
autres.

Il veut partager équitablement son
champ entre ses deux fils.

B Proposez un découpage ou chacun
des deux ait accés au puits.

§ AIRES

Deux surfaces sont de méme aire si on peut, en découpant |"une. recouvrir exactement
I'autre. Les formules d’aire du carré et du rectangle tiennent au sens méme de la mul-
tiplication. Les autres formules d’aire de polygones en découlent.
16. 6 Aire du carré
L’aire d’un carré de coté c est:
cxe=c*,

16. 7 Aire du rectangle
L’aire d’un rectangle de longueur L et de largeur ( est:
Lx{.

16. 8 Aire du triangle rectangle
L’aire d'un triangle rectangle dont les cdtés de I’angle droit mesurent a et
b est:
axb
3

Un triangle rectangle,
c’est la moitié d’un rectangle...

A —B
DL e
Attention!

Quand on multiplie par k tous les
cétés d'un polygone. son aire est mul-
tipliée par k2.

i >

La part du gateau

Un curieux
gateau
quadrangulaire
a été partagé
en quatre parts
le long des
diagonales.
Les trois parts dessinées pésent
200g, 150¢ et 120g.

B Combien pése la derniére ?
Pensez a ceci: & hauteur égale, les
aires de deux triangles sont propor-
tionneliles & leurs bases.

16. 9 Aire du parallélogramme

1’aire d’un parallélogramme de coté ¢ et de hauteur h correspondant & ce
cOté est:

h

& -

cxh. h
¢ c

16.10 Aire du trapéze

L’aire d'un trapéze dont les bases mesurent b et B et dont la hauteur est

I (B+b)xh )

2
b b b b B
s NLE NS NN

16.11 Aire du triangle

1’aire d’un triangle dont un ¢6té mesure c. dont la hauteur correspon-
dante est /1 est:
cxh

2
2% ==/

=
s
Ln
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AB=20cm !
0 Quelle est I'aire de I'anneau colorié ?

Les lunules d'Hippocrate

1 1
On construit trois demi-cercles sur les
trois cotés d'un triangle rectangle.
B Quelle est I'alre des lunules colo-
riées?

Attention]
Quand on multiplie par k le c6té d'un
cube, le volume, lui, se trouve multi-
plié par k3,

N

1

16.12 Aire du disque
L’aire d’un disque de rayon r est:
nXrxr=nrl

XTI XTI

diamétre périmeétre carré du rayon aire
Miracle : pour un disque, le coefficient de proportionnalité entre carré du rayon et aire

et le méme qu’entre diamétre et périmétre !

C’est 2 Archimede que revient I’idée de coincer le disque entre des polygones régu-

liers intérieurs et extérieurs ayant de plus en plus de cotés pour approcher de plus en

plus finement 1’aire du disque. Il en déduisit de bonnes approximations rationnelles
22 6336

du nombre 7 : T; m,

=

Triangle Carré Hexagone Octogone  Dodécagone

# VOLUMES

16.13 Volume du cube
Le volume d'un cube de c6té ¢ est:
cXeXe=cl

c “couches” de “cxc” petits cubes

)

16.14 Volume du pavé droit
Le volume d'un pavé droit de longueur L. largeur { et hauteur h est:
¢ XL xXh.

7

Lorsque les dimensions sont des multiples entiers d’une certaine unité, cette formule
résulte d'une simple interprétation de la multiplication.
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Pluie

i S’il tombe un litre d'eau dans cha-
cun de ces réciplents, dans lequel
I'eau montera-t-elle le plus haut ?

16.15 Volume du prisme
Le volume d’un prisme dont I’aire de la base est B et la hauteur / est:
B % h.

(Et cela méme si le prisme n’est pas droit.)
B
lh

Les formules pour le cube et le pavé droit sont des cas particuliers de cette formule.

ATTENTION :
I"aire de la base et la hauteur doivent étre exprimées dans des unités “compatibles™.

16.16 Volume d’une pyramide
Le volume d’une pyramide dont I'aire de la base est B et la hauteur £ est:

s Bxh
e ;/l:] 3
20
Le rétrécissement dil a la forme en pointe de la pyramide est considérable: le volume
est divisé par 3, par rapport a celui d’un prisme de méme base.
Plouf I! 16.17 Volume du cylindre
Un cylindre de A %
6cm de rayon de Le volume d’un cylindre de rayon r et de hauteur /& est:
base contient By ntxrixh.
une hauteur \‘--...____,_/ E " . . "
d'eau de 4cm. semmmemeean -. || | Cette formule est agréablement cohérente avec celle qui concerne les prismes.
J'ai jeté une bille \____f*-—%
dedans... 16.18 Volume du cone
La hauteur d'eau " - .
est maintenant [ A Le volume d*un cone de rayon r et de hauteur / est:
de 5cm. | = nXrixh
B Quel est le P & 3 -
vayes e i blle ' | 2 0 [:; Cette formule est agréablement cohérente avec celle qui concerne les pyramides.
o LOeniy
~———— 16.19 Volume de la boule

Au musée du bouliste, cette boule
tient juste dans sa vitrine cubique.

|

B Remplit-elle plus ou molns de Ia
moitié du volume disponible ?

Le volume d’une boule de rayon r est:
% nxr,
Ilya pmpértionnalité entre le volume de la sphére et le cube de son rayon. Quand au
coefficient de proportionnalité, il faut 1'apprendre si on veut le connaitre.

REMARQUE : si un cone de rayon r. de hauteur » a un volume égal a 1. alors le volume
de la demi-sphére de méme rayon vaut 2 et celui du cylindre, 3!

«Bu
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A retenir

1 are, c’est un champ carré de 10
métres sur 10 métres.

100 ares, un hectare, c'est un carré
de 100 métres sur 100 métres.

Attention

1 litre c’est un cube de 10 cm de
coté. 1 litre vaut donc 1 000 fois un
cube de 1 cm de coté :

1 litre = 1 000 ¢m 3,

Il ne faut donc pas confondre un
centilitre et un centimétre cube.

1 centilitre = 10 cm 3.

1 centilitre est un cube de 2,15 cm de
coté !

§ LES CHANGEMENTS D’UNITES

16.20 Les longueurs

Lorsque les calculs deviennent délicats, suivez nos conseils, car il est facile de se
tromper avec les diverses unités de mesures :

1. Utiliser du papier quadrillé et écrire la mesure, dans un certaine unité, en écri-
vant 1 chiffre par colonne.

Tl
par exemple | ' 2]7,14’ ] | | metres

2. Compléter I'écriture par des zéros a gauche et L 06 TOAR T Y
a droite (aprés la virgule) : 0i0|012 7 4iox0 ol
3. On peut alors lire la mesure dans n’importe Bl A ] Aok
laquelle des unités multiples ou sous-multiples 000274000
du metre. . é]é BB B
Par exemple, on lit : b0 O] B b B
27.4 métres = 27 400 millimétres = 0,274 hecto- ElSIEISIEIEIE

& = i S‘" vl S—=
metres. ‘_c;'-’v-‘:" “3"?3 =

16.21 Les aires

Si les longueurs d une figure sont multipliées par 10, la surface de cette figure est
multipliée par 100. Donc, pour passer d’une unité d’aire a I’unité dix fois plus gran-
de. on déplace la virgule de DEUX CHIFFRES vers la gauche.

Pratiquement :

1. Ecrire la mesure en mettant bien 1 chiffre par colonne. Placer la virgule corres-
pondant & I"unité qui a servi pour cette mesure.

2. Ecrire des zéros avant et apres les chiffres déja écrits.

3. Repérer les places de la virgule correspondant aux différentes unités, en prenant
deux chiffres par unité successive.

hectare | are | centiare

Par exemple, on lit : 322,7 m ? = 0.03227 hm > = 32 270 dm °.
16.22 Les volumes

Si les longueurs d'un objet sont multiplées par 10, le volume de cet objet est mul-
tiplié par 1 000. Donc, pour passer d’une unité de volume & I"unité 10 fois plus
grande, on déplace la virgule de TROIS CHIFFRES vers la gauche.

Pratiquement :

I Ecrire la mesure en mettant bien 1 chiffre par colonne. Placer la virgule corres-
pondant a I'unité qui a servi pour cette mesure.

2. Ecrire des zéros avant et apres les chiffres déja écrits.

3. Repérer les places de la virgule correspondant aux différentes unités. en prenant
trois chiffres par unité successive.

centilitre

Par exemple, on lit : 5 784,3 m? = 0.000 005 784 3 km > = 5 784 300 000 cm *.



Les caiculs d’aires sont & la fois affai-
re de connaissances el d'astuces.
Voici, clés en main, cing “trucs” bien
utiles pour les calculer.

8} L'aire d'une surface ne change
pas si I'on découpe certains morceaux
pour les recoller ailleurs.

& Apprenez les formules d’aires et
sachez ceci !
— la diagonale d'un rectangle partage
celui-ci en deux triangles d'aires
égales.
— la médiane d’un triangle partage
celui-ci en deux triangles d'aires
égales.

& Dans les problémes d'aire sur
quadrillage, il est bon de savoir que si
I'on déplace un sommet du triangle
parallélement & un coté, son aire ne
change pas.

L ]
|
| T
[ :
A
[ ZL 1IN
Rl .
:k |
]
L, \\ [
=,
///f |
!
aire du triangle =
[ B C,é?ﬂééii

= A hauteur égale, I'aire d'un tri-
angle est proportionnelle & sa base.

§  Si I'on multiplie les cotés d’'un
polygone par k, son aire est multipliée
par k2.

16.23 Des exemples-types : Outils de calcul d’aires

Le kangourou est un animal préoccupé par son espace vital. Du coup. les problemes
comportant des questions sur les aires abondent dans le jeu-concours qui porte ce nom.
¥ Voici des exemples qui montrent que le Kangourou ne manque pas daire.

1. KANGOUROU 94 CADETS
Le grand carré a pour aire 1 m2.
Quelle est en m2, Uaire du petit carré central ?

E on ne peut pas savoir.

2. KANGOUROU 95 CADETS

Quelle est I'aire, en carreaux. du quadrilatére _
MNPQ ? | |
A8 =
B 10

C1

D12

E 13

3. KANGOUROU 97 CADETS

Chaque c6té d’un rectangle est divisé en trois
segments de méme longueur: les points obtenus
sont reliés de maniére a obtenir le drapeau ci-contre.

Combien vaut le quotient de l'aire de la partie
blanche par celle de la partie grisée ?

Al 1

<

INEERL

+/

B—

c D g2
3

.lh.i‘—- ra

L
3

i)
g
Lo

4. KANGOUROU 95 CADETS

Le quadrilatere PQRS est un rectangle, et M est un

point de la diagonale [QS].

Que peut-on dire des deux surfaces grisées ?

A celle du haut est la plus grande M
B celle du bas est la plus grande
C elles ont toujours une aire égale S

D les aires sont égales seulement si M est le milieu de [QS]
E il n'y a pas assez de données

5. KANGOUROU 95 BENJAMINS

ABCD est un trapeze. M est le milieu de la diagona-
le [BD]. Parmi les égalités ci-dessous. I'une n’est pas
toujours vraie. Laguelle ?

A aire AMB = aire AMD B aire MBC = aire MDC M

C aire ABD =aire ABC D aire ADC = aire BDC |

E aire AMD = aire MBC. D C

=.

A B
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LE THEOREME Aa

Les mathématiques,
disait Galilée,
sont le langage de I'Univers.

/ €3
Et il est bien vral que les / c-}‘ 3_?
mathématiques donnent des i '% /S8
réponses aux questions ’{3 @ 74
posées par notre monde. < /4 6}0
Alnsl, pour mesurer notre = f Y.Ef’c _g’e@
Terre, Il a fallu que les o &
savants d'Alexandrie, il y a C‘,(,r
plus de 2000 ans, )
connalssent au molns deux %
théorémes de géométrie "?
o ﬂ :f
Un théoréme d'Euclide ‘:':
N Centre T
Deux droites paralléles font,

> de la Terre N
avec une méme sécante, des ‘
angles égaux. ;

a

Le théoréme Aa |

Un secteur angulaire ayant son
sommet au centre d'un cercle
coupe ce cercle suivant un
arc; la longueur de cet Arc est
proportionnelle a la mesure de
I"angle du secteur,

Fncre |~ [Vietare |
en degré
a

A
2nR

)

A

X
v

360




LE THEOREME
DU MICROSCOPE

Connaissant les dimensions
de Ia Terre, quelques bons
théorémes de géométrie et
faisant quelques mesures
d’angles, on peut entamer
une chaine de déductions
nous amenant a la distance
Terre-Lune puls au diamétre
de la Lune, puis a celui du
Soleil...

Deux théoréme euclidiens

* La tangente en M a un
cercle est perpendiculaire a
s0n rayon.

\\“x ,_/"

» Deux droites perpendicu-
laires a deux directions font

entre elles le méme angle que

ces deux directions.

b b

|

Le théoréme du microscope

Faites !'expérience /
suivante: percez /#
une feuille de i
papier d'un petit '

1)
trou. i
Posez ce petit trou (D
sur le bord de la
circonférence d'un \
cercle. Voit-on un X

arc de cercle ou un N

segment de droite ?

Le résultat de cette expérience

traduit le théoréme mathéma-
tique suivant:

Un trés petit arc de cercle
est trés voisin d'un segment
de droite.

177

Comment mesurer la lune ?

*On place deux observateurs M et N sur la surface de la Terre
de maniére qu’ils voient tous les deux la Lune exacte-

ment & I’horizon. Mesurant alors la distance A des deux
observateurs sur la Terre, on peut en déduire
I’angle a et donc I'angle supplémentaire b.

M

Les mesures donnent pour 1'angle b
une valeur égale
2195

(Sur la figure nous avons
rapproché la lune pour
mienx voir les propriéiés
des angles.)

k‘ 1
i e
Lune i

* On sait d’autre part que le
diamétre de la Terre est
d’environ 12 800 kilométres.
D’aprés le théoréme du
microscope, I’arc de cercle
€en rouge ci-contre mesure
donc environ lui aussi
12800 kilométres.

&
On peut alors se servir du théoréme Aq !

1.9 [—=[12800
Du tableau de proportionnalité | 30 |—s| « |, 0n déduit €x1,9=12800x360.

12800x 360
1,9
Puisque €=6,28xd, on a finalement d=

D'ont €= =2425000.

2425000
6,28

La Lune est donc environ & 385000 kilométres de la Terre. ..

« La Lune parcourt autour de la Terre une distance égale & 6, soit 2425000 km.

D"aprés le théoréme du microscope, on peut approcher le diamétre de la lune par le
petit arc de cercle marqué en rouge sur la figure ci-dessous.

e Cet arc est vu, de la Terre,

sous un angle que I’on sait
| mesurer. Il vaut un petit

/ peu plus d’un demi-degré.

=385 000.

On peut donc en déduire le diametre de la Lune, E@ifvﬁ
en utilisant encore une fois le théoréme Aa ! il

05" [—*| 2425000
0 [—= L

0.5%2425000=360xL.

0,5%2425000
360

Des mesures plus précises montrent

que la valeur exacte du diamétre de

la Lune est de 3476 km.

D'ouL= =3368 km.

Carte de lu Lune érablie par Cassini en 1860
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Pour chacune des 10 questions, indiquer la ou les bonnes réponses parmi A, B, C, Dou E

Un décimetre carré,
c’esl...

Un triangle est découpé
en deux triangles d’aires
égales par...

Deux rectangles de
mémes aires ont...

B B

L'aire d’un disque est
proportionnelle. ..

L’aire d’une figure est
conservée sous 1’ action
d'une...

=

Un disque a une aire de
25007 cm>.
Son rayon vaut...

L'aire de la France.
c’est environ...

s

Le
volume
du

10 em

cylindre.

P c'est...
10 cm

Le

c’est...

Le volume de ma boule
vaut 36,
Quel est son rayon ?

: volume
£ du
< parallé-
TN 1épipade,
Q"") 1 dm P

10 cm?

sa médiatrice

des cotés
€gaux

a son
pénimétre

symétrie

centrale

50 dm

5440 km?

100 cm?

2 cm?

100 cm-

sa hauteur

des angles
égaux

a son
rayon

symétrie
orthogonale

5cm

54400 km?

1007 cm?

200 cm?

0,1 m?

sa médiane

-

memes

périmetres

a son

diameétre

projection

05m

544000 km?

251t em?

0.2 cm?

0.01 m2

sa bissectrice

mémes

proportions

au carré de
sOn rayon

translation

50 cm

5440000 km?

250 cm?

20 dm?

2n

1000 mm?*

aucune des
quatre

mémes
diagonales

au carré de
son diameétre

rotation

500 mm

54400000 km?

2501 em?

20 cm?
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S La belle oubliée

U Le Kangourou vous en donne plus! Voici une grande disparue
P des programmes de collége: I’étude des nombres entiers,
P connue sous le nom d’arithmétique.
L. Regrettée de tous pour ses charmes propres, elle nous manque
E encore souvent pour simplifier des fractions ou les réduire au
] méme dénominateur.

E Est-il méme raisonnable, aujourd’hui, d’ignorer la différence

entre “nombres premiers” et “premiers nombres” ?

Arithmétique : du grec arithmos, nombre.

W Multiples et diviseurs Les treillis de diviseurs

Les tables de multiplication ont éte

; - U’EST CE QU'UN CUBE ? Pour un fan de la théorie des
dures & apprendre, mais

nombres, ¢’est une représentation de la structure de

aujourd hui quel plaisir de I'ensemble des diviseurs de 30!
décomposer un nombre en produll | Comment cela? La régle du jeu consiste  représenter
au premier coup d'ceil. par un méme vecteur une méme multiplication.
Les dessins obtenus s’appelent des rreillis et leur réali-
B Nombres premiers sation est a la fois amusante et intéressante. ..

Ce sont des nombres qui n'ont
presque pas de diviseurs. Il y en a
une infinite et les mathématiciens
en débusquent chaque jour de
nouveaux.

90=2x32

W PPCM et PGCD

Sous ces sigles barbares, deux
outils bien utiles qui servent
beaucoup dans les calculs sur les
fractions.

Sauriez-vous ]
dessiner le meillis de
T'=1x2x3x4x3Ix6x7T?

100
100=22x52

80=2*x5
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# MULTIPLES ET DIVISEURS

I’histoire se passe au pays des nombres entiers naturels. Il était une fois, dans ce pays
une opération. la multiplication qui vivait en bonne intelligence avec son inverse la
division.

A.1 Muitiples d’un nombre

Si a et b sont deux entiers naturels, alors:

s’il existe un entier k tel que b=k Xa, on dit que b est multiple de a.
EXEMPLE:
0, 6, 12, 18, 24, 30, ... 60. 66, 360. 600 sont des multiples de 6.

REMARQUES :

0 est multiple de tous les entiers: en effet. quel que soit le nombre a. 0=0xa.
Tout nombre est multiple de lui-méme ; en effet, quel que soit le nombre g, a=1xa.
Le nombre 1 n’est multiple que de lui-méme.

NoTE:
Si b=kXa, alors b est multiple de a. mais aussi, multiple de k.

A.2 Reconnaitre les multiples...

... de 2: ils se terminent par 0, 2, 4, 6 ou 8.

... de 3: la somme de leurs chiffres est multiple de 3.
... de 5: ils se terminent par 0 ou 5.

... de 9: la somme de leurs chiffres est multiple de 9.
... des autres: en posant des divisions.

Les nombres premiers sont en nombre
Infinl.

La démonstration que voici figure déja
dans les éléments d'Euclide :

Soit N un nombre choisi trés grand.
Eh bien, on peut & coup sir fabriquer
un nombre premier plus grand encore
que N.

Pour cela on fabrique le nombre P
obtenu en multipliant tous les
nombres inférieurs & N et en gjoutant
1 a4 ce produit.

Ce nombre P n'est divisible par aucun
des nombres inférieurs a N (& cause
de I'ajout de 1, le reste de la division
de P par tout nombre inférieur 8 N
vaut 1).

Donc de deux choses l'une:

ou bien P est premier, ou bien P est
divisible par un nombre premier P*
plus grand que N.

P ou P’ fournissent ainsi un nombre
premier plus grand que N.

A.3 Diviseurs d’un nombre

Si la division entiére (voir 2.7) de a par b tombe juste (son reste est 0), on dit que b
est un diviseur de a. On a alors: a=bxg.

Autrement dit, les phrases
“b est un diviseur de a”’ et “a est un multiple de b
sont des phrases équivalentes.
REMARQUES :
Le nombre 1 est un diviseur de tous les entiers.
Tout nombre est diviseur de lui-méme (a+a. quotient I, reste 0)
Le nombre O n’est un diviseur de personne mais tout nombre non nul divise 0.

# NOMBRES PREMIERS

A. 4 Définition
Un nombre qui n"admet comme diviseur que lui-méme et 1 est appelé
nombre premier.

Le nombre 1 lui-m&me est. par convention. exclu de la liste des nombres premiers.

EXEMPLE:

5 est un nombre premier: il n’a comme diviseur que lui-méme et 1.

11 est un nombre premier.

143 n’est pas un nombre premier car 143=13x11 donc 143 a pour diviseurs 1. 11, 13
et lui-méme.




La distribution des nombres premiers
est trés irréguliére!

Les mathématiciens se posent la
question de leur répartition depuis
longtemps mais n'ont que partielle-
ment éclairci le probléme. Ce qui est
sir, c'est gu'ils vont en se raréfiant :
ils sont 168 entre O et 1000, 81
entre 100000 et 101000, et 2 seule-
ment entre 1019 et 10190+ 1000.

est un nombre
premier

113 — divisible par 27
Non (dernier chiffre)
113 — divisible par 3?7
Non (1+1+3=5)
113 — divisible par 57
Non (dernier chiffre)
113 — divisible par 77?
Non: 113 | 7

43| 6

@

113 — divisible par 117

Flus la peine de se fatiguer:

si 113 avait été muiltiple de 11, il
aurait été multiple d’un nombre entier
plus petit car 11x11=121 (trop
grand pour 113).
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A.5 Le crible d’Eratosthéne

Le mathématicien grec Eratosthéne qui vivait 2 Alexandrie aux alentours de 200
avant J.-C. est réputé étre I’auteur de 1’astucieuse méthode ci-dessous.

On dresse la table des nombres de 1 a 100. On barre 1 qui n’est pas premier. On garde
2, qui est premier, mais on raye tous ses multiples, les nombres pairs. On garde 3,
mais on raye tous ses multiples non encore barrés. Et ainsi de suite...

A chaque étape, le prochain nombre non barré est forcément premier (il n’est mul-
tiple d’aucun nombre plus petit que lui, sinon il aurait été rayé).

On peut s’arréter dés qu'on a rayé les multiples de 7. En effet 11 est le nombre pre-
mier qui suit 7. Et le premier multiple de 11 non encore barré sera 11 x11=121, qui
n’est pas dans la liste (trop loin).

XQ®ABLDE L X

01 Y203 M )5 607 419 20

M 2623 24 25 2% 7 24129 % 11 est bon de connaitre le début
de la liste ordonnée des

31 3 76 34 35 36 3 2 36 40
a1 #5143 44 45 46 41 46 35 56

nombres premiers inférieurs &
100 issue du crible ci-contre :

A 5453 54 55 56 51 5159 50
61 4 ¢ ¢4 65 £6 61 $6 $5 76
71 7673 7 75 %6 71 7719 %

23,0 EH, 13017, 19,23,
29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61.67.71.73.79. 83. 89 et 97.

A %583 34 55 96 91 3689 90
of 94 94 94 95 9697 9% 95 140

A. 6 Reconnaitre un nombre premier

Pour reconnaitre si un nombre entier a est premier. on utilise le méme truc que dans
le crible:

— On prend le premier nombre premier de la liste dans I’ordre ci-dessus et on regar-
de si a en est multiple.

— Si oui, g n’est pas premier.

— Si non, on fait de méme avec le nombre premier suivant.

— Si on atteint un nombre premier dont le carré dépasse a, on peut conclure que a est
premier,

A.7 Décomposer en produit de nombres premiers

Voici un théoréme important :

Tout nombre entier peut s*écrire d'une unique maniére comme produit de

nombres premiers.
EXEMPLE
Pour écrire 812 comme produit de nombres premiers. on effectue des divisions suc-
cessives

Disposition pratique: 812 | 2
0| 406]| 2

0)203]7
0129 |29
0|1

B12=2x2x7x29.
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O S

240 = 2°x3x5
72=23x32

PPCM de 240 et 72 :

29x32x5, c'est 720.
Frendre tous les facteurs premiers
présents dans I'une ou I'autre décom-
position avec I'exposant le plus grand.

(29%3x5)x3 = 2403
(23x32)x2x5 = 72x10

PGCD de 240 et 72 :

23x3, c'est 24.
Prendre tous les facteurs premiers
communs aux deux décompositions
avec l'exposant le plus petit.

240 = (23x3)x2x5
12= {23X3)X3

La conjecture de Fermat

«ll n'existe pas d'entiers x, y, z. et
n>2, tels que z"=x"+y"»

Aprés 350 ans de recherche passio-
née, Andrew Wiles vient de livrer enfin
(en 1995} la démonstration de cette
“conjecture” qui est donc devenue un
théoréme. Mais vous pouvez peut-étre
en trouver une démonstration qui tien-
ne moins de 80 pages!

En particulier. ce théoréme affirme
l'impossibilité de composer deux
cubes (de cotés x et y) avec les petits
cubes composant un troisiéme cube
(de coté z).

§ PPCM - PGCD

A.8 Plus petit commun multiple

Dans la liste des multiples positifs de 2 nombres entiers a et b. il y a certainement des
éléments communs (le produit axb. au moins, est dans cette liste).
Le Plus Petit des Multiples Communs (non nuls) 2 deux nombres est
appelé. en abrégé, leur PPCM.

On le trouve facilement & partir de la décomposition de a et b en produit de facteurs
premiers.

A.9 Plus grand commun diviseur

Dans la liste des diviseurs de 2 nombres entiers a et b. il y a certainement des élé-
ments communs (le nombre 1. au moins, est dans cette liste).

Le Plus Grand des Diviseurs Communs a deux nombres est appelé, en
abrégé, leur PGCD.

On le trouve facilement & partir de la décomposition de a et b en produit de facteurs
premiers.
A. 10 L’algorithme d’Euclide

Pour trouver le PGCD de deux nombres entiers a et b (@ > b). on peut
opérer ainsi :

1. Diviser a par b, reste r.
2. Remplacer a parb et b parr.
3. Recommencer 1 et 2. Le dernier reste non nul est le PGCD de a et b.

I MAIS OU CA NOUS SERT TOUT CA ?

Comme Monsieur Jourdain. vous utilisez I’arithmétique sans le savoir :

— Connaitre les carrés des premiers nombres entiers est bien utile pour travailler sur
les surfaces et les racines carrées.

— Reconnaitre les diviseurs d'un nombre sert pour découvrir un facteur commun dans
une expression a factoriser. ou pour arranger I'écriture d’une racine carrée.

— Trouver le PGCD du numérateur et du dénominateur est utile pour simplifier au
plus vite une fraction

— Trouver le PPCM de deux dénominateurs est utile pour trouver le meilleur déno-
minateur commun dans une addition ou une soustraction de fractions.

Et I'arithmétique est surtout une mine de problemes dont les énoncés sont a la fois
faciles a comprendre par tout le monde et difficiles & résoudre.
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En toute logique

En parcourant I’encyclopédie du Kangourou, vous vous étes
rendu compte qu’il y avait nombre de notions a connaitre pour
Jaire des mathématiques. Vous vous étes rendu compte aussi
que ces connaissances étaient logiquement organisées.

Nous faisons ici le point sur les régles qui permettent de mieux
comprendre cette organisation.

Logique : du grec logos, parole.

Ensemble : du latin in (dedans) et similis (semblable) ; dans un ensemble,
on essaie de grouper des choses qui se ressemblent !

Ensemble

Quand les mathématiciens
regroupent par la pensee tous les
objets qui font ou qui ont le méme
quelque chose, ils appellent ce
regroupement un ensemble et les
“objets” en sont les elements.

Phrases mathématiques

Un texte mathématique a des
specificités, tant sur le plan des
mots et des expressions que sur
celui de la syntaxe. Nous vous
aidons & les repérer pour mieux les
comprendre et les utiliser.

Lart de la deduction

Sintéresser a la vérite des phrases
énoncees, la prouver ou linfirmer,
cest le domaine de la
déemonstration. Voici quelques
régles pour bien s'en tirer.

Le loto gagnant

DANS LA VIE, il est assez utile de savoir raisonner. Prenons par exemple le loto
national. I'ai lu dans un journal les conseils suivants :

Si vous étes du jouez les numéros

@)

@ Taureau 67 2782298 34 %
Al
ﬂ Gomeaux 2077 3972380 @ Sagittaire

Capricorne
s

=
Je suis du Taureau. Elle est du Bélier.

Si elle gagne, le conseil qu'on m’avait donné était mauvais.

Si je gagne. le conseil quon lui avait donné était mauvais.

Et si nous ne gagnons ni I'un ni I'autre, ce n’était pas la peine d"acheter le journal...
Dans tous les cas. est-il raisonnable de suivre de tels conseils ?

Jjouez les numéros

12621793399 35932575 766
842692 87416
2785 9911573

76 1996 4 81 24 70 10 86 14 90 30

32951882 568 117113872989

9431831769 6 6512 72 28 88 36

Question subsidiaire : quelle est la probabilité de gagner le gros lot au loto ?

j suop azioiwnb ans 32upyd aun uoAALT
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Ensemble des
points situés a
une distance de E
inférieure ou égale & EF

(EF)

Ensemble des
triangles rectangles

.

Enser’nbfe des

triangles

Ensemble des
diviseurs de 30

Ensemble des
diviseurs de 24

4

iz

24

Ensemble des
diviseurs de 30 et de 24

Ensemble des
multiples de 3

Ensemble des
multiples de 2

Ensemble des
multiples de 2 ou de 3

| ENSEMBLES

Au collége, on rencontre principalement des ensembles de nombres (en algébre) et
des ensembles de points (en géométrie).

E. 1 Représentations des ensembles en “patates”

Certains ensembles ont une représentation dessinée naturelle : I'ensemble des points
d’une droite. I’ensemble des points d’un cercle.... Cependant pour représenter un
ensemble (de nombres. de triangles, d’animaux...), on utilise souvent une représen-
taion dessinée commode : on trace un contour fermé en convenant que tout ce qui est
écrit a I'intérieur du contour est élément de 1'ensemble et tout ce qui est & I'extérieur
ne I’est pas.

E. 2 Inclusion
Quand tous les éléments d’un ensemble A sont éléments d’un ensemble B,
on dit que A est inclus dans B (on écrit AC B).

EXEMPLES

Le segment [EF] est inclus dans la droite (EF).

I’ensemble des nombres entiers est inclus dans I’ensemble des nombres décimaux,
puisque tous les nombres entiers sont des nombres décimaux. On écrit N C [.

L'ensemble des triangles équilatéraux est inclus dans 1'ensemble des triangles iso-
celes qui est lui-méme inclus dans I’ensemble des triangles.

L’ensembles des étres humains est inclus dans I’ensemble des mammiféres.

E.3 Eléments d'un ensemble

NOTATION : La liste des éléments d'un ensemble est souvent notée en les écrivant entre
deux accolades, séparés les uns les autres par des virgules ou des points virgules.

EXEMPLE
I’ensemble des diviseurs de 30 est {1. 2. 3. 5, 6. 10, 15, 30}.

E.4 Le mot “et” et I'intersection

I.’ensemble des éléments communs & deux ensembles A et B s’appelle I’in-
tersection des deux ensembles A et B (on écrit A N B).

L'intersection de A et B est donc composée de tous les €léments qui appartiennent a
AetaB.

E.5 Le mot “ou” et la réunion

L’ensemble des éléments qui appartiennent a I'un ou ’autre des
ensembles A et B s’appelle la réunion des deux ensembles A et B (on écrit
A U B).

La réunion de A et B est donc composée de tous les éléments qui appartiennent a A
ouaB.

Mais attention, quand on dit appartenir a A “ou” & B. cela veut dire appartenir a2 A ou
4 B ou aux deux 2 la fois. Le “ou™ des mathématiciens est différent du “ou” exclusif
(I'un ou I’autre mais pas les deux) utilisé dans la vie courante.
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des objets 2+5
mathématiques X
une phrase o
mathématique 2+¥=5
un texte 2+x=5,
mathématique doncx=5-2
Vo
L3
8’y a un et un seul truc
qui cloche, ce sera déja
un morceau de chance
Propriété (I}

Si ABCD est un losange alors ses dia-
gonales sont perpendiculaires.
La réciprogue est fausse :

A

c

Propriété (Il

Si ABCD est un parallélogramme,
alors ses diagonales se coupent en
leur milieu.

La réciproque de (ll) est vraie : si les
diagonales d'un quadrilatére convexe
ABCD se coupent en leur milieu, alors
ABCD est un parallélogramme.

=
V4
% %
V4

§ PHRASES MATHEMATIQUES

Les phrases des mathématiciens sont un peu différentes de celles du langage courant.
Tous les mots, en particulier les petits mots, ont de I'importance . Et certaines formes
de phrases se retrouvent souvent dans les énoncés de définitions ou de propriétés.

E. 6 |l existe un élément de... qui...

En mathématiques, quand on dit “il existe un truc qui cloche™, c’est qu’on est sir
qu’il y a au moins un truc qui cloche. Mais attention. il peut y en avoir plusieurs.
Pour démontrer qu’une telle phrase est vraie. il suffit d’avoir trouvé un des trucs qui
clochent et de pouvoir le montrer.

Pour démontrer qu'une telle phrase est fausse, il faut prouver qu’aucun truc ne
cloche, ce qui est souvent plus difficile.

EXEMPLES

11 existe un élément n de N vérifiant n + n = n X n,
(en fait, il en existe exactement deux : O et 2).

II existe un élément n de N vérifiantn = n=nxn,
(en fait, il en existe un et un seul : 1).

E.7 Pour tout élément de...

Une propriété peut étre de la forme ““pour tous les éléments d’un certain ensemble, il
se passe tel phénoméne”.

Pour démontrer qu'une telle phrase est vraie, il faut prendre les éléments de 1'en-
semble un par un, s’il n'y en a pas trop, et pour chacun vérifier le phénomeéne. Si I'en-
semble est infini, il faut des arguments d’une autre nature.

Pour démonter qu’une telle phrase est fausse, il suffit de trouver un élément de 1'en-
semble pour lequel le phénoméne ne se produit pas.

EXEMPLES
Pour tout élément nde N, ona:n+0=n.
Pour tous réelsaetbde R,ona:axb=5bxa.

E.8 Les phrases de la forme “Si..., alors...

Les phrases de la forme “Si truc alors bidule™ ont une importance fondamentale en
mathématiques : elles permettent de déduire des résultats nouveaux dans un raison-
nement mathématique. Si cette phrase est vraie, alors chaque fois que truc est vrai
(soit qu'on 'a déja démontré. soit qu'on I’a posé en axiome au départ), on peut en
déduire que bidule est vrai.

E.9 La réciproque d'une phrase “Si..., alors...
On appelle phrase réciprogue de “Si truc. alors bidule” la phrase
*Si bidule alors truc”.

ATTENTION : une phrase et sa réciproque ne disent pas la méme chose. Ce n’est pas
parce qu’une phrase est vraie que sa réciproque I’est aussi.
Lorsque les phrases “si truc alors bidule” et *si bidule, alors truc™ sont
toutes deux vraies. on dit que truc et bidule sont équivalents.
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§ LUART DE LA DEDUCTION

Souvent un exercice de mathématiques consiste a démontrer un résultat. Démontrer,
cela signifie établir la vérité d"une certaine propriété a partir d’autres propriétés don-
nées dans I’énoncé et des propriétés démontrées précédemment. Les théorémes ou
énoncés en “si... alors...” du cours ont pour role de permettre d'affirmer la véracité
d’une phrase 2 partir de la véracité d’une autre.

E. 10 Hypothéses et conclusion

Dans tout exercice de mathématiques, il est demandé de démontrer une proposition.
Il faut commencer par repérer les données de 1'énoncé.

En mathématiques (contrairement a d’autres sciences oil ce mot a une autre signifi-
cation) on les appelle les hypothéses.

EXEMPLE : LES HYPOTHESES DONNEES

Soient deux cercles 7 et ¥ “ se coupant en A et B. Les points M et M * sont dia-
métralement opposés A A sur 7 et ¥ .

Les hypotheses de cette situation sont résumées dans la figure en marge.

Une fois que I’on sait d ot partir, il faut avoir les idées claires sur I’ objectif que I’on
veut atteindre, et bien savoir avant de commencer quelle est la conclusion cherchée.

C’est souvent facile dans les exercices scolaires, mais moins faciles dans les mathéma-
tiques en création, oll le chercheur fait une conjecture puis s’emploie 4 la démontrer.

EXEMPLE : LA CONCLUSION CHERCHEE

La conclusion oti I'on veut aboutir. pour la figure en marge. est que les points M.
B et M “ sont alignés.

Exempile schématigue de démonstration
Hypothéses : R*":f

Y | |
Conclusion: x=3
y=2

Les propriétés utilisées dans cette
démonstration sont :
(1) sia=betc=d, alors

a+c=b+d
(2)sia=Dbetc=d, alors
a-c=b-d

(3)siax=betax0, a!orsx=%.

E. 11 Chercher une démonstration

Il n’y a pas de méthode unique pour chercher une démonstration. Il faut bien avoir en
téte les résultats du cours qui permettent de déduire de nouvelles propriétés a partir
des hypothéses. On peut aussi, a partir de la conclusion, chercher quels sont les
moyens dont on dispose pour la démontrer. Bref. on cherche un peu par les deux
bouts jusqu’a ce que les choses se rejoignent.

EXEMPLE : LA RECHERCHE
Pour montrer que les trois points sont alignés. on utilise souvent les propriétés des
droites paralléles ou perpendiculaires.
Dans la figure considérée. peut-on trouver de telles droites ?
Dés qu’il y a un cercle. il y a des angles droits qui interceptent des diamétres. Voila
I'idée ! Les triangles ABM et ABM ” sont rectangles. ..

E. 12 Reédiger une démonstration

Quelle que soit la maniére dont on a trouvé la démonstration, il faut la rédiger dans
le bon sens, c’est-a-dire en partant des hypothéses et en arrivant 4 la conclusion,
Chaque chainon de la déduction doit étre justifié par un résultat du cours. Petit & petit.
la rédaction va s’alléger des chainons devenus trop simples. mais au début. il ne faut
pas hésiter a étre trop complet.

EXEMPLE : LA REDACTION D'UNE DEMONSTRATION
Puisque [AM] est diamétre de ¥ . ABM est un triangle rectangle et (AB) L (BM).
Puisque [AM 7] est diametre de ¥~ . ABM ” est un triangle rectangle et (AB) L (BM ).
Or. par B. il ne passe qu'une perpendiculaire & (AB) : les droites (BM) et (BM ) sont
confondues. et les points B. M et M “ sont donc alignés.
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Solutions des exercices

THEME 1

® Base huit

Une “clé” est un nombre de 4 chiffres écrit
en base huit. Et il y a 8* = 4096 tels
nombres (en comptant la clé 0000).

® [ ¢ lion est mort ce soir

Un anti-anti-lion. ou un anti-anti-anti-anti-
lion. ¢’estun lion. 235+ 120+ 120=475 lions.
® Recherche de décimales

1
= 0.000 142 857 142 857...
7 000

lade. (4 +6)°, (4 +6996) = 7000° déci-
male estun 1.

La division de 1 par 7 montre que:

%: Di142 857+ 2000 001

don 000000 _ g5 %

et 1 000000 = 142857 x7 + 1.

D'ou 142 857 x 7 =999 999,

Les autres résultats en découlent.

® Portions de carrés

A= -;— B % (tracer une diagonale du
carré pour s en convaincre). C = % D= %

® Découpage de carrés

Coté = V2.

® L’habit ne fait pas le moine
V1024 =l 32,

2 -———=\2-(V2+1)=-1.
¥ V2-1 )
102 1001

17 IR

® Des pieds a la téte
G+a)5+b)=25+5a+5b+ab
=10a+Db)+(5—-a)5-b)

THEME 2

® [ ¢s surprises des nombres

111 111 111/9 = 12 345 679 (sans le 8)

1234567900987654321.

Le ? est un 5 (et non pas un 4).

533)( 938 _ 1033_

® Choix d’un menu

Ilya3x4x2x3=72repas possibles.
4

® Un neeud pour matheux | "

® Addition possible ?

La disposition des nombres & addition-
ner n’aide en rien le calcul.

® La tornade opératoire

En numérotant les 16 lignes: 1. 10. 8. 5.

13,14, 7,4, 2,12, 16, 9, 6, 3. 11. 15.

® Elibéd ?

(3000 +2x350+6x3)x100+30=
371830 = DEBILE.

® Somme constante

Premiére question facile: on place le
z€ro au centre et deux nombres opposés
sur le méme diamétre.

Deuxiéme question : & partir de la solu-
tion de la premiére. on ajoute 2 & chaque
nombre placé.

® Nombres croisés

ou -1
1

® A calculer
5

Résultat —.
8

® Approximations

V40=~6.3: 1700 ~26.4; V70 ~8.3.

® Rectangle

Le rectangle est carré :

VI25 - V5=5V5-V5=4\5,
V245 - Va5 = TV5-3V5 =4 V5.

L aire du carré est 80 = (4 \'5 )°.

® Ecrire en puissances de dix

107 x 10%x 10 = 10 '* sabords.

® La légende de Séta

Sachant que 2'%= 10", on en déduit que
260=(10%)6= 108,

263 vaut 2% x 260, soit environ 8 x 105,
soit prés d'une dizaine de milliards de
milliards.

THEME 3

® Voici la liste des fruits, de haut en bas
abe.ab+c.ab—c.a+ be.a+ b+ c.
at+b-ca-bec,a-b+c,a-b-c.

' ® Fais-moi signe

Signe — devant d et devant f.

® Troublante affaire

AB?2+ AC” n'est pas égal 2 (AB + AC)",
® Un gros produit

n=23689.

m-2)n+2)=n2-4

(n— 100)(n + 100) = n* - 10 000

(n— 3 000)(n + 3 000) = n 2 — 9 000 000.
Les 3 résultats sont donc 13 608 717 ;
13 598 721 : 4 608 721.

® |02 x98 =10000—-4=9996.

x4+ Dx—-D=x>=1.

v+ l=(x+ 1)1y

® (a+b+c)(x+v)=av+bx+ox+av+by+oy.
6 termes.

® Dréle de champs

Les deux champs ont pour aire 36 x>.

® Les nombres figurés

_nn+l)

==

® Additions malicieuses
Cex solutions ne sont pas les seules..

ROUE=4653 VELO=9306

MEGA=4190 GIGA=9590 EXTRA=13780
FAN=943 CLUB=6205 STAR=7148
PERE=4030 MERE=2030 BEBE=6060
MOI=836 TOI=536 NOUS=1372
HUIT=8253 SEIZE=16506

NUIT=8531 LIT=731 REVE=9262
DEUX=1329 NEUF=6324 ONZE=7653
SIX=927 CINQ=5213 ONZE=6140
ALEA=6746 JACTA=86916 EST=40I
CESAR = 94063

OEIL=1043 YEUX=2086

UN=35 SIX=210

HOMME=35771 FEMME=61771
AMOUR=97542

MANGER=536140 MANGER=536140
GROSSIR=1072280

UN=34 PEU=823 FOU=193 FADA=1050

l+2+...+n

THEME 4 5

® César:—-2(IV). 1 {W).I(V)et 1.2 (TII).
® Circuit
x=9.y=3.z=2t=4etu=-3.

® La poursuite infernale

t=2160s =36 min.

@y =2y soitx(r—2)=0:xestOou2.
®(v+2)"=(2x+1)2:vest .

® Vexé

(x+1)>=x*+15 ou
(x+1)2—x2=x+1=15x=7.

® Rectangle

En développant (x+2)> — (x + 1)2 — x2,
on trouve x> — 2x — 3 : en développant
(x+ 1)(x— 3) aussi.

L"équation a pour solution — 1 (qui est &
rejeter pour une distance) et 3. Les cbtés
du triangle sont 5. 4 et 3.

® Systemes

Sans so ut}ion: (IV): infinité de solu-
tons: (I (0:0) solution de (II) et de
(V): (0:3) est solution de (III).

® Des pattes, des pattes
r=12etk=15.



® La balance

b=15kg. d=125kg. f=20kg.

® En famille

J'ai 12 ans.

® Moyenne

La vitesse moyenne est 24 km/h.

® Deux verres ca va
p=004=4clfetv=12cf.

® Aires égales
Lx21=10,5%(30-L),douL=10.
® Une logigue implacable

Le Pére Noél a divisé par x — v — z qui
vaut zéro.

La déduction : “si x2 + x + 1 = 0 alors
3 =0 est juste”. La conclusion 2 tirer est
gu’il n’existe aucun nombre réel véri-
fiantx2+x+1=0.

®A+X=8B

Célérifere 1790, Villers-Cotterets 1539,
Olybrius 472, Jeux Olympiques 676 av.J.-C.

® Message secret
BRAVO C’ETAIT DIFFICILE.

THEME 5

® La lumiére du Soleil

150 x 10° km en 500 s, soit 300000 km
en | seconde.

® Hurrah!

s de seconde.

® Gruyere

La premiere proposition traduit une pro-
portionnalité, la seconde une soustraction.
Les deux opérations ne sont pas réci-
proques.

® Record de U'Atlantique

4 800 km en 252 h soit 19 km/h environ,
ce qui fait un peu plus de 10 nceuds.

® Poules

4 poules pondent 2 ceufs en 4 jours.

® Des hauts et des bas

Hausse puis baisse : X 0,9 puis x 1.1 donc
% 0,99, soit une baisse de 1 %.

Baisse puis hausse: x 1.1 puis x 0.9, c’esl
pareil.

® Jeux de lvie

Cases 1,2,3: Julien et André sont au
méme prix.

Case4: 125 F

Case 5: 0,8 X 0,9=0,72. laremise est de
28 %, les vendredis 13.

= = . b
Premiére pesée ax = b, soit x=—,
a

. ) . a
Deuxiéme pesée : by = a, soit y = —,

a*+b?
ab

a

Doncx+y=£+—= qui ne
a b

vaut 2 que sia = b.

Le marchand y perd car x+y > 2. quelles
que soient les longueurs a et b. En effet,
a’+b?>2ab, puisque a’*+b?-2ab=
(a—b)? est toujours positif.

THEME 6

® Le chemin de la bibliothéque

|11 y a 2 chemins possibles: 8,15 ; 8,2 ;
9.01:9.10;9.11;92:9.81:12:0u8.15;

|8,2;9,01;9,10:;9,11;11,10;11.5;12.

| Et on ne peut pas tourner en rond.

| @ Mise en sac

Entre 5 kg et 5.35 kg.

® L e poids des mots

Entre 2.4 kg et 2,8 kg.

® Ordre et soustraction

a—d < b — c. mais rien ne peut étre dit
sura—cetb—d.

® En vélo

Entre 3het4h.

® Encaissement

Entre 500 et 1 000 caisses.

® Quotidien

22 x 0.36 x 0.28 x 200 000

X 365 x40 m2=6 475 km2.

C’est & peu pres un département francais.

' ® Arrondi de troncature

| Entre 1,595 m et 1.694 m.

' ® Un exercice tres difficile

! En séparant I’étude parx < l etx = I, on

: trouve x = 3.

| ® Projet de réforme
Les années 4000, 8000, 12000... ne
devraient pas €étre bissextiles. Ni méme
200004. 400004, 600004...

|

' THEME 7

| ® Tempéte a Météo-Flash

I 1. Afrique tropicale 2. France 3. Russie
4. Plateaux andins.
® Fonctions ?

‘ Sont des fonctions : a), ¢), f).

' ® Escargot

| Vitesse : 8 m/h.

,® La course folle
B n’a pas zigzagué mais s’est arrété deux
fois (crevaisons ?) et a été le plus régulier
en roulant; c’est lui qui a gagné. C a fait
la course en sens inverse et D était sire-
ment un extraterrestre : dans un temps nul,
il arrive & parcourir une certaine distance.

THEME 8
| ® La cryptographie
'Les mathématiques sont le langage de
I"univers.
La roche tarpéienne est pres du capitole !
® Exercice de statistiques
Le calcul fait représente I'ige moyen des
100 éleves étudiés. Nous n’avons aucune
interprétation possible en termes de cou-
leur de cheveux.
. ® Notes au fil du temps
' 81 on n’a pas les conventions habituelles
de sens sur les axes, il faut réviser ses
modes d’interprétation habituels.
® Pourcentages a vue d’il
| Unité pour I'union : environ 20°, soit a
‘peu pres 10 %.
| Extréme Centre : environ 120°, soit 66%.
Union pour I'unité : environ 40°, soit &
peu pres 20%.
® L’aire de rien !
| Pour les angles:
29 76 255
360 = 8%. 360 = 21%. 360 =T71%.
Pour les couronnes circulaires:
aire jaune = 0.36m
aire rose = (1.1>-0.65)t=0.851
aire verte = (2°~1,1)nt =279

| 70,8 21,2 8
——=254;,--=249; =222
54 0.85 24,9 0.36 2.2

2,79
Les aires sont presque proportionnelles
'aux fréquences statistiques.
|® La bonne pointure
La moyenne des pointures n’est pas I'in-
dicateur qu’il faut a M. Chausson. Il
vaudrait mieux qu’il connaisse le mode
(la pointure la plus vendue).
® e Nabab Heloued
Si fest la fortune du Nabab et de sa femme,
on a, en utilisant les données sur sur les
8 000x 10000 + f _

10 002 =

moyennes,

Case 6: 1,18. Les prix augmentent d'un @ Vitesse de la marcheuse : 4,32 km/h. /Dot f= 20 020 000 roupies.

lundi & I"autre. de 6.3 %

Case 7: non, I % de moins.

Case 8: a et b sont les longueurs des 2
bras de la balance.

. Quant a I’ours. il dort (vitesse 0), et le En utilisant les données sur les médianes,
TGV parcourt tant de metres en 20 onconclut qu'il y a un sujet et un seul qui
secondes que la représentation graphique posséde entre 5 000 et 6 000 roupies.
de son mouvement est quasi-verticale.



THEME 9

® Pair-impair

a) Les droites de méme parité sont paral-
leles entre elles; les droite de parité dif-
férentes sont perpendiculaires entre elles.
b) C’est le contraire.

® Vitrier

2 directions, 3 directions, 2 directions,
4 directions, 3 directions, 3 directions; ce'
qui donne les prix suivants, dans I'ordre :
10000 F, 15000 F, 10000 F, 20000 F,|
15000 F et 15000 E.

® Dessiner avec des perpendiculaires
Ilustration du théoréme: “Si AMB est
rectangle en M, M appartient au cercle de
diametre [AB]". f
® Les trois menteurs

Soit A, B et C les maisons d’ Arthur, Benoit |
et Claude. Une et une seule des affirma-
tions de Benoit est vraie: BC=3 ou
BC=AB. Donc AB#3. Et Arthur dit vrai
quand il dit AB=2. BC vaut donc 2 ou 3,
et avec les affirmations de Claude on est
alors siir que AC=5. BC=2 est & éliminer
(ne satisfait pas I'inégalité triangulaire).
Donc AB=2;BC=3;AC=5.

® Pompéi

La premiére éruption n’atteint pas la
route, la deuxiéme tout juste (tangente) et
la troisiéme 1’a coupée.

® Football

On doit se placer sur les 3 médiatrices du
triangle formé (elles sont concourantes: |
voir Théme 11).

THEME 10
® Téléviseur
BC = V2602,12 = 51 cm.

® Echelle
h=V24 ~49m. ,
lLepui;s
IR S |
151 ,d'olp=1.8m.
» Théoréme de Thalés
“igure A :
)2—"——. donc;:%. %:— doncxz,—g-,'
Jigure B , g
y_2 B BB 32 |
4—3,doncy—3. y-3,donc.x— 9..
» 64 =65 |
on n’apasﬁci:EQ(iet—s—).
DG DC '8 13

. . FG 5

.a figure serail correcte si 3 -5

oit FG ~ 3,077. i
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® L’aile du jet ® Polygones réguliers
Pour n = 3, angle = 60°.
Pour n = 4, angle = 90°.
Pour n = 5, angle = 108°.
Pour n = 6, angle = 120°.
Pour n =17, angle =~ 128°.
Pour n = 8, angle = 135°.

® Les pavages de Platon
p x 180 x ":2 = 360.
I
Caleul dex: 2H1% = X donc x=2,5 m. | Soit p(n—2) = 2n, soit pn=2n +2p
¥ ; 5l ¥ 5 |dou 11,1 (en divisant par 2np).
Ety: : = on——=—— 2 p n
T (10+x)-3 10+x 95 125

n = 3 il faut un polygone.
et y=38m. ‘ i i
® Tripler Sln>4clp>4,;+—<5_

n
Si OA”=30A, OB "=30B. OC"=30C, o1 les seules possibilités :

voulue.

v ® La jungle des triangles
®AS5Scm Rouge : triangle rectangle.

Réponse oui pour le triangle (il y a pro- Bjey et vert : triangle isocele.
portionnalité entre les mesures des cOt€s Ep E : triangle équilatéral.

du petit et du grand triangle). Non pour le Ep | - triangle rectangle isocéle.

{Les limites de la forét : la frontiére du
quadrilatére colorié.

Deux points correspondent au fameux tri-
angle quelconque (longitude: 75°, lati-
1tude: 45° ou 60°).

I
[-10
® Rapport d’aires ‘
OBCD est un agrandissement de AIOJ &
I’échelle 2 puisque DC = 2AI. Son aire
est égale a 4 fois I'aire de AIOJ.

rectangle : e # % en général.

THEME 12

® Chercher Pastuce

En tracant la paralléle 4 [Ax) passant par
l le sommet de I"angle cherché, on partage

o en deux angles, I’'un de 37° et I’autre

THEME 11

® Angles égaux

Ce sont des angles alternes-intermes ou
correspondants déterminés par des droites
pﬁfa.“éles (gl'ﬁCE a 1'énoncé “‘6) de 180—123=57° D’ol ¢ = 94°.

@ Maison . ' |® Paralléles

Il faut la placer sur I'intersection des d, //d,. D, n’est pas paralltle & D,. x=80°.
trois bissectrices du triangle. ® Ang_;les & calculer N

e IS g =TS

American Association: triangles et tra- , _ gpe_y = 60°. 7= 30°.

pezes isocgles. Aluminium Company: ¢ jo¢ audaces de XY

losanges et triangles isoceles. Mitsu- | oc anoles adjacents d’un parallélogramme
bishi: losanges et triangles équilatéraux. | 0 stp}émentaires. Leurs snoitiés sont
Jack Beck : triangles isocéles rectangles. | donc complémentaires. Le triangle formé

Ministére du logement: triangles équila- ' ;ar jeyrs bissectrices est donc rectangle.
téraux.

XY araison.
® Hexagones ® Rebondissements
Vingt. ‘xety sont des angles inscrits interceptant
® To Dong 2 arcs de cercles dont les angles au centre

sont égaux (opposés par le sommet).

® Bissectrices

AEC = 45° (angle inscrit interceptant un
quart de cercle). (EC) est donc la bissec-
trice cherchée. De méme pour (EB).

® Angle o0=5.7".

® Dénivellation h = 17,6 m.




180

AC =45 x tan 75°=167.9 m < 200 m. | B’ est 2 I'intersection de (MA’) et (AN).

® Paradis
® Tour de Pise
55
= =481 m.
tan 85°
® Tangent

h = x tan60° = (x+2000) tan 30°. D oli:
AER0 5 o 2000 5= 1000

\V3x -

h=1000\3. h<1800m.

Le pic est au-dessous de 3800 métres.

® Equarrir

Le volume perdu est proportionnel a I"aire

de la section.

Aire perdue = g -

i

1

= 2
; 5 0.28.
(10% de —4} = 0.08 : il a tort.

® Triangle équilatéral
\3
2
® Pente
45 % donne un angle de 24° environ,
45° donne une pente de 100%.

THEME 13

® Un bon patron

D et peut-étre A (solide plat).

® Cubes

Le dessin 4 ne représente pas un cube.

THEME 14

® Cocottes

Une symétrie centrale transforme € en %€”.
Une translation transforme € en € ;.

® [ ettres

Dans une symétrie centrale, les lettres ne
changent pas de forme. Dans une symé-
trie orthogonale, A, E et X gardent la
méme forme.

® Horreurs 1 2
Voici. ci-contre et 3 y
schématiquement. les / 4| 5
horreurs de I'exercice. -

2 est image de 1 dans une
symétrie orthogonale. De méme que 4.
3 est image de 1 dans une rotation.

5 est image de 1 dans une translation.
6 est image de 1 dans une rotation.

® A la régle

(AB) coupe D en M. B’ est sur (MA”).

(BA’) coupe D en N. B’ est sur (AN).

® La téte qui tourne

Soit A et A” les deux yeux droits. O et O
les deux yeux gauches. Le centre Q de
rotation est a I"intersection des médiatrices
de [AA’] et de [OO]. L"angle est AQA',
® Hexagone régulier

Deux triangles équilatéraux se correspon-
dent par une symétrie orthogonale, par une
rotation de centre O et pour certains aussi
| par une translation.

| ® Exercice basique

Symétrie centrale: elle a pour centre le
point d'intersection de d, et d.,.
Symétrie orthogonale : une par rapport a
chacune des deux bissectrices.
Rotation : deux rotations en général.
Translation : non.

® Marché aux puces

A:21F B:41F C:I10F
D221 F EL1 B F:0F

| Une puce ronde n’a pas de prix!

,

' THEME 15

® Avis de recherche
| 2 représentants : exemple DC.
' 3 représentants : exemple AC.
|6 représentants : exemple AB.
| ® SNCF

Quatre égalités vectorielles traduisent les
 huit noms d’un méme parallélogramme.
' ® Le mot caché

Le mot est “OK".
| ® Graduation
| Les points marqués de B a A ont pour abs-
| cisses 6. 4. 2. 0 et —2. L origine est donc

le point marqué a gauche de A et I'unité
[ est le huitieme de AB.
| ® Trouver le repere
(D.C.Dou(B.C.A)p.162.(B.C,A) p.163.
. 0n?
| Tous les points sont sur le cercle de
centre I’origine et de rayon 5.
® Le carré chinois
AB(4:3): BC(3:-4): CD(-4:;-3):
DA(-3:4). AB=BC=CD=DA=5.
® Six droites
Equation 1: droite d;. Equation 2: droite d,.
Equation 3: droite d,. Equation 4: droite ds.
' Equation 5: aucune droite.

Equation 6: droite d;.

Equation de d , non donnée.

® Sur le cercle

a) Pentes: 1. —1, V3. —V3.

b) Pentes: —\3, 0. V3. —-V3. 0. V3.
¢) Le produit des pentes vaut —1 (L) ou
les pentes sont égales (//).

® Jeux de pistes

1. 3, 6. 10. 15. 21, 28, 36. 45. 55.

Pour parcourir 100 carreaux en ligne
droite. il faut au minimum 14 coups.

| Apreés un déplacement de 6 carreaux d'un

coup. on peut freiner en 15 carreaux.

® Pentes a gogo

La progression des angles n’est évidem-
ment pas réguliére.

Les équations des droites passant par B sont

¥ =%x+ 10—n. pourn=0.1.2. ... 10.

Deux droites passant par A et deux droites
passant par B (de mémes n) forment des

parallélogrammes.
|

THEME 16

® Sauts de puces

Les deux trajectoires sont de méme longueur.
® Puits

La ligne de partage est la droite passant
par le puits et le centre du rectangle. Les
deux parties ainsi obtenues sont d’aires
égales pour cause de symétrie centrale.
® La part du géteau

90 g.

® Par Pythagore dans le triangle rectangle
AMO. avec M milieu de [AB] et O centre
des cercles, la différence des carrés des
rayons vaut 100. Aire = 314 cm°.

® Lunules

Soit a. b et ¢ les mesures des cotés du
triangle rectangle. ¢ étant I"hypoténuse.
L aire totale A de la figure est :

na® wh? : .
P + "8 + airedutriangle.

L aire des lunules est :

2
A- ﬂTc = airedutriangle + %(ﬂz-l-bl—cl)

c’est donc I'aire du triangle.

® Pluie

Surface de base du cylindre: 817
Surface de base du prisme: 35 (I'eau y
montera le plus haut).

Surface de base du parallélépipede : 200.
® Plouf

36mx1 =3'n:r3. Dot r=3 cm.

/@ Si le cube mesure 1, la sphére mesure
' 3
in(l) = 05236, Plus & lwmoitié}

3\2
® Calcul d’aires
CLDB.CE
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Symboles & formules

Objets geométriques

(MN) la droite passant par les points M et N.

[AB] le segment d’extrémités A et B.

[0A) la demi-droite d’origine O passant par A.

EF la distance entre les points E et F.

o le vecteur IJ.

AOB I"angle de sommet O et de cbiés [OA) et [OB).

Notations usuelles

®f:E—F  festune fonction. E est son ensemble de
départ, et F est son ensemble d’arrivée.
>y L'image de x est y.
f@)=x» L’image de x par la fonction fest y.

® Dans un repére (O. L J) :
M(x. v) M a pour coordonnées (x ; y).

Formules d’aire : polygones

a

Carié : A=a-

X

¥ Rectangle : A = xy
e
Al Triangle :A="r):h

X =

b

f h j
B Trapéze:A:————-{B +f)Xh

B s

h
E Parallelogramme : A=xx h.

X

Longueurs utiles

Diagonale du carré : a V2

Diagonale du cube : a V3

&a
a
a
g .
2 . - aV3
Hauteur du triangle équilatéral : e

Verbes mathématiques

est égal a

est strictement inférieur a
est strictement supérieur a
est inférieur ou égal a

est supérieur ou égal a
n’est pas égal a

est parallele &

est perpendiculaire &

est élément de

n’est pas €lément de

B ESH YAV AN

Objets ronds

Longueur du cercle : 2nr=md
Aire du disque : 7 r?

Volume du cyclindre : 77 r>h

h

mrh

Volume du cone :

Aire de la sphére : 47 r?

Volume de la boule : % mri.

Formules de volumes : polyédres
a_~ Cube : V=43

Pavé : V = xyz

X
h ’ Prisme : V = aire de la base x h

aire de la base x h
3

Pyramide : V' =
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D Division (algorithme) 2] M R
I N Ex Dix (puissance) 26 Meédiane (nombre) 84 Racine carrée 1
Droit 130 Médiane (droite) 119 Racine carrée (calcul} 25
A Droite 89 Mediatrice 93 Radian 130
Abscisse 162 E Milieu 9 Rationnel 9
Addition 18 Echelle 56 Mise en équation 47 Réciproque 185
Affine 75 Effectif 81 Mode 84 Rectangle 123
Agrandissement 107 Egalité 35 Moyenne 84 Rectangle imriangle! 122
Aigu 130 Egalité (propriétés) 42 Multiple 180 Reduction 107
Aire 170 Elément 184 Multiplication 18 Réel 1]
Algébrique (somme) 23 Ensemble 184 Muluplication (algorithme) 28 Relatif 7
Angle 130 Equation 42 N Remarquables (produits} 33
Antécédent 72 Equation (de droite) 164 Naturel 61 Repére 162
Approximation 67 Equidistance 93 Neuf fiable de) 14 Reste 19
Arithmérique 179 Equilatéral 118 Nombre 12 Réunion 184
Arrondi 66 ERATHOSTENE 176,181 0 Rotation 151
Axe (de symétrie) 155 Espace 139 Obtus 130 $
B EucLipe 89 Opération 17 Second degré 44
Base dix 6 Excés (par) 67 Opposé 7 Si... alors... 185
Binaire 6 F Ordre 63 Signes fregles des) 23
Bissectrice 94 Factoriser 37 Ordre de grandeur 66 Sinus 134
[~ Fausse supposition 55 Orthocentre 120 Solution 42
Calcul 5 Fonction 72 P Soustraction 18
Calculatrice (usage) 22 Fraction 9 Paralléle 88 Sphere 143
Calendrier 69 Fraction (calcul) 24 Parallélipipede 140 Statistiques 79
Carré 123 Fréquence 81 Parallélogramme 123 STEVIN 8
Centre de gravité 19 G Parenthéses 32 Substitution 35
Centre de symétrie 155 Géométrie 87 Patron 140 Substitution (résolution par) 46
Cercle 91 Génératrice 144 Pavé droit 140 Symétrie 150
Classe 81 Graduée (draite) 162 Pente 165 Systeme d'équations 45
Coefficient (de proporionnalité} 56 Graphique 73 Périmétre 170 T
Combinaison irésolution par) 46 Perpendiculaire 88 Table (de muliplication} 15
Comparer 64 Hauteur 120 Perspective 142 Tableau (de proportionnalitc) 55
Construction 95 HILBERT 147 PGCD 182 Tangente 92
Coordonnées 162 Histogramme 83 Pi i1 Tangente (mgonométrie) 134
Conclusion 186 Hypoténuse 118 PraTON 146 Taux 56
Céne 143 Hypothése 186 Polygone (régulier) 124 Tétragdre 141
Cosinus 134 | Polyédre 140 THALES 101
Cube 140 Image 72 Pourcentage 58 Transformation 149
Cumulé 82 Inclusion 184 PPCM 182 Translation 151
Cylindre 143 Inéquation 68 Premier (nombre! 180 Trapéze 123
D Inscrit {angle) 132 Premier degré 43 Treillis (de diviseurs) 179
Décimal 8 Intersection 184 Priorité {convention) 32.34 Triangle 118
Défaut {par) 67 Inverse 24 Prisme 140 Triangulaire (inégalité) Ly |
Démonstration 186 Isocele 118 Projection 156 Trigonométrie 134
Développer 36 Isométrie 149 Proportion 57 Trois (regle de} 53
Diagonale 144 L Proportionnalité 53 Troncature 66
Diagramme 83 LAPLACE 10 Puissance 26 v
Disque 92 | Letes 34 | Pyramide 141 | Vecteur 160
Distance 9 Linéaire 74 PYTHAGORE 101 Vitesse (moyenne) 56
Distributivité 33 Littéral 31 Q Volume 172
Diviseur 180 Longueur 170 Quadrilatére 124
Division 19 Losange 123 Quotient 19

CORRECTION DES TESTS : BONNES REPONSES

Chacun de ces tests équivaut & 50 questions; et ce ne sont pas 50 petites questions & réponses simples, genre “quizz”. Si vous y réussissez, c’est
que vous possédez vraiment les savoirs du chapitre correspondant.

Test .1AD.2ACD.3C4ACESCD.6 ABD.7ABD.8 ACD.9CDE0D.
Test2.1ACE2AC3IBEJESADE6AC7BDEBCESICIOC
TestJ.1AE2D3D4CESAC6BDE7ESDIE10AB.

Testd.1 C.2BE3IACACDESACD.6 C.7BD.6 CE9BD.10D.

Test3.1 BDE2BDE3AD4ESBE6BE7DESD.9ACDE 10BCE.
Test6.1 DE2ACE3CE4AB5SA6DETABCE9ADE10BDE.
Test7.1BD.2CD.3DE4DSEGET B8ABDYABD.10A.
Test8.1ACE2CE3E4CE3SB.6D.7D.ECIDI0A.

Test9.1BDE2ABD.3AD4BCSBCEGETABCYD.10BD.
Test10.1AB.2CDE3CE4C5ACD6BETABBACD.9BEI0ABCDE
Test1.1ABD.2 CE3AB.4D.5AB.6 BCDE7 C.ADEJACETIACE
Test12.1ACE2AC3C4BESABDE6BCE 7 BESBCESBEI0D.
Test13.1 ACE2ABCD.3CD.4B5ABCD.6 BCETAES CEYABD.10 ABE.
Testl4.1A.2BDE3ABCE4ESBCEGBDETACEBAD9B.10A.
Test15.1 DE2DE3BDE4ACESC6BC7D.8DEYD.10D.
Test16.1BD.2C3B.4DE5ABDE6CDE7CBEIE10B.



Les mathématiques du colléege en 192 pages :
' tous les théoremes, les définitions et les propriétés a
~‘connaitre

des exemples intéressants, des exercices amusants, des tests
pertlnents

. des conseils de méthode et des savoir-faire astu(:leux.
Mals aussi :

des précisions sur la signification du vocabulalre
mathématique ’

des petites histoires de la grande histoire des mathématiques

des situations de la vie quotidienne éclairées par les
mathématiques (et réciproquement !)

- des pages “magazine’’ pleines de malice et d’esprit

“Kangourou” qui rendent les mathématiques vivantes,
ouvertes et passionnantes.

ISBN 2-87694-026-4

. H Les formats légers H La collection Maths pour Tous
® Les kangourous de Poincaré (48 p.) (Nouvelle édition)
©® Internet.prof (48 p.) .
® Le Kangourou au pays des contes (32 p.) IR R R, T
® Tome Il. Le monde des pavages, 64 p.
M Les références
® Encyclopédie du Kangourou des
mathématiques au coliége ® Tome IV. La magie du calcul, 64 p.
(Tout ce qu’il faut savoir au college, 192 p.)
® Exo-malices (quatriéme-troisiéme-seconde) ®Tome V.  Les maths & Ja plume, 64 p.
(200 exercices corrigés. Méthodes et conseils, | @ Tome VI. Jeux 8 découvertes mathématiques, 64 p.
160 p.)
® Maths en graphiques ® Tome VII. Pliages & mathématiques, 64 p.
P (analyse de I'image, images de F'analyse, 96 p.) | g Tome VIIL Apprivoiser I'infini, 96 p.
® Les mathématiques du COK
(pour les matheux du ]ycée, 256 p.) ® Tome IX. Lezoo mathématique, 96 P-

® Tome Ill. Pythagore & Thales, 64 p.




	000001
	000002
	000003
	000004
	000005
	000006
	000007
	000008
	000009
	000010
	000011
	000012
	000013
	000014
	000015
	000016
	000017
	000018
	000019
	000020
	000021
	000022
	000023
	000024
	000025
	000026
	000027
	000028
	000029
	000030
	000031
	000032
	000033
	000034
	000035
	000036
	000037
	000038
	000039
	000040
	000041
	000042
	000043
	000044
	000045
	000046
	000047
	000048
	000049
	000050
	000051
	000052
	000053
	000054
	000055
	000056
	000057
	000058
	000059
	000060
	000061
	000062
	000063
	000064
	000065
	000066
	000067
	000068
	000069
	000070
	000071
	000072
	000073
	000074
	000075
	000076
	000077
	000078
	000079
	000080
	000081
	000082
	000083
	000084
	000085
	000086
	000087
	000088
	000089
	000090
	000091
	000092
	000093
	000094
	000095
	000096
	000097
	000098
	000099
	000100
	000101
	000102
	000103
	000104
	000105
	000106
	000107
	000108
	000109
	000110
	000111
	000112
	000113
	000114
	000115
	000116
	000117
	000118
	000119
	000120
	000121
	000122
	000123
	000124
	000125
	000126
	000127
	000128
	000129
	000130
	000131
	000132
	000133
	000134
	000135
	000136
	000137
	000138
	000139
	000140
	000141
	000142
	000143
	000144
	000145
	000146
	000147
	000148
	000149
	000150
	000151
	000152
	000153
	000154
	000155
	000156
	000157
	000158
	000159
	000160
	000161
	000162
	000163
	000164
	000165
	000166
	000167
	000168
	000169
	000170
	000171
	000172
	000173
	000174
	000175
	000176
	000177
	000178
	000179
	000180
	000181
	000182
	000183
	000184
	000185
	000186
	000187
	000188
	000189
	000190
	000191
	000192
	000193
	000194

