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AVANT-PROPOS

Cet ouvrage développe les bases de la mécanique en s’appuyant sur I’ob-
servation et I’expérimentation. Les mathématiques sont considérées comme un
outil qui sera construit pour décrire et analyser les résultats expérimentaux. Ce
méme outil permettra d’établir les lois fondamentales, de prédire de nouveaux
phénomenes, de calculer I’évolution et les forces dans les systemes. C’est un
exposé didactique rédigé avec deux soucis constants : introduire la mécanique
comme base de la physique et relier le formalisme mathématique aux concepts
fondamentaux. Il s’adresse a des lecteurs ayant une formation de baccalau-
réat et couvre, en I’approfondissant, la matiére enseignée en premiére année
dans les écoles d’ingénieurs et les universités. Pour I’étudiant en physique, ce
livre constitue la charniére entre I’enseignement pré-universitaire et les cours
de mécanique avancée : on utilise les lois de Newton pour effectuer une ana-
lyse qualitative des orbites dans I’espace de phase, mais on n’expose pas les
théorémes généraux concernant les systemes intégrables ou la théorie des per-
turbations.

Un premier but de 'ouvrage est de réaliser une synthése entre les deux
approches possibles de I’enseignement de la mécanique, 1’approche expéri-
mentale qui a I’avantage de mettre en évidence la démarche conduisant de
I’observation aux lois, mais qui est souvent trop élémentaire du point de vue
mathématique pour permettre la résolution de problémes concrets, et I’ap-
proche abstraite qui présente la mécanique de fagon déductive, avec toute la
rigueur des mathématiques, en partant d’axiomes et de définitions, mais qui
n’accorde que peu d’importance 4 la discussion des concepts physiques. On
se propose de faire découvrir les lois de la mécanique et les superlois de la
physique par I’observation des phénoménes naturels, puis d’utiliser les ma-
thématiques pour déduire les conséquences logiques de ces lois. Ceci nous
amenera par exemple a étudier le mouvement central dans le cadre de la ci-
nématique, pour arriver ainsi a la loi de la gravitation et mettre en évidence
I’existence de constantes du mouvement qui conduisent aux lois de conserva-
tion.

Un deuxiéme but est de faire ressortir le fait que la physique est basée sur un
certain nombre de choix arbitraires : choix des unités, du référentiel, des va-
riables. L’invariance des prédictions théoriques par rapport a ces choix, aussi
appelé principe d’objectivité, permet de développer des méthodes d’investi-
gation trés puissantes, par exemple I’utilisation de modeles réduits, pour les
études théoriques et expérimentales des systemes complexes.

Objectifs
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Importance des lois
de Kepler

Principe
d’objectivité
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Systémes physiques
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D’ autre part, on considere que la mécanique est I’étude des systémes réels et
que le point matériel n’est qu’un modele préliminaire. Cela signifie que nous
n’avons pas adopté la démarche traditionnelle qui consiste a diviser la mé-
canique en deux parties, la mécanique du point, suivie de la mécanique des
systemes. Au contraire, & chaque étape — description de la position, cinéma-
tique, équations du mouvement, lois de conservation — le point matériel sert
d’introduction pour aborder le cas général des systemes matériels et le cas par-
ticulier des solides.

Finalement, nous avons particulierement insisté sur les concepts de base,
leur contenu physique et leur interprétation.

Dans la plupart des universités, la mécanique occupe le premier volet du
cycle d’enseignement de la physique générale. Ceci nous a incité a présenter,
en premiére partie, une esquisse du cadre général de la physique, la place de
la mécanique, I’évolution des concepts de base, de la physique classique a la
physique contemporaine, et une image de I’'univers, des quarks aux galaxies
(chap. 1-3). Cette introduction aborde des questions qui se retrouvent dans de
nombreux domaines de la physique. Elle a pour objectif d’éveiller la curiosité
et de stimuler la réflexion. Certains paragraphes, plus abstraits, ne doivent pas
décourager le lecteur, mais Iinciter a réfléchir et a revenir sur certains points
soulevés tout au long de ses études.

Les chapitres 4 a 9 sont consacrés a la cinématique, a laquelle nous avons
redonné une grande importance. En effet, par la description de la balistique
(Galilée) et du mouvement des planetes (lois de Kepler), nous voulons insister
sur I'importance de la cinématique comme base expérimentale de la dyna-
mique.

Les chapitres 10 & 15 sont alors consacrés a la dynamique des systémes
matériels, ol la présentation tient compte, dans la mesure du possible, des
développements récents de la physique.

Les chapitres 16 4 20 sont consacrés a divers cas particuliers ou applications.

Le chapitre 21 est consacré & la relativité restreinte. Le chapitre 22, qui traite
de la mécanique analytique, ne doit pas étre considéré comme une annexe,
mais comme une présentation de 1’aboutissement de I’effort remarquable de
conceptualisation qui a eu lieu au cours des XVII®, XVIII® et XIX® siecle.
L’étudiant doit donc savoir, tres tot, que cet outil théorique est a sa disposition
pour résoudre des problemes de la mécanique.

Les premiers chapitres conduisent aux deux sommets de la mécanique,
les équations de la dynamique (sect: 11.1) et le théoreme de 1’énergie
(§ 13.6.1), a partir desquels on peut admirer la beauté, la simplicité
conceptuelle et la trés grande généralité de la mécanique.

Rappelons qu’historiquement le succés de la mécanique newtonienne fut
colossal et que ses applications se sont étendues bien au-dela de son do-
maine d’origine, la mécanique céleste. La physique étant « ’explication des
phénomenes observés », on peut dire que pendant deux siécles, ’explication
consistait & interpréter les phénomenes observés au moyen des équations de
Newton.
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CONVENTIONS

Le présent ouvrage est divisé en 22 chapitres repérés par un nombre arabe
(chap. 10). Chaque chapitre est divisé en sections, repérées par deux nombres
(sect. 10.2), et chaque sous-section est divisée en paragraphes, repérés par trois
nombres (§ 10.2.1).

Les figures et tableaux sont numérotés continiiment par chapitre et repérés
par deux nombres précédés de « Fig. » ou « Tableau ». Les équations sont nu-
mérotées par deux nombres entre parenthéses (10.12), dont le premier rapelle
le chapitre concerné.

Les définitions sont introduites en caractéres gras dans une trame de
couleur rose. Souvent ces termes se retrouvent dans la marge ou dans un
titre afin d’en faciliter la recherche.

Les résultats particulierement importants, ou utiles, et les théorémes sont
mis en évidence au moyen d’une trame grise. Une liste des principaux
symboles utilisés est donnée en annexe.
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CHAPITRE 1

BUTS ET METHODES DE LA PHYSIQUE

Avant d’aborder la mécanique, il nous semble intéressant de donner une
introduction générale a la physique. Cela nous permettra de situer la mécanique
classique dans le cadre de la description du monde qui nous entoure, et de
soulever un certain nombre de questions concernant la démarche du physicien.
C’est ce que nous allons faire dans les trois premiers chapitres.

Dans ce chapitre, nous analysons les buts et méthodes de la recherche scien-
tifique et nous essayons de répondre aux questions suivantes : quelle est la
distinction entre physique « classique » et « quantique », physique « générale »
et « statistique », physique « relativiste » et « non relativiste » ? Nous dicutons
brievement la notion d’espace spatio-temporel, espace dans lequel se déroulent
les phénomenes que la physique se propose d’expliquer ou de prédire. Fina-
lement, nous introduisons le sujet de cet ouvrage, la mécanique classique. Le
lecteur trouvera dans la bibliographie une liste de livres qui présentent un point
de vue complémentaire & celui que nous avons adopté.

1.1 BUT DE LA PHYSIQUE

Le but de la physique est parfois exprimé par la formule laconique « expliquer Phénoménes naturels
les phénomenes naturels », en ajoutant peut-étre, comme le fait Einstein [1], « y et phénomenes
compris ceux de la vie ». observés

Si cette définition exprime le veeu de certains physiciens jusqu’a la fin du
X1X° siecle, les développements de la physique au XX siécle ont montré qu’il
fallait revenir & une définition plus modeste : « expliquer les phénomenes
observés ».

Dans cette section, nous voulons développer la distinction entre phénomenes
« naturels » et « observés », puis ce qu’il faut entendre par « expliquer ».

1.1.1 Description classique

Jusqu’a la fin du X1X° siécle, la recherche scientifique est basée sur la des-
cription classique. C’est la description que nous adopterons, mais que nous
voulons expliciter et nuancer pour tenir compte des développements modernes
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Réalité indépendante
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homogénéité du
temps

Hypotheses
classiques

de la physique et pour faire ressortir les hypothéses & la base de cette descrip-
tion. Historiquement, ces hypotheses étaient généralement admises de fagon
implicite comme des vérités évidentes.

Cette description classique s’est élaborée au cours des siecles a partir de
I"observation répétée, consciente ou inconsciente, de phénoménes qui appa-
raissent avec une grande régularité, tels que le mouvement des corps célestes
ou la chute des objets a la surface de la terre. Ces régularités nous sont tellement
familiéres que nous avons acquis la certitude qu’elles se produiraient indépen-
damment de la présence de 1’ observateur qui les percoit : nous admettons, par
exemple, qu’une pierre qui tombe fera du bruit méme si personne n’est 14 pour
I’observer.

Nous avons ainsi été conduits & généraliser les affirmations que nous pou-
vons faire concernant les phénomeénes observés. Nous disons « la Lune tourne
autour de la Terre » au lieu de dire « on observe que 1a Lune tourne autour de
la Terre » ; de méme on a pris ’habitude de dire « la lumiére est une onde »,
au lieu de dire « dans certaines expériences, on observe des propriétés on-
dulatoires de la lumiere ». Cette maniere de nous exprimer signifie que nous
admettons qu’il existe une Réalité indépendante de 1’observation.

Pour rendre compte des régularités observées, nous supposons que cette
Réalité obéit a un ensemble de régles, appelées lois naturelles. Cette confiance
en I’existence de lois régissant I’évolution temporelle repose sur deux principes
fondamentaux : le déterminisme et 1’ homogénéité du temps. 1.e déterminisme
affirme que la Réalité, telle qu’elle existe a un instant donné, détermine univo-
quement I’évolution future et, dans certains cas, contient I’histoire d’un passé
pas trop lointain (§ 1.5.5). L’homogénéité du temps est le principe selon lequel
deux situations identiques, réalisées a des instants différents, doivent évoluer
de facon identique : en répétant les « mémes » expériences, sous les « mémes »
conditions, on doit obtenir les « mémes » résultats. Ces deux principes sont &
la base de la méthode scientifique.

La mission du physicien est de découvrir les lois fondamentales, a partir des-
quelles il sera possible de déduire I’ensemble des lois de la nature et d’obtenir
une description de la Réalité.

Pour énoncer ces lois, I’approche classique admet que tout systéme est
caractérisé par un ensemble de grandeurs ayant a tout instant une valeur
bien définie.

Le déterminisme s’exprime alors en disant que la valeur de ces grandeurs a
un instant donné détermine univoquement les valeurs a tout autre instant.

Notre conviction que la connaissance de la Réalité doit venir des résultats
expérimentaux et aboutir & ceux-ci signifie qu’il doit &tre possible d’obser-
ver, mesurer et comparer les valeurs des grandeurs au cours de I’évolution.
Par conséquent, I’ approche classique admet implicitement les hypotheses sui-
vantes :

o Il est possible de mesurer les grandeurs avec la précision que I’on désire,
c’est uniquement un probléme de technologie.
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o Il est possible de mesurer « simultanément » toutes les grandeurs ; ¢’est-a-
dire qu’il est possible de mesurer la grandeur B, immédiatement aprés avoir
mesuré la grandeur A, sans modifier la valeur de A.

o Il est possible de mesurer les grandeurs sans modifier les valeurs qu’elles
auraient en I’absence de toute observation.

Il découle de I’approche classique que les concepts et les lois fondamentales
ne sont pas des créations de 1’esprit humain, mais qu’ils sont logiquement
déduits, par abstraction, des faits expérimentaux. Les lois de la physique,
expressions des lois de la Nature, sont ainsi des lois exactes et immuables.

Les succés, aussi bien théoriques qu’expérimentaux, obtenus a la fin du
X1X¢ si¢cle, semblaient confirmer le bien-fondé de cette attitude et portaient a
penser que I’on avait effectivement trouvé I’ensemble des lois fondamentales :
on considérait que 1’univers était composé de « particules » et de « champs
électro-magnétiques » évoluant dans le vide. L’évolution des particules était
décrite par les lois de Newton, I’évolution des champs par les lois de Maxwell
et I’interaction entre les particules et les champs par la loi de Lorentz.

Remarquons pour terminer que la physique a connu plusieurs révolutions
au cours de son histoire avec les travaux de Galilée, Newton, puis Einstein.
Cependant, jusqu’a I’introduction de la physique quantique, aucune de ces
révolutions n’avait mis en doute le bien-fondé de la description classique.

1.1.2 Description moderne

L’ observation des phénomenes & des échelles de plus en plus petites et a des
températures de plus en plus basses a conduit a une révolution de la pensée qui
a remis en question les bases mémes de la description classique.

En effet, les expériences du XX° siecle ont montré qu’il fallait distinguer
entre observation et réalité. En particulier, I’observation des propriétés cor-
pusculaires de I’électron n’implique pas que I’électron est une particule, au
sens classique du terme ot particule signifie objet qui ressemble 4 une bille ; de
méme, 1’observation des propriétés ondulatoires de la lumiere n’implique pas
que la lumiére est une onde. En effet, dans d’autres expériences, il sera possible
d’observer des propriétés ondulatoires de I’ électron et des propriétés corpuscu-
laires de la lumiere.

De plus, ces mémes observations ont conduit i la conclusion suivante : si
1’on veut maintenir le principe du déterminisme, il faut abandonner la descrip-
tion des phénomeénes en terme de grandeurs spatio-temporelles ; inversement,
si I’on veut garder une description spatio-temporelle, il faut abandonner le dé-
terminisme.

On est ainsi arrivé a4 une nouvelle conception de la Réalité, exprimée par
exemple dans le principe de complémentarité de N. Bohr (1928) :

e Les propriétés corpusculaires et ondulatoires sont deux aspects complé-
mentaires d’une méme réalité, mais elles ne sont jamais simultanément
observables. ,

e Le déterminisme et la description des phénomenes au moyen de grandeurs
spatio-temporelles sont deux aspects complémentaires d’une méme réalité,
qui ne peuvent pas toujours étre simultanément satisfaits.

Lois de la physique
= Lois de la Nature

BOHR Niels

Physicien danois
1885-1962

Prix Nobel de physique
1922

Observation #
Réalité

Principe de
complémentarité
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11 suit du principe de complémentarité que I’observation d’un phénomeéne
(dans I’espace-temps) ne permet plus d’affirmer que le méme phénoméne se
produiraiten I’absence d’ observation (déterminisme). Mentionnons également
que ce principe n’a pu étre énoncé qu’aprés avoir remarqué les faits suivants,
contraires aux hypothéses classiques :

o Il existe des grandeurs qui ne peuvent pas toujours tre exactement et
simultanément mesurées. C’est le contenu du principe d’incertitude de Hei-
senberg (1927). Cela signifie qu’il existe une limite a la précision qu’il est
possible d’atteindre lors de la mesure « simuitanée » de deux grandeurs, et
ceci quelle que soit la technologie : plus la précision sur I’'une des mesures
augmente et plus la précision sur ’autre diminue.

e Quelle que soit la technologie, la mesure d’une grandeur s’accompagne
généralement d’une modification non déterministe de I’évolution.

Les principes de complémentarité et d’incertitude, a la base de la physique
quantique, vont bouleverser la pensée classique et remettre en question les
objectifs mémes de I’approche scientifique. Il va émerger de ces réflexions que
les concepts fondamentaux de la physique ne sont pas définis par rapport a une
« Réalité » indépendante de toute observation, mais, au contraire, sont définis
par rapport a la « connaissance » que nous possédons de cette Réalité.

La physique n’apparait plus cornme une description de la Réalité, mais
seulement comme une description de 1"« image » que nous nous faisons
de cette Réalité.

En particulier, i} faut reconnaitre qu’une théorie n’est qu'un « modéle »
destiné & expliquer un aspect des phénomenes étudiés.

Ainsi, le probléme n’est plus, comme ce fut le cas aux X VIII® et XIX® siecles,
d’étudier une Réalité indépendante de I’observation, mais d’analyser I’en-
semble des connaissances que nous en possédons, et de chercher 4 mettre en
évidence des relations entre les phénomenes observés dans le but de prédire de
nouveaux résultats. Par exemple, le probléme n’est pas de savoir si 1’électron
est une onde ou une particule, mais de prédire en quel endroit de la plaque pho-
tographique on observera I’électron ayant traversé un champ magnétique. On
revient ainsi au point de vue de Galilée qui ne se demandait pas « pourquoi »,
mais « comment » les corps tombent. En particulier, il médita longuement sur
cette question de la relation existant entre 1’observation et la Réalité [61].

En conclusion, il découle de I’approche moderne que les concepts et les lois
fondamentales sont I’expression de notre connaissance a une époque donnée,
et notre image de I’ univers ne peut jamais étre définitive. Nous devons toujours
étre préts a modifier les fondements de la physique et chaque génération aura
la possibilité d’arriver a des découvertes importantes.

1.1.3 Expliquer les phénoménes observés

Comme nous I’avons remarqué, le but de la physique est d’expliquer les
phénomenes observés. Mais quelles sont les observations qui peuvent étre
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expliquées ? Selon Wigner [2] « the specification of the explainable may have
been the greatest discovery of physics so far ».

Par exemple, Kepler, ayant obtenu les lois décrivant le mouvement des pla-
netes autour du soleil, chercha d’autres lois pour expliquer le nombre des
planetes et les dimensions relatives des orbites (fig. 1.1-1.3). Newton, au
contraire, rejeta cette tentative en considérant que ces observations ne deman-
dent pas a étre expliquées. Aujourd’hui, on pense que la distribution réguliére
des orbites planétaires résulte de circonstances particulieres liées a la forma-
tion du systéme solaire [60].

~~— Saturne

// /\q—ﬁ Jupiter
A
\ 1]/

e _,/

e

Soleil
(b)

Fig. 1.1 (a) Figure tirée de « Mysterium cosmographicum » de J. Kepler (1569).
(b) INustration a deux dimensions. Kepler explique les distances au soleil des six
planétes connues a cette époque au moyen de spheres inscrites et circonscrites aux cing
polyedres réguliers, spheres sur lesquelles les planetes se déplacent : Sphére de Saturne
— Cube — Sphere de Jupiter — Tétragdre — Sphere de Mars —Dodécaedre — Sphere de la
Terre — Icosaedre — Sphere de Vénus — Octaedre — Sphére de Mercure.
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6 I Pluton
5] Neptune
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Fig. 1.3 Loi de Schmidt (1943)
Dy —yrh=0.12
m g7, — Jf=1,0.

Fig. 1.2 Loi de Titius-Bode (1772)
r,=(0,4+0,3-2") UA
Astéroide : n = 3.
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Pour expliquer les phénoménes observés, la physique cherche & découvrir
des lois.

Une loi de la nature est une régle qui doit rendre compte des régulari-
tés observées. Elle détermine le comportement des objets sous certaines
conditions, mais elle laisse toutefois encore beaucoup de liberté. Les é1é-
ments qui ne peuvent pas €tre déterminés par les lois sont les conditions
initiales.

Par analogie, le code de la route est un ensemble de régles imposées a
I"automobiliste (rouler a droite, s’arréter au feu rouge, ...) mais il lui laisse
beaucoup de liberté : heure de départ, vitesse, arrét, ...

En conclusion, « expliquer » signifie trouver les conditions initiales (soit les
variables) et les lois de la nature (c’est-a-dire les relations entre les variables),
a partir desquelles il est possible de décrire les phénomenes observés.

1.1.4 Principes d’invariance ou Superlois [2]

De méme que les lois imposent certaines conditions menant aux régularités
observées, il existe des « superlois » imposant certaines conditions aux lois
elles-mémes. (Par analogie, la constitution impose certaines regles qui doivent
étre satisfaites par le code de la route discuté plus haut.) Ces superlois sont
les « principes d’invariance » d€ja introduits par Galilée, mais qui ont pris une
trés grande importance, surtout depuis 1930. Ces principes d’invariance, que
nous discuterons en détail, sont associés aux différentes manieres de décrire
un méme phénomene : les prédictions de la théorie ne doivent pas dépendre de
la maniére choisie, elles doivent étre « invariantes ».

L’importance accordée aux principes d’invariance est justifiée pour deux
raisons. D’une part, ils jouent le rdle de garde-fou dans I’élaboration d’une
théorie et servent de critere dans la recherche des lois fondamentales : pour
étre acceptable, une loi physique doit étre consistante avec les principes d’in-
variance. D’autre part, ils conduisent a des lois fondamentales, dites lois de
conservation, exprimant le fait que certaines grandeurs restent constantes au
cours de I’évolution temporelle si le systeme est isolé : conservation de 1’éner-
gie, de la quantité de mouvement, du moment cinétique, etc. Grice au théoréme
de Neether (§ 22.4.2), on verraque que ces lois de conservation sont intimement
liées a des propriétés fondamentales de symétrie . homogénéité du temps et de
I’espace, isotropie de I’espace, ...

1.2 METHODOLOGIE DE L’ APPROCHE SCIENTIFIQUE

Pour expliquer les phénomeénes observés, la physique étudie des systémes,
¢’est-a-dire des portions de I’univers qu’il est possible de considérer, dans
une premicre approximation, comme isolés du reste de "univers.
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Cette étude s’effectue en quatre étapes : description, recherche des lois,
déduction des conséquences de ces lois, vérifications expérimentales.

o Description. La premiere étape consiste a définir le systéme ou la classe de

systemes que I’on veut étudier et a préciser les grandeurs qui présentent un

intérét. Ces grandeurs, appelées observables, peuvent étre mesurées par des  Observables
appareils. En outre, cette étape s’attache a caractériser I’ état actuel du systéme,

ou état instantané, et 3 mettre en évidence certaines relations entre les données  Ftat
expérimentales.

e Recherche des lois. Dans cette deuxieme €tape, on cherche a trouver par
induction les concepts et les principes fondamentaux a partir desquels il sera
possible de déduire (en se servant des mathématiques) les résultats expérimen-
taux. A ce stade, il n’existe pas de méthode systématique ; en particulier, il  Induction
n’existe aucun chemin logique conduisant de ’expérience au schéma mathé-
matique ; ce schéma est une création de I’esprit humain et c’est 14 qu’apparait
I'acte de génie.

On procéde généralement en inventant un « modéle », représentation idéali- Modele
sée du systeme, obéissant a un ensembie de lois. Les conséquences du modele
doivent correspondre aux résultats expérimentaux connus (par exemple, le
modele du point matériel et les lois de Newton permettent d’expliquer les ob-
servations de Kepler).

o Analyse des conséquences. On étudie ensuite les conséquences qui décou-
lent du modéle dans le but de prédire de nouveaux résultats et de nouveaux
phénomenes : connaissant I’état du systeme a un instant donné, la théorie se
propose de prédire la valeur des observables a cet instant, ainsi que 1’évolution
temporelle de Uétat, c’est-a-dire I’état du systeme a tout autre instant.
o Vérifications. Un modele purement logique qui n’aurait jamais été confronté
a I’expérience ne présente que peu d’intérét. Pour tester le schéma mathéma-
tique proposé, il est nécessaire de procéder a une vérification expérimentale des
prédictions.

Nous voyons ainsi que toute approche scientifique se trouve confrontée dés
le départ a des concepts intuitifs qui sont mal définis :

PYTHAGORE

VI¢ siecle av. J.-C.
(Stalle de la cathédrale
d’Ulm, sculptée par
En essayant de préciser ces concepts fondamentaux, on se rendra compte  y gygy )

qu’ils ne sont pas définis par rapport a une réalité, mais par rapport a la  « Toutes choses sont
connaissance que I'observateur posséde de cette réalité (ce quinous rameéne &  des nombres »
la description moderne discutée au paragraphe 1.1.2).
De plus, nous remarquons que les mathématiques ont une relation trés par-  Mathématiques
ticuliere avec la physique. En fait, pour les Grecs, les postulats mathématiques
(par exemple les axiomes d’Euclide) apparaissent comme des lois de la nature.
Plusieurs siécles plus tard, Galilée affirmera : « La philosophie est écrite dans
ce livre immense qui se tient continuellement ouvert sous nos yeux — I’ Univers
— et qui ne peut se comprendre que si I’on a préalablement appris a en com-
prendre la langue et a connaitre les caractéres employés pour 'écrire. Ce livre
est écrit dans la langue mathématique. »

« systéme », « observable », « état », « évolution temporelle ».
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Cette conception des mathématiques comme langage de la physique peut
s’interpréter de deux fagons :

e c’est le langage de la Nature que I’homme doit assimiler ;
e c’est le langage de I’homme pour traduire les faits de 1a Nature.

C’est cette deuxiéme interprétation, reliée du reste a la description moderne,
qu’adopte Heisenberg quand il affirme : « Les formules mathématiques ne
représentent plus la Réalité, mais la connaissance que nous en possédons ».

Finalement, on remarquera que les mathématiques sont beaucoup plus qu’un
langage : ¢’est la mani¢re de penser du physicien.

1.3 OBSERVABLES. DISTINCTION ENTRE PHYSIQUE CLASSIQUE
ET QUANTIQUE

1.3.1 Observables

Pour un observateur O, le systetme étudié est caractérisé par les concepts
suivants :

e un ensemble de grandeurs mesurables constantes, appelées propriétés, qui
permettent de reconnaitre le systéme ; I’observateur sait que s’il effectuait
la mesure de ces grandeurs, il obtiendrait un résultat connu d’avance et il
n’effectuera pas ces mesures ;

e un ensemble de grandeurs mesurables variables que I’ observateur pourrait
mesurer au moyen d’appareils et qu’il pourrait en principe faire varier a
volonté;

e unensemble de contraintes (liaisons) qui sont des restrictions sur les valeurs
possibles des grandeurs mesurables.

En conséquence, pour 'observateur O, le systeme est caractérisé ‘par
un ensemble d’observables, grandeurs qu’il est possible de mettre en
-évidence, de mesurer, et que I’ observateur a choisi d’étudier.

Il faut insister sur le fait que le choix des observables dépend de I’ob-
servateur. Considérons, par exemple, des atomes d’argent contenus dans une
ampoule sphérique. Le mot « argent » englobe un ensemble de propriétés se
trouvant dans les tables et « ampoule » définit une contrainte. Un premier
observateur choisira comme observables des grandeurs thermodynamiques :
volume, température, pression, densité, chaleur spécifique, ...; un deuxiéme
observateur choisira des grandeurs mécaniques : position et vitesse de chaque
atome ; un troisieme choisira la position, la vitesse, et le spin des électrons et
des noyaux.

Ayant choisi ’ensemble des observables, I"observateur peut effectuer des
mesures. Dans I’exemple précédent, si le premier observateur mesure succes-
sivement la pression, la température, et & nouveau la pression, il constatera
— pour autant que les deux mesures de pression soient effectuées dans un
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bref intervalle de temps — que la mesure de la température n’a pas modifié

la valeur de la pression; on dit alors que les deux observables sont simulta- Observables
nément mesurables, ou aussi compatibles. Si un autre observateur envoie des  simultanément,
atomes d’argent A travers un champ magnétique inhomogeéne, il observera que ~— mesurables ou
les atomes sont déviés, soit a gauche, soit a droite ; en répétant la méme mesure ~ compatibles
sur le méme atome, 1’ observateur obtiendra toujours le méme résultat, gauche

oudroite. Appelons A la grandeur mise en évidence par cet appareil de mesure.

Cette grandeur peut prendre deux valeurs, g (= gauche) ou d (= droite). Si I’ob-

servateur tourne le champ magnétique de 90°, il observera une déviation soit

vers le haut, soit vers le bas; appelons B la grandeur mesurée par ce nouvel

appareil, grandeur pouvant prendre les valeurs, 4 (= haut) ou b (= bas). Sup-

posons alors que cet observateur effectue successivement les mesures de A, B,

puis a nouveau A ; il constatera que la mesure de B a complétement modifié la

valeur de A. Dans ce cas il dira que les deux grandeurs ne sont pas simultané-

ment mesurables, ou aussi qu’elles sont incompatibles.

Si toutes les observables sont simultanément mesurables, on dit que le

systeme est décrit par une théorie classique. Si un autre observateur, Théorie classique et
ayant fait un autre choix d’observables, constate qu’il existe des gran- quantique

deurs incompatibles, il dira que ce méme systéme est décrit par une

théorie quantique : la distinction entre théorie « classique » et théorie

« quantique » est donc une distinction tirée de I’expérience et dépend de

I’observateur.

1.3.2 Structure mathématique sur les observables

Pour analyser les propriétés du systeme, il faut introduire une structure ma-
thématique sur I’ensemble des observables. Nous supposerons que les unités
ont été choisies une fois pour toutes et nous reviendrons sur cette question au
chapitre suivant. Dans la suite de cette section, nous considérons uniquement
la partie numérique du résultat de la mesure.
Si toutes les observables sont compatibles, 11 est possible de définir la mul-  Physique classique
tiplication d’une observable A par un nombre réel A, soit C = A A, ainsi que la
somme D = A + B et le produit E = AB, a partir des résultats des mesures
des observables A et B. Par exemple, ’observable £ = AB est la grandeur
qui prend la valeur numérique e = ab, si les observables A et B ont res-
pectivement les valeurs a et b. En conséquence, dans toute théorie classique,
I’ensemble des observables peut étre muni d’une structure algébrique commu-
tative (AB = BA).
S’il existe des observables incompatibles, on fait I’hypothése qu’il est tou-
jours possible de munir I’ensemble des observables d’une structure algébrique,
mais, comme le résultat des mesures dépend de I’ordre dans lequel elles sont
effectuées, ’algebre doit étre non commutative ; cela signifie qu’il est possible
de définir le produit A B, ou A est mesuré aprés B, mais A B n’est pas identique  Physique quantique
a B A siles observables A et B sont incompatibles. D’autre part si A et B sont
incompatibles, le produit A B ne correspond pas a une grandeur que ’on peut
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mesurer. Cette extension de I’ensemble des observables a des grandeurs non-
mesurables est similaire a I’extension de la notion de racine carrée des nombres
positifs a I’ensemble des réels.

En conclusion, ’ensemble des observables est muni d’une structure al-
gébrique commutative dans le cas classique et non commutative dans le
cas quantique.

Remarquons pour terminer que les propriétés du systeme (par exemple la
masse ou la charge des particules) sont représentées par des multiples de
I’identité (observable 1 dont la valeur est toujours 1) : les multiples de I’identité
représentent des grandeurs mesurables constantes.

1.4 ETAT D’UN SYSTEME. DISTINCTION ENTRE PHYSIQUE
GENERALE ET PHYSIQUE STATISTIQUE

1.4.1 Etat d’un systéme

Reprenons I’exemple précédent et supposons que ’on désire connaitre la
vitesse v des atomes d’argent pour une température et une pression données.
Pour cela, il suffit en principe de percer une ouverture dans I’ampoule et de
mesurer la distance entre I’ampoule et le point d’impact des atomes sur le
sol (fig. 1.4) : connaissant cette distance on en déduit facilement la vitesse v
cherchée (§ 6.2.2).

De cette expérience, nous dégageons les constatations suivantes :

o L’appareil de mesure (c’est-a-dire la regle) comportant une échelle graduée
avec une certaine division &, nous pouvons uniquement dire que le résultat
d’une mesure est compris entre ne et (n + 1)e ol n est entier.

¢ En répétant la mesure, on n’observe pas toujours le méme résultat : il y a des
fluctuations.

L’analyse des résultats de mesure s’effectue alors au moyen d’un graphique,
appelé histogramme, obtenu en reportant N(v)/N en fonction de v, ou N(v)
est le nombre de mesures ayant donné le résultat v et N = > N(v) est le
nombre total de mesures (fig. 1.4 b). Dans la limite ot NV est trés grand, le
nombre p(v) = N{(v)/N représente la probabilité que le résultat de la mesure
donne la valeur v ; c’est une estimation du nombre de fois que I’on peut espérer
obtenir la valeur v si I’on effectue n fois la mesure.

N(v)IN

. L0y,
(b)

Fig. 1.4 (a) Mesure de la vitesse v et (b) histogramme de la vitesse des molécules d’un
gaz.
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De cette maniére, I’observateur associe a toute observable A une fonction Probabilités
p 4 = p4(a), appelée distribution de probabilité, ayant les propriétés

pal@) >0 et Y pua)=1. (1.1)

Cette fonction représente la probabilité que le résultat de la mesure de A donne
la valeur a, sachant que le systéeme a été préparé d’une maniére bien définie,
c’est-a-dire connaissant I’ état du systeme.

L’état représente I’information que posséde I’observateur sur le systeme
étudié.

Mathématiquement, cette information, ¢’est-a-dire I’ état, peut étre représen-
tée par I’ensemble des fonctions p ((a), pg(b), ..., obtenues en effectuant N,
mesures de A, N, mesuresde B, ... :

N,(a)
NA

N
N T (1.2)

pyla) =

ol N, (a) est le nombre de mesures de A ayant donné la valeur a, Ng (b) estle
nombre de mesures de B ayant donné la valeur b, ...
Connaissant I’état du systéme, on introduit 1a moyenne, ou espérance ma- Valeur de A dans
thématique, ou valeur, de 1’observable A dans I’état p. C’est le nombre réel, I'état p
noté <p; A> ou simplement < A>, défini par

<A>=<,0;A>=ZapA(a) (2—1\1—20NA(0)). (1.3)
a A a

C’est la moyenne au sens habituel, obtenue apres avoir effectué N, fois la
mesure de la grandeur A.
Pour tout k entier, on définit de méme la moyenne de A¥, soit

<p;Ak>:ZakpA(a) i o<piAV> = <pls =1, (1.4)

Un théoreme fort intéressant de probabilité [3] affirme que la donnée de tous
les nombres réels <p; A¥>, k = 0,1,2,... détermine univoquement la
distribution de probabilit€ p , (a).

Par conséquent, 1’état st défini par une application p: A. - <p; A> Etat = Information
des observables dans les réels, telle que <p ; 1> = 1 (normalisation).

De plus, il suit de la structure mathématique introduite sur I’ensemble des
observables que I’application p est linéaire et positive ; ¢’est-a-dire que pour
toute observable A et B et tout nombre réel ¢ et 5, nous avons

<p; A+ BB> =a<p; A>+ B<p; B> (linéarité) (1.5)
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et

<p; A%> >0 (positivité). (1.6)

En conclusion, les observables représentent les grandeurs a mesurer et
I’état représente I'information que possede 1’observateur sur le résultat
Observables et états des mesures qu’il pourrait effectuer.

Du point de vue mathématique, I’ état est une application linéaire, positive,
normée de I’algebre des observables dans les réels.

1.4.2 Structure mathématique sur ’ensemble des états

Linterprétation probabiliste de 1’état conduit & introduire la structure ma-
thématique suivante sur ’ensemble des états : pour tout couple d’états o' et
p®, et tout nombre réel « € [0, 1], on définit I'état p = ap™® + (1 — o) p®@
par I’application

pi A <piA> =a<pW; A> + (1 —a)<p@; A> (1.7

On vérifie facilement que cette application définit un état.

L’état p (1.7) décrit I’état d’un systéme pour lequel on sait qu’il se trouve
avec probabilité o dans 1’état (1 et probabilité (1 — «) dans I’état p@.

A titre d’illustration, considérons les personnes vivant en Suisse, ayant
entre 18 et 65 ans. Supposons que 1'on s’intéresse aux grandeurs (= obser-
vables)

A= 4ge (3@ £1an); H = taille (4 £1cm);
C = compte en banque (2 £ 100 francs) ;

S = sexe (s = 1 pour un homme ; s = 2 pour une femme).
On admet que I’on possede les informations suivantes (= état) :

Ns(1), Ny (@), Ni’ (), N& (o)

Ns(2), N (@), N§ (), NO ()

Ng(s) = nombre d’hommes (s = 1), resp. de femmes (s = 2);
N,(f) (@) = nombre d’hommes (s = 1), resp. de femmes (s = 2),

ayant ’age a ;

Si I’on prend un homme, respectivement une femme, au hasard dans cette
population (= systéme), on pourra dire que la probabilité que son 4dge soit a est

N (a)
(s) A
P, (a) NoGs) s=1ou2, a 8, ..., 65

12
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et que son 4ge est en moyenne

65
<A>® = Z a pf:)(a) s=1ou2.
a=18

Mais siI’on prend un individu (homme ou femme) au hasard dans la population
considérée, la distribution de probabilité de son 4ge et I’ige moyen sont :

_ N
No(D) + Ng(2)

pala)=«a p;l)(a) + (1 —a) pf)(a), avec «

<A>=a<A>V 4+ (1 —a)<A>?,

De méme pour les autres grandeurs

‘ NSh)
(s) _ ‘YH (s) (s)
h) = , H =§ h pW 1),
PH (h) NS(S) <> - Py (h)
ct

puh) = apl (h) + (1 — @) p(h)
<H>=a<H>" 4+ (1 -a)<H>D,

En conclusion, dans I’état p (ot s = 1 et 2 avec probabilité o et (1 — «)
respectivement), on a moins d’information que dans I’état o'V (on sait que
I’individu est un homme) et p® (on sait que c’est une femme). Dans cet
exemple, le maximum d’information correspond a connaitre exactement I’ 4ge,
la taille, le compte en banque, et le sexe de chaque individu.

Une illustration similaire, mais physique, est I’étude des atomes d’un alliage
Cu-Zn dans un volume V. Dans ce cas, s = 1 pour le cuivre et s = 2 pour
le zinc et les grandeurs A, H, C sont par exemple la position, la vitesse et
I’énergie cinétique.

1.4.3 FEtats purs et états de mélange

On dit que I’état p est un état de connaissance absolue pour ’observable
A si la distribution de probabilité p, est telle que p,(a) = 1 poura = q et
p4(a) = 0poura # a,; dans un tel état, la mesure de A donnera toujours la
valeur gy, et il n’y a pas de fluctuation.
Dans le cas ou il y a des fluctuations, on caractérise I’ incertitude sur la valeur  Incertitude
de A dans I’état p au moyen de 1’écart quadratique moyen AA, aussi appelé
déviation standard, défini par

AA =/ <(A = <A>)?> = \/Z(a — <A>)p,(@) (1.8)

13
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Relation
d’incertitude

On peut démontrer les propriétés suivantes :

e p est un état de connaissance absolue pour A si et seulement si AA = 0.
En effet, comme p,(a) > 0, AA = Oentraine (a — <A>)? p,(a) = Oet
p,(a) =0pourtouta tel que a # <A>.

o Inégalité de Chebyshev [3] : la probabilité que le résultat de la mesure soit
en dehors de I'intervalle <A> % § est inférieure 2 [AA/5]°.

o Pour des fluctuations normales, c’est-a-dire qui ne sont pas associées a une
erreur systématique, il y a une probabilité€ de 67% pour que le résultat de la
mesure soit compris dans U'intervalle <A> + AA.

Par définition, on appelle éfat pur un état qui correspond a I’information
maximale que peut obtenir I’ observateur, et état de mélange un état qui corres-
pond a une information partielle. Sans entrer dans plus de détails, remarquons
qu’une méme information définit un état pur pour un observateur, mais un état
de mélange pour un autre. Dans I’exemple des atomes d’argent, la donnée du
volume, de la température et de la pression définit un état pur pour le premier
observateur, et un état de mélange pour les deux autres.

Du point de vue mathématique, un état est pur s’il n’admet aucune décom-
position de la forme (1.7), avec a # 0 ou 1; c’est un état de mélange dans le
cas contraire.

1.4.4 Physique générale et physique statistique

Par définition, une théorie qui étudie les états de mélange est dite statistique ;
on parle de physique (générale) lorsque 1’ on étudie uniquement les états purs.
Il est possible de démontrer le résultat suivant.

Dans les théories classiques, les états purs correspondent & une connais-
sance absolue de toutes les observables : I’information maximale consiste
a connaitre la valeur exacte de toutes les observables. Nous retrouvons
ainsi la description classique (§ 1.1.1).

Au contraire, dans les théories quantiques les états purs correspondent a
une connaissance absolue de certaines observables uniquement. Par exemple,
si x; et v; représentent la composante i des vecteurs position et vitesse d’une
particule de masse m, les relations de Heisenberg (§ 1.1.2) montrent que

i
Ax,Av; > — ol E=1,06-107%7Js. (1.9)
2m

De fagon générale
AA-AB > L | <(AB - BA)>|. (1.10)

Par conséquent, si A et B sont compatibles, AB — BA = 0 et il sera possible
d’avoir AA = AB = 0; au contraire si A et B sont incompatibles, alors
AB — BA = C # Oet AA - AB est strictement positif pour tout état p tel
que <C> # 0.
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1.5 ESPACE-TEMPS ET EVOLUTION TEMPORELLE

1.5.1 Espace, temps, événement

Les phénomenes que nous observons se déroulent dans un cadre appelé
« espace-temps » dont chacun de nous a une idée intuitive. Le caractere absolu
qu’on lui attribue provient de I’accord entre les hommes sur son utilisation
pratique. Par exemple, si nous disons « rendez-vous le 8 juillet 2010 a 12h30
au sommet du Cervin », notre interlocuteur connaitra immédiatement le lieu
et Iinstant, c’est-a-dire ’événement dont nous parlons ..., méme s’il est
incapable d’y arriver. Nous remarquons ainsi qu’il est possible d’introduire un
concept d’événement, phénomene élémentaire défini par un lieu et un instant
déterminés (fig. 1.5). Un événement définit un point d’un ensemble appelé
espace-temps, et I’on peut considérer les phénomenes observés comme une
succession d’événements.

La définition et les propriétés intrinséques — c¢’est-a-dire indépendantes de
I’observateur — de I’espace-temps est un probléme qui a passionné les phi-
losophes et les physiciens de I’ Antiquité & nos jours. Il suffit de penser a
Aristote, St Augustin, Descartes, Newton, Leibniz, Kant, Bergson ou Einstein.
Ce probleme a été abordé en invoquant Dieu, la raison pure, ou les faits expé-
rimentaux. Cependant, il faut reconnaitre que I’étude de ces concepts n’est pas
achevée.

Expérimentalement, I’espace nous apparait comme un continu a trois dimen-
sions (il faut trois nombres pour repérer ia position d’un point) et le temps
comme un continu linéaire, orienté par la « fleche du temps » qui distingue le
futur du passé. Remarquons déja que le concept de simultanéité n’a pas de si-
gnification absolue dans les théories relativistes (§ 21.3.1). I1 faut également
mentionner que les théories actuelles de la gravitation remettent en question
cette notion d’espace-temps continu 2 des échelles de 1’ordre de 10733 m et de
10~*3 s; cependant, du point de vue expérimental, on est capable de mesurer
des distances de I’ordre de 10™'% m et des temps de 1’ordre de 10724 .

Fig. 1.5 Evénement E, : création du A°. Evénement E, : annihilation du A®. Ar ~
2,6-107'0s.

Finalement, étant donné deux événements E, et E, (fig. 1.5), on admet qu’il
est possible de définir et de mesurer I’intervalle de longueur A et I'intervalle
de temps At qui les séparent.

Evénement

Espace-temps

Dimension de
I’espace et du temps

S' AUGUSTIN
(354-430)

Les confessions :

«Le temps, c’est quoi
donc? N’y a-t-il per-
sonne 4 me poser la
question, je sais; que,
sur une question, je
veuille 1’expliquer, je
ne sais plus. »

RAMUZ Charles-F.
(1878-1947)

Une main :

«1l'y a deux temps : il
y a le temps intérieur et
il y a le temps extérieur,
celui qui est marqué par
les horloges. »

15
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1.5.2 Intervalle de longueur et propriétés de I’espace

Pour mesurer une distance a I’échelle du laboratoire, nous utilisons une
«régle graduée » (en pouce, pied, cm, m, ...). Sachant mesurer des inter-
valles de longueur, on peut ensuite définir la notion de « droite » entre deux
points : c’est la courbe de longueur minimale. Nous pouvons également me-
surer ’angle entre deux droites. Il est alors aisé de vérifier que la géométrie
euclidienne décrit correctement la portion d’espace au niveau du laboratoire :
la somme des angles d’un triangle est 180°, la circonférence d’un cercle est
proportionnelle au rayon, le théoréme de Pythagore est vérifié.

Pour mesurer les distances qui ne sont pas accessibles avec la régle, on fait
I’hypothese que 1’espace physique, vide de mati¢re et de rayonnement,
est un espace euclidien, et que la lumiére se propage en ligne droite.

Les méthodes de triangulation permettent alors de calculer les distances et
de tester la validité de cette hypothése. Par exemple, on peut considérer le tri-
angle défini par les positions de la Terre a six mois d’intervalle et d’une €toile
fixe lointaine (figure 3.20) et vérifier si la somme des angles est 180° (mé-
thode suggérée puis utilisée par Gauss vers 1820). De méme, on peut vérifier
s’il est possible de reproduire a 1’échelle du laboratoire un modele réduit de
n’importe quelle portion de 1’Univers (argument da 4 E. Kant [4]) : si les as-
tronomes mettaient en évidence I’existence de cing étoiles équidistantes, nous
serions incapables de construire un modele a I’échelle et nous serions forcés
de conclure que I’espace physique n’est pas euclidien. Les mesures astrono-
miques effectuées jusqu’a des distances de plusieurs millions d’année-lumiére
ne fournissent aucune raison de mettre en doute la structure euclidienne de
I’espace. Pour mesurer des distances a des échelles microscopiques, diverses
méthodes ont été élaborées et sont discutées par exemple dans le chapitre 5 du
livre de Feynmann [5] : I’espace apparait euclidien jusqu’a des distances de
107 m.

1.5.3 Intervalle de temps

Pour mesurer I’intervalle de temps entre deux événements, on utilise une
« horloge » ; c’est un appareil qui associe a tout événement la position d’une
« aiguille » en mouvement. Mais comment graduer un tel appareil ? A priori,
n’importe quelie graduation peut &tre utilisée. On choisira par conséquent une
échelle telle que les lois de la physique soient les plus simples et la condition
d’homogénéité du temps satisfaite sous la forme suivante : si I’état du systéme
(supposé isol€) a I'instant 7, est identique a I’état du systeme a I’instant ¢#,,
alors pour tout Az, I’état & I'instant £, + At sera identique a I’état a I’instant
t, + At. Ainsi, n’importe quel systeme effectuant un « cycle » peut étre utilisé
comme €chelle de temps et I’on définira I’horloge au moyen de phénoménes
périodiques. Pour s’ assurer de la périodicité d’un mouvement, on le compare 4
d’autres mouvements supposés également périodiques et, en cas de désaccord,
il faudra décider lesquels sont effectivement périodiques.
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Par exemple, en supposant que le mouvement de rotation de la Terre autour
de ’axe des poéles est uniforme, on définit le jour solaire et le jour sidéral
(§ 9.7.4). On s’apercoit alors que ces deux unités présentent des variations
pouvantaller jusqu’a 3= 25 s par jour au cours de I’année. Comme il est possible
d’expliquer la variation du jour solaire a partir de la deuxieme loi de Kepler,
et du fait que la distance Terre-Soleil varie de & 1,7% au cours de I’année,
on choisira le jour sidéral comme unité. Avec cette unité, on observe ensuite
que le mouvement de la Terre autour du Soleil n’est pas périodique : soit
le mouvement de la Terre autour du Soleil s’accélere, soit le mouvement de
rotation de la Terre autour de I’axe des poles ralentit. Comme il est possible
d’expliquer le ralentissement de la rotation de la Terre par le phénomene
des marées, alors qu’une accélération du mouvement de la Terre autour du
Soleil serait en désaccord avec la loi fondamentale de la gravitation, on définit
I’échelle de temps par le mouvement de la Terre autour du Soleil : c’est le temps
des éphémeérides, introduit en 1956. Cette hypothese fut ensuite confirmée
par 'introduction du temps atomique défini en 1967 au moyen des horloges
atomiques, dont le principe est basé sur le fait que les atomes excités émettent
des ondes de fréquence constante.

1.5.4 Espace et temps ou espace-temps : physique non relativiste
et relativiste

Pour élaborer la mécanique, Newton {6] admet qu’il existe un « espace ab-
solu, sans relation aux choses externes, toujours similaire et immobile » et un
« temps absolu, vrai et mathématique, sans relation avec I’extérieur, qui coule
uniformément et s’appelle durée ». En particulier, il admet que Uintervalle de
temps At et I'intervalle de longueur A¢ entre deux événements simultanés,
sont des invariants, ¢’est-a-dire des grandeurs qui ne dépendent pas de 1’ob-
servateur. Cependant, la mécanique newtonienne était incapable de mettre en
évidence cet espace et ce temps absolus.

Au XI1X€ siecle, I’étude de I’électromagnétisme culmine avec les travaux de
Maxwell, mais souléve également un grand nombre de questions. Par exemple,
les équations de Maxwell font apparaitre la vitesse de 1a lumiére c et ’on admet
que c’est la vitesse par rapport a un référentiel privilégié attaché a « I’éther »,
milieu hypothétique dans lequel se propagent les ondes électromagnétiques.
Les expériences de Fizeau, vers 1850, ayant montré que I’éther n’est pas
entrainé par I’observateur, il devait étre possible de mettre en évidence le
mouvement de 1’observateur par rapport a 1’éther (§ 21.1.1). Cependant, les
expériences de Michelson et Morley (1881 ; 1887) qui auraient di mettre en
évidence le mouvement de la Terre par rapport a I’éther se sont soldées par un
échec.

De plus, a Ia fin du X1X° siécle, on se rend compte que les lois de la mé-
canique d’une part et de I’électromagnétisme d’autre part ne s’inscrivent pas
dans le méme cadre spatio-temporel : les transformations de Galilée (§ 9.4.1),
associées aux changements d’observateurs en translation uniforme les uns par
rapport aux autres, laissent les équations de Newton invariantes, mais pas les

Jour sidéral ou jour
solaire

MAXWELL James
Clerk

Physicien écossais
1831-1879

Invariants
newtoniens
At, AL

Difficultés avec les
concepts relativistes

MICHELSON Albert
Physicien américain
1852-1931

Prix Nobel 1907
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équations de Maxwell. On introduit alors de nouvelles transformations, appe-
Iées transformations de Lorentz (§ 21.3.2), dans lesquelles les coordonnées
d’espace et de temps sont simultanément modifiées de maniere a ce que la
vitesse de la lumiére soit la méme dans tous les référentiels d’inertie, ce qui per-
mettait d’expliquer le résultat des expériences de Michelson et Morley. Mais la
signification physique de cette transformation n’était pas comprise.

En 1905, Einstein introduit le postulat que la vitesse de la lumiere dans
le vide est une constante universelle et arrive a la conclusion que le concept
de simultanéité n’est pas un concept absolu. De plus, ce postulat I’oblige
a rejeter également les concepts newtoniens de temps et d’espace absolus
et a leur substituer celui d’espace-temps. Lors d’une conférence & Cologne
en 1908, Minkowski s’exprime dans les termes suivants : « Messieurs, les
idées d’espace et de temps que je voudrais vous présenter ont germé dans
le sol de la physique expérimentale et c’est de la qu’elles tirent leur force.
Elles sont radicales. Désormais, I’espace en soi et le temps en soi sont des
notions condamnées a périr et ce n’est qu’une sorte d’union des deux qui
restera une réalité autonome. » Dans cette nouvelle approche de ’espace-
temps, I'intervalle de temps At et intervalle de longueur A£ dépendent de
I’ observateur, mais la vitesse de la lumigre ¢ et la grandeur As? = c2 At — A€?
sont invariants.

Le postulat sur la vitesse de la lumiére et les prédictions de la théorie
d’Einstein furent brillammant confirmés. Par exemple, en 1964, on a observé
que la vitesse de la lumiére émise par des particules élémentaires 7° ayant
une vitesse de 0, 99975 ¢ était égale a ¢, indépendamment de la direction
d’émission, avec une précision relative de 10~* [7]. On a également observé
que la durée de vie de muons de vitesse 0, 9994 ¢ était 30 fois plus longue que
la durée de vie de muons immobiles [8].

Mentionnons encore I'expérience réalisée en 1971 avec deux horloges
atomiques transportées en avion autour du monde, I’une dans la direction Est-
Ouest, ’autre dans la direction Ouest-Est [9]. Bien que les horloges fussent
synchronisées au départ avec celle de I’observatoire terrestre, elles n’indi-
quaient pas la méme heure a I’arrivée, celle se déplacant vers 1’Ouest avangait
de 273 - 1077 s, celle se déplacant vers I’Est retardait de 59 - 10~° s, en accord
avec les prédictions théoriques.

En conclusion, - une thédrie sera dite non relativiste ou relativiste selon
qu’elle considere | At |2 et A¢2, ou ¢? et As?, comme des invariants par
rapport aux changements d’observateurs.

Pour terminer cette discussion sur 'unification des concepts d’espace et de
temps, nous nous devons d’insister sur le fait qu’il serait faux d’affirmer que
I’espace et le temps ont des qualités identiques. En particulier, il sera toujours
possible de définir le « passé » et le « futur » d’un événement (§ 21.5.1) et cette
distinction introduit une dissymétrie entre 1’espace et le temps [10].
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1.5.5 Evolution temporelle

Le concept de « temps » est relié a deux notions différentes déja reconnues
par Newton :

e lanotion d’intervalle de temps entre deux événements, grandeur mesurée par
une horloge, analogue a la notion d’intervalle de longueur;

¢ la notion de succession dans I’ordre des événements, liée a la notion de
causalité, associée a I’image d’un temps qui s’écoule uniformément et qui
décrit I’évolution temporelle.

Au cours de I’évolution temporelle, I’état du systéme se modifie. Cette
évolution peut étre représentée par une courbe dans I’espace des états, courbe
qui sera paramétrisée par un parametre arbitraire t. Désignons alors par p(t)
I’état a I’instant 7 ; ’évolution temporelle d’une observable A sera définie par
la fonction a(r) = <p(r); A> qui représente la valeur de A a I'instant t.
Nous aurons en particulier pour les observables « temps », « position », et
« quantité¢ de mouvement » d’un point matériel,

t(t) = <p(1);temps>, x(r) = <p(r); position>,

p(t) = <p(1); quantité de mouvement>.

On représente I’ évolution du point matériel (fig. 1.6) soit par une courbe dans
I’espace des états (si I’on étudie des états de mélange), soit par une courbe dans
I’espace de phase étendu {x, p, ¢} (si I’on étudie des états purs).

La structure mathématique associée a I’évolution temporelle est basée sur le
principe du déterminisme laplacien : « Une intelligence qui, pour un instant
donné, connaitrait toutes les forces dont la nature est animée et la situation ~ 1-APLACE Pierre Simon

. ~ . . s P (Marquis de)
respective des étres qui la composent, si, d’ailleurs, elle était assez vaste pour A -

? < . . stronome, physicien
soumettre ces données a I’analyse, embrasserait dans la méme formule les o mathématicien
mouvements des plus grands corps de I’Univers et ceux du plus léger atome ;  frangais
rien ne serait incertain pour elle, et I’avenir comme le passé serait présent o 1749-1827

ses yeux. » (Essai philosophique sur les probabilités, 1814.)

Cela signifie que I’état o du systeme a 'instant v = 0, et les données de
I’extérieur a tout instant, déterminent univoguement I’état p(t) du systéme a
I'instant 7. Ce principe implique que 1’évolution est définie par une famille
d’applications de I’espace des états dans lui-méme,

T,:p> T, p=p(), 1R, (1.11)

qui, en vertu de I’interprétation probabiliste que nous avons donnée, doit &tre
linéaire, c’est-a-dire quel que soit € [0, 1]

T (apV + (1 = )p®) =aT,pV + (1 — ) T,p?. (1.12)
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Fig. 1.6 Evolution temporelle du point matériel.

Dans le cadre des théories non relativistes out le temps est universel, le para-
meétre utilisé pour décrire I’évolution est le temps lui-méme et 1’on introduit
I’espace des états a un instant t donné ou états instantanés. Dans ce cas,
I’évolution est définie par une famille &2 deux paramétres de transformations
sur I'espace des états instantanés : 7, , p représente I'état a I'instant 1, si le
systéme est dans I’état p a I'instant ¢,. Nous avons alors pour tout état p

Le=p e T (T 0=T p (1.13)

bty

L’homogénéité du temps pour les systémes isolés s’exprime par la condition

T =T (1.14)

) L-t"

Dans une théorie non relativiste, I’évolution temporelle d’un systéme
isolé est décrite par un groupe & un paramétre de transformations sur
Pespace des états instantanés : T, p représente I’état du systéme a I’instant
fy + ¢ sile systéme estdans I’état p 4 I'instant £, et

Too=1  T,oT,=T,,,. (115)

I1 nous faut insister sur le fait que le déterminisme laplacien affirme que
’état a 'instant 7, détermine aussi bien I’état dans le futur ¢ > ¢, que dans
le passé€ ¢ < t,. Au contraire, en thermodynamique, les équations d’évolution
permettent uniquement de définir I’état dans le futur et, dans ce cas, on parle
de « déterminisme dans le futur ».
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1.6 THEORIES CLASSIQUES NON RELATIVISTES

Nous avons vu que dans les théories classiques, un état pur associe a toute
observable A un nombre réel a qui est la valeur numérique de A. L’expérience
montre qu’il n’est pas possible de préparer le systtme de manicre telle que
toutes les observables aient une valeur arbitraire choisie d’avance : ayant fixé
un certain nombre de grandeurs, les autres sont univoquement déterminées.
Le probléeme sera alors de trouver un ensemble d’observables qui soit maxi-
mal, en ce sens que les valeurs de ces observables déterminent univoquement
la valeur de toutes les autres observables du systéme. Un tel ensemble d’obser-
vables constitue un ensemble de variables que nous noterons X, X, ..., X,  Variables
oll X, est ’observable « temps ». Par exemple, dans le cas d’un point matériel,
on pourra choisir comme variables les coordonnées cartésiennes (x, y, z), dé-
finissant la position du point matériel, et les trois composantes de la vitesse
(x, ¥, 2). En général, on choisira un ensemble de variables indépendantes
c’est-a-dire que la valeur de ces variables peut étre arbitrairement choisie. Si les
variables choisies ne sont pas indépendantes, on dit qu’il existe des contraintes
liant ces variables (par exemple x4 y2 + z2 = ¢2, dans le cas du pendule de
longueur £ constante).

Ayant fait un choix de variables, chaque observable A est représentée par
une fonction a = af(t, x,, ..., x,), exprimant la valeur de A lorsque les
variables ont la valeur (¢, x,, ..., x,). Par exemple, I’énergie cinétique 7 du
point matériel ci-dessus est représentée par la fonction T’ = %m()&z +y2+32).
Nous arrivons ainsi a la conclusion que tout état pur peut étre représenté par
(n+1) nombresréels (¢, x,, ..., x,) : I'espace des états purs est un sous-espace
I'® de R"*!. Dans les théories non relativistes, ol le temps est le parametre
décrivant I’ évolution, I’ état pur instantané est représenté par un point de R”. Le
sous-espace I" de R” décrivant ’ensemble des états purs instantanés est appelé  Espace
espace de phase, tandis que I'® est appelé espace de phase étendu. de phase

11 faut insister sur le fait que le choix des variables est arbitraire et, sefon
ce choix, la méme grandeur sera représentée par différentes fonctions. Dans
I’exemple du point matériel, si I’on choisit comme variables les coordonnées
sphériques (r, 8, ¢) définies au paragraphe 4.2.2 et leur dérivée temporelle
(*, 8, @), alors la grandeur énergie cinétique T est maintenant représentée par
la fonction

T = %m(r'2 +r26% + r?sin® ¢?).

Cependant, les prédictions doivent étre indépendantes du choix des variables

et, dans certains cas, on s’efforcera de formuler la théorie d’une maniére quine  Principe
dépende pas explicitement de ce choix (par exemple un vecteur peut étre défini  d’objectivité
indépendamment du choix des coordonnées).

Dans une théorie classique non relativiste, I’évolution du systtme sera Evolution
connue dés que I’on connait I’évolution des variables, ¢’est-a-dire les fonctions ~ classique
x;(1), exprimant la valeur de X, a l'instant#,/ = 1, 2, ..., n. On peut montrer  0ON relativiste
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[11], qu’il suit des propriétés de I’évolution temporelle que les fonctions x,(f)
sont solutions d’un syst¢me d’équations différentielles (chap. 7)

dx,
W = fl(t,xl, veey Xll)
: (1.16)
dx
dtn = f,(t, X, oy X))
Inversement, la donnée des fonctions f(¢, x,, ..., x,) et des conditions ini-

tiales x;(t= 0):x? définit univoquement ’évolution temporelle. L’homogé-
néité du temps s’exprime par le fait que les fonctions f; ne dépendent pas
explicitement du temps.

En conclusion, le but de la physique classique sera de trouver les fonctions
a = af(t, x,, ..., x,) exprimant la relation entre observables et variables et
les fonctions f,(t, x{, ..., x,) définissant ’évolution.

1.7 MECANIQUE

1.7.1 Objet de la mécanique

La mécanique est I’étude du mouvement — et du repos — de systémes maté-
riels caractérisés par des observables spatio-temporelles. De fagon plus précise,
les systemes mécaniques seront définis par un ensemble fini ou infini de points
matériels soumis a des forces appliquées supposées connues, ainsi qu’a des
forces de liaison (inconnues). 1l est intéressant de relever ici la démarche suivie
par Newton qui, en partant de 1’observation des corps, est arrivé au modele du
point matériel, pour ensuite concevoir ces mémes corps, non plus comme des
points, mais comme formés d’un ensemble de points matériels. Remarquons
aussi que la notion de « point » n’est pas prise au sens du mathématicien, mais
au sens du physicien : ¢’est un systéme dont les états purs sont définis par 7
parametres correspondant au temps ¢, a la position x et 4 la quantité de mou-
vement p. Ce concept de point matériel pourra étre appliqué a des objets aussi
grands que la Terre, le Soleil ou la Galaxie, mais ne pourra pas s’appliquer 4 la
boule sur la table de billard.

Le but de la mécanique, tel qu’il est présenté par Newton dans 1a préface
des Principia, comporte deux aspects : « trouver les forces qu’emploie
la Nature, par les Phénomeénes du mouvement que nous connaissons, et
démontrer ensuite, par 13, les autres Phénomenes ».

Les systémes que nous considérons dans ce livre sont caractérisés par des
ordres de grandeur qui sont ceux du laboratoire (jusqu’aux dimensions du
systeme solaire). Cependant, la théorie que nous allons développer posséde
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différents prolongements qui seront nécessaires pour étudier les systémes au
niveau de I’atome, au niveau de ’univers, et & des vitesses proches de celle de
la lumiere (fig. 1.7). De plus, la mécanique classique est la base pour étudier
des systemes plus complexes (fluides, corps déformables) et pour comprendre
I’origine microscopique de la thermodynamique (mécanique statistique, théo-
rie cinétique). En fait, les idées, résultats et méthodes de la mécanique vont se
retrouver dans presque tous les domaines de la physique.

vitesse
A
¢ ?
Mécanique Mécanique Cosmologie
Quantitative Classique Relativiste
= Relativiste = Relativiste =
€710 |7 0000000000000 A
Mécanique MECANIQUE .
L Cosmologie
Quantitative CLASSIQUE &
= = = »
10713 10710 10+20 dimension métre

Fig. 1.7 Place de la mécanique classique.

1.7.2 Développements historique de la mécanique

Le développement de la mécanique s’est effectué en trois étapes. Cette étude
commence avec Aristote (384-322 av. J.-C.) et Archimede (287-212 av. J.-C.)
pour se poursuivre de maniére qualitative jusqu’a Galilée (1564-1642), Ke-
pler (1571-1636), et Huygens (1629-1695). Avec Newton (1642-1727), on voit
apparaitre une étape quantitative, étape poursuivie par Euler (1707-1783), La-
grange (1736-1813), Laplace (1749-1827), Jacobi (1804-1851) et Hamilton
(1805-1865). A la fin du X1X° siecle, confronté a I'impossibilité de résoudre le
probleéme a 3 corps, et 4 la difficulté d’expliquer I’ apparition du hasard a partir
d’équations purement déterministes, Poincaré (1854-1912) revient a une des-
cription qualitative. Cette description cherche a obtenir des résultats généraux
sur I’évolution sans connaitre 1a solution des équations du mouvement (1.16);
elle se poursuivra jusqu’a aujourd’hui, en particulier avec les travaux de Kol-
mogoroff (1903-), Moser (1928-) et Arnold (1937-).

1.7.3 Marche a suivre pour la résolution des problémes

Les problemes étudiés en mécanique appartiennent & I’un des trois groupes

suivants :

o Expérimental. On connait I’évolution temporelle du systéme et ’on désire
trouver les forces responsables du mouvement.

e Théorigue. On connait les forces et I’état a un instant initial, et I’on désire
trouver I’évolution temporelle.

e Problémes avec contraintes. On connait une partie des forces et certaines
informations sur I’évolution (par exemple la trajectoire). On désire alors
trouver I’évolution temporelle et les forces inconnues.
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L’ expérience de I’enseignement montre qu’il est nécessaire d’étre systéma-
tique dans la résolution des probleémes et nous engageons le lecteur a adopter
le schéma suivant, ... apres avoir lu la donnée du probleme.

o Description
1. Définir le ou les systemes étudiés ; faire un dessin.
2. Choisir un référentiel.
3. Définir les contraintes.
4. Dessiner les forces.

5. Choisir les variables (= coordonnées).

o Résolution
6. Choisir les lois applicables.

7. Exprimer les grandeurs intervenant dans les lois et les contraintes
au moyen des variables choisies.

8. Ecrire les équations du mouvement.
9. Etude qualitative, puis explicite (si possible) des solutions.

o Interprétation

10. Discussion des résultats ; regarder des cas particuliers trés simples
a titre de contrble.

1.8 PROBLEMES

Histogramme 1.8.1 En répétant la mesure de la longueur L d’un pendule, on a obtenu les
résultats suivants (en metres) :

1,500; 1,502 1,503 1,502 1,504 ; 1,502 ; 1,502 ; 1,501 ; 1,499;
1,501;1,502; 1,503; 1,502; 1,501 ; 1,504 ; 1,502 ; 1,501 ; 1,502;
1,504; 1,501.

Dessiner I’histogramme des résultats. Calculer la moyenne <L > et I’écart
quadratique moyen AL. Estimer la distribution de probabilité de la longueur.

En admettant que la période T des oscillations du pendule est reliée a sa
longueur par la formule T = 27./L/g (g = 9,81 ms™2), évaluer la moyenne
<T> et I’écart quadratique moyen AT de la période du pendule.

Relation 1.8.2 En utilisant la relation d’incertitude (1.9) et les valeurs numériques de
d’incertitude 3 section 3.3 :

o évaluer ’incertitude minimale Av sur la mesure de la vitesse d’un proton
dont la position est connue avec une incertitude Ax de 1 fermi (= 10~ m);

e méme question pour un atome d’hydrogéne dont la position est localisée
avec une incertitude de 1 Angstrém (= 1071 m);
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e méme question pour une cellule (m = 107! kg) dont la position est
localisée avec une incertitude de 1 micron (= 1075 m).

1.8.3 Dans un univers unidimensionnel, un roi demande a ses géomeétres
de mesurer les distances entre trois planétes. Les géométres reviennent en
affirmant que les planétes sont équidistantes les unes des autres.

1. Est-ce que le roi peut construire dans son palais un modele réduit de 1’uni-
vers ?

2. Est-ce que le roi peut faire confiance aux géometres ?

1.8.4 Ladurée de vie d’un 7° immobile est t = 0,87 - 107/ 5. Quelle
sera la distance parcourue par un ¥ de vitesse v = 0,9999 ¢, si I’on admet
I’hypothése de Newton (temps absolu) ?

La théorie d’Einstein (chap. 21) prédit que la durée de vie d’un 7° de
vitesse v est /y/1 — v?/c?. Quelle sera la durée de vie du 7° (de vitesse
v = 0,9999 ¢), et quelle sera la distance parcourue, si I’on admet la théorie
d’Einstein ?

1.8.5 Vérifier que I’évolution temporelle définie sur I’espace de phase R®,
associé aux variables

(x,p) = (x|, X3, X3, P|» Pys P3)

par la transformation

(1.17)

{
(x(o’) x(t) = x4+ —p@t 4 Lgs?
(O — m
r p(O)

) =pV + mgt
ol m et g sont des constantes, satisfait la propriété de groupe :

b =1 CD'Z © d)’l = q)12+t|‘
Trouver le systeme d’équations différentielles (1.16) associé a cette évolu-
tion (qui décrit la chute libre d’un corps a la surface de la Terre).

1.8.6 Reprendre le probleme 1.8.5 avec I’évolution temporelle définie par
la transformation

0

p .
© x() = x© coswr + — sinwr
o, (" )»-» © mw (1.18)

O sinwr 4+ p® cos wt

(t) = —mwx

ol m et w sont des constantes (¢’est le mouvement oscillatoire harmonique).

Espace euclidien ou

non

Temps relativiste

Evolution
temporelle :
balistique

Evolution
temporelle :
ressort

25






CHAPITRE 2

UNITES ET SIMILITUDES : UNE AUTRE
APPROCHE DE LA PHYSIQUE

2.1 SYSTEMES D’UNITES ET DIMENSIONS

2.1.1 Mesure d’une observable

Nous avons vu qu’une observable est une grandeur qu’il est possible de
définir et de mesurer : poids d’un corps, distance Terre-Soleil, température de
I’air, ... Ayant défini I’observable A, la premiere étape consiste & choisir une
unité, notée [A], et a construire un appareil de mesure : 1’appareil établit une
correspondance entre la valeur de A et la position d’une aiguille ; I’unité définit
une échelle graduée sur le cadran.

Le résultat de la mesure, noté <A> ou simplement A, s’exprime par un
nombre réel a (= valeur numérique de A) auquel on associe I’ unité choisie

A= a[A].

2.1.2 Remarques

Le choix de I'unité est entiérement arbitraire. Suivant les pays ou les
domaines étudiés, on utilise différentes unités (sect. 2.9) parce qu’elles appa-
raissent plus naturelles ou qu’elles apportent des simplifications.

Dans ce chapitre, nous représentons par le méme symbole A la grandeur et
le résultat de la mesure. Par la suite, suivant ’'usage, nous ne ferons plus de
distinction de notation entre la grandeur, le résultat de la mesure, et la valeur
numérique.

11 est évident que le résultat numérique n’a aucune signification si I’on ne
précise pas I'unité choisie, mais les prédictions de la théorie ne devront pas
dépendre de ce choix. Nous verrons que cette invariance par rapport aux choix
des unités conduit a des méthodes d’investigation qui sont d’autant plus utiles
que les phénoménes étudiés sont complexes.

Unité

Choix des unités

Invariance par
rapport au choix des
unités
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2.1.3 Grandeurs fondamentales et dérivées

Deux observables qui peuvent étre mesurées avec la méme unité sont diteés
de méme dimension.

Une observable est une constante si la valeur numérique est un nombre
fixé qui ne-dépend que de 1'unité choisie.

Une grandeur définie par une unité arbitrairement choisie, sans référence
a d’autres grandeurs mesurables, est appelée grandeur fondamentale, et
I’unité correspondante est dite unité fondamentale. Cependant, I’expression
« fondamentale » ne signifie pas que ces grandeurs ont plus d’importance que
les autres.

Le nombre et le choix des grandeurs fondamentales est en principe arbitraire.
En mécanique on adopte généralement trois grandeurs fondamentales : la lon-
gueur, le temps et 1a masse.

Les autres grandeurs, appelées grandeurs dérivées, sont définies au moyen
de relations algébriques entre les grandeurs fondamentales. Par exemple, la
grandeur

X =cA"B" @2.1)

ol A et B sont des grandeurs fondamentales, et ¢, n,, n, sont des nombres
fixés indépendants des unités choisies, est la grandeur définie par la valeur
numérique x = ¢ a”1b"™ et 'unité [X] = [A]"[B]".

D’une maniére générale, une grandeur dérivée X est ainsi définie par une
fonction x = x (a,, ..., a;) et une équation aux dimensions : la fonction ex-
prime la valeur numérique de X lorsque les grandeurs fondamentales A; ont les
valeurs a; ; I'équation aux dimensions est une formule exprimant I’unité [ X] -
et par conséquent la dimension de X — au moyen des unités fondamentales. On
écrira également X = X (4, ..., A)).

On appelle systéme d’unités I’ ensemble des unités fondamentales choi-
sies. Le systéme d’unités définit également I’unité associée 4 n’imporie
quelle grandeur dérivée:

Exemples. En prenant la longueur [L], le temps {7'] et la masse {[M] comme
unités fondamentales, on introduira par exemple les grandeurs dérivées indi-
quées sur le tableau 2.1.
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Tableau 2.1 Exemple de grandeurs dérivées.

Grandeur Définition Valeur numérique | Unité

dL de
Vitess V=— = — Vi=I[L][T)
itesse a7 v 7 [VI=I[LIT]

dv dv
Accélérati A=— = — Al = [L)T]?
ccélération o7 a=— [A] = [L]IT]
Energie cinétique | E" = {MV? | ¢ = 1my? [E€™] = [M][L[T]2

Grandeurs sans dimension

Les grandeurs dont la valeur numérique est indépendante des systemes d’uni-
tés considérés sont dites sans dimension. Par exemple, si A et B sont deux
observables de méme dimension, alors I’observable A/ B est la grandeur sans
dimension qui représente la valeur de A si ’on prend B comme unité.

Cette distinction entre grandeurs dimensionnées et grandeurs sans dimen-
sion est toutefois une question de convention. Ainsi, on admet en physique que
I’angle est une grandeur sans dimension définie par le rapport de la longueur
de I’arc a la longueur du rayon de la circonférence. Dans d’autres domaines,
on sera amené & exprimer I’angle au moyen de différentes unités (tour, degré,
radian, %o, ...) et I’angle sera alors une grandeur dimensionnée.

La vitesse est généralement considérée comme une grandeur dimensionnée ;
cependant, ayant observé que la vitesse de la lumiére dans le vide ¢ est une
constante, il est possible de poser ¢ = 1; cela revient a définir la vitesse
d’un point comme le rapport entre le temps mis par le point et le temps mis
par la lumiére pour parcourir une méme distance. De cette maniere, 1’unité
de longueur s’identifie a I’'unité de temps (c’est la longueur parcourue par la
lumiere dans le vide pendant ’unité de temps) et la vitesse est une grandeur
sans dimension. Ce point de vue est celui adopté dans les théories relativistes.

2.1.4 Dimension d’une grandeur dérivée

Théoréme. La dimension d’une grandeur dérivée est un mondme en
puissance des dimensions des grandeurs fondamentales,

k
[X] = I"[ [A,]%. (2.2)
i=1

Ce théoréme, qui est du reste intuitif, est démontré dans I’ Appendice A.

Il en découle qu’il n’est possible d’additionner que des grandeurs ayant
méme dimension et méme unité. En particulier, tous les termes d’une équation
physique devront avoir méme dimension. La vérification de la dimension des
termes d’une équation sera un contrdle trés utile.

Analyse
dimensionnelle
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2.2.1 De P’observation aux lois

Considérons trois observables A, B et G définies de fagcon indépendante
et supposons que 1’expérience montre que 1’expression numérique ga="1b~™
est une constante k qui ne dépend que du systéme d’unités (avec n,, n,, des
constantes sans dimension). Nous pouvons conclure que la grandeur X =
GA~™ B~ est une constante, de dimension [K] = [G}[A]7"[B]"2. Lex-
périence a ainsi établi I’existence d’une loi que nous exprimons sous la forme

G = KA"B™ (2.3)
soit
g=ka"b" =g(a,b) 2.4)

oit k est une constante qui dépend du systéeme d’unités.

La relation (2.3) ne dépend pas des unités ; cependant, contrairement a 1’ex-
pression d’une grandeur dérivée (2.1), la constante K peut avoir une dimension
et la fonction g (a, b) dépend du systeme d’unités.

Plus généralement, ayant introduit les observables A, ..., A, et G de fagon
indépendante, il se peut que la valeur g de G soit univoquement déterminée
par les valeurs a; des observables A;, c’est-a-dire qu’il existe une fonction
g = gla, ..., a,) telle que la donnée A, = q;[A,;],i = 1, ..., n, implique
G = g(a,, ..., a,)|G]. On dira alors qu’il existe une loi. Cette relation entre
les observables A, ..., A, et G faisant intervenir des constantes dimension-
nées, la fonction g (a, ..., a,) dépend du systéme d’unités. Au contraire, la
fonction g (a,, ..., a,, k,, ..., k,), dans laquelle apparaissent explicitement les
constantes dimensionnées, ne dépend pas du systeme d’unités et la fonction
G(A,, .., A, K, .., K,) est une relation entre observables indépendante
des systemes d’unités.

2.2.2 Remarque : définition ou loi

11 faut remarquer que toutes les lois n’ont pas le méme degré de généralité :
certaines lois ne sont valables que pour des systemes particuliers (loi de Titius-
Bode § 1.1.3), d’autres ne sont valables que sous certaines conditions (loi de
Hooke § 12.7.3, loi de Stokes § 12.3.2), d’autres encore sont valables dans tout
un domaine de la physique (lois de Newton sect. 10.4), finalement certaines lois
sont considérées aujourd’hui comme universelles (conservation de 1’énergie
sect. 13.6).

D’ autre part, il faut mentionner que la distinction entre « loi » et « définition »
n’est pas toujours clairement établie. Ainsi pour Newton, la quantité de mou-
vement p est définie par p = muv alors qu’aujourd’hui on considere p = mv
comme une loi de la mécanique classique (§ 10.2.2).

2.2.3 Diminution du nombre de grandeurs fondamentales

Ayant établi I’existence d’une loi, il sera possible dans certains cas de consi-
dérer que I'une des grandeurs A; ou G est une grandeur dérivée des autres, et
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de choisir les unités de sorte que la loi se simplifie. De cette maniére, on dimi-
nuera le nombre de grandeurs fondamentales.

Par exemple, ayant introduit les cing grandeurs fondamentales, longueur,
temps, masse, force et charge électrique, I’expérience établira les lois sui-
vantes :

Loi de Newton F=KMA (2.5)

Loi de Coulomb F=K %Y% X (2.6)
. o MM,

Loi de la gravitation F=-G X |3 2.7

ou K, K, G sontdes constantes dimensionnées (F, M, A, 0O, X représentent
les grandeurs force, masse, accélération, charge et position).

Nous pouvons alors choisir des systemes d’unités tels que K = letlaloide 5,4,3,20ul
Newton s’exprime simplement par F = MA. Si I’on adopte ce point de vue, la  grandeurs
force n’est plus une grandeur fondamentale, mais une grandeur dérivée, d’unité fondamentales
[F1=[M]LIT]>.

De facon analogue on peut choisir des systémes d’unités tels que K = 1
(c’est le cas du systeme CGS-électrostatique) et la loi de Coulomb s’exprime
parF =0, 0, X |~ X ; si ’on adopte ce point de vue (et K = 1), la charge
devient une grandeur dérivée, d’unité [ Q] = [M]1*[L]1*[T]~".

Finalement, on pourrait considérer des systémes d’unités tels que G = 1 ;si
I'onprend K = G = 1, laforce et la masse deviennentdes grandeurs dérivées,
d’unité [F] = [L1*[T]~* et [M] = [L]*[T]72. Enrelativité générale, on utilise
souvent le systeme d’unités défini par K = G = ¢ = K = 1, et dans ce cas il
n’y a plus que la longueur comme grandeur fondamentale.

2.3 ANALYSE DIMENSIONNELLE ET LOIS D’ECHELLE

Il est possible d’établir des lois qualitatives en se basant uniquement sur la  ITllustration
notion de dimension : ce sont les lois d’échelle que nous illustrerons au moyen
de ’exemple suivant tiré du livre de J. Smith [12]. Dans le désert, les animaux
doivent franchir de grandes distances entre les sources d’eau. Quelle est la
relation entre la taille L de 1’animal et le temps 7' pendant lequel il peut courir ?

Pour répondre 2 cette question, on remarque que les réserves d’eau dans
le corps sont proportionnelles au volume du corps, soit 2 L*. L’évaporation
d’autre part est proportionnelle 4 la surface du corps et au temps, soit & L7
Par conséquent, le temps maximal pendant lequel I’animal peut courir est tel
que L? = K L?T, c’est-a-dire que le temps est proportionnel 2 Ia taille.
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2.4 CHANGEMENTS D’UNITES ET HOMOGENEITE

2.4.1 Formules de transformation

Considérons deux systémes d’unités, notés [ ] et [ ]". Pour toute observable
A, nous avons

<A> =al[A)l=d [A]. (2.8)

Par exemple, <L> = 0,9144m = 3 ft.
Soit Aj, I’observable définissant la nouvelle unité [A]"; comme le rapport de
deux observables de méme dimension est sans dimension, on a

A
<Al>=1[A =a[A] & — =212
<Ay> 1 o

ol ¢ est la valeur numérique de la nouvelle unité mesurée avec I’ancienne unité.
Ainsi

1[A] =« [A] implique o' =a la 2.9

et réciproquement.
Considérons ensuite la grandeur dérivée (2.1) X= cA™ B™. Pour le change-
ment d’unité

1[A] = a[A] 1[B] = B[B]
nous aurons selon (2.9)
x =ca™p™ = ¢ (a—la)nl(ﬁ—lb)n2

d’ot x' =M B ",
Nous voyons par ailleurs que
<X> =x[X]=x[A]" [B]™
— x/ [X]/ — xl [A]/n‘ [B]/n2 — x/ O{"‘ﬂnz [A]nl [B]nz
et 1[X] =amp"[X].
Par conséquent, il sera possible de manipuler les équations contenant des

unités comme les équations numériques. Par exemple, on pourra remplacer
I’expression [A]'" par " [A]".

24.2 Exemple
Considérons un point matériel obéissant aux deux lois

F=MA (2.10)

MM
F=— ———U‘”;X (2.11)



Changements d’unités et homogénéité

Dans le Systeme International (§ 2.9.1) ou
[L]=m [M] = kg [T]=s
nous avons

[F1=[M][L1[T]? =kgms™?

[Gl=[M]I'[LPITI? =kg ' m*s™2

et G=6,67-10""[G].
Dans le systéme d’unités anglo-saxon (§ 2.9.2) défini par

[LY = ft [FI=1b [T] =s

ol 1ft=03048m et 1lb=4448kgms2
nous aurons

M) =[FY[L] " [TY? = Ibft"'s?

ct

my = 2 e 1asoke.
0,3048
De plus,
[GY = [FI™"[LY* [T =1b~" fi*s™
et

, (0,3048)*

— 1 —-11
2,448 [G] =6,67-107" [G]

G=¢[G]=¢g
ol g =3,44-107%.

2.4.3 Théoreme d’homogénéité

Toute - relation entre les observables A, ..., 4,

riables et constantes dimensionnées ‘= s’exprime par une fonction

g = g (ay, ...; a;) homogeéne, c’est-3-dire que pour tout (a,,

g(way, ..., @,a) = yg(ay, -, a,)

Systéme
International
2.12)

Systéme anglo-saxon
ft = foot = pied
Ib = pound = livre

et G —- va-

ey O)
2.13)

ol ay, ..., a,, ¥, sont des coefficients associés au changement d’unités

inverse

11

1HAl=e[A). 1[Gl=y[GI dod a =aq,

Attention a la
notation

g =vs.

La démonstration de ce théoréme, conséquence naturelie de la discussion

précédente, est similaire 4 la démonstration du théoreme (2.1.4).
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2.5 APPLICATIONS DU THEOREME D’HOMOGENEITE

Le théoréme (2.4.3) permet d’obtenir certaines relations entre les obser-
vables sans connaitre les lois qui régissent les phénomenes considérés.

Dans les exemples qui suivent, nous choisissons la longueur, le temps et
la masse comme grandeurs fondamentales et considérons les changements
d’unités définis par

i

=) =1t m' = pum. 2.14)

2.5.1 Pendule mathématique plan

Un pendule de masse m et de longueur £ est 1ché sans vitesse initiale d’une
position initiale 8, (fig. 2.2).

e

Fig. 2.2 Pendule mathématique.

Lorsque les frottements sont négligeables, les seuls paramétres du probléme
sont (6,, £, m, g) ol g est accélération terrestre a I’endroit considéré. La
période T' du mouvement est une fonction des paramétres du probléme, d’ou

T =T (6, ¢ m, g). (2.15)

De [g] = [L] (T172, il suit que pour tout changement d’unités (2.14) nous
avons g’ = At 2g et, quels que soient (A, T, ), le théoréme (2.4.3) implique

T (8, AL, um, At_zg) =1T (6, £, m, g) (2.16)
En choisissant les valeurs

A= w=m"" 2 =g/t (2.17)
nous obtenons

T®, 1,1, )=T®)=g/tT @, ¢, m, g
d’otl, quels que soient (£, m, g),

T 0y, €, m, g) = /2/g T (6,) (2.18)

avec T (6;) une fonction qu’il faudra déterminer.



Applications du théoréme d’homogénéité

En conséquence, la période du pendule est indépendante de la masse et

elle est proportionnelle 2 /Z/g. En particulier les périodes T, et T, de Période d’un pendule
deux pendules de longueur £, et £,, lichés d’'un méme angle initial 6,

satisfont la relation

T, [
R e (2.19)
T2 62

De méme, I’évolution temporelle est définie par une fonction

0=0(,0, ¢ m g
et, du théoreme (2.4.3), on a (avec y = 1, car [#] n’est pas modifiée)

0 (tt, By, AL, um, At72g) =0 (t, 6,, ¢, m, g).
En particulier, en choisissant les valeurs (2.17), on a

0(Jg/tt, 8y, 1, 1, 1) = f (8, Va/t ) =01, 6y, £, m, g
c’est-a-dire que I’évolution est de la forme

0(1) = f By Vg/t ). (2.20)

Par conséquent, si I’on considere deux pendules de longueur £, et £,, [aichés
d’un méme angle initial 6, les évolutions 6, (¢) et 8, (¢) satisfont la relation

8, (1) =6, (\/€,/E, 1). @21

En conclusion, connaissant I’évolution d’un pendule de longueur £ on en
déduit I’évolution d’un pendule de longueur arbitraire.

2.5.2 Objet en mouvement dans un fluide au repos

Considérons un objet se déplagant a la vitesse v constante dans un fluide in-
compressible au repos (fig.2.3).

Fig. 2.3 Aile d’avion : 6 est I'angle d’attaque et d une dimension.

L’expérience montre que pour une forme donnée de 1’ objet, la force f néces-
saire pour maintenir v constant dépend des parametres (¢, d, v) de I’objet, et
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des paramétres (p, n) du fluide ol p est la masse spécifique du fluide (§ 10.2.1)
et n la viscosité (§ 12.3.2) :

[p] = [MI(L]7, [n]=[MIL1'[T]" et [F]=[MILLI[T].

Nous avons ainsi f = f (8, d, v, p, n) et le changement d’unité (2.14)
avec le théoreme (2.4.3) implique

F @, Ad, xx7 v, pr 3o, pr eI = A2 F 6, d, v, p, 1)
quels que soient (A, t, w). En choisissant

r=d7', t=d"v, p=pld>? (2.22)
nous obtenons

@6, 1,1, 1, p7d vy =p'd 22 £ (0, d, v, p, 1) (2.23)

En conséquence, la force s expnme par une relation de la forme :
@ dv, 0= dlv%(s R) e

ob R, est Ia gtandem' sans dtmenswn, appelée nombre de Reynolds
: déﬁme par .

Ce résultat montre que la grandeur qu’il faut déterminer — expérimentale-
ment ou théoriquement — est la fonction ¢ (6, R,); c’est I'un des problémes
importants en mécanique des fluides (sect. 12.4).

2.6 CHANGEMENTS D’UNITES ET CHANGEMENTS D’ETAT

2.6.1 Point de vue passif : changement d’unités

Nous avons vu qu’en physique classique, I’état d’un systeme est défini par
(n + 1) variables (X = temps, X, ..., X, ). Ayant choisi un syst¢me d’unités,
toute observable A est alors représentée par une fonction a (¢, X5 s X,). On
écrira indifféremment x,, ou ¢ pour la valeur du temps.

Introduisons un nouveau systéme d’unités ; nous avons

<X;> =x[X]=x/[X]] i=0,1,..,n (2.26)

ou

xlf =§&x;, et 1[X;]=§ x,1.



Changements d’unités et changements d’état

Ainsi, a toute valeur (x, ..., x,) des variables par rapport aux unités [X],
on peut associer (x;, ..., x,), valeur de ces mémes variables par rapport aux
nouvelles unités [X,1 : le changement d’unités définit une transformation T
sur lespace R*t1,

T: (X ooes X,) > (X ooy X)) (2.27)

Le point de vue passif consideére la transformation T comme elle a été
introduite : ¢’est un changement d’unités sans modification de 1’état.
D’observable A sera alors représentée par une nouvelle fonction, soit
a’ (xj, ..., X,).

De fagon explicite, soit A (Xy, ... X, Ky, ..., K,) la relation exprimant
I’observable A en fonction des variables X, et des constantes dimensionnées
K o alors

a(xg, .oy X)) =a(xy, ..., X, kp, .0, k) (2.28)

"7 17 b
et
a' (Xgy oo X)) = @ (X, ooy Xy, K7y oeny Kp) (2.29)

ou k; et k;. sont les valeurs numériques des constantes dans 1’ancien et le
nouveau systeme d’unités.

Exemple 1. Point matériel attaché a un ressort

Considérons un point matériel attaché & un ressort harmonique unidimension-
nel; ¢’est un systeme décrit par les variables (¢, €, v) et obéissant aux lois

F=MA et F=-KL

ol L est I’élongation du ressort par rapport a sa position d’équilibre et (M, K)
sont des constantes (fig. 2.4).

Le changement d’unités
1[L]=Xx[LY, 1[T]=t[TY, LM] = 1[M] (2.30)

est illustré sur la figure 2.4 ot I’état n’est pas modifié. Ce changement d’unités
induit la transformation sur I’espace R* définie par

T: (1,0, v) > (' =11, € = AL, v = At ). (2.31)

Cette tranformation (2.31) exprime les nouvelles valeurs du temps, de la po-
sition et de la vitesse lors du changement d’unités (2.30) ; la valeur numérique
de la force (F = MA) devient f' = At~2f, et la valeur de la constante de
rappel (K = —FL™") devient k' = 7 2k.

Changement
d’unités

Lois

Passif
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F=f[F]

§ F=/[1F]" V=v]V})

V=1[V]
! SNANG I Y G

L=¢[L] T=t[T} L=l T=r{T)

(a) (b)

Fig. 2.4 Changement d’unités ; point de vue passif : I’état du systeéme n’est pas modifié.

Exemple 2. Force gravifique

Considérons un point matériel décrit par les variables (¢, x, v) et obéissant aux
lois

MM X

F=MA et F=-G—3
X}

Le changement d’unités (2.30) induit la transformation sur R’ définie par
T: (t,x, ) > (' =11, X =hx, ¥V = At 'v) (2.32)

Lors de ce changement d’unités, la valeur numérique de la force devient
f' = At72f, et la valeur g de la constante de la gravitation G sera g’ =
A3t‘2g.

2.6.2 Point de vue actif : changement d’état

Le point de vue actif considére la transformation T (2.27) comme un
changement de I’état du systéme sans modification des unités.

Dans ce nouvel état, nous avons X; = x;[X;]; cela signifie que si I’an-
cien état était défini par (¢, x, ..., x,) alors le nouvel état est défini par
(', x{, ..., x,). Comme il n’y a pas de changement d’unités, les observables
sont représentées par les mémes fonctions, d’oit A’ = a’'[A] avec @’ =
a(t’, xi, ..., x,) et les constantes dimensionnées ne sont pas modifiées. La
transformation (2.27) associée au point de vue actif est souvent appelée un
changement d’échelle.

Dans I’exemple 1 du paragraphe 2.6.1, le point de vue actif revient a considé-
rer une nouvelle position, une nouvelle vitesse et un nouveau temps du méme
systeme (fig. 2.5). Dans ce nouvel état, 1a valeur de la force est f' = —k&’ =

Af.



Similitudes

(@) (b)

Fig.2.5 Pointde vue actif : (a) ancien état ; (b) nouvel état. Pas de changement d’unités.

2.7 SIMILITUDES

2.7.1 Définition

Si dans I’exemple 1 du paragraphe 2.6.1 on considere les changements
d’unités définis par (2.30) avec T = 1, ¢’est-a-dire ' = ¢, on obtient

K =1%k=k, =AM = —kt,

et les valeurs numériques des constantes (k et m) sont inchangées.
De méme, si, dans ’exemple 2 du paragraphe 2.6.1, on consideére les chan-
gements d’unités définis par (2.30) avec

T=2A", soit 0 = et ! =x%r (233)

nous aurons g’ = g et les valeurs numériques des constantes (g, m, m,) seront
a nouveau inchangées.

Dans ces deux exemples, les valeurs numériques des constantes sont in-
changées pour les changements d’unités choisis, et les valeurs numériques des
grandeurs relativement au nouveau systeme d’unités s’identifient aux valeurs
numériques de ces mémes grandeurs dans le nouvel état introduit par le point
de vue actif. Nous sommes ainsi amenés a introduire la définition suivante.

La transformation (2.27), associée & un changement d’unités, est une Similitude
similitude du systtme étudié si les valeurs numériques de foutes les
constantes sont inchangées.

2.7.2 Propriété

Si (2.27) est une similitude alors, du point de vue numérigue, les lois sont
identiques dans les deux systemes d’unités et les observables sont représentées
par les mémes fonctions, ainsi que le montrent les équations (2.28) et (2.29).

Par conséquent, si la transformation T est une similitude, il n’est pas Modele réduit
possible de distinguer entre I’ancien état mesuré avec les nouvelles unités

(point de vue passif) et le nouvel état mesuré avec les anciennes unités

(point de vue actif).
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Ressort

Planéte

Comme I'évolution temporelle du systéme est définie par des lois et que
celles-ci sont inchangées si (2.27) est une similitude, il s’en suit que si
, x (t), ..., x, @), t € R, décrit I'évolution du systeme dans les unités
[X,], alors l'image (t', x| (¢), ..., x, (¥)) par (2.27) décrit aussi bien la méme
évolution relativement aux nouvelles unités [X,], qu’une nouvelle évolution
relativement aux anciennes unités. En conclusion, toute similitude associe aux
n fonctions x; (¢) décrivant I’évolution de conditions initiales x? ar = 0,
n nouvelles fonctions y, (f) = x] (z~'t) décrivant I’évolution temporelle de
conditions initiales y? = x4t = 0.

Exemple 1. Point matériel attaché a un ressort
Nous avons remarqué (§ 2.7.1) que la transformation définie par
¢ =, t =1, m=m (2.34)

est une similitude pour P'exemple 1 du paragraphe 2.6.1. Par conséquent, si
x (¢) décrit I’évolution de conditions initiales (x°, v°), alors y (f) = Ax (1)
décrit I’évolution de conditions initiales (y* = Ax°, % = Av%). En particulier,
si I’on sait que le mouvement est périodique, on peut conclure que la période T
est indépendante de 1’élongation initiale. La période dépend ainsi uniquement
des constantes m et k et le théoréme (2.4.3) implique

T(um, ut=%k) =t T (m, k)
d’od

T, 1)=k/mT (m, k).

En conclusion, la période du ressort harmonique est proportionnelle 3

Jmfk.

Exemple 2. Troisieme loi de Kepler
Nous avons remarqué (§ 2.7.1) que la transformation définie par
0= t=21%¢ m =m (2.35)

est une similitude pour ’exemple 2 (§ 2.6.1). Nous pouvons ainsi conclure que
pour toute évolution x (¢) il existe un mouvement semblable d’équation

y () = rax (A" %), (2.36)

En particulier, pour tout mouvement périodique d’une plangte autour du
soleil, il existe un mouvement semblable, de trajectoire homothétique et
de période T’ ot

TI 2 Ll 3

C’est la troisiéme loi de Kepler (§ 6.5.1).



Conclusion

2.7.3 Similitude et invariance

Si l'unité de temps n’est pas modifiée (t' = t), ondira qu’une transformation
de la forme (2.27) est une similitude si elle commute avec I'évolution tempo-
relle. En effet, soient T et T, les transformations sur I’espace des états définies
respectivement par le changementd’unités et I’évolution temporelle ; la discus-
sion du paragraphe 2.7.2 montre que si 7 est une similitude, alors le diagramme
de la figure 2.6 est commutatif, ¢’est-a-dire T'(T, p) = T,(Tp).

T
P p’

T,l 1 1,

P e (1)

Fig. 2.6 Le diagramme est commutatif : T(T) =T(T, p).

De fagon générale, le systtme est dit invariant par rapport a une trans-
formatxon linéaire T définie sur P'espace des états si T commute avec
I’évolution temporelle. On dit alors que T est une invariance du systeme
considére.

2.8 CONCLUSION

Le choix d’un systeéme d’unités permet d’exprimer les résultats expérimen-
taux au moyen de nombres et I’étude théorique peut s’effectuer par I’analyse
mathématique des données numériques sans se soucier des unités. Seul le ré-
sultat final s’exprimera par un nombre auquel il faudra attacher I’ unité choisie.

Cependant, I’analyse des données numériques n’est pas la seule méthode
possible. Comme nous 1’avons vu dans ce chapitre, les questions lies aux
unités, soit I’analyse dimensionnelle, I’homogénéité, la similitude, fournissent
d’autres méthodes d’investigation qui sont d’autant plus efficaces que le phé-
nomene étudié est complexe. Dans certains domaines, tels que I’étude de la
turbulence ou les transitions de phases, c’est un outil dont on ne saurait se pas-
ser.

Pour aborder I’étude d’un phénoméne, on commence par mettre en évidence
les paramétres dont dépend ce phénomene ; I’analyse dimensionnelie permet
ensuite de trouver des relations entre ces paramétres et sert de guide dans
I’élaboration de la théorie.

Les transformations qui sont des similitudes sont trés importantes. Du point  Modeles réduits
de vue théorique, elles sont souvent associées a des propriétés fondamentales et
elles permettent de trouver de nouvelles lois. Du point de vue technique, elles
sont indispensables parce qu’elles permettent I’étude de constructions com-
plexes telles que barrages, avions, fusées, au moyen de modeles réduits [13].
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2.9 SYSTEMES D’UNITES

29.1 Systeme International (SI)

Le systéme d’unités généralement adopté en physique est le Systéme Inter-
national, aussi appelé MKSA, dont les unités fondamentales sont le metre (m),
le kilogramme (kg), la seconde (s), I’ampere (A), le Kelvin (K), la mole (mol)
et le candela (Cd) :

e La Conférence générale des poids et mesures tenue a Paris en 1889 a défini
I’unité de masse ; c’est le kilogramme, masse d’un cylindre en platine iridi€,
appelé kilogramme étalon, déposé au Bureau International des Poids et Me-
sures & Sevres, prés de Paris. La précision maximale pour la mesure estde 107°.
La masse d’un décimeétre cube d’eau pure a 4°C (étalon de masse avant 1889)
est égale 2 0,999972 kg.

e La 13° Conférence (Paris, 1967) a défini I’unité de temps, c’est la seconde,
durée associée a 9192631770 périodes de la radiation correspondant a la
transition entre les niveaux hyperfins (F =4, M = 0)et (F =3, M = 0) de
I’état fondamental 2S ,, de]’atome de Césium 133 non perturbé par des champs
extérieurs. La mesure d’une durée peut s’effectuer avec une précision de 10713,

o LaConférence générale de 1971 a défini I’ unité de quantité de matiére ; ¢’ est
la mole, quantité de matiére d’un syst¢me contenant autant d’entités élémen-
taires qu’il y a d’atomes dans 12 g de carbone 12. Les entités élémentaires
doivent étre spécifiées et peuvent étre des atomes, des ions, des molécules, des
électrons...

o La Conférence générale de 1983 a défini I’ unité de longueur ; c’est le metre,
distance parcourue par la lumiére dans le vide en un temps égal a 1/c seconde,
oil ¢ = 2,99792458 - 108.

2.9.2 Relations entre différents systémes d’unités

Nous avons donné sur le tableau 2.7 quelques systémes d’unités utilisés en

mécanique.
Tableau 2.7 (ft = foot ; Ib = pound.)
Grandeurs fondamentales de la mécanique

Systeme d’unités | Longueur | Masse | Temps Force
International (S1) m kg S -
CGS cm g s -
Pratique m ~ ] kgf
FSS ft Stug s -
Anglo-Saxon ft - S Ib

Certaines grandeurs dérivées ont recu un nom particulier ; quelques exemples
sont donnés dans le tableau 2.8
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Systémes d’unités

1 unité astronomique

1 année lumiére

Tableau 2.8
S CGS
Force Inewton =1lkgms2 |N [ldyne =1I1gcms™ =10"N
Travail ljoule =1Nm J {lerg = 1 dyne cm =101
Puissance | 1 watt  =1Js~! Wllergs™ =lgem?’s™® =107"W
Pression |l pascal =1lkgm 's2|Pa|lbarye =Idynecm? =10"'Pa
2.9.3 Relation entre diverses unités [14]
( = signifie que c’est une définition)
Longueur
1 fermi =1fm=10""m
1 angstrom =1A=10"""m
1 micron =1pu=10"%m

=1UA=1,496-10"" m
=1al=0,946- 10 m

1 parsec = 1pc=3,086-10"°m=3,26al
1 inch = 2,54 cm

1 foot = 30,48 cm

1 yard =3ft

1 mile = 1760 yard

Temps

1 jour = 86400 s (= 1 jour solaire moyen)

1 jour sidéral

= 86164 s

1 année = 365,26j = 3,156 - 107 s

Masse

1 Mev =10%eV =1,782-10"%0kg

1 Gev =10°eV =1,782-10"" kg

1 unité de masse atomique = 1u= 1660541072 kg

1 pound-mass = 0,45359237 kg

1 grave =9,81kg

1 slug = 14,59 kg

Force

1 kgf = 9,80665 N

11b =1 pound = | slug ft s™> = 4,448 N
1 pdl = 1poundal = 1 Ibfts™2 =0,138N
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Pression
1 atm =1,01325-10°Pa
1 bar = 10°Pa
= 1 _
1 torr = 7 atm = 1 mm Hg
Energie
lev =1,60219-1071°]
1 cal =4,184]
1 kWh =3,6-100]
Puissance
1CV =736 W
1 HP =746 W
Remarque. Nous avons donné ces relations pour illustrer 1’arbitraire du

choix des unités et I’intérét pratique qu’il y a a adopter le Systéme Internatio-

nal.

Les préfixes pour les puissances de dix sont donnés sur le tableau 2.9.

Tableau 2.9 Préfixes pour les puissances de dix.

Préfixe Symbole  Grandeur Préfixe Symbole  Grandeur
yolta Y 10% déci d 107!
zetta V4 107! centi c 1072

exa E 10" milli m 1073
peta p 10' micro i 105

téra T 10'2 nano n 107°
giga G 10° pico p 10-12
méga M 108 femto f 10715
kilo k 10} atto a 1018
hecto h 10? zepto z 1072
déca da 10 yocto y 107

2.10 PROBLEMES
2.10.1  Considérer I’exemple du paragraphe 2.4.2. On désigne par (¢, x,, v,,

a;, f;, 8) les valeurs numériques des grandeurs temps, X;, V,, A,, F;, G (o0 X,

est la composante { du vecteur position X, etc.) dans le systéme d’unités SI.

1. Quelles sont les valeurs numériques (¢, x/, v/, a;,

’

relativement au systeéme d’unités défini par

[LY = cm,

[TT = ms,

MY = kg.

7, ') de ces grandeurs




Problémes

2. On effectue le changement d’état défini par la transformation (¢, x;, v;)
(f = 10°1, %, = 10%x,, 3, = 107" v,). Trouver les valeurs numériques
(@;, f;, &) de ces grandeurs dans le nouvel état.

3. Comparer les résultats obtenus lors de la transformation passive (1) et active
(2). Peut-on arriver a la méme conclusion pour les transformations définies
par

[L] =cm, [T) = s, [M]" = kg.

2.10.2 Le mouvement d’une particule P obéit aux lois suivantes
X
F =MA et F=K pam—
,X ,n+

ol K et n sont des constantes, et X = OP avec O un point fixé (sin = 0,

le point O peut se trouver a distance finie ou infinie de P ; dans le second

cas, cela signifie que F = Ke avec e un vecteur fixé). On désigne a nouveau

par (t, x;, v;, a;, f;, k) les valenrs numériques des grandeurs dans le systeme

d’unités SI.

1. Trouver les valeurs numériques de ces grandeurs relativement au systéme
d’unités défini par

L{L]=Ar[LT, HT]="ITT, L[M]=1[M].
Comment choisir A et T pourque k' =k ?

2. Effectuer le changement d’état défini par la transformation (¢, x;, v;) —
(f = 71, ¥ = Ax;, 5, = Az~ 'v;). Quelles sont les valeurs numériques des
grandeurs ci-dessus dans ce nouvel état ? Quelle conclusion peut-on tirer si
’on a choisi A et T de maniére telle que k' = k dans 1 ?

On remarquera que n = 2 est la loi de la gravitation, n = 1 est la loi de
Hooke, et n = 0 est la loi de la pesanteur (en prenant O a I’infini).

2.10.3 Connaissant la loi de Coulomb (2.6), ou k = 8,99 . 10 dans
le systeme d’unités SI, trouver la relation entre le Coulomb et ’unité¢ de
charge du syst¢me CGS-électrostatique (c¢’est-a-dire que I’on posera 1C =
g[0OY, IN = 10°[FY, 1m = 10%[L) et I'on cherchera g de sorte que
K =1.

2.10.4 Les expériences journaliéres montrent que la fréquence de vibration
v d’une corde tendue dépend de la longueur £, de la force F appliquée aux
extrémités, de la masse par unité de longueur p,, et du nombre sans dimension
n (= harmonique). Etablir la relation suivante entre ces grandeurs

= 7 pl,

(f (n) est une fonction qu’il faudra trouver par I’expérience ou ia théorie.)

Similitude

Changement d’unités

Vibration d’une
corde tendue
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Vitesse des vagues

Loi de Stokes

2.10.5 On observe que la vitesse v des vagues au large de I’océan dépend
de leur longueur d’onde £, mais pas de leur amplitude. En admettant que les
grandeurs dont dépend v sont £, I’ accélération terrestre g, et la masse spécifique
de 'eau, établir le résultat suivant

v=Cygt

(ot C est une constante).

2.10.6 L'expérience montre que la force qui s’exerce sur un solide se
déplacant a tres faible vitesse dans un fluide (§ 2.5.2) est indépendante de la
densité du fluide. Vérifier que cette force est de la forme

f=ndeO).

C’est la loi de Stokes.



CHAPITRE 3

IMAGE DE I’UNIVERS ET ORDRES DE
GRANDEUR

3.1 DES ATOMES AUX QUARKS

3.1.1 Structure des atomes

La matiere, en particulier les étres vivants, est constituée d’atomes que
I’on peut considérer, dans I’explication de beaucoup de phénomeénes, comme
de petits « grains » (fig. 3.1), dont le rayon est de I’ordre de 1’angstrom
(1A = 1071 m), et la masse entre 1 et 260 unités de masse atomique. Les
masses des particules sont généralement exprimées en unités d’énergie en rem-
placant m par mc? (ol ¢ est la vitesse de la lumiére) et en prenant I’ électron-volt
comme unité d’énergie.

4

Fig. 3.1 Vue au microscope électronique d’une dislocation dans un cristal d’alumi-
nium. La distance entre atomes (points blancs) est 2,3 A (cliché fourni par M. Mills,
EPFL).

Dans la matiére, solide, liquide ou gazeuse, ces atomes sont séparés par des
distances de 1’ordre de I’angstrom, et interagissent au moyen de forces, attrac-
tives a « longue » distance, et répulsives & « courte » distance ; la force change
de signe pour une séparation des atomes de 1’ordre de quelques angstroms et
s’annule pour une séparation supérieure a une certaine valeur, appelée portée
de la force.

Les observations de J.J. Thomson (1897 : découverte de 1’électron dans les
rayons cathodiques) et de Rutherford (1911 : mise en évidence du noyau par

Atomes
107" m

J.J. THOMPSON
Physicien anglais
(1856-1940)

Prix Nobel 1906
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Electrons
Noyau
107" m

E. RUTHERFORD
Physicien anglais
(1871-1937)

Prix Nobel 1908

Neutrino

Neutron

Proton

diffraction de rayons o par de fines feuilles d’or) montrérent que les atomes
sont formés d’un noyau de charge électrique positive autour duquel se trouvent
les électrons chargés négativement, de sorte que 1’atome est électriquement
neutre. La force entre le noyau et les électrons — on dit aussi I’interaction — est
électromagnétique. Tous les noyaux ont approximativement la méme masse par
unité de volume qui est de 1’ordre de 3- 10'7 kg/m?, c’est-a-dire environ 3- 1014
fois la masse spécifique de I’eau !

Tableau 3.2 Structure de 1’atome.

Noyau : Diamétre = 107" m=1fm

/
N

Atome

Electron:  «Rayon », inférieur 2 1073 fm
Masse, m, = 0,911 - 107® kg = 0, 511 MeV
Charge, —e = —1,6- 107 C
Rayon de I’orbite autour du noyau == 0, 5A

3.1.2 Particules élémentaires [25]

En 1930, W. Pauli postule I’existence d’une nouvelle particule {15], appelée
aujourd’hui neutrino v,pour expliquer la violation apparente de la conservation
de I’énergie, dans les expériences de désintégration 8 — ¢’est-a-dire I’émission
d’un électron e~, ou d’un positron e*, A partir du noyau — telles que

CoY — Nifg + e~ + . (3.1)

Ce neutrino, observé en 1956 par Reines et Cowan, est une particule de
masse « pratiquement » nulle (inférieure 2 1073 fois la masse de I’électron),
qui interagit trés faiblement avec toutes les autres particules. Le neutrino est
tres difficile a observer; la section efficace (§ 18.4.1) pour le détecter est
environ 107* cm?. (Par exemple, un neutrino émis par le Soleil n’a qu’une
chance sur 10!? d’interagir lorsqu’il traverse la Terre selon 1’un des diamétres).
En 1962, on a observé I’existence de deux sortes de neutrinos, notés veetv,;
aujourd’hui, on admet qu’il existe un troisi¢me neutrino v, {16].

En 1920, Rutherford avait introduit I’idée d’une particule neutre, le neutron
n [17]. Cette particule fut découverte en 1932 par Chadwick [18], qui en
invoqua I’existence pour maintenir le principe de conservation de 1’énergie
dans des réactions telles que

Be] +a > C2+n (¢ = noyau d’hélium) (3.2)

Quelques mois apres la découverte du neutron, W. Heisenberg [19] et, in-
dépendamment, Iwanenko, arrivent & la conclusion que le noyau est constitué
de protons et de neutrons qui interagissent au moyen de forces trés intenses
appelées forces nucléaires ou interaction forte dont la portée est trés petite.
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Tableau 3.3 Structure du noyau.

Proton : Masse, m, = 1,672- 107% kg = 938 MeV

/' Diamétre = | fm

Charge, ¢
Noyau

pN

Neutron: Masse, m = 1,675 - 1077 kg = 940 MeV
Diamétre = 1 fm
Charge, 0

W. PAULIL

Pour expliquer I’origine des forces nucléaires, Yukawa introduit en 1935 Physicien suisse
I"hypothese de I'existence du méson, particule qui serait aux forces nucléaires - grigine autrichienne
I’analogue du photon pour les forces électriques ; c’est une particule dont la  (1900-1958)
masse serait de ’ordre de 200 a 300 fois celle de I’électron. Prix Nobel 1945

En 1936, on découvre une particule, le muon p©~, qui aurait la masse né-
cessaire, mais ne sera pas la particule proposée par Yukawa. Le muon est une
particule qui a les mémes propriétés que 1’€lectron, mais qui a une masse 200
fois plus élevée (m M = 106 MeV). En 1975, on découvre une troisiéme par-
ticule, le ™, ayant également les mémes propriétés que I’électron, mais une
masse 3500 fois plus élevée (m_ = 1777 MeV).

Ces trois particules (e =, u—, ) constituent avec les trois neutrinos

(v,, Vv v,) et les six antiparticules associées (e tout T, U, ﬁu, v,),

la famille des leptons : ce sont les particules qui ne ressentent pas les Leptons
Jforces nucléaires (de méme que les particules neutres ne ressentent pas

les forces électriques).

Tableau 3.4 Famille des leptons.

LEPTONS Charge
v, I v, v, O
e T - - ]

C’est en 1947 que les particules postulées par Yukawa seront observées
expérimentalement : ce sont les mésons 7t et 7, appelés pions (m, =
140 MeV); en 1950, on découvrira un pion neutre 79 de masse légerement
inférieure (m o = 135 MeV).

Depuis 1950, les antiparticules (1’ antiparticule associée a la particule p est ~ Antiparticule
notée p ; elle possede les mémes propriétés que la particule, mais une charge
opposée), ainsi que des particules de plus en plus lourdes, seront observées
expérimentalement : 3 fois la masse du proton pour le Psi (), découvert
en 1974, 10 fois pour I'Upsilon (T), découvert en 1977, 100 fois pour les
W', W et Z° découverts en 1983. Aujourd’hui, on a identifié des centaines
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Durée de vie

Quark
107% m

Hadron

de particules « élémentaires » et, dans certaines théories, on postule I’existence
de particules encore beaucoup plus lourdes.

Fig. 3.5 Traces laissées dans une chambre a bulles par des particules élémentaires
(photo CERN).

3.1.3 Stabilité des particules

Contrairement aux électrons, protons, neutrons (dans certains noyaux) et
neutrinos, les autres particules sont instables et se désintégrent en d’autres
particules. Elles ont une durée de vie comprise entre 107 et 10724 5. La durée
de vie est 'intervalle de temps 7 défini par la relation

t
T

N@t) = N(©O) e

qui relie le nombre de particules aux instants O et ¢.

La stabilité des €lectrons s’explique par la conservation de la charge élec-
trique et de I’énergie. Pour le proton, au contraire, il n’y a pas de loi fonda-
mentale permettant d’expliquer sa stabilité ; expérimentalement, la durée de vie
du proton apparait supérieure 4 10>! ans [20] (il faut se souvenir que I’Age de
1’Univers est estimé a 10'” ans). Le neutron, dans le noyau, a la méme durée
de vie que le proton ; libre, au contraire, sa durée de vie est de 900 s environ.

3.1.4 Quarks

Tandis que les leptons sont toujours considérés commes des particules
« ponctuelles » (2 I’échelle de 107'® m), on sait depuis quelques années que
toutes les autres particules, c’est-a-dire celles qui ressentent I’interaction nu-
cléaire et que I’on regroupe sous le nom de hadrons (%, p, n,...), ne sont
pas des particules fondamentales, mais des objets complexes. En 1963 déja,
Gell-Mann, Ne’eman et Zweig introduisent I’idée que le proton est formé de 3
particules plus petites, les quarks. Dans le modele original, 3 sortes de quarks
et leurs antiquarks sont nécessaires. De charge 25 e et — V4 e, oil e est la charge
du proton, ils sont appelés up (1), down (d) et strange (s). La découverte du mé-
son ¥ en 1974 confirme I’existence d’un 4° quark, charm (c), postulé en 1964
par Bjorken ; la découverte du méson T (1977), puis en 1983 celle du méson
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B [21] (de masse égale a 5 fois la masse du proton), met en évidence I’exis-
tence d’un 5° quark, bottom () ; finalement, il est apparu nécessaire de postuler
Iexistence d’un 6° quark, appelé top (¢), qui a été mis en évidence & Fermilab
en 1994 [22], puis confirmé en 1995.

En conclusion, on admet aujourd’hui qu’il existe six quarks, caractérisés
par une saveur : «up », «down », «charm», «strange », « bottom »,
«top ».

Tableau 3.6 Famille des quarks.

QUARKS Charge
u (up) ¢ (charme) t (top) +% €
d (down) s (étrangeté) b (bottom) ‘% €

Pour ne pas étre en contradiction avec I’une des super-lois de la physique —
le principe d’exclusion de Pauli introduit par Pauli en 1925 — on a d supposer
que les six quarks avaient une nouvelle propriété appelée couleur; chaque
quark se trouve dans 1’un de trois états possibles, désignés par une couleur, soit
bleu, vert ou rouge pour les quarks, et les trois couleurs complémentaires pour
les antiquarks.

La force entre les quarks est trés surprenante. A trés faibles distances, ils
n’interagissent pas et se comportent comme des particules libres ; cependant,
si I’on essaie de séparer deux quarks, la force devient importante et il se crée
deux paires quark-antiquark : au lieu d’obtenir deux quarks séparés, on obtient
deux paires de quark-antiquark (fig. 3.7) et il est impossible d’obtenir un quark
isolé. Ce phénomene, appelé confinement, ressemble a celui, bien connu, que
I’on observe lorsque I’on essaie de briser un aimant en deux morceaux, dans
I’intention de séparer les pdles Nord et Sud; au lieu de séparer les pdles, on
obtient deux aimants.

R

Fig. 3.7 Essai de séparation de deux quarks.

Les quarks ont des dimensions inférieures 3 1078 m et on leur attribue des
« masses » (tab. 3.8), mais ce sont des parametres dont la valeur dépend d’un
certain nombre de conventions.
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Hadrons

Mésons

Baryons

Tableau 3.8 Masse attribuée aux quarks en GeV (m 0 =1 GeV).

u d c s t b
4.10% 1001 | 1,57 02| 174 | 4,5

Aujourd’hui, on admet que tous les hadrons sont formés soit d’une paire
quark-antiquark (g,, g,), soit de trois quarks et que, de plus, ils sont de
« couleur neutre » (c’est-a-dire « blancs »). Les hadrons formés d’une paire
(4, ,) sont les mésons (n° = uii, 7~ = dit, K = 5u, ¢ = ¢, T = bb,
B = ub,...), ceux formés de trois quarks sont les baryons (p = uud, n =
udd,..).

Nous voyons que, de méme qu’il existe six particules fondamentales qui
ne subissent pas I’interaction forte (les leptons), il existe six particules qui
subissent de telles interactions (les quarks). De plus, comme on le voit sur
les tableaux 3.4 et 3.6, les leptons et les quarks apparaissent en trois familles
contenant quatre éléments chacune; la famille (e, v, ; u, d) est celle qui est
associée a la matiere stable constituant I’Univers. Dans cette analogie, on
remarque également que les leptons et les quarks ont tous un « spin 1/2 ».

Tableau 3.9 Quelques particules élémentaires [26].

Particule | Masse (MeV) [ Durée de vie (s) gg:irr?t?ger:gon
Photon y 0
Leptons v, <7-107 stable ?
v, < 0,25 stable ?
v, <24 stable ?
e 0,51 stable
u 105,66 2,20-107° U —> e v
T 1777 2,90 - 101 T >V
Hadrons
Méson rt 139,57 2,60-10°% Tt — utv
7% | 134,97 0,87-10716 7% - yy
K* | 493,6 1,24 .1078 K+ — utv
K® | 497,67
Ky | . 0,89 .10 Ky > ntn™
Kg . 5,18.10°18 K? - %700
Baryons p 938,27 stable
n 939,57 n— pe v
A 1115,68 2,63.10°1° A= pr~
>+ | 1189,37 0,80-1071° =t > pnt
%0 1192,55 5,8.107% % - Ay
- | 1197,44 1,48 - 10710 T > nno
Q| 1672,45 0,82.10°1° Q" —> AK~
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3.1.5 Interactions fondamentales

Actuellement, on connait quatre types de forces fondamentales — ou in-
teractions — entre les particules élémentaires. Ce sont les interactions fortes,
électromagnétiques, faibles, et gravitationnelles.

Les forces électromagnétiques sont décrites par un champ (le champ élec-
tromagnétique), auquel est associé une particule, le photon.

De la méme maniére on admet que toute force fondamentale est due & un
champ auquel est associée une « particule » responsable de ’interaction; il
n’existerait pas de force a distance. (On appelle champ une grandeur définie
en chaque point de I’espace-temps.)

Le gluon est la «particule » associée aux interactions fortes entre les
quarks ; c’est elle qui maintient les quarks ensemble dans les hadrons. Cette
« particule » a été¢ mise en évidence en 1979 elle posséde la propriété de
« couleur ».

Les bosons intermédiaires W+, W~ et Z° sont les « particules » associées
aux interactions faibles ; I’existence de telles « particules » fut postulée en 1934
déja (Fermi, Yukawa) pour tenter d’unifier dans une méme théorie les forces
faibles et les forces électromagnétiques (de méme que Maxwell avait pu unifier
les forces électriques et magnétiques dans une méme théorie). Cette unification
fut réalisée par Glashow, Salam et Weinberg (ce qui leur valut le prix Nobel
en 1979), et ces « particules » mises en évidence en 1983 [23].

Le graviton, ou « particule » associée aux forces gravifiques, n’a pas encore
été observé. Cependant, les observations sur les quasars doubles découverts en
1974 confirment indirectement |’existence d’ondes gravitationnelles.

Fortes Faibles Electromagnétiques
Ve
S
“—»\H/ - o
d d v, = ot et

\/ ¢ Ve

eluon b - 7<
»\Y ‘ E/K‘ e
u u

Cc
b et

\ VAL
S e

d e

Fig. 3.10 Interactions fondamentales et « particules » associées.

Du point de vue phénoménologique, on consideére que les forces nucléaires
discutées plus haut sont associées a I’échange d’un pion, particule formée de
deux quarks (fig. 3.11).

Interaction
électromagnétique

Interaction forte

Interaction faible

Interaction
gravifique
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(b)

Fig.3.11 Représentation phénoménologique de la force nucléaire (a) et de I’ interaction

forte (b).

Remarquons que les forces électromagnétiques peuvent €tre soit attractives,
soit répulsives. Les systemes rencontrés dans la nature sont neutres, et I’interac-
tion électromagnétique entre de tels systémes a une portée pratiquement finie.

Tableau 3.12 Propriétés des interactions fondamentales et nucléaires.

FORCES « PARTICULE »
associée
Type Intensité Portée « Particule » | Spin | Charge | Masse | Couleur
Gravita- 1073 infinie graviton (7) | 2 non non non
tionelles (~r?)
Faibles 103 1072 fm w=, z° 1 oui [100m,| non
Electro- =+ infinie photon 1 | non | non non
magnétiques (~r)
Fortes 1 infinie gluons 1 non non oui
(~ar 2 +b)
Forces | 10 fm pion 1 oui | gm, | non
nucléaires

Aujourd’hui, les physiciens pensent que quatre types d’interactions c’est
encore trop. La théorie des supercordes (ou supersymétrie) se propose de
trouver une seule théorie permettant d’unifier I’ensemble des phénomeénes

connus.
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3.2 DES ATOMES AUX GALAXIES

3.2.1 Des atomes aux étoiles

Ayant terminé cette excursion au centre des noyaux, revenons & notre point
de départ : « toute matiére est constituée d’atomes ».

On connait actuellement 109 éléments chimiques différents dont le noyau
a une charge Z comprise entre 1 et 109. Seuls les éléments avec Z < 92
apparaissent naturellement sur la Terre et ’on a pu identifier plus de 1700
« variétés » différentes d’atomes, appelés isotopes.

Les atomes interagissent pour former des molécules. Typiquement, les mo-
lécules avec lesquelles travaillent les physiciens sont constituées de quelques
atomes. La chimie, en particulier la chimie organique, va s’occuper de mo-
lécules beaucoup plus complexes. Finalement, en biologie, on est conduit a
considérer des molécules telles que I’ ADN qui compte 10 4 10'° atomes.

Avec ces ordres de grandeurs, on arrive au niveau de la cellule qui contient
10'? 4 10'* atomes et dont les dimensions sont de I’ordre du micron, soit 1070
m ; puis nous voild aux dimensions de I’homme avec environ 10'* cellules —
soit 10%® atomes — et la dimension du mérre.

En continuant cette exploration dans les échelles plus grandes que I’homme,
nous arrivons aux planétes, dont les dimensions sont de I’ordre de 10° m et qui
sont formées, pour une plangte comme la Terre, de quelque 10°! atomes. Nous
avons donné dans les tableaux 3.13 et 3.14 quelques dimensions typiques.

Tableau 3.13 Grandeurs caractéristiques de la Terre et de la Lune.

Rayon de la Terre R, =6370-10°m

Masse de la terre M, =598-10" kg

Période de révolution propre 0,997 jour

Période de révolution autour du Soleil 365,26 jours

Rayon de la Lune R, = 1,738 - 10 m =~ 0,27R,,
Masse de la Lune M, =1735-10" kg~ £ M,
Période de révolution propre 27,32 jours

Période de révolution autour de la Terre | 27,32 jours

Distance Terre-Lune D =384 -10° m = 60,3R,,

Nous arrivons ensuite & I’échelle du systéme solaire, dont les dimensions
sont de ordre de 10° 4 10'2 m. On introduit alors une nouvelle unité, I’ unité
astronomique, définie au moyen de 1’ orbite terrestre, soit environ 1,5 - 101 ' m
(tab. 3.14).

107" m

10° m
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Masse Rayon Distance au Période de Période de | Excentricité
soleil rotation révolution
propre autour du
soleil
@ = Terre Mg =1 Ry =1 Dg =1 jour année
(~6-10%kg) [ (~*6,4-10°m) [ (= 1,5-10" m) | (= 864005) (=~ 365))
Soleil 322 10° 109.20 — 25,37
Mercure 0,056 0,38 0,39 59 0,241 0,206
Vénus 0,815 0,95 0,72 243,01 0,615 0,007
(rétrograde)
Terre 1 1 1 0,997 1,00004 0,017
Mars 0,107 0,53 1,52 1,03 1,88 0,093
Jupiter 3179 11,27 5,20 0,41 11,86 0,048
Saturne 95,1 9,44 9,54 0.43 29,46 0,056
Uranus 14.5 4,10 19,18 0,65 84,01 0,047
Neptune 17,2 3,88 30,06 0.66 164,79 0,009
Pluton 0,00t77 0,27 39,44 6,39 248 0,250

Tableau 3.14 Le syste¢me solaire [59].

3.2.2 Des étoiles aux galaxies [27]

La prochaine étape se situe a I’échelle des galaxies (fig. 3.15). On arrive a
10'*m  des dimensions de 1’ordre de 10'® m, ce qui conduit a introduire de nouvelles
unités, le parsec (= 3, 1-10' m) et I’ année-lumiére (1 al = 0, 95-10'm). On
remarquera que jusqu’au début de ce siécle, galaxie était synonyme d’Univers.
Aujourd’hui, les galaxies sont pour les astronomes 1’analogue des atomes pour

les physiciens : ce sont les « blocs » qui constituent I’Univers.

Amas
. ° " globulaires

Plan de

1000 al la Galaxie

1000 000 al

Fig. 3.15 Schéma de notre Galaxie vue en coupe.

Les galaxies sont constituées d’environ 10'! étoiles (rappelons qu’une cel-
lule contient 10'? atomes, un animal 10'2 cellules, et I’Univers environ 10!
galaxies !) ; ces étoiles ont une masse comprise entre 1072 et 102 masse solaire
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et sont séparées par des distances de I’ordre de 10 al. C’est la force de gravi-
tation qui lie les étoiles a I'intérieur de la galaxie. Le rayon d’une galaxie est
de I’ordre de 10* al et 1a densité de matiere a Iintérieur d’une galaxie se situe
autour de 10720 kg/m?.

Notre Galaxie, la Voie Lactée (fig. 3.15), fait partie des galaxies géantes avec
un diametre de 103 al. L’étoile la plus proche du Soleil, o du Centaure, est 2 4,3
al. A Iintérieur de la Galaxie, certaines étoiles vont s’associer en amas. On dis-
tingue d’une part, les amas ouverts formés de 10 a 100 étoiles, il y en a environ
1000 connus, situés dans le plan de la Galaxie (fig. 3.15), d’autre part, les amas
globulaires formés de centaines de milliers d’étoiles (fig. 3.16); on en connait
environ 300 situés dans le hallo et la région centrale. L’ensemble de la Galaxie
est animé d’un mouvement de rotation autour de son centre ; la vitesse du Soleil
est de 250 km/s et il lui faut 250 millions d’années pour effectuer une révolu-
tion.

Fig. 3.16 Amas globulaire.

Fig. 3.17 Galaxie d’ Andromede.

Les galaxies ne sont pas distribuées au hasard dans I’espace, mais la plupart
d’entre elles (85%) s’associent en amas de 10 a 1000 galaxies. Le diameétre
d’un amas de galaxies est de I’ordre du million d’année-lumiére, soit 102 100
fois le diamétre d’une galaxie. La vitesse relative d’une galaxie d’un amas par
rapport & une autre est en moyenne de 1000 km/s.

10 m

57



Image de I’Univers et ordres de grandeur

58

10* m

10 m

Notre Galaxie appartient 2 un amas appelé Groupe Local, ayant 6 - 10° al
de diamétre, et qui est formé d’une trentaine de galaxies (fig. 3.18); les plus
importantes, la nbtre et Andromeéde (fig. 3.17), sont éloignées de 2 millions
d’année-lumiére I’une de I’autre.

La distance entre amas de galaxies est de I’ordre de 50 & 100 millions al. Par
exemple, I’amas de la Vierge, amas le plus proche du Groupe Local, se trouve
a 45 millions al ; ¢’est un amas formé de 3000 galaxies.

Les amas de galaxies vont, & leur tour, s’ associer en super-amas, comprenant
des dizaines d’amas, et dont le diamétre est de 1’ordre de 200 millions al. Le
Groupe Local, I’amas de la Vierge et celui de la Grande Ourse font probable-
ment partie d’un méme super-amas, en forme d’ellipsoide, dont le grand axe
mesure entre 160 et 180 millions al.

A des échelles encore plus grandes (les galaxies les plus lointaines obser-
vées se trouvent a 4-10° al), la concentration des galaxies dans I’Univers est
uniforme et I’Univers apparait homogéne. Les galaxies semblent s’éloigner de
nous avec une vitesse proportionnelle & leur distance, vitesse qui serait égale a
la vitesse de la lumigre 2 une distance de 107 al.

Finalement, notre Univers aurait un rayon de 10'° al, et serait formé d’en-
viron 10!" galaxies, soit 108 nucléons. La densité de I’ Univers serait ainsi de
10726 kg/m?®. 1 4ge de I"Univers est évatué aujourd’huia 11 milliards d’années
[28].

ANDROMEDE
® ® LION 2
N
PETITE ® | ION 1
OURSE
[ ]
DRAGON e vOIE LACTEE

& NUAGES MAGELLAN
SCULPTEUR e

® LE FOURNEAU

1 millions al

2 millions al

Fig. 3.18 Le Groupe Local. Le centre de 1’amas se trouve A mi-distance entre la Voie
Lactée et Androméde.



Constantes physiques (Valeurs admises en 1986 [26])

3.3 CONSTANTES PHYSIQUES (VALEURS ADMISES EN 1986 [26])

Dans le tableau ci-dessous, la notation = signifie que I’on parle d’une valeur

exacte.

Tableau 3.19 Constantes physiques (valeurs admises en 1986 [26]).

Vitesse de la lumiere dans le vide
Constante de la gravitation universelle
Constante de Planck

Masse de I'électron

Masse du proton

Charge du proton

Masse du neutron

Masse de |’atome d’hydrogene
Nombre d’ Avogadro
Constante de Boltzmann

Accélération terrestre standard

Constante diélectrique du vide

€ =2,99792458 - 10° ms~!
G=6,67259-10"" mikg~ts2
i = 1,05457266 - 10734 J s
m, = 9,1093897 - 107 kg
= 0,51099906 MeV
m, =1,6726231 - 107%7 kg
= 938,27231 MeV
e =1,60217730- 107" C
m, = 1,6749286 - 1072 kg
= 939,56563 MeV
m(‘H) = 1,67356 - 10727 kg
N, = 6,0221367 - 10** mol~!
k = 1,380658 - 10722 JK~!
2 = 9,80665 ms2
L = 10"7¢? =8,9875517 - 10° Nm? C 2

ey

3.4 PROBLEMES

341

Evaluer le nombre de molécules d’hydrogéne H, contenues dans 1 m®

aux conditions standard, et la distance moyenne entre deux molécules. Méme
question pour ’eau H,0, et Ie fer Fe.

Masse atomique H 0 Fe

(u) 1,00797 15,994 55,847
Masse spécifique H, H,0 Fe
(kg/m?) 9.1072 10° 7,9 -10°

Indication : 1a quantité de matiére, exprimée en grammes et numériquement
égale A la masse atomique, contient un nombre de molécules égal au nombre

d’Avogadro (tableau 3.19).

3.4.2 Laparallaxe 8 d’une étoile est la moitié de I’angle sous-tendu par le
diametre T, T, de la trajectoire de la Terre autour du Soleil perpendiculaire a la

droite étoile-Soleil (fig. 3.20).

Hydrogene

Parallaxe

59



Image de I’Univers et ordres de grandeur

60

1. Sachant que la parallaxe de I’étoile @ du Centaure est 0, 745", évaluer la
distance en métres de cette étoile au Soleil.

2. Par définition, le parsec est la distance correspondant a une parallaxe de 1”.
Etablir la relation entre parsec et métre.

(On remarquera que 6 = %(n —a— pB)).

E

Fig. 3.20

Amas globulaire  3.4.3  Un amas globulaire typique contient 30 000 étoiles a I’intérieur d’une
sphere de rayon égal a 5 années-lumiére.

1. Estimer la distance moyenne entre deux étoiles par rapport au diametre du
Soleil.

2. A quelle pression (en atmosphere) doit étre soumis un gaz a la température
ordinaire pour que la distance entre molécules par rapport au diametre de la
molécule (= 107'° m) soit la méme que sous 1 ?

Idée : utiliser la loi de Boyle, pV = nRT reliant la pression p, Ie volume V,
la température T, et le nombre de mole n du gaz (R = 8, 31 JK~'mol~!).



CHAPITRE 4

POSITION INSTANTANEE D’UN SYSTEME
ET ANALYSE VECTORIELLE

La mécanique classique est I’étude du mouvement de systemes définis
par un ensemble de points que I'on peut distinguer et qui conservent leur
individualité au cours du temps.

Avant d’aborder une telle étude, il faut pouvoir repérer la position d’un point
P du systéme a un instant donné. Pour cela il faut choisir un référentiel .#2 et
marquer le point du référentiel avec lequel P coincide a cet instant. Il suffit
alors d’une paramétrisation des points du référentiel pour repérer la position de
P. En procédant de méme pour chaque point du systéme nous pouvons ainsi
repérer la position instantanée du systeéme.

Nous introduisons ensuite le concept de déplacement, ce qui ameéne naturel-
lement les notions de vecteur et de torseur.

Les idées que nous allons développer sont celles de 1a géométrie et 1’ appareil
de mesure dont nous avons besoin est la régle.

Mentionnons pour terminer qu’en mécanique quantique et en mécanique

statistique on sera amené a étudier des systemes formés de particules indiscer-
nables.

4.1 REFERENTIEL

4.1.1 Mouvement et référentiel

La notion de mouvement est intrinséquement liée a celle de référentiel. Un
objet, immobile pour un passager assis dans un avion, apparait en mouvement
pour un observateur sur la Terre ; de méme, pour un observateur sur la Terre,
les étoiles effectuent un mouvement circulaire, alors qu’elles apparaitraient
immobiles pour un autre observateur; 1’avion, la Terre, les étoiles définissent
trois référentiels différents.

Choix du référentiel
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Plateau tournant

Fusil tournant

Expérience 1. Disque sur plateau tournant

Un petit disque, fixé sur un plateau tournant autour d’un axe vertical, est
observé par deux observateurs, I’un dans le laboratoire et I’autre sur le plateau.
A un instant #, un dispositif libére le disque (fig. 4.1).

Pour le premier observateur, le mouvement du disque, initialement circu-
laire, devient rectiligne ; pour le second observateur, le disque, initialement
immobile, évolue par la suite en suivant une trajectoire en spirale; ainsi le
méme mouvement est décrit de facon différente par les deux observateurs.

2
A
e a°

(@ (b) ©

Fig. 4.1 Description du méme mouvement (a) par un observateur dans le laboratoire
(b) et sur le platean tournant (c).

Expérience 2. Fusil tournant

Un fusil est lié 2 une cible par un support rigide. Le tireur sur le support est
immobile par rapport au fusil et observe I’impact de la balle (fig. 4.2).

(b)

Fig. 4.2 La méme expérience effectuée dans le laboratoire (a) et sur le support
tournant (b).

Si le support est immobile par rapport au laboratoire, I’impact est au centre
de la cible et le tireur conclut que le mouvement de la balle est rectiligne. Si le
support est en rotation par rapport au laboratoire, I’impact est soit a gauche, soit
adroite du centre de la cible et le tireur conclut que le mouvement de la balle de
fusil est curviligne. Ainsi la méme expérience effectuée par des observateurs
différents conduit a des conclusions différentes.

Ces deux expériences illustrent le fait que la description du mouvement,
et les conclusions que I’on en déduit, dépendent de I’ observateur ; on dira
que la description du mouvement, et les lois que I’on peut en déduire,
dépendent du choix du référentiel.



Référentiel

4.1.2 Référentiel et point coincidant

On appelle référentiel .72 un ensemble de N points (N > 4), non
coplanaires, dont les distances mutuelles restent constantes.

C’est aussi la définition d’un solide indéformable (sect. 8.1). Par extension  En mécanique
tous les points de I’espace dont les distances mutuelles aux N points restent c!a§siqu§:, un
constantes font partic du méme référentiel. L’ observateur et ses appareils de  "éférentiel est un
. . . . N solide indéformable
mesure sont toujours supposés immobiles par rapport 4 .72 (fig. 4.3).
e )

i

e

Fig. 4.3 Observation d’un systeéme (= boomerang) a partir des référentiels .2 et.2’.  Boomerang

Ayant choisi un référentiel .#2, on peut alors étudier le mouvement du sys-
teme en étudiant le mouvement de chacun de ses points.

Soit P un point du systéme ; & tout instant ¢ il existe un point P, fixé dans Point
9% qui coincide avec le point P du systéme 2 cet instant ; par définition, coincidant
P, est le point coincidant (avec P al’instant ¢).

Dans I’expérience 1, si I’on choisit comme référentiel .42 le laboratoire, le
point coincidant P, est le point du « laboratoire » qui coincide avec le disque
a I’instant 7 indiqué a ’horloge du sol (fig. 4.1 b). Au contraire, si 1’on choisit
le référentiel .2’ du plateau tournant, le point coincidant P, sera le point du
« plateau tournant » qui coincide avec le disque a I’instant ¢ indiqué & I’horloge
située sur le plateau tournant.

Pour terminer, remarquons qu’a un instant ¢ donné il est possible d’identifier
les points P du systeme avec les points coincidants P, dans .2 ; mais, tandis
que les points P sont en mouvement par rapport a .#2, les points P, sont
immobiles dans .#2.

4.1.3 Choix du référentiel

Le choix du référentiel est entiérement arbitraire. Dans la pratique, on choi-
sira le référentiel par rapport auquel la description du mouvement et les lois de
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Regle du
tire-bouchon

la physique sont les plus simples. Les référentiels le plus souvent utilisés sont
les suivants :

e Référentiel défini par le laboratoire, appelé aussi référentiel terrestre.

o Référentiel géocentrique, ou de Ptolémée, défini par le centre de la Terre et
trois étoiles trés éloignées, dites « fixes ».

o Référentiel de Kepler, défini par le centre du Soleil et trois étoiles fixes.

o Référentiel de Copernic, défini par le centre de masse du systeme solaire
(§ 4.8.2) et trois étoiles fixes.

o Référentiel du centre de masse (§ 11.5.2) et référentiel de repos (chap. 21)
d’un systéme matériel.

o Référentiel inertiel local (§ 15.3.7); c’est par exemple, le référentiel défini
par un ascenseur en chute libre, ou un satellite tournant autour de la Terre.

4.2 SYSTEME DE COORDONNEES

'T Ayént choisi un réféijfeﬁée} .72, on appelle systéme de coordonnées a
Pinstant t une paramétrisation des points du référentiel au moyen de trois
_ nombres réels (q;, ¢,. ¢3), & cet instant,

Attention ! Il ne faut pas confondre les notions de référentiel et de systéme
de coordonnées : pour un référentiel donné il existe une infinité de systemes de
coordonnées.

4.2.1 Coordonnées cartésiennes

Considérons un systéme d’axes cartésiens direct O 123 lié au référentiel, dé-
fini par un point O — appelé origine — et trois axes orthogonaux, orientés de
facon directe (fig. 4.4 a), c’est-a-dire satisfaisant a la régle du tire-bouchon
suivante : la rotation de 7 /2 amenant I’axe 1 sur ’axe 2 fait avancer le tire-
bouchon dans la direction 3.

@ (b)

Fig. 4.4 Systéme d’axes orthogonaux dans .#2 : (a) direct ; (b) inverse.
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Nous pouvons repérer un point P de .72 par ses coordonnées cartésiennes P = (x,, x,, x;)
(x;, x,, x3),00x, estlalongueuravec le signe approprié du segment O P, pro-
Jjection orthogonale de O P sur I’axe i, mesurée avec la méme régle étalon [L].
La longueur du segment O P estnotée | OP | [L].

Fig. 4.5 Coordonnées cartésiennes de P dans.72.

On remarquera que le choix du systéme d’axes 0123 n’est pas unique et
dans certains cas, on choisira différents systémes d’axes a différents instants
(sans changer de référentiel).

4.2.2 Coordonnées curvilignes

Suivant la nature du probléme, en particulier quand il y a des symétries,
il sera possible de simplifier les calculs en introduisant d’autres syst¢mes de
coordonnées, dites coordonnées curvilignes.

Les coordonnées curvilignes les plus souvent utilisées sont les coordonnées
polaires (r, 6) dans le plan, cylindriques (p, ¢, z) et sphériques (r, 8, @)
dans I’espace, définies sur la figure 4.6.

Coordonnées
polaires,
cylindriques,
sphériques

(a) W) (©)
r=|OP|€[0,00[ p=|OP |€[0, 00 r=]|0P|€l0, oo
6 e [0, 2] v € [0, 2n] g €0, n1, ¢ € [0, 27]
P=(r0) P=(p, 0 2) P=(r0,¢)
Fig. 4.6 Coordonnées curvilignes de P : (a) polaires ; (b) cylindriques ; (c) sphériques.
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Les formules de transformation entre les coordonnées cartésiennes et res-
pectivement les coordonnées polaires, cylindriques et sphériques sont :

X, =r cosf X, = pcosg x, =r sinfcosg
Formules
de changement a) X, =r sinf b) X, = p sing c){ x,=rsinfsing “.1)
de coordonnées
x3=0 X3=12 X, =7 cosf

A titre d’illustration, et pour insister sur 1’arbitraire du choix des coordon-
nées, nous avons défini sur la figure 4.7 les coordonnées contravariantes et les
coordonnées elliptiques. On utilise ces derniéres, par exemple, dans I’étude de
la molécule HJ : les points A et B sont les positions des protons supposés im-
mobiles et P représente la position de I’électron.

(a) (b)
OA A, A, sont quatre points fixes (par P = (A uw, @)
exemple quatre atomes d’un cristal). A= _(r// +r) e[l 00[
s 1 loP]
= (!, x2, Pyou x| = —H 1
|oa, | p==0"—r)el=1 +1]
v €0, 2]

d =|AB|, r' =|AP|, r" = |BP|

Fig. 4.7 (a) Coordonnées contravariantes ; (b) coordonnées elliptiques.

Lignes de On appelle ligne de. mrdomée g, une courbe orientée, définie en fai-
coordonnées - sant varier la cnordonnée q,, les autres coordonnées étant maintenues
constantes (fig. 4. 8). , L
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.

S S S

(a) (b)

©

Fig. 4.8 Lignes de coordonnées : (a) cartésiennes ; (b) polaires ; (c) sphériques.

4.2.3 Coordonnées généralisées

Ayant paramétrisé les points de .22, nous pouvons repérer la position instan-
tanée de n’importe quel systéme. En particulier, pour un syst¢me de N points, il
faudra en principe 3N nombres et le temps, par exemple {z, x{ }?:11"5"’3”/ . Dans
la pratique, il sera possible de procéder de fagon plus simple et plus utile.

Observations

En observant le modeéle de la molécule diatomique, formée de deux atomes
identiques, sur le rail a air (fig. 4.9), nous remarquons que le mouvement des
« atomes » P et Q est compliqué. Cependant, le mouvement du point G, milieu
de PQ, est trés simple et le mouvement relatif (distance entre P et Q) est
simple. 11 y aura donc intérét a introduire les deux grandeurs x; et x, ol xg
est la coordonnée du milieu de PQ et x la distance, variable, entre P et Q.  yro4aie g une

Ces deux grandeurs définissent univoquement les coordonnées cartésiennes de  molécule diatomique

P et ( par les relations sur rail & air
P: xfp)zxc—%x; xf’)zo; x§"’=0
Q: fo)=xG+%x; xéQ)=O; ng’zo.
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Fig. 4.9 (a) Molécule diatomique ; (b) rotateur ; (c) centrifugeuse.

Rotateur Considérons ensuite le rofateur, molécule linéaire rigide formée de N

atomes Py, ..., Py (fig. 4.9). Les cinq grandeurs (x, y, z, 6, ¢) définissent
umvoquement les coordonnées cartésiennes des N atomes :

x® =x +d,sinfcosg

P, : xé"’) =y+d,sinfsing

xéa) =z+d, cosf

oud, = | P P, | est constant.

Finalement, considérons un point P se déplacant a I’ intérieur d’un tube tour-
nant 2 vitesse w, constante autour d’un axe vertical (centrifugeuse, fig. 4.9).
Dans ce cas, la position de P est univoquement définie au moyen d’une seule
grandeur £ = | O P | et du temps (6, étant supposé constant) et I’on a

Centrifugeuse

x, = & sin G, cos(wt)
P | x,=E&sinfsin(wyt)

x5 = —& cos 0.

Coordonnées ~ On 'appélle ‘coordonn
généralisées d’un
systéme

némltsées tout ensemble de k- grandears
gy, - q,) el que. hdonaée;ie (‘11! oy q,,, £ détermme urmfuquement ~
‘13 posmcm du systéme 2 nstaat i

Cela s1gmﬁe que pour tout point P, du systeme il existe trois fonctions
——xla) (qu'“a qu t)
= x2 ) (qla ey qk’ t) (42)

_x3 (qp'-'# qu t)
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exprimant les coordonnées cartésiennes de P, en fonction des coordonnées
généralisées et du temps.

Le sous-espace de R* défini par les positions possibles du systéme est
appeléespace de configuration . Les équations (4.2) constituent une paramétri-
sation de I’espace de configuration, ou tout au moins d’une partie de cet espace.
Le choix des coordonnées généralisées est totalement arbitraire, cependant on
choisira toujours les coordonnées généralisées de maniere telle que des valeurs
voisines des {g;} correspondent 2 des positions voisines du systéme dans I’es-
pace.

Si les k coordonnées généralisées sont des variables indépendantes, et
s’il est possible de les faire varier de fagon indépendante, on dit que le
systéme est holonéme a k degrés de liberté,

Si ces deux conditions ne sont pas remplies, on dit que le systéme est soumis
a des liaisons, concept sur lequel nous reviendrons a la section 12.6. Dans les
exemples de la figure 4.9, la molécule diatomique est un systéme holonéme
a 2 degrés de liberté, le rotateur un systéme holonéme a 5 degrés de liberté, la
particule dans la centrifugeuse un syst¢éme holondme a 1 degré de liberté.

4.3 CALCUL VECTORIEL : ASPECT GEOMETRIQUE

4.3.1 Scalaire

Par définition un scalaire est une grandeur S enti¢rement définie par un
nombre réel s et une unité [S].

En particulier, la valeur numérique ne dépend ni du choix d’un syst¢me de
coordonnées, ni de la direction ; elle peut dépendre cependant du référentiel.
Par exemple la longueur d’une courbe, I’intervalle de temps entre deux événe-
ments, la température, la masse et I’€nergie cinétique sont des scalaires.

4.3.2 Déplacement

Il existe des grandeurs qui ne sont pas complétement déterminées par la
donnée d’un nombre. Le cas le plus simple est le « déplacement ».

On appelle déplacement ABb une paire ordonnée de points du référentiel
72 : A est’origine et B I'extrémité. Le déplacement A B sera représenté
par une fléche de A 2 B.

Un déplacement est ainsi défini par une origine A, un nombre positif ou nul
| AB | appelé norme (la longueur du déplacement est égale a | AB | [L]), une
direction (droite A B) et un sens (celui de A vers B). Remarquons que la norme
est un scalaire.

Espace de
configuration

Systeme holondéme

Scalaire

Déplacement
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Somme de deux
déplacements

Rayon-vecteur

Déplacement libre :
AB

Structure
mathématique sur les
déplacements

Commutativité
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AB+ BC

(a) (b)
Fig. 4.10 Déplacement A B et vecteur-lieu de A et B : (a) somme ; (b) A’B’ ~ AB.

Etant donné les déplacements A B et BC, on définit la somme (fig. 4.10 a)

AB+ BC = AC 4.3)
et I’opposé

—AB = BA. 44

Soit O un point arbitrairement choisi dans le référentiel .22 ; on associe a
tout point P de.#2 le déplacement O P, aussi noté xP, appelé rayon-vecteur
ou vecteur-lieu de P. Nous avons ainsi (fig. 4.10 b)

AB=AO + OB = —x® 4 x®, (4.5)

Deux déplacements AB et A’B’ sont dits équipollents si la translation ame-
nant A sur B transforme A’ en B, et’on écrit AB ~ A’'B’ (fig. 4.10b). Cette
notion d’équipollence est une relation d’équivalence ; la classe d’équivalence
AB du déplacement A B est appelée déplacement libre . Un déplacement libre
est ainsi défini par une direction, un sens et un nombre positif ou nul. Le dépla-
cement libre associé a AA est le déplacement nul, noté 0 ou simplement O.

Ayant choisi un point O dans.#2, il y a un déplacement et un seul d’origine
O équipollent au déplacement A B, et il est possible de représenter I’ensemble
des déplacements libres par I’ensemble des déplacements de méme origine O.

On introduit sur I’ensemble des déplacements libres — ou, ce qui revient
au méme, sur ’ensemble des déplacements de méme origine O - la structure
mathématique suivante :

e Multiplication par un scalaire

Le déplacement A OA, X € R, est le déplacement de norme | A | | OA |, de

méme direction que OA, et de méme sens ou de sens opposé suivant que A

est positif ou négatif. En particulier —~-OA = AO.
e Addition

La somme OA + OB est le déplacement OC défini par la regle du parallélo-

gramme (fig. 4.11). Comme nous supposons que |’ espace est euclidien, nous

avons la propriété de commutativité :

OA + OB = 0B + OA. 4.6)
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De plus  OA + (—0A) = 0. En particulier pour tout déplacement libre,

AB = x® — x®, 4.7

(b)

Fig. 411 (a)OA+ OB =0Cou AC ~ OB ;(b)OB+0A =0D ou BD ~ OA. Si
I'espace est euclidien, C = D.

4.3.3 Expérience de Stevin

Considérons |’expérience de Stevin représentée sur la figure 4.12. Un objet
est suspendu a un support au moyen de deux tiges sur lesquelles on a fix¢  STEVIN Simon
des dynamometres identiques (pour cette discussion, il n’est pas nécessaire ~ Physicien et
de préciser la grandeur force que cet appareil mesure). On peut déplacer les ‘;ﬁge:'g’z‘(')c'e" flamand
points A et B sur le cadre et ainsi modifier les angles o el a,. On observe [ . tion en 1586 du
que les grandeurs (F;, F,) dépendentdes angles (o, a,), maiselles possedent . o o0 riangle
une propriété remarquable : en reportant a partir d’un point O des segments  des forces et de
paralleles aux tiges, de longueurs proportionnelles a F| et F,, on constate que  I'impossibilité du
la diagonale du parallélogramme ainsi construit est indépendante des angles = mouvement perpétuel
(a,, o). Il est donc possible de représenter la paire (£}, F,) au moyen d’une
seule « flieche » F — ou déplacement libre — qui est indépendante des angles
(a;, a,). De plus cette représentation permet de prédire quelles seront les
valeurs (F{, F;) pour n’importe quels angles (o}, o) par la loi d’addition des
déplacements libres.

En conclusion ’expérience de Stevin montre qu’il existe des grandeurs
physiques qui peuvent étre représentées par des déplacements libres et qui
possedent la méme loi d’addition.

(a) (b)

Fig.4.12 Expérience de Stevin, ... mais le calcul vectoriel ne sera introduit qu’au XIX¢
siecle, par J.W. Gibbs et O. Heaviside.
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libre

Addition
de 2 vecteurs

Vecteur nul

4.3.4 Vecteurs

Par définition, toute grandeur physique ayant les « mémes propriétés »
que les déplacements libres est un vecteur.

Ayant choisi une échelle, une telle grandeur peut étre représentée par une
fleche d’origine O et, réciproquement, toute fiéche d’origine O représente une
valeur de cette grandeur ; de plus, cette représentation est indépendante de tout
systéeme d’axes. Cette grandeur, notée v, est ainsi définie par une direction, un
sens, un nombre positif ou nul | v| appelé norme, une unité [v] et satisfait la
régle d’addition du parallélogramme (fig. 4.13) : la grandeur physique v est
égale a la somme des grandeurs v, et v, si v = v + v, selon la régle du
parallélogramme.

UV +1Hh =0+ 0

Fig. 4.13 Régle du parallélogramme.

Remarquons que la norme d’un vecteur est un scalaire ; le vecteur de norme
z£€ro est appelé vecteur nul , noté O ; deux vecteurs ayant méme unité sont dits
de méme nature.

o
s °
P

f P P

F m "
3
Q Q
P P
a) b ©)

(

Fig. 4.14 (a) L’action de la force dépend du point d’application P ou @ ; (b) le
mouvement du bloc sur le plan incliné ne dépend pas du point de suspension de la masse
m sur la portion verticale du fil : 1a force exercée par m sur le fil est un vecteur glissant ;
(c) le mouvement du bloc dépend du point de suspension : la force exercée sur le ressort
est un vecteur lié.

L’expérience de la figure 4.14 (a) montre que I’action d’un vecteur peut dé-
pendre du point d’application : la force nécessaire pour soulever le bloc dépend
du point d’application P ou Q. Au contraire, si la corde de la figure 4.14 (b)
n’est pas élastique, le mouvement du bloc sera le méme lorsque la force est ap-
pliquée au point P ou au point Q : I’action de la force n’est pas modifiée si le
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point d’application est déplacé sur la droite support de la force. Mais attention !
Cela est faux si la corde est élastique (fig. 4.14 ¢).
Par définition un vecteur lié est un vecteur associ€ a un point P, appelé  Vecteur lié
point d’application ; il est désigné par (P, v) quand cela est nécessaire. Un
vecteur li€ est une grandeur ayant les mémes propriétés que les déplacements.
Par exemple la force est en général un vecteur lié.
Un vecteur qui n’est pas associé a un point est appelé vecteur libre. Par  Vecteur libre
exemple la quantité de mouvementd’un systéme est un vecteur libre (sect. 11.1).
Finalement il existe des vecteurs liés dont I’action n’est pas modifiée si on
déplace le point d’application sur la droite support du vecteur ; un vecteur ainsi
associé a une droite de I’espace est appelé vecteur glissant . Vecteur glissant

4.3.5 Remarques

e La notion de vecteur introduite au paragraphe 4.3 .4 est intrinséque, elle ne
fait appel ni & une origine, ni a un systéme d’axes. Cependant nous n’avons
pas donné une définition mathématique puisque nous n’avons pas précisé ’ex-
pression « les mémes propriétés que les déplacements libres ». Suivant les
propriétés que 1’ on considere, on sera conduit soit a la définition mathématique
d’espace vectoriel (ou R-module), soit a celle de  tenseur (Appendice B). Tenseur

¢ Il existe des grandeurs que nous pouvons représenter par une fleche mais
qui ne sont pas des vecteurs parce qu’elles ne satisfont pas a la reégle du
parallélogramme. Par exemple on peut représenter par une fieche n la rotation
R, d’axe n, d’angle | n |, dans le sens défini par la régle du tire-bouchon; on
vérifie aisément que RnI . an # RnI +n, ©t la régle du parallélogramme n’est
pas satisfaite.

n.

¢ Finalement mentionnons que, sous-jacente a la propriété de commutativité
de I’addition, il y a I’hypothése que I’espace est euclidien. Sur la Terre, un dé-
placement a partir de 1’équateur de 1000 m au Nord suivi d’un déplacement
de 1000 m a VEst diffeére d’un déplacement de 1000 m a I’Est suivi d’un dé-
placement de 1000 m au Nord d’environ 10~ m; pour de telles distances, nous
pouvons considérer que la Terre est un espace euclidien. Si nous effectuons
maintenant des déplacements de 1000 km, le déplacement Nord puis Est dif-
fére du déplacement Est puis Nord de 20 km ! Pour de tels déplacements, il
n’est plus possible de considérer la Terre comme un espace euclidien.

iR
B

Fig. 4.15 Lasurface de la Terre ne peut pas étre considérée comme un espace euclidien
pour des distances supérieures a quelques dizaines de km: AB 4+ AC # AC + AB.
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44 STRUCTURE MATHEMATIQUE SUR LES VECTEURS

Cette section est un résumé sans démonstration des notions de calcul vec-
toriel dont nous aurons besoin. Nous ne mentionnerons pas explicitement les
unités, celles-ci s’introduisant de fagon naturelle.

4.4.1 Multiplication d’un vecteur v par un scalaire S

Le produit S v est le vecteur de norme | S | | v |, de méme sens que v si § est
positif et de sens opposé si S est négatif. Si v est non nul, le vecteur unité v
dans le sens de v est le vecteur sans dimension défini par

b= dou  |d]|=1 (4.8)

lvl
Par conséquent on peut toujours écrire

v=|vid. 4.9

4.4.2 Somme de deux vecteurs de méme nature

La somme v, + v, est le vecteur v défini par la régle du parallélogramme
(fig. 4.13).
L opposé —v du vecteur v est le vecteur tel que v+ (—v) = 0.

Propriétés

L.v+v,=v,+v

2. (v tv)tuv,=v + @, +vy)
3.5(vy+v))=8v, +Sv,

4.4.3 Produit scalaire de deux vecteurs

Le produit scalaire v, - v, est le scalaire défini par
v v, =|v||v,|cosa : : (4.10)

ol € [0, 7] est 'angle chtr,e v, etv, (fig. 4.16 a).

(%) B

(a) (b)

Fig. 4.16 (a) Produit scalaire de deux vecteurs ; (b) théoréme de Pythagore généralisé.
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Propriétés

l.v-v=|v|2>O; |v|2=0 sietseulementsi v =20
2. v -v,=v,-7,

30, -(,+v)=v v, U 1,y

4. v, -(Svy) =S(v,-v,y)

Corollaires
N M M

1. (Zk’ui) | (Z“jvf) =22 himuy @.11)
i=1 j=1 i=1 j=1

2. Siwv, et v, sontnon nuls, alors v, - v, = 0 si et seulement si v, et v, sont
perpendiculaires.

3. Théoreme de Pythagore généralisé (fig. 4.16 b) :
|[AB|> = |OA|\* +|OB|*> =2 |OA| |OB | cosa (4.12)
En effet, |[AB |> = AB - AB = (OB — OA) - (OB — 0OA).

4. La projection orthogonale du vecteur v sur la droite O A (fig. 4.17) est le
vecteur v/ défini par

vY¥=@w-mrh ol n=—. 4.13)

Fig. 4.17 Projection d’un vecteur sur un axe.

4.4.4 Produit vectoriel de deux vecteurs

La structure mathématique introduite jusqu’ici est indépendante du choix
d’un systéeme d’axes. Au contraire, pour définir le produit vectoriel, il faut
commencer par choisir un systéme d’axes cartésien 0123.

Le produit vectoriel v, A v, est la grandeur définie par :

o une direction, perpendiculaire aux vecteurs vy et v, ;
e un sens A, tel que (v;, v,, #) ait méme orientation que 0123;

e un nombre positif ou nul, |v, Av,| = |v,| |v,||sina|od « est
P'angle entre v, et v,. '

Produit vectoriel
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v, AU, =0

v etw,
sont paralleles

Produit mixte

La grandeur v; A v, peut ainsi étre représentée par une « fieche » qui ne dé-
pend du systtme d’axes que par |’orientation (fig. 4.18). Si I’on ne considere
que des systemes d’axes orientés de fagon directe, cette grandeur posséde les
mémes propriétés que les déplacements libres ; cependant la fleche change de
sens si I’on inverse I’ orientation du systéme d’axes. De telles grandeurs sont ap-
pelées pseudo-vecteurs ou vecteurs axiaux ; au contraire, les grandeurs ayant
les mémes propriétés que les déplacements sont dites vecteurs polaires. Les
vecteurs axiaux, notés dans certain cas &, sont parfois représentés par un seg-
ment auquel est associé un sens de rotation (fig. 4.18 c) ; cette représentation
est indépendante du systéme d’axes choisi. Par la suite nous ne ferons pas de
distinction entre vecteur polaire et axial en choisissant uniquement des sys-
temes d’axes directs.

L]

o =7 U

(a) (b) (©)

Fig. 4.18 Produit vectoriel : (a) systtme d’axes direct ; (b) systeme d’axes inverse ;
(c) représentation indépendante du systeme d’axes. L’aire de la surface hachurée est
égaled (v, A v, |

Propriétés

L. vy, Av,=—v, AV,

2.1, A8, =S A,

vy A(wtv)=v A, + U A,

Corollaires

N M N M
LA aa ) A D oy ) =D huju v, (4.14)
i=1 j=1

i=1 j=1
2. Si v, et v, sont non nuls, alors ¥; A v, = 0 si et seulement si v, et v, ont
meéme direction (¢’est-a-dire sont parall¢les).

4.4.5 Produit mixte de trois vecteurs
Le produit mixte de trois vecteurs (polaires) est le nombre défini par

(v, Ay vy = v A, | |v;|cosy (4.15)

ol y est I’angle entre v, et v; A v, (fig. 4.19).
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Si I’on ne considére que des systémes d’axes orientés de facon directe, ce
nombre est un scalaire ; cependant, ce nombre change de signe si I’on inverse
I’orientation du systéme d’axes : c’est donc un pseudo-scalaire.

U3
L]
vy
y ——» |

vy A

(@ (b)

Fig. 4.19 Le volume du parallélépipéde construit sur (v, v,, v;) est égal a
| (v, Avy) - v, ] . (a) Systeme d’axes direct ; (b) systéme d’axes inverse.

Propriétés
L (U AD) vy=WA0) U,=(0; A1) UV, =0, (V, A1) 4.16)

2. Siv;, v, et v, sontnon nuls, alors (v, A v,) - v; = 0 si et seulement si les
trois vecteurs sont coplanaires.

4.4.6 Produit triple de trois vecteurs

Le produit triple de trois vecteurs (polaires) est le vecteur (polaire) dé-
fini par ;

v Ay AY,).

Propriétés

LoyAn@Av) =  v)v,— (v, -v,)y, 4.17)

20 AW AU) U AW AY) F VAU AY) =0 4.18)
d’ou WV, AV AU, =V, AU, AV3) + 0, A (U3 AD)

Cette derniere relation montre que le produit triple n’est pas associatif.

Corollaires

I (v, Avy) - (A0 = (v -v3)(, - v,) — (V) - v,)(v, - vy) 4.19)
2 2

2. (v Av)? =, | v, |7 — (v, vy)?

Ce corollaire est une conséquence immédiate des propriétés 1 du produit
mixte et du produit triple.

w,Av)-v,=10

v, v, ety
coplanaires

Produit triple
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4.5.1 Composantes d’un vecteur

Systeme d’axes Soit v un vecteur libre ou li€ au point A. En introduisant un systéme d’axes
orthogonaux  orthogonaux A123, les résultats de la section 4.4 permettent d’écrire (fig. 4.20)

v=vl+v2+v3=v1el+v2e2+v3e3=Zviei (4.20)
ol e; est le vecteur unité (sans dimension) dans la directioni = 1, 2, 3

v=|v| CHdwe s o (421)
Uy est appeié compasantede v dcms Iadzmcuon i (amsx vl= {u})

Fig. 4.20 Décomposition de v dans la base Ae,e,e,.

Base, repere Les 3 vecteurs (e, e,, ;) formentune base et A ¢, e,e, constitue unrepére
orthonormé 1ié au point A, c’est-a-dire :

e e, =35, (4.22)

Symbole de ol §, jestle symbole de Kronecker défini par
Kronecker §; ;

e, nNe, =€ , e, Ne; =€ , e;Ne =e,. (4.23)
Dans le cas des rayons-vecteurs nous avons de méme (fig. 4.5)
3
OP =OP + 0P, + 0P, =Y xe,
i=1
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P
X

coordonnée cartésienne du point P.

Finalement, pour tout déplacement AB, on a

3 3
AB=0B-04A=) (x —xMe, =) te,

i=1 i=1

= OP - ¢;, composante de OP dans la direction i, s’identifie avec la

xp—axf

_ B_ A
AB=| x; - xj
B_ A

x5 — xj

et les composantes (§,, £,, &) du déplacement AB sont égales a la différence

entre les coordonnées cartésiennes de B et celles de A.

Propriétés

Ayant choisi un systéme d’axes orthogonaux, alors :

1. Un vecteur v est univoquement défini par ses composantes (v, v,, v3);

2. Un déplacement libre est univoquement défini par ses composantes

(S] ’ Szi s’g) 5

3. Deux déplacements sont équipollents si et seulement si ils ont les mémes

composantes.

4.5.2 Formules du calcul vectoriel

Soit u, v, w, trois vecteurs définis par leurs composantes relativement a un
repere orthonormé 1 u = (U, Uy, Us), V= (vy, V,, V3), w = (W, w,, wy).
La structure mathématique introduite a la section 4.4 s’exprime au moyen

de relations algébriques simples entre les composantes :

multiplication par un scalaire : s v = (s v;, 5sv,, SV;)

somme de deux vecteurs : u+v=_(u +v, u,+v,, ty+v;)

produit scalaire :

norme d’un vecteur :

produit vectoriel :

produit mixte :

3
WU = U Uy, + UV =D W,

7]
! 3 2
|v|=[v%+v§+v§]/’=[§ilvi]

UNAV = (UyV3 — UzVy, UzVy — Uy,
Uy vy = Uy0y)

Uy Uy U
u-WAwy=1|, v, v, 1

Wy Wy W

ol | A { est le déterminant de la matrice A.
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4.5.3 Composantes contravariantes et covariantes d’un vecteur

Si I’on introduit un repére A e, e,e; qui n’est pas orthonormé (fig. 4.7 a, ot
e; = OA,), il faut distinguer les composantes contravariantes v' du vecteur v,
définies par la décomposition

3

v= Z Ve, 4.24)

i=1
des composantes covariantes v; de v, définies par le produit scalaire
3 .
v=ve=) vie e (4.25)
j=1
Dans ce cas le produit scalaire s’exprime par
3 . 3 . .
u v=Zu’ei-v=Zu’vi.=_Zu’vf(ei-ej) (4.26)
i

4.5.4 Convention d’Einstein

Pour simplifier les formules, on introduit souvent la convention d’Einstein :
un indice répété deux fois, une fois en haut, I’autre en bas, indique automati-
quement une sommation. Ainsi on écrira (4.26)

— i
v, =u'v (e,.-ej)

Dans la suite nous considérerons uniquement des repéres orthonormés et il
n’y aura pas lieu de distinguer entre composantes co- et contravariantes, car
dans cecas v' = v,.

4.6 TORSEURS

4.6.1 Introduction

De méme que les expériences de Stevin sur les forces concourantes ont
conduit a la notion de vecteur, les expériences sur les forces paralleles condui-
sent a la notion de moment. Rappelons que 1’étude de 1’équilibre des leviers
avait amené Archimede a la conclusion que des poids commensurables sont
en équilibre lorsqu’ils sont en raison inverse de leur distance au point d’appui.
Pour généraliser ce concept on introduit la notion de moment d’un vecteur 1ié.
Il semblerait que Léonard de Vinci ait été le premier a avoir reconnu 1’impor-
tance de cette notion en statique.

- On appelle mammt mgparfau point Oduvmriié(}’. v) Ie;
vecteur lié au point O définipar o




Torseurs

Le moment par rapporta O du vecteur lié v n’est pas modifié si I’on déplace
v sur son support : on peut ainsi définir le moment d’un vecteur glissant par
rapporta O.

Ensembles de forces équivalents

L’expérience de Stevin (§ 4.3.3) nous a moniré que deux forces {F,, F,}
appliquées au méme point C pouvaient &tre remplacées par deux autres forces
{F{, F,}, appliquées au méme point C, pour autant que

F, +F,=F/+F,. LEONARD DE VINCI
(1452-1519)
peintre, sculpteur,
De plus elles pouvaient étre remplacées par une seule force F ou par n forces  jngénieur, architecte

{FY, ..., F)} appliquées en C pour autant que savant italien
F +F,=F=F/+ .. +F,.

Les ensembles de forces {F,, F,}, {F|, F;}, {F}, (F{, ..., F)} appliquées
en C sont donc « équivalents » en ce sens qu’ils ont méme effet sur le systéme
considéré (la masse suspendue au point C).
L’expérience décrite a la figure 4.21 est une généralisation a plusieurs forces  Généralisation de

non coplanaires et non concourantes de 1’expérience de Stevin. I'expérience de
Stevin

Fig. 4.21 La force F agissant sur P est « équivalente » aux forces F, F,, F;, F,,
agissant sur P, P,, P, P,.

La figure 4.21 (a) montre le solide maintenu en équilibre sous 1’action de 4
forces F, F,, F;, F,. La figure 4.21 (b) montre le méme solide maintenu  Equivalence entre
dans la méme position d’équilibre sous ’action d’une seule force F. deux ensembles de

. .. forces
Ces deux ensembles de forces {F,, F,, F,, F,} et {F} qui maintiennent le
solide dans le méme état sont dits équivalents
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Expérimentalement on observe que la condition nécessaire et sufftsante pour
que deux ensembles de forces {(P;, F,)} et {(ij, F j’.)} maintiennent le solide
dans le méme état s’exprime par les équations

M
F, = ZF (4.28)

Jj=1

[V]z

M
OP,AF, =) OP,\F] (4.29)
1 j=1

-

ol O est un point arbitrairement choisi.

On exprime ces conditions en disant que deux ensembles de forces sont
équivalents s’ils ont la méme résultante (4.28) et le méme moment résul-
tant par rapport au point O (4.29).

Cette notion d’équivalence entre deux ensembles de forces est généralisable
a un ensemble de vecteurs de méme nature par I’introduction du concept de
torseur.

4.6.2 Définitions

Torseur {(P,, v, )} On appelle forseur un ensemble fini ou infini de vecteurs liés (ou glis-
sants) de méme nature, noté & = {(P,, v,)}.

. Les éléments de réduction du torseur par rapport a un point O sont la
Eléments de  rgsylgante R et le moment résultant M, par rapport & O, définis par

réduction
R=) v, (4.30)
My=) OP,rv, (4.31)

La résultante est un vecteur libre ; le moment résultant est un vecteur lié au
point O.

4.6.3 Théoréme du transfert

Théoréme du Les moments résultants par rapport a deux pomf;s O et A sont liés par la
transfert formule

M, =M, +AO AR. (4.32)
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DEMONSTRATION

M,=Y AP, Av, =) (AO+OP,) Ay, =
o o

=AO0 A (Zva) +Y OP,nv, =A0 AR+ M,
o o

4.6.4 Invariants d’un torseur

Les grandeurs R et My - R sont deux invariants du torseur, c’est-a-dire  Invariants
qu’elles ne dépendent pas du choix du point de réduction O.
En effet le théoreme du transfert implique

M, R=M,+AOAR)-R=M,-R pourtout A.

Le moment résultant M, est un invariant si et seulement si la résultante R
est nulle, et, dans ce cas, My = M est un vecteur libre.

On appelle couple un torseur dont la résultante est nulle. En particulier, deux  Couple
vecteurs liés et opposés {(P,, v), (£,, —v}} constituent un couple de moment

M=P,P 1. (4.33)

4.6.5 Axe central

Pour un torseur de résultante R non nulle, ’axe central est le lieu géomé- Axe central
trique des points A o R A M, = 0, ¢’est-2-dire ou M est soit paraliele
a R, soit égal a zéro.

Théoréme de Paxe central

L’axe central est la droite parallele a2 R d’équation

———~ + AR A eR. (4.34)

DEMONSTRATION. La condition R A M, = 0, associée au théoréme du
transfert, implique

R/\MA:R/\[MO+AO/\R]:R/\MO+IR|2A0—(R~A0)R:0

RAM,
R

N . RAM, -
d’ot OA = + (R-0A)R = T + AR

ce qui est bien I’équation d’une droite parallele a R.
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Fig. 4.22 Construction géométrique de I’axe central A: | OA| = |R|™"' | M, |sina.

Corollaire. SiR-M, = 0avec R # 0, alors |'axe central est le lieu des
points par rapport auxquels le moment résultant est nul.

EneffetM,-R=M, -R=0etRAM, = 0impliquentM, =0siR # 0.

Remarquons pour terminer que I’ axe central est le lieu des points par rapport
auxquels le moment résultant est de norme minimale.

4.6.6 Relation d’équivalence

Torseurs équivalents  Deux torseurs sont dits équivalents s’ils ont les mémes éléments de ré-
duction par rapport 4 un point O. Dans ce cas, ils ont les mémes éléments
de réduction par rapport & n'importe quel point.

En effet, les relations R® =R® et MY =M  impliquent
MY =MJ + A0 AR® =M + A0 ARV =M.

Il résulte de cette définition que tout torseur est équivalent a un vecteur
R lié au point A et un couple de moment M = M,, ou R et M, sont les
éléments de réduction du torseur par rapport a A. En particulier tout couple
M est équivalent & deux vecteurs liés et opposés {(P,, v), (P,, —v)} tels que
P,PAv=M.

Par définition, un torseur est équivalent a zéro si la résultante et le moment
résultant sont nuls.

Théoréme.  Tout torseur est équivalent soit A zéro, soit 2 un vecteur lié,

~ soit a deux vecteurs li€s opposés, soit & un vecteur lié.etun couple' de
- moment parallele au vecteur (¢’est-a-dire trois vecteurs).
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DEMONSTRATION
e SiR=0etM, =0, .7 est équivalent a zéro.

e SiR#0etM, - R=0, .7 est équivalent au vecteur lié (P, R) ou P est
sur I’axe central.

e SiR=0etM, #0, 7 estun couple, donc équivalent & un ensemble
de deux vecteurs liés opposés.

e SiR#0etM,-R#0, .7 estéquivalentau torseur défini par le vecteur
li€ (P, R) ou P estsur l’gxeAcentral et un couple
de momentM = (M, - R)R.

Remarques

o Du point de vue des torseurs il sera possible de remplacer un nombre fini
ou infini de vecteurs liés par un ensemble formé au maximum de trois vecteurs
liés.

o Si le torseur .7 est I’union de deux torseurs .7’ et .7 " alors les éléments

de réduction de .7 par rapport 2 O sont égaux a la somme des éléments de
réduction des deux torseurs par rapport a ce méme point O :

T =7'U7" = R=R+R" et My=My+M].

e Siles torseurs.7 et. 7’ sont respectivement équivalents aux torseurs.7” et
— . —_ !
7 alors le torseur .7~ U7 est équivalent au torseur. 7~ U.7 .

Par exemple soit.7” le torseur des forces gravifiques agissant sur le systéme
Set.7 le torseur des forces gravifiques sur le systéme . Si.77 est équivalent
4 un vecteur F lié en G et si .7 est équivalent au vecteur F' en G, alors
le torseur des forces gravifiques agissant sur le syst¢éme total formé des sous-
systémes S et S’ est équivalent au torseur {(G, F), (G', F)}.

e Les définitions introduites entrainent les simplifications suivantes
TUT ' ~0 & T ~=-7 =P, —v,)}

qui seront utiles pour exprimer, par exemple, le principe d’action et de réaction
(sect. 10.3).

4.6.7 Torseur abstrait

De méme que 1’on a introduit la notion de vecteur comme classe d’équi-
valence de déplacements (§ 4.3.4), on peut introduire le concept de torseur
abstrait comme classe d’équivalence de torseurs [30]; dans ce cas un torseur
est défini en associant & chaque point A du référentiel une paire de vecteurs liés
(R, M,) ou R estindépendant de A et, pour tous points A et B, M, et M, sont
reliésparM, =M, + BA AR.

Torseur abstrait
(R, M,)
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Torseur des forces

Torseur des quantités
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de mouvement

Equilibre statique

Deux vecteurs

Trois vecteurs

4.6.8 Torseurs fondamentaux de la mécanique newtonienne

Considérons un systéme formé de N points matériels P, ¢ =1,..., N. A
chaque point P, est associé un vecteur p, = m v, la quantité de mouvement,
produit de la masse par la vitesse du point. De plus chaque point P, est soumnis &
I’action d’une force F,. Ces concepts physiques seront définis de fagon précise
dans les chapitres suivants. Pour Iinstant il suffit de savoir que la masse m , est
un scalaire strictement positif qui caractérise une propriété du point matériel,
et que la vitesse v, et la force F, sont des vecteurs liés au point P,.

L’ensemble des vecteurs liés {F} constitue le forseur des forces agissant
sur les points du systeme. Les éléments de réduction, notés F = Za F, et
My, = Y ,OP, A F, sont appelés respectivement résultante des forces
et moment résultant des forces par rapport a O. L'ensemble des vecteurs
liés {p_} constitue le forseur des quantités de mouvement du systeme. Les
éléments de réduction, notésp = ), p, etLy =Y, OP, Ap,_, sont appelés
respectivement quantité de mouvement et moment cinétique par rapport a O.

4.7 TORSEURS PARTICULIERS

4.7.1 Torseurs équivalents a zéro

Ce cas particulier est trés important puisque c’est celui qui correspond a
I’équilibre statique, ot ), F* = 0et }, MG, = 0 (sect. 11.1).

Deux vecteurs liés constituent un torseur équivalent a zéro si et seulement si
ils sont opposés et de méme support. Ainsi sur la figure 4.23, Ia force F; doit
étre opposée et de méme support que la force F,.

Fig. 4.23 Torseur de deux forces équivalent a zéro (systéme en équilibre).

Pour que trois vecteurs liés (P, v,), @ = 1, 2, 3, constituent un torseur
€quivalent a z€ro, il faut que les trois vecteurs soient coplanaires et que
leurs supports soient concourants (ou paralleles ; dans ce cas le point
d’intersection est a I’infini) (fig. 4.24).



Torseurs particuliers

DEMONSTRATION.  Si le torseur est équivalent a zéro, alors MPl =0et
0= M, -PP,=(PP,rv,+ P PyAvy) PPy = (P PNy - PP,
Les trois vecteurs P\ P,, P\ P, et v, sont donc coplanaires ; par conséquent

v, est dans le plan défini par (P, P,, P;) etil en est de méme de v, et v,.

Soit I Iintersection des supports de v, et v, ; comme M| = 0 = IP; A v,
le support de v, passe aussi par /.

I

Fig. 4.24 Torseur de trois forces équivalent a zéro (systéme en équilibre).

4.7.2 Ensemble de vecteurs coplanaires

Remarquons pour commencer que tout torseur ayant un plan de symétrie
est équivalent & un torseur formé de vecteurs situés dans le plan de symé-
trie (fig. 4.25).

Vecteurs
coplanaires : si

R # 0 le torseur est
équivalent a sa
résultante appliquée
en un point de I’axe
central

Fig. 4.25 Les vecteurs v/, et v/, sont symétriques par rapport au plan /7. Le torseur
{(P,, V), (P, v.)} est équivalent au torseur {(P,, v, = v + v)}.

Considérons alors un torseur formé de vecteurs (P,, v,) situés dans un
méme plan /7 (fig. 4.26).
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Py
R ‘\10 pa! Y
A
;7//
(a) b (©

Fig. 4.26 Torseur formé de vecteurs coplanaires : (a) torseur des forces agissant sur
1’échelle ; (b) torseur des quantités de mouvement des points situés sur une roue ;
(c) cas général.

Pour tout point O du plan /7, et quel que soit o, OP , Av, est perpendiculaire
a I1. Par conséquent R est un vecteur dans le plan IT et M, est un vecteur
perpendiculaire a ce plan, d’oll R - M, = 0. Si le torseur n’est pas équivalent
a zéro, il n’y a alors que deux cas possibles :

e siR =), v, =0,letorseurest un couple de moment perpendiculaire
au plan IT; ;

e siR =) v, # 0,le torseur est équivalent & un vecteur R 1i€ 2 un
point A de ’axe central, situé dans le plan I7,

0A = ;—itl?k AMgy+AR. (4.35)

Conséquence. Letorseur.” = {(P, v,), (P,, v,)} formé de deux vecteurs
liés est équivalent a un seul vecteur li€ si et seulement si les deux vecteurs sont
coplanaires avec v, + v, # 0

En effet pour que {(P, v)} ~ .7, il fautque 7~ U {(P, —v)} soit équivalent
a zéro et par conséquent il faut que v, v, et v soient coplanaires. Mais si v, et
v, sont coplanaires avec v, + v, # 0, le torseur.7” est équivalent a un vecteur
lié.

4.7.3 Ensemble de vecteurs paralléles

Soit.7 = {(P,,v)} ot v, = v,u (v, € R). Larésultante R = (}_, v, ) u
est parall¢le & u ; le moment résultant par rapporta O, M, = (3_, v, OP ) Au,
est perpendiculaire a u, d’ott R - M, = 0. De nouveau, si le torseur n’est pas
équivalent a zéro, il n’y a que deux possibilités :

o si R = 0, le torseur est équivalent 2 un couple de moment perpendicu-
laire A u. '

e si R # 0, le torseur est équivalent & un seul vecteur R = Ru ol
R =3, v, lié au point A défini soit par (4.35), soit par

_ 2o %OP,

OA = S (4.36)



Centre de masse

En effet, de (4.36) on obtient

or
MA=MO+A0AR=Zva0PaAu—zﬁz-”—“—ﬁA(Zua)uzo.
o Clvvt a

Ce sera par exemple le cas du torseur des forces de pesanteur que nous discu-
terons dans la section suivante.

Propriété.  Si la résultante d’un torseur de vecteurs paralléles 3 un
vecteur # est non nulle, le torseur est équivalent & un vecteur lié au point
A (4.36). Ce point est indépendant de & et de I’origine O choisie.

DEMONSTRATION. Soit A’ le point défini par (4.36) en choisissant une autre
origine O’ ; nous avons

> . v, 0P, 1
o va B Za va

oA = [Z v, (OP, — 00’)] =0A—-00 =04
o

d’o A=A

4.8 CENTRE DE MASSE

4.8.1 Torseur des forces de pesanteur

Considérons un ensemble de points matériels P, de masse m_, soumis a
P’action d’un champ de gravitation g constant. Cela signifie que chaque point
matériel P, est soumis a une force de gravitation F, = m_ g, ol g est
un vecteur fixé, indépendant de la position du point. Avec une trés bonne
approximation, c’est la situation que I’on observe en un lieu de la surface de
la Terre.

Dans ce cas le torseur des forces de gravitation est un ensemble de vec-
teurs paralleles et nous sommes ramenés au cas particulier décrit au para-
graphe 4.7.3. Par conséquent, si le champ de gravitation g est constant, le
torseur des forces de gravitation est équivalent a un seul vecteur R = Mg, ol
M =73 m, lié au point G défini par (4.36)

2oy OFy (4.37)

0G =
2o Mg

4.8.2 Définition du centre de masse

On appelle centre de masse, ou centre de gravité, ou centre d’inertie, le Centre de masse
point G défini par I’équation (4.37). Centre de gravité
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Comme le montre I’expression (4.37), le centre de masse est un point asso-
cié uniquement a la position des masses dans ’espace (distribution spatiale
des masses), et il n’est pas lié a existence d’un champ de gravitation ; c’est
la raison pour laquelle la terminologie usuelle « centre de gravité » a été rem-
placée par « centre de masse ».

Propriétés
e Lecentre de masse G est le seul point solution de I’équation

Y m,GP,=0. (4.38)

En effet, soit G le point défini par (4.37), alors
Y m,GP, =) m, (OP,—0G) =MOG—MOG =0.
o o

Inversement, si G’ est solution de (4.38), alors

0=y m,G'P,=) m, (OP,—0G')=MOG—-MOG =MG'G

d’ou G’ = G (car M est strictement positif).

e Laposition de G relativement a la distribution de masse n’est pas modi-
fiée sous I’action d’une translation ou d’une rotation du systéme matériel. En
particulier pour un solide indéformable (sect.8.1), G est un point fixé du solide.

En effet, sous I’action d’une translation OP,, devient OP; =O0P,+s,0us
est le vecteur de translation, et OG devient

0G' =M~ m, (OP,+s)=0G +s.

Sous V’effet d’une rotation OP, devient OP, = R (OP,), ou R est une
application linéaire (§ 8.2.2) et OG devient

0G' =M""'Y mR©OP,)=R(M™" Y m,OP,) =R(0G).
o o
En conséquence, pour tout déplacement du systéme, le point G subit le

méme déplacement ; ¢’est-a-dire que le point G est un point fix€ du systéme.

4.9 TECHNIQUE POUR LA RECHERCHE DU CENTRE DE MASSE

4.9.1 Symétries

Si le systéme posséde des éléments de symétrie (centre, axe, plan), le
centre de masse se trouve sur ces €léments de symétrie (fig. 4.27).
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En effet, une symétrie est une transformation qui applique le systéme sur
lui-méme. Le centre de masse, univoquement défini par la distribution des
masses, est invariant par cette transformation et se trouve ainsi sur I’élément
de symétrie.

Axe de symétrie

Plan de symétrie

Fig. 4.27 Détermination du centre de masse G d’un systéme matériel possédant un axe
de symétrie et un plan de symétrie perpendiculaire a I’axe.

4.9.2 Systeme formé de deux ou plusieurs parties

Le centre de masse d’un systéme formé de & parties S, ..., S, de masses
M, ..., M,,ayantleurs centres de masse respectifsen G, ..., G,,s’iden-
tifie avec le centre de masse de k points matériels de masse M, situés en
G,i=1,..k

1

En effet

oo

M-
X
i
&M»
]
3
3
|
~

Fig. 4.28 Détermination du centre de gravité G d’une palettc composée de deux
éléments de masse M| et M,.

En particulier le centre de masse d’un systéme formé de deux parties de
masses M, et M,, ayant leurs centres de masse en G| et G, (fig. 4.28), est défini
par (4.37)

" _gg, (4.39)

Le centre de gravité
s¢ trouve sur les
éléments de symétrie
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Centre de gravité
d’un systéme continu

Masse spécifique
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4.9.3 Systéme continu

Considérons un systéme matériel occupant un domaine D de I’espace
(fig. 4.29).

Fig. 4.29 Définition du centre de masse d’un systeme continu.

Divisons D en petits domaines disjoints AD,_, centrés en x,, de volume
AV,. En introduisant Am,,, 1a masse contenue dans AD, et OG, =x, +§,
son centre de masse, on a (§ 4.9.2)

0G=M">" Am, (x,+§&,) M=) Am,
o o

Dans la limite o les AV, tendent vers zéro (mais AV, suffisamment grand
par rapport aux distances interatomiques), on a

o
AV,—0 =

«

0G=M"" Al‘,inlO;Amax et = lim Am,,
car

< M(AV)®.

Z Amy &,

On introduit alors la notation intégrale pour exprimer ce processus de limite
et I’on écrit

OG=M'"1/dmx et M&[dm. (4.40)
D D

Le systeme est dit confinu a trois dimensions si, dans la limite ou les

volumes AV (x) tendent vers zéro, la grandeur 3383 possede, pour tout x, une

limite p(x) qui est une fonction continue par morceau.

La grandeur
i Am(x)
plx) = Avgg-»om 4.41)

est appelée masse spécifique au pointx ; c’est une grandeurde dimension
[p] = [M]{L]™>.
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Dans ce cas nous pouvons écrire Am, = p(x,) AV, et
M= A]‘/larEOXH: AV, p(x,)

0G =M"' Al‘jarEOZAVa p(Xe)X,

expressions que 1’on écrit sous la forme
0G=M"! / v p(x)x M= / dv p (x). (4.42)
D D

Dans le cas ol la masse est distribuée sur une surface réguliere X' — ou sur
une courbe réguliere C — on définit de fagon analogue une masse surfacique
0 (x) etune masse linéique p® (x), en décomposant la surface X en éléments
de superficie Ao (x) (respectivement en décomposant la courbe C en segments
de longueur Af(x)) :

pO@ = lim A%

)7 _ )
Ac(x)—0 Ao (x) o [PT1=1MIIL]

PO = tim AM®

7 —= —1
Al(x)—0 AE(x) et [p ] - [M] [L]

En procédant comme ci-dessus, on a

M= f do p®(x) 0G =M"! / dop® (x)x (4.43)
P x

M= / de p9x) 0G=M"' / de p9 ) x (4.44)
C C

4.9.4 Systeme homogéne

Par définition un systéme homogéne est un systéme continu de masse spé-
cifique constante, c’est-a-dire :
esoit p(x)=%  pourtoutx € D,od V estle volume de D ;

esoit p®@) =4 pourtoutx € X, ob A estl'aire de X ;

esoit p¥@) =Y pourtoutx € C,ou L estlalongueurde C.

Exemple. Segment circulaire

Cherchons le centre de masse d’un segment circulaire homogene de rayon R
et d’angle au sommet v (fig. 4.30).

Masse spécifique

Masse surfacique

Masse linéique
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Segment circulaire
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Fig. 4.30 Centre de masse d’un segment circulaire de rayon R.

Par symétrie, G se trouve sur ’axe Ox. Pour trouver (OG), on décompose
le segment circulaire en petits segments de longueur A¢ = R A8, centrés en
8., de masse Am, = A2 = Ap % :

(0G), = — lim Am,x, = — lim A6 Rcosb, =
M at~0 & Y 4604
R rv/?
= — df cos 6
¥ J_yn
d’ou
(06), = - sin (y/2) (4.45)
= —— Sin . .
oy)2

4.9.5 Systéeme homogéne de révolution

Considérons un syst¢éme homogene de révolution, d’axe Oz et de généra-
trice y = y (2) (fig. 4.31). Par symétrie G est sur I’axe Oz.

Fig. 4.31 Centre de masse de systemes homogeénes de révolution.

Pour trouver (OG), on décompose le systtme en « tranches » horizontales
centrées en z,,, d’épaisseur Az et de masse Am, = Azmw y?2 % On obtient
ainsi :

b
— -l _T 2
(OG)Z =M J;r_r)lo Ea Amyz, = V‘/; dzy() z (4.46)
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avee

b
V=m / dz y(2)%. (4.47)

Exemple. Cone homogéne

Cherchons le centre de masse d’un cdne homogene (fig. 4.31).
De I’équation de la génératrice y = % zet(446)ona

i # R\’ 3 .
(OG)sz A dz EZ z=31H. (4.48) Cone

4.9.6 Systéeme homogéne avec trous

Soit § un systeme homogene avec k trous S;, i =1, ..., k (fig. 4.32).

Fig. 4.32 Centre de masse d’une piece homogene avec deux trous.

Considérons le systtme homogene auxiliaire S, de masse M, et de centre
de masse G,,, obtenu en remplissant les & trous. Désignons par M, la masse
remplissant le trou S, et par G, le centre de masse correspondant. On a

k
M=M,— ) M,
i=1]

et

M
oi dm=—dV.
vV

Ainsi

k -1 k
0G = [MO + Z(—M,.)} : [MO 0G,+ Y (—M,) oai] .

i=l1 i=1

Le centre de masse d’un systéme homogeéne avec k trous s’identifie avec
celui de (k + 1) points de « masse » (M, —M,, ..., —M,), situés en
(Gy, Gy, -y G).
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PAPPUS
Mathématicien grec de
la fin du 111° siecle

GULDIN
Mathématicien suisse
1577-1649

96

4.9.7 Théoréme de Pappus et Guldin

e L’aire A de la surface de révolution engendrée par une courbe plane
tournant autour d’un axe situé dans son plan et ne la coupant pas est égale au
produit de la longueur L de la courbe par la distance parcourue par le centre de
masse de la courbe, supposée homogene, lors de la rotation de 2, c’est-a-dire

A=L2mwd (4.49)

ou d est la distance de G aI’axe de rotation.

e Le volume V du systeme de révolution engendré par une surface plane
tournant autour d’un axe situé dans son plan et ne la coupant pas est égal au
produitde I’aire A de la surface par la distance parcourue par le centre de masse
de la surface, supposée homogene, lors de la rotation de 2x :

V=A2rd (4.50)

DEMONSTRATION. L’aire de la surface engendrée par le segment AL, est
27 x, AL, (fig. 4.33 a) et I’aire totale est
A= lim 2ax, AL, =2n | déx =2x L(OG),.
AL, —0 4 “ae c *

Le volume engendré par I’élément de surface Ao, (fig. 4.33b) est 2 x, Ao,
et le volume total est

V= lim 2w x, Ao, = Zn/ do x =21 A(0G),.
x

Ao, —0 "

2z z
A
b
a X
Ao,
X X
xa

(@ (b) ©

Fig. 4.33 Centre de masse : (a) d’une courbe ; (b) et (c) d’une surface plane.

Exemple. Cherchons le centre de masse d’une plaque homogéne ayant la
forme d’une demi-ellipse (fig. 4.33 c). Par symétrie on peut considérer la
plaque comme ayant une épaisseur nulle et 1’équation (4.50) implique

4_ 2
smwa<h
0G| = 2——— =§3.
27r-57mb b4
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4.9.8 Détermination expérimentale de G

Pour déterminer la position du centre de masse d’un solide il suffit de le

suspendre successivement en deux points P et Q (fig. 4.34). L’intersection
des verticales passant par P et Q définit G. En effet, en suspendant le solide
au point P la condition d’équilibre PG A Mg = 0 (§ 16.1.1) implique PG
paralléle 4 g. Le point G est ainsi I’intersection entre 1’axe central A, passant
par P et A, passant par Q.

Fig. 4.34 Détermination expérimentale du centre de masse d’un solide.

410 PROBLEMES

4.10.1 Préliminaires

Pour illustrer les méthodes de I’analyse vectorielle, nous proposerons des

problémes de statique. Pour les résoudre il suffira de connaitre les propriétés
suivantes :

L.

2.

La force est un vecteur lié (§ 4.3.4).

Le torseur des forces de pesanteur est équivalent & un seul vecteur, lié¢ au
centre de masse, d’intensité égale au poids. Les forces exercées par un cable
sur un corps sont équivalentes & une force tangente au céble (§ 16.4.1). En
I’absence de frottement, les forces exercées par une surface sur un solide
sont perpendiculaires a la surface (§ 12.4.1).

. Pour qu’un systéme (point, solide, ...} soit a I’équilibre, il faut que le torseur

des forces appliquées sur le systéme soit équivalent & zéro (§ 16.1.1), c’est-
a-dire

Y F,=0 e Y OP,AF,=0

ob P, estle point d’application de la force F, et O un point arbitraire... qu’il
faudra choisir de fagon intelligente !

. Avant de résoudre un probléme de statique, dessiner aussi correctement que

possible (sect. 4.7) les forces appliquées sur le systéme — ou sous-systéme —
considéré.

Intersection des axes
centraux A, et 4,

Détermination
expérimentale de g
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4.10.2  Ayant choisi un étalon de longueur [L] et un repére orthonormé
Oe,e,e,, les points A et B sont représentés par A = (7, 4, 1), B =
(=2, 5, 3). On demande :

1. La norme des vecteurs OA, OB, AB, OA + OB.
2. Lesangles AOB et OAB.

3. La projection orthogonale de AB sur OA.

4. L aire du triangle OAB.

5. Les coordonnées du point D défini par OD = OA A AB.

6. Les coordonnées des points A et B relativement au repére Oe)eje’;, ol

e, = e, e, = e,, ¢, = e;. Trouver les coordonnées du point D’ défini
par OD' = OA A AB. Est-ce que D’ coincide avec D ?

4.10.3  Vérifier que les quatre points, de coordonnées cartésiennes
A= 45 1),B=(-301,C=(@3,94etD = (-4, 4, 4), sont
coplanaires.

4.10.4  Soit deux points de coordonnées sphériques P, = (r, 8,, ¢,),
P, = (ry, 65, ¢,). Vérifier que I'angle P, O P, est donné par 6, ol cos§ =
sin 6, sin 8, cos(¢, — ¢,) + cos B, cos b,.

(Rappel : cos(p; — ¢,) = cos @, cos @, + sing, sing,.)

4.10.5  Soit (x!, y') et (x2, ¥?) les coordonnées cartésiennes des points
P, et P,. Calculer les composantes D, et D, du déplacement D = P P,,
relativement au repére orthonormé P;e e,, ou e, est parallele a OP, (fig. 4.35).

€y

P,

Fig. 4.35

4.10.6  Etant donné trois vecteurs a, b, c, trouver le vecteur x solution de
I’équation

x+x-ba=c.

(Il faudra distinguer les deux cas, 1 +a-b #0etl +a-b =0.)

4.10.7 Etant donnés deux vecteurs a, b et un nombre réel «, trouver le
vecteur x solution de I’équation

ax+xAa=hb. “.51)
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Idée : multiplier (4.51) vectoriellement par @ ; ceci montre que x sera connu
dés que I’on connaita - x. Pour trouver a - x, multiplier (4.51) scalairement par
le vecteur a.

4.10.8  Trouver les forces Fy et F. exercées par le mur (fig. 4.36); le cAble  Equilibre statique
est de poids négligeable et les poids de la poutre et du corps suspendu sont 15

et 300 kg. (Au point B il y a un pivot, c’est-a-dire que le moment des forces

agissant sur B est nul.)

(a) (b) (<) )
Fig. 4.36

4.10.9 Trouver la force minimale nécessaire pour €lever un cylindre de
150 kg et 2 m de diamétre au-dessus d’une marche de 40 cm de hauteur au
moyen d’un cible enroulé autour du cylindre sur lequel on tire horizontalement
(fig. 4.37). (On consideére qu’a tout instant le cylindre est en équilibre.)

4.10.10 Un demi-disque de centre C est soumis a trois forces dans le plandu  Axe central
disque (fig. 4.38). En quel point de la circonférence faut-il appliquer une force

pour maintenir le demi-disque en équilibre ? | F, | =3,5N, |Fg ‘ =4,3N,

] F. | = 5,1 N. (Idée : trouver I’axe central du torseur des trois forces.)

4.10.11  On retient une caisse (homogene) sur un plan incliné au moyen Caisse sur un plan
d’une corde paralléle au plan (fig. 4.39). Le torseur des forces exercées par le  incliné

plan sur la caisse est équivalent & un seul vecteur lié & un point P de la surface

de contact (pourquoi ?). Trouver la distance § = | AP | ; entre quelles hauteurs

h peut-on placer la corde ? On admettra qu’il n’y a pas de frottement.
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Porte de four
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4.10.12  Une poutre horizontale de 50 kg est posée sur deux supports. Un
homme de 75 kg marche sur la poutre en partant de A (fig. 4.40). Calculer les
forces de réaction en A et B en fonction de la distance d. Quelle est la distance
maximale sans que la poutre bascule ?

4.10.13  Une vanne automatique constituée d’une porte mobile autour d’un
axe horizontal doit s’ ouvrir lorsque la hauteur de I’ eau atteint 300 mm. A quelle
distance du bas de la porte doit se trouver I’axe horizontal, sachant que la porte
est carrée, de c6té 225 mm (fig. 4.41)?

A=0;0;1
B=(0;-1;0) 3
C=(0,6;1.2;0)
D =(-0.,5; 1,4, 0) A
[L]=m N
N\ \%
L AN
B

Fig. 4.41 Fig. 4.42

Remarque : la pression (= force par unité de surface) exercée par I’eau en un
point est perpendiculaire & la surface, égale & pgh ol p est la masse spécifique
de I’eau, g =9, 81 ms 2, et 4 la hauteur de 1’eau au-dessus du point.

4.10.14  Un hélicoptére doit soulever une dalle de 900 kg. Les cables sont
attachés selon le schéma de la figure 4.42. Déterminer la tension dans chaque
cable.

4.10.15  Une porte de four (homogene) pesant 75 kg, appuyée sur les char-
nicres A et B, est soutenue par la chaine C D (fig. 4.43). On admet que Ia force
exercée par la charniére A est dans le plan ADC. Calculer les forces exercées
sur la porte par la chaine et par les charniéres: |AB| = 1 m, |AC| = |AD| =
I,2met |{CD|=0,6m.
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Fig. 4.43 Fig. 4.44

4.10.16  Une force de 100 N est appliquée au point C du levier (fig. 4.44).  Levier encastré
Calculer les €léments de réduction par rapport au point O des forces exercées
par la paroi sur le levier.

4.10.17  On considére un systéme rigide formé de deux particules de charge  Dipble électrique
électrique opposée (= dipdle) en présence d’une charge électrique (fig. 4.45).

o

0,5A
30°

o

3A
et=-¢=16-10"C
Fig, 4.45

Est-ce que le torseur des forces électriques (§ 12.2.1), exercées par la charge
sur le dipole, est €quivalent a un seul vecteur ? Calculer les éléments de réduc-
tion de ce torseur par rapport au centre du dip6le.

4.10.18  Une boite & vitesse est soumise a 2 couples opposés, de moment  Boite  vitesse
M- =200 Nm et M, = 100 Nm (fig. 4.46). Calculer les forces verticales aux
points A et B pour résister aux couples en question.

80 cm

Fig. 4.46 ) Fig. 4.47

4.10.19 Deux couples, ’'un de 300 Nm et 'autre de 160 Nm, sont ap- Réducteur
pliqués sur les axes d’un réducteur (fig. 4.47). Calculer les réactions sur les
trois points de fixation du réducteur dont les coordonnées sont, en mm :

A = (=50, 0, 30); B = (50, 0, 30); C = (0, 0, —30).
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4.10.20  Une particule P est soumise de la part de n points A, ..., A, &
n forces attirantes, proportionnelles a la distance respective |PA,. | avec un
facteur de proportionnalité k, (fig. 4.48). Montrer que la résultante de ces forces

passe par le centre de masse des points A; affectés des masses ;.

Fgon=-G™ py,
BA;

Fig. 4.48 Fig. 4.49

Centre de gravité  4.10.21  Un systeme rigide est constitué de quatre masses ponctuelles iden-
et tiques situées sur les sommets d’un cube. Ces masses sont soumises aux forces
centre de masse e oravitation dues 4 une masse extérieure M située au point B, & une distance
de A, égale a I’aréte du cube (fig. 4.49). Trouver les éléments de réduction du
torseur de ces forces par rapport au point A, ; trouver I’axe central. Est-ce que
ce torseur est équivalent & un vecteur ? Si oui, est-il li€ au centre de masse G

du systeme ? Trouver les éléments de réduction du torseur par rapport a2 G.

Centre de masse  4.10.22  Trouver le centre de masse du systeme Terre-Soleil ; d’une molécule
d’eau; d’une molécule de N H, (fig. 4.50).

N
H |OH| = 0,957A ‘\ INH|=1,01A
10503 mu=166-10" kg p H a=108°
mg =16 my H ‘ my = 14 my
19) H H
(a) (b)

Fig. 4.50

Poutre encastrée  4.10.23  Déterminer le centre de masse de la poutre homogéne de section rec-
tangulaire, et d’épaisseur e constante, de la figure 4.51. Calculer les éléments
de réduction des forces exercées par le mur (par rapport au point O).

Fig. 4.51
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4.10.24  Trouver le centre de masse de la piece homogene de la figure 4.52.  Solide avec trous

30 30

Fig. 4.52

4.10.25  Trouver le centre de masse des solides homogenes d’épaisseur  Solides homogenes
constante de la figure 4.53.

(a) (b) (©) (d)
Fig. 4.53

(On peut soit commencer par le secteur circulaire puis résoudre les cas précé-
dents, soit utiliser le théoréme de Pappus pour résoudre le demi-disque et le
quart de disque.)

4.10.26  Trouver le centre de masse d’une demi-sphere creuse ; d’une demi-
sphere pleine.

4.10.27  Un fil homogene rigide en forme de demi-cercle de rayon R, etde  Fil rigide
masse linéique p‘“, est supporté par la rotule A (fig. 4.54). Ayant trouvé le
centre de masse du fil, on demande :

e cas (a) les forces exercées sur le fil en A et B (pas de frottement) ;

e cas (b) la position d’équilibre.

A A

(@) ()
Fig. 4.54
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Céne tronqué  4.10.28  Un cone tronqué homogene de 450 kg est suspendu a un mat hori-
zontal de masse linéique o = 12 kg/m (fig. 4.55). Ayant trouvé le centre de
masse du cone tronqué, on demande :

1. la tension dans les cables qui supportent le cone ;

2. les éléments de réduction par rapport a A des forces exercées au point A sur
le mat horizontal.

Cone : hauteur = 90 cm ; rayons des bases R, = 20 cm, R, = 60 cm. o désigne

un pivot.

2m
CI— —__105m

A ‘ A Zr

(@

Sm

Fig. 4.55
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CHAPITRE 5

CINEMATIQUE DU POINT

La cinématique est I’étude des mouvements observés indépendamment
des causes qui les produisent; c’est en grande partie I’objet de la mécanique
jusqu’au XVII® siecle. Cette étude nous permettra de trouver les lois et les
forces fondamentales responsables du mouvement lorsque nous aborderons la
dynamique aux chapitres 10 et suivants. De plus, elle permettra de calculer les
forces — ou tensions internes — dans les systemes construits par I’ingénieur. En
cinématique, les appareils de mesure sont la régle et I’horloge.

Ce chapitre est consacré a 1’analyse du mouvement d’un point, c’est-a-dire
la description de sa trajectoire, et I’expression de sa vitesse et de son accéléra-
tion dans divers systémes de coordonnées. Au chapitre 6 on décrira quelques
mouvements naturels importants, en particulier les problemes de balistique et
les mouvements centraux (lois de Kepler). Cette analyse mettra en évidence
I’existence de constantes du mouvement qui, en dynamique, seront interprétées
comme la quantité de mouvement, I’énergie et le moment cinétique du point
matériel. Les systémes matériels étant constitués d’un ensemble de points, nous
pourrons finalement décrire le mouvement de n’importe quel systeme et en par-
ticulier le mouvement des solides (chap. 8).

Considérons un point P du systéme étudié (fig. 5.1). Ayant choisi un réfé-
rentiel .22, un systeme d’axes O e, e,e, (orthonormés, li€ au référentiel) et des
appareils de mesure, nous repérons a tout instant f la position du point coin-
cidant P,, soit par son vecteur-lieu OP,, noté x® (1), soit par ses coordonnées
cartésiennes {xl-(P)(t)}. Comme dans ce chapitre nous étudions !’évolution du
seul point P, nous écrirons simplement

OP, =x(1) = _x,(1e;. (5.1
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Oee,e, li€a. 2

P, = Point de .72 qui
coincide avec le
point P du solide &
I’instant ¢

Trajectoire :
lieu des points
coincidants dans ./2

Equation intrinséque
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Fig. 5.1 Evolution du point P observé depuis .#2.

VITESSE (DU POINT P PAR RAPPORT A .%2)

5.1

5.1.1 Trajectoire

La trace laissée par un avion dans le ciel, ou par une particule dans une
chambre a bulles, est ce qu’on appelle la trajectoire. De méme le grand huit 4 la
foire et I’autoroute Lausanne-Genéve constituent les trajectoires du wagonnet
et de la voiture.

‘On appelle trajectoire la courbe fixée dans le référentiel .72 définie par
I'ensemble des points coincidants, soit { P, ; 1 € [, #]}.

On remarquera que dans le concept de trajectoire il n’y a pas de notion
d’évolution, mais par contre les notions de référentiel et de points coincidants
sont essentielles.

Ayant introduit un systtme d’axes cartésiens, il y a plusieurs manicres de
décrire la trajectoire. On peut exprimer deux coordonnées en fonction de la
troisieme, soit
(5.2)

X =x.(x) , X, =x,(x3).

C’est I’équation intrinséque de la trajectoire.
Par exemple pour une trajectoire circulaire de rayon R et un choix approprié
d’un systeme d’axes (fig. 5.8), I’équation intrinséque de la trajectoire est

x(y) = £/ R = y?

z(y) = 0.



Vitesse (du point P par rapport a .42)

On peut aussi exprimer les trois coordonnées en fonction d’un paramétre,
soit

X=xQ) , x=xG&) , x;=x). (5.3)
On parle alors d’équation paramétrique de la trajectoire et I’on écrit
x = x(L). 5.4)

Comme paramétre on utilise souvent ’abscisse curviligne, définie de la
facon suivante (fig. 5.2).

Soit A un point quelconque sur la trajectoire, orientée en choisissant ar-
bitrairement un sens positif; "abscisse curviligne s du point P sur la
trajectoire est la longueur de 1’arc AP comptée positivement ou négati-
vement selon que A P est dirigé suivant I’ orientation choisie ou non.

Comme dans I’équation (5.4), nous avons x = x (s).

Trajectoire
orientée

Fig. 5.2 Trajectoire du point P et abscisse curviligne : s, < 0;s, > 0.

Dans I’exemple ci-dessus d’une trajectoire circulaire, I’équation paramé-
trique de la trajectoire orientée dans le sens trigonométrique est
x (s) = Rcos(s/R)
y(s) = Rsin(s/R)
z(s)=0.
La trajectoire du point P peut également étre paramétrisée par le temps, soit

x = x (1) : ¢’est I’équation décrivant |’évolution temporelle du point P. En
introduisant une base (orthonormée) fixe dans .#2 on a alors

3
OP,=x()=) x (e, (5.5

i=1

Equation
paramétrique

Abscisse curviligne

Evolution temporelle
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Dans I’ exemple discuté ci-dessus, une évolution temporelle sera par exemple

x (t) = Rcos |8, cos(wt + a)]

Mouvement
oscillatoire sur un y () = Rsin[8 sin(wt + a)]
arc de cercle 2()=0
ol 6, w, o sontdes constantes.

5.1.2 Ligne d’univers

Pour étudier le mouvement d’un point on introduit I’espace a 4 dimensions
R* associé au référentiel .72 et au temps (fig. 5.3).

Le mouvement est décrit par la ligne d’univers, courbe orientée dans R*
Ligne d’univers définie par I’ensemble des points (x, ) avec lesquels P coincide au cours
de I"évolution, soit {(x(¢), 1); ¢ € [1,, 4]}

Ligne d'univers

Fig. 5.3 Ligne d’univers — la trajectoire est représentée en deux dimensions.

On remarque que dans le concept de ligne d’univers il n’y a pas de notion
d’évolution le long de la courbe en question.

De nouveau il y a plusieurs maniéres de décrire la ligne d’univers. On peut
exprimer trois coordonnées en fonction de la quatrieme ; par exemple

xX,=x,0) . x=x0 , x=x(0) (5.6)
¢’est I’équation décrivant I’ évolution, x = x (¢).

On peut aussi décrire la ligne d’univers au moyen d’une équation paramé-
trique. En prenant par exemple I’abscisse curviligne, on aura

xp=x,08) . x=x,(8) , x3=x3(8) , t=1(s).

L’équation x = x (s) est I’équation paramétrique de la trajectoire ; I’équa-
Equation horaire  tion r = 7 (s) — ou son inverse s = s(¢) — est I’équation horaire.
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5.1.3 Vecteur vitesse

t
définit pour commencer le vecteur vitesse moyenne de P pendant I’intervalle  Vitesse moyenne

de temps (¢, t + At),

Soit P, et P, ,, les points coincidants dans .#2 aux instants ¢ et f + At. On

PP _ ﬂ (5.7)

v (t,t+ Aty = ————— .
i ( ) At At

Fig. 5.4 Définition du vecteur vitesse.

Pour définir la vitesse a I’instant ¢ nous considérons des intervalles de temps
At de plus en plus petits. L’observation montre que la suite des vecteurs
v, (t, t + At) possede généralement une limite lorsque At tend vers zéro.

Le vecteur vitesse A I'instant ¢ (de P par rapport 3.78) est le vecteur défini

par la limite : Vitesse de P &
I’instant ¢
PP Ax
v(t) = lim 24 = [im —. 58
®) A0 . At A0 At ©8)

C’est un vecteur lié & P,, tangent a la trajectoire (par définition de la tan-
gente), de dimension [L][T]™".
Ayant choisi un point O fixé dans /2, nous avons

v(t) = Jjgo ﬁ [x(t + Ar) —x ()] (5.9)

ce que ’on exprime en disant que le vecteur vitesse est la dérivée par rapport  La notation X signifie

dérivée de x par

au temps du vecteur-lieu x (t) et I’on écrit
rapport au temps

d
v:d—: ou encore v =2=x. (5.10)

Si I’on veut préciser le référentiel .42 par rapport auquel la vitesse est définie,
on écrira

dx
V) = E)”' (5.11)
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5.1.4 Propriétés de la dérivée

Soit A = A (¢) une fonction (scalaire, vectorielle) de la variable ¢. La dérivée
de A par rapport & ¢ est la fonction de ¢ définie par

d . 1
EA ® = Alt1_r£10 A7 A+ 4D —-A@)]. (5.12)

Lorsque la variable ¢ est le temps, on utilise indifféremment la notation
dA/dt ou A pour représenter la dérivée de la fonction A(¢) par rapport a ¢.
Nous avons les propriétés suivantes :

o Dérivée d’une somme de deux fonctions

d(A+B)—dA+dB (5.13)
dr T dr dt ‘

e Dérivée d’un produit de deux fonctions
Quel que soit le produit * (multiplication, produit scalaire, produit vectoriel),
la dérivée du produit est donnée par la formule de Leibniz :

d dA dB
—(Ax*xB)=-—%B+Ax — 5.14
dt( *B) dt ¥ Bt A dt ( )

(et il faudra faire attention a I’ordre !)

o Dérivée d’une fonction composée
SoitA=A(s)ets=s();alors A(s(t)) = A(t) et

d dAds

2,4 04ds 5.
dt” " ds dt (5.15)

5.1.5 Composantes du vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes

Soit O e,e,e; un repére fixé dans. 2. Les propriétés de la dérivée permettent
d’écrire

"Z%(inei)=2*iei+zxié,-- (5.16)

i

Comme les e; sont fixés dans .72, les dérivées é; sont nulles, et nous obtenons

dx,
v= Z ve;, avec v, = a’_tl =% et |v|= IX:x,2 (5.17)
7 i

Les composantes du vecteur vitesse sont les dérivées par rapport au temps
des coordonnées cartésiennes du point P.
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5.1.6 Vitesse scalaire

La notion d’abscisse curviligne conduit & introduire la vitesse scalaire v  Vitesse scalaire
définie par

B ds

= — =3. .1
yriatl (5.18)

v

C’est un scalaire qui représente la distance parcourue par unité de temps,
comptée positivement ou négativement selon que le mouvement instantané du
point a lieu dans le sens de I’ orientation choisie sur la trajectoire ou dans le sens
opposé. La valeur absolue de v correspond au concept de vitesse utilisé dans
la vie courante (mesurée par exemple par le tachymétre d’une voiture).

La relation entre v et v s’obtient immédiatement de (5.15). Soit x = x (s)
I’équation de la trajectoire et s = s (¢) 1’équation horaire ; on a

dx _ dx ds dx

v=— = =v—. 5.19
di ~dsdi  'ds ©-19)
Introduisons le vecteur 7, 1i€ au point d’abscisse curviligne s, défini par T, vecteur unité,
tangent a la
) dx , 1 X (s 4+ As) )] (5' 20) trajectoire
T=17(8) = — = lim — [x §) —x(s)]. .
ds  As—0 As § ’ s

Fig. 5.5 7(s) vecteur unité tangent a la courbe au point x(s).

C’est un vecteur unité car, dans la limite ol As tend vers z€ro, la longueur
| As | de I’arc tend vers la longueur | Ax | de la corde ; de plus 7 est un vecteur
sans dimension, tangent a la trajectoire dans le sens de I’orientation choisie.
Nous avons ainsi :

v=vr et |v|=|v|= /Zx,?. (5.21)

Remarquons pour terminer que 7 ne dépend que de la trajectoire orientée et
non de I’évolution : c’est une notion purement géométrique.
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5.1.7 Hodographe et orbite

Soit O’ un point arbitrairement fixé dans .#2. Par définition on appelle
hodographe (fig. 5.6 b) la courbe définie par I’extrémité des vecteurs liés
d’origine O’ équipollents a v (¢). L'espace des vecteurs vitesse de méme ori-
gine O’ est appelé espace des vitesses.

(a) (b)
Fig. 5.6 Trajectoire (a) et hodographe (b).

Espace de phase En cinématique, I’espace de phase (associé a un point) est ’espace de
dimension 6 défini & partir de .92 et de ’espace des vitesses; les points de
cet espace sont (x, v). Comme nous le montrerons en dynamique, 1’espace de
phase est I’espace des états (instantanés) du point matériel.

On appelle orbite la courbe dans P’espace de phase définie par | la position
Orbite et la vitesse du point P au cours de I'évolution, onentée sekm le sens de
1’évolution, soit {(x(z), vyt el 1]} :

vos - -

Fig. 5.7 Orbite de conditions initiales (x,, v,) 4 I'instant z,.
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5.1.8 Remarques historiques

¢ En mécanique newtonienne, on admet qu’il est possible de mesurer la po-
sition d’un point sans modifier le mouvement qu’aurait le point en I’absence
de cette mesure. Par conséquent, avec cette hypothese, la position et la vitesse
d’un point sont des observables simultanément mesurables. 11 faut cependant
remarquer que cela n’a pas toujours été le point de vue adopté dans la philo-
sophie antique (paradoxe de Zénon d’Elée) ; aujourd’hui, cette hypothése doit
étre abandonnée en mécanique quantique.

e Durant!’étape quantitative du développement de la mécanique, soit de New-
ton a Poincaré, on cherchait a trouver I’évolution 4 partir des équations de la
dynamique et des conditions initiales (x(()P), v(()P)) al'instant £,.

Cependant, depuis les travaux de Birkhoff et de Poincaré, on s’est rendu
compte qu’il est généralement impossible de résoudre les équations de la
dynamique, sauf pour quelques systémes intégrables particuliers (§ 10.5.4).
Notamment, Poincaré a démontré que le probleme apparemment simple de 3
corps en interaction (Soleil-Terre-Lune, par exemple) est non intégrable et que
les développements en série de perturbations ne sont pas convergents. On s’est
alors attaché a 1’étude des propriétés géométriques de I’ensemble des orbites
dans I’espace de phase. Dans cette approche de la mécanique on cherche a ob-
tenir une description qualitative des évolutions possibles : états d’équilibre et
stabilité, stabilité du mouvement par rapport aux conditions initiales, existence
et stabilité d’orbites périodiques, stabilité du mouvement par rapport aux para-
metres du systeme, évolution réguliere ou chaotique .

5.2 ACCELERATION (DU POINT P PAR RAPPORT A .2)

5.2.1 Vecteur accélération

Le vecteur accélération (du point P par rapport .92) est la dérivée par
rapport au temps du vecteur vitesse, soit

dv 1
= — = ¢ = lim — — ; 5.22
a o v A]tlglo Y [v(t + At) —v ()] ( )

C’est un vecteur lié au point P,, de dimension [L] [T]7?. Nous disons aussi
que a est la dérivée seconde du vecteur-lieu x () par rapport au temps, et I’on
écrit

d*x

a="3=%. (5.23)

ZENON d’Elée
Philosophe grec
=460 av. J.C.

BIRKHOFF George
David
Mathématicien
américain
1884-1944

Chaos

Accélération du
point P par rapport a
A
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5.2.2 Composantes du vecteur accélération en coordonnées cartésiennes

Ayant introduit un repere O e, e,e, fixé dans .22, nous avons

d .
a= 7 (Zi:viei) =Xi:viei =Xi:aiei

d’ol
d .
a; = Evi =v;. (5.24)
X, Les composantes du vecteur accélération sont les dérivées par rapport au
a=1 x5 temps des composantes du vecteur vitesse ; ce sont les dérivées secondes
¥, par rapport au temps des coordonnées cartésiennes du point P,
d2
a;, = 2‘[‘5.76,- =X (525)

5.2.3 Accélération tangentielle et normale

Etudions plus en détail le vecteur accélération. De v = v 7, oll v = §, nous
tirons

d dr . drd . dr
a=E(vr)=i)r+vZ=vr+v£d—j=vr+v2$. (5.26)

D’autre part, le vecteur 7 étant de norme 1, onat (s) - t(s) = l et
d dt
= (t(s) - t(s)) =0=21(s)- I

Par conséquent, le vecteur dz/ds est perpendiculaire a 7 (s). Le vecteur accélé-
ration (5.26) s’exprime ainsi comme la somme de deux vecteurs orthogonaux,

a=a, +a, (5.27)

. L'accélération tangentielle a est la composante de 1’accélération paral-
Freinage 12le 2 la vitesse (donc tangente 3 1a trajectoire)

a =0vT=345¢. (5.28)
Cette composante décrit la variation de la norme du vecteur vitesse ; elle

correspond & la notion d’accélération dans le langage de 1’automobiliste : si
v < 0 on freine, alors qu’on accélere si v > 0 (pour autant que v > 0).
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L'accélération normale a  est la composante de I’accélération perpendi-
culaire 2 la vitesse

dr
= p? 2
a,=v' — (5.29)

Cette composante est liée a la variation de la direction du vecteur vitesse.
Pour comprendre la signification géométrique du vecteur dz/ds nous allons
regarder pour commencer le cas simple du mouvement circulaire.

5.2.4 Mouvement circulaire

Si la trajectoire est un cercle de rayon R et de centre C, nous avons (fig. 5.8)

x=R(cosf, sind) et 6= % (5.30)
dob
ey =2 =9 Gne, cos) (5.31)
V=45 “dads MY '
dr  drdo 1
ar _4rab _ _ _ (cosd. sind). 532
ds —dods ~ g cost sin6) (5-32)
2

Fig. 5.8 Mouvement circulaire. Définitionde n et 7.

Par conséquent, si la trajectoire est circulaire, dr/ds est le vecteur perpen-
diculaire a 7 dirigé vers le centre du cercle, de norme égale & R~ :

dtr n o~

— =— ol R=rayon et n=PC. (5.33)

ds R
5.2.5 Trajectoire gauche

Dans le cas général, en chaque point P de la trajectoire on définit le plan
osculateur, limite des plans définis par P, r et PP’ (fig. 5.9) lorsque P’ tend
vers P.

115



Cinématique du point

Plan osculateur

Rayon de courbure
p = |CP|

Repere de Frénet :
,n,b=tAnR

a (=0

116

Fig. 5.9 Définition de 7, r, rayon de courbure, cercle tangent en P.

Nous savons déja que dt/ds est perpendiculaire a 7. Par analogie avec le
mouvement circulaire, on pose

dt n

—_—=— (5.34)

ds p
ol n est le vecteur unité, perpendiculaire a la trajectoire, dans le plan oscula-
teur, dirigé vers le centre de courbure C.

On appelle p = |§;trl’l‘ﬁé rayon de courbure de la trajectoire en P.

Remarque. Le cercle de centre C et de rayon p dans le plan osculateur est
le cercle tangent a la trajectoire en P.
En résumé

2
a=a,+an=vr+1’p—n. (5.35)

5.3 MOUVEMENTS SIMPLES

5.3.1 Mouvement uniforme

Le mouvement d’un point est uniforme si sa vitesse scalaire est constante,
soit v (£) = v.

C’est par exemple le mouvementd’une voiture roulant a « vitesse constante »
sur une route de montagne.

Comme une fonction f (¢) est constante si et seulement si df/dr = 0, la
définition a_ = v 7 implique que le mouvement d’un point est uniforme pendant
[#,, t,] si et seulementsia, (1) = 0 pourtout? € [z, 5,].



Mouvements simples

De plus, de ds/dt = v, on obtient I’équation horaire
s(t)=sy+v,(t —1) ou s,=5(). (5.36)

Attention ! Pour un mouvement uniforme, 1’accélération normale n’est en
général pas nulle car

22
—
0

a, =

5.3.2 Mouvement rectiligne

Le mouvement d’un point est rectiligne si sa trajectoire est un segment
de droite.

Fig. 5.10 Mouvement rectiligne.

De v = vz, nous avonsa = v 7+ v 7. Or, si la trajectoire est un segment de
droite le vecteur T est un vecteur constant (= vecteur unité sur la trajectoire),
T = 0 et par conséquent ¢, = 0. Inversément T = 0 entraine 7(t) = 7, et
T = dx/ds = 1, implique x (s) = x; + 5 T, qui est I'’équation de la droite
passant par x,,, parallele a ;.

Ainsi, le mouvement d’un point est rectiligne pendant [z, 2,] si et seule-
ment sia,(¢) = 0 pourtouts € [¢,, t,], C’est-a-dire si a(¢) est parallele a (=0
av(r).

De plus, I’évolution est de la forme
x(t) =x5+ (s () —sy)u (5.37)

ol x,=x(t), sp=s5() et |u|l=1

5.3.3 Mouvement rectiligne et uniforme

11 découle des définitions précédentes que le mouvement d’un point est
rectiligne et uniforme si le vecteur vitesse est constant, soit v (t) = v,,.
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a(t)=0

Choc

Nous avons les propriétés suivantes :

e Le mouvement d’un point est rectiligne et uniforme pendant [¢,, 1,] si et
seulement si a (1) = O pour toutz € [z, 1,].

e L’évolution est donnée par la formule

x(O=x,+v,(t—1;) O xy=x(1y). (5.38)

5.3.4 Remarques

¢ Quel que soit le mouvement, la ligne d’univers est une courbe continue de R*
qui est de classe C' par morceau ; I’ orbite est une courbe continue par morceau
dans RS.

<

|

* > -

Choc

\j
PSP T

(a) (b)
Fig. 5.11 Choc : (a) ligne d’univers ; (b) orbite dans I’espace de phase.

o Une discontinuité de la vitesse représente un choc et la notion d’accéiération
n’a pas de sens a I’instant d"un tel choc (fig. 5.11). 1l faut cependant remarquer
que lors d’un choc réel, la vitesse v (du centre de masse du corps) varie de fagon
continue ; cette variation de v est compliquée et fait intervenir des phénomenes
complexes associés aux déformations. Heureusement cette variation s’effectue
sur une échelle de temps tres inférieure a celle utilisée pour analyser le mouve-
ment, ce qui justifie la modélisation du choc par une discontinuité de la vitesse
(§19.1.2).

e [’observation du mouvement, soit x = x (¢), permet de calculer la vitesse
et I’accélération par dérivation. Ceci sera nécessaire pour trouver par exemple
les forces a I’intérieur d’un solide en mouvement.

Inversément, connaissant 1’ accélération en fonction du temps, soita = a (1),
et les conditions initiales (x;;, v,) a I’instant #;, on trouvera le mouvement par
intégration :

dv . 3 h
ar =a(t) implique wv(s) =wv(t) +/t dta(t)
0
puis

dx _— "
ar = v (r) implique x(tl)=x(t0)+/ dtuv(t).
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e On remarquera que la propriété du mouvement rectiligne, « @ (¢) paralléle a
v () pour tout r € [1,, ;] implique v (r) = v (t)T, pour tout € [t,, ;] », est
un cas particulier de la propriété générale suivante.

Soitu = u() un vecteur fonction d’un parametre A ; fa condition d%u A)
parallele a u (1) pour tout A & [A,, A,]implique z (A) paraliele & u (A)
pourtout A € {A,, Al

En effet,

du du

Hu = d—k(uu) = ﬁu + ua.

Comme dii/d ) est perpendiculaire & &, la condition du/dx parallele 2 u
implique di/dA = 0, c’est-a-dire & (L) = @ (A).

Cette propriété sera utilisée dans 1’étude du billard (§ 12.5.6).

e La figure 5.12 (a) met en évidence la relation entre les grandeurs scalaires
s (1), v(t)eta(t) = 0(¢). Ainsi la vitesse scalaire v (¢) est positive (négative)
aVinstant 7 si s () est croissant (décroissant) ; I’accélération scalaire a () est
positive (négative) a I’instant ¢ si s (¢) est convexe (concave). La figure 5.12 (b)
représente la relation entre s et v : c’est I’orbite dans I’espace de phase (s, v).

Fig. 5.12 (a) Relation entre s (1), v (t), et a () ; (b) orbite dans I’espace de phase
v =v(s).
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5.4 ILLUSTRATIONS

5.4.1 Mouvement cycloidal

Cherchons la trajectoire, la vitesse et I’accélération d’un point P sur la
circonférence d’une roue de rayon R roulant a vitesse v, constante (fig. 5.13).
On admet que la roue roule sans glisser.

C Yy
P

0 A
y
A

/,»"—‘_;;‘\L

s ’ C \\ «
6
L 4 > X

0 A

Fig. 5.13 Mouvement cycloidal.

Prenons comme temps initial I’instant ot P quitte le sol et soit 6 (¢) I’angle
dont a tourné le rayon C P a I'instant 7. Nous avons

OC(1)=0A+AC=vyyt+Re, et |OA|=vyt=|AP|=RO(r)

car la roue roule sans glisser (§ 8.4.1).
En projetant sur les axes x et y la relation

xX(1) =0P(t) =0C(t)+CP(t), avecvyt = RO(),
on trouve 1’équation paramétrique de la trajectoire ; ¢’est la cycloide :

X () = R(wt —sinwt) ou w=v,/R , 6()=wt
Cycloide (5.39)
y (t) = R(1 — coswt).

Par dérivation on obtient les vecteurs vitesse et accélération :
v, (1) = Rw (1 — coswt)

d’ol  |v|=2Rw|sinGwt)|  (5.40)
v, (t) = Rwsinwt
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a, ()= Rw? sin wt
d’ol  |a|= R’ (5.41)
a, (1) = Rw? cos wt

On remarquera que I’ accélération est constante en norme ; la relation

a, (1)
a, B =tané (¢)

montre que le vecteur a est dirigé vers le centre de la roue (fig. 5.14 c).
De plus, de

v, (1) _ 1 —cosé (1) . 1
5,0 sne@m (26 ]

on voit que le vecteur vitesse v est dirigé vers le sommet de la roue, d’intensité
lv| = w|AP| (fig. 5.14 b).

i
) -y

+ L)
MY ]
(b) (©)

Fig. 5.14 Distribution des vitesses (b), et des accélérations (c), en divers points de la
Toue.

Pour terminer, on remarquera que le mouvementdu point P sur la circonfé-

rence est toujours dirigé dans le sens du mouvement de la roue et que sa vitesse
varie entre 0 et 2v,,.

5.4.2 Accélération d’une voiture dans un virage

Cherchons I’accélération (en fonction de la position) d’une voiture roulant
a vitesse v, constante sur une route horizontale d’équation y = y (x), ol

y=0 six <
>

0
y=Cx" six 20 ot C =cste.

On trouvera ensuite 1’évolution x (¢) sachant que la voiture se trouveat = 0
au point A d’abscisse x,, négatif.
Aussi longtemps que x est négatif, v = vye, implique

X
x(t) =xy+vyt pour 0Lt <ty=—=2,

v

0
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Pour x positif nous aurons

y=Cx" dobn y=3Cx"x

et

V=1, = x2+y'2=x\/1+302x.

Nous obtenons ainsi le vecteur vitesse
. — 1
v, =% = (1+3C%x)" "y,
© 3V 92 NV
v, =y = 3Cx (1 + 3C°x)" "y,
puis le vecteur accélération
a, =¥%=—-3C} (1+3C%x)7?

a, =3 =3Cv} (1+3Cx)2x"

Nous voyons que a, est discontinu et a,, est infinien x = 0!

En intégrant de ¢, & ¢ I'équation (5.42)

d
vy = dx 1+2C% avec x(f) =0
on obtient :

t X
v dt=/ 1+ 2C%xdx
/,0 i = [ 1+

et on trouve I’évolution pour ¢ 2 ¢,

v, (t —1y) =

\1|°°

c’est-a-dire

41
x(0) =5 [ (14 FCy +59)”

5.4.3 Distance de freinage dans un virage circulaire

CL [0+ 32" -

1] pour ¢ 2= t,.

(5.42)

Une voiture roulant a vitesse v, constante aborde un virage circulaire de 40
m de rayon. Cherchons la vitesse maximale permise si I’on admet que I’accé-

lération |a | ne doit pas dépasser la valeur a, = 8 ms—2

pour ne pas risquer

un dérapage. Quel est, de plus, le freinage maximal possible si la voiture roule
a 60 km/h et quelle sera la distance de freinage si I’on maintient cette accéié-

ration de freinage constante ?
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Pour une vitesse scalaire v, constante, I’accélération tangentielle est nulle et
nous avons

2
la|=|a,|= %

R
La condition |a| < aq, implique v, < ,/a,R :la vitesse maximale est

donc 64,4 km/h.
Si la voiture roule a 60 km/h, le freinage maximal a_ est donné par

[22 2 » % 2
|S|:|at|: a—anz aO—F:4mS .

La distance de freinage D est lalongueur (s (1;) —s,) a I'instant 7, ol la vitesse
estnulle. De dv/dt = a, aveca, = —4 ms~? il vient par intégration

!
v(t) =, +/O dt'a, =v,+a,t cara, =cste
etde ds/dt = v(t) on obtient
1
s() =5, +/ di' vty = sy + vyt + %arz2
0
d’ou

1
s(t) — sy = 2 [v (t)2 — vé]

o~

et

Remarque. 1l est possible de diminuer cette distance de freinage D en
augmentant ] a, | a mesure que la vitesse diminue, tout en respectant la
condition

v (1)
R2

lat(t)‘ < ag_

pour ne pas déraper.

5.4.4 Calcul de la vitesse a partir du graphe de I’accélération

Une voiture subit un choc 42 secondes aprés son départ. L’ accélérometre a
enregistré le graphe représenté sur la figure 5.15. Quelle est la vitesse de la
voiture au moment du choc?

123



Cinématique du point

S=ar
4
4 - N
I 40 42
T d l\ > 7
2 10 I Collision
9

Fig. 5.15 Graphe de I’accélération.

Pour trouver la vitesse (scalaire) a I'instant ¢, il suffit d’intégrera,_ det =0
a t. Nous obtenons ainst :

_dv_zt
0<1<2 “=ar T dod w(r) =7
v(0) =0
dv 9 N
2<1<10 a,=— =4 dot v()=vQ)+4(—2)
dv N
10<1<40 a,=— =0 d’ot v (1) = v (10)
dv .
40<r<42 a,=— =9 d’ott v (f) = v (40) — 9 ( — 40)

et la vitesse a I’instant du choc est

v(t =42) = 18m/s = 65 km/h.

5.5 VITESSE ET ACCELERATION EN COORDONNEES
CURVILIGNES

Nous avons introduit les coordonnées curvilignes comme un ensemble de
k variables (g, ..., g,) tel que la donnée des g, détermine univoquement la
position du point P : OP = OP(q, ..., q;). L’évolution temporelle des g,,
soit g; = gq; (t), détermine alors I’évolution temporelle du point P

OP (t) =OP (q, (1), ..., q; (2)). (5.43)

Exemples
1. Coordonnées cartésiennes (fig. 5.16 a)

x;=x;(8),i=1,2,3 et OP=0P(x], x,, x3). (5.44)
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2. Coordonnées polaires (fig. 5.16 b)
r=r(), 6=0@) e OP=O0P(,0). (5.45)

3. Coordonnées sphériques (fig. 5.16 ¢)
r=r(),0=00), p=¢() e OP=0P(r 0, ¢). (5.46)

(b) ©

Fig. 5.16 (a) Coordonnées cartésiennes ; (b) coordonnées polaires ; (¢) coordonnées
sphériques.

5.5.1 Vitesse en coordonnées curvilignes

Ayant choisi les coordonnées curvilignes {g; }, il nous faut exprimer la vitesse
de P en fonction des variables g; et de leur dérivée temporelle g,.
En mathématique on montre que pour toute fonction f = f (g, ..., g,), ou

q; = q; (1), nous avons

df af (Ch, ceny qk .
" 54
Z 9g; @ (5.47)
of ..
Bql 5;‘_,03 [f (g, + 84y, a3, -y @) — gy 235 -, qk)]

est ladérivée partielle de 1a fonction f parrapportala variable g, : c’estla
dérivée par rapport a g, en considérant g,, ..., g, comme des constantes.
Les dérivées partielles 3f/dg; sont définies de facon analogue.

Pour préciser les variables qui sont fixes dans I’ opération de dérivée partielle
on écrit souvent

af 3f)
dq, aq, p '
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Les propriétés de la dérivée (§ 5.1.4) restent valables pour les dérivées

partielles. Nous avons par conséquent

it

d X 30P(q,, ... q,) .
=—Q0P=) — " Tk
’ dt 12:1: 9, 9

Exemple 1. Coordonnées cartésiennes : OP = OP (x|, x,, x;)
3
De OP = Z x;e, ou les e, sont des vecteurs constants, nous avons
i=1

a0P
— = €.

1

(fig. 5.17 a).

ox;

La formule (5.48) entraine

3
v = E X;e;
i=l

et nous retrouvons |’expression (5.17).

24
€
X7 P Xlel
el 1
|
I
. |
X282| _________ v
|
L >
o 'Xg 1
(@
24 e)
€y / 2
re, e
N réee
v
6
o 1
(b)

Fig. 5.17 (a) Coordonnées cartésiennes ; (b) coordonnées polaires.
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Exemple 2. Coordonnées polaires : OP = OP (r, 9)

De OP = xe| + x,e, = r cosPe, + r sinfe,, on obtient (fig. 5.17 b) :

o0P .
—— | =cosfe, +sinfe, =e, (5.51)
o/,

ol e, = e, (0) est le vecteur unité, li€ au point P, parallele 4 OP; et

0P .
g~ ) =-rsin fe, + r cosfe, = re, (5.52)

olle, = e, (9) est le vecteur unité, 1i€ au point P, perpendiculaire a e, dans la
direction des & croissants.

Il faut remarquer que o 350P = re, : ce n’est donc pas un vecteur unité
(contrairement a 31 OP et arOP).

En appliquant la formule (5.48) on trouve ’expression de la vitesse en
coordonnées polaires :

v=re, +re; = v,e, + vye,. (5.53)

Les composantes de vselone, ete,, soit v, = 7 et v, = rf, sont appelées
respectivement vitesse radiale ct vitesse transverse.

Dans les exemples précédents, les vecteurs {e|, e,, e,} et les vecteurs
le,, e,) sont les vecteurs unités tangents aux lignes de coordonnées des sys-
t¢mes de coordonnées respectifs. Ce résultat est parfaitement général ; en effet,
par définition

BOP .
— = ——[OP( " g +5g;,..) —OP(.., g, ..).
qu —>08

Par conséquent, en considérant la courbe définie par la ligne de coor-
donnée g;, paramétrisée par la variable g;, et en suivant la discussion du
paragraphe 5.1.6, on conclut que le vecteur %OP est tangent a la ligne de

coordonnée g,, dans le sens des g; croissants. Ainsi,

aoP
—a-;f- = hi (q], versy qk) eqi (ql, veey qk) (554)

ou h; (qy, ..., q;) est la norme de —qOP et les e, (q], o @)= 1, k,
sont les vecteurs unités, liés au point P (q,, ..., qk) tangents aux lignes de
coordonnées g; dans le sens des g, croissants : c’est le repére naturel tangent
au point P. La formule (5.48) implique alors

—OP =

ar e

0

% OP =re,
] —

g, OP=he,
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k
v =

h,’ (qlv aney qk) q'ieq‘_ (qu aney qk)- (5'55)
i=1

5.5.2 Accélération en coordonnées curvilignes

De I’équation (5.55) on obtient la forme générale de I’accélération en coor-
données curvilignes :

dv dh, de,
_av_ an; . b hog —2 5.56
4= ; |: a7 9i%, T idieq T hidi ] (5:56)

dh, ah, de, de,

Yo 2}: g a4 Zaqjqf

5.5.3 Coordonnées polaires

En coordonnées cartésiennes, nous avons de (5.51) et (5.52),h, = 1, hy =r

cos o —sin@
¢ =e®) (sin@) ¢ = ¢ (©) ( cos 8 )

Par conséquent

et

ii—e = ae’é = fe
dt" 30 0
(5.57)
—d—e = &9 = —fe
dt ° 96 r

ce qui donne pour I’accélération

d . . . } .
a = —-(Fe, +rey) = e, +FOey + ife, + rie, —ré’e,

=(F—rde, + (r6 +2r0)e,

=a,e, +aye,.
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Nous avons ainsi obtenu les relations suivantes :

Vitesse et accélération en coordonnées polaires

v=u,e, + V¢,

v, =7 vitesse radiale
. (5.58)
vy =16 vitesse transverse
a=aqae, +a.€,
a, =i —ré? accélération radiale
. ) (5.59)
a; =rf+2r0 accélération transverse

Remarque. En utilisant (5.57) on obtient directement I’expression (5.53) de
la vitesse en coordonnées polaires. En effet,

d .
v= EOP: E(rer) =re, +re =re, +roe,.

5.5.4 Coordonnées cylindriques

Soit (e, e,, e,) le repere orthonormé li€ au point P de coordonnées
(p, ¢, z), défini par les vecteurs unités tangents aux lignes de coordonnées
(fig. 5.18).

3A
e-
z
o ‘
P e,
o 4
2
%
| P

Fig. 5.18 Repere naturel tangent en coordonnées cylindriques.
En posant OP = OP, + P P = pe , + ze, nous avons
v = p'ep + pép + ze, + zé,.

Ma1§ (5.57) 1mpl_1que ¢,=pe, = —ge, tandis que é,= 0. Nous obtenons
ainsi les expressions suivantes.
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Vitesse et accélération en coordonnées cylindriques

v= vpep + vwew + v.e,

v, = P
v, = o7/ (5.60)
v, =2

a=a., +a¢e¢ —\‘-azeZ

a,=p—pg’
a, = pi +2p¢ (5.61)
a, =7z

4

5.5.5 Coordonnées sphériques

Soit (e,, e,, e(p) le repére orthonormé lié au point P de coordonnées
(r, 8, @), défini par les vecteurs unités tangents aux lignes de coordonnées
(fig. 5.19).

31‘
€,
20
9 r €y
0 — -
N 2
2N

1

Fig. 5.19 Repere naturel tangent en coordonnées sphériques.

Nous pourrions procéder comme nous |’ avons fait pour les coordonnées po-
laires, en écrivant (e,, e,, e(p) en coordonnées cartésiennes, puis en calculant
(€, €, ¢,).

Comme les calculs sont peu intéressants, nous donnons directement le résul-
tat que nous démontrerons par une autre méthode au chapitre 9, (sect. 9.6).
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Vitesse et accélération en coordonnées sphériques

v=uv.e, +vet+ve,

v, =F vitesse radiale
v, =18 vitesse méridienne (5.62)
v, =r sinf ¢ vitesse transverse

a=ae, +aye,+ae,
a, =¥ —rf® —rsin’  ¢? accélération radiale
ag = rf + 276 ~ rsin cos 8 ¢* accélération méridienne

a, =rsinf ¢ +2sin6 rp + 2r cosd 6¢ accélération transverse
(5.63)

5.5.6 Illustration 1. Came

Un point G se déplace sur une came immobile, d’équationr = b—c cos(N6)
ol b, ¢, N sont des constantes avec b > ¢ et N entier (fig. 5.20). Cherchons
I’accélération de G lorsque le bras tourne a vitesse angulaire § = w; constante.

Fig. 5.20 Came.

De O=w, et r=b—ccos(NO)
noustirons 6 () =6,+w,t ot 6, =8(0)
et i =cNw,sin(N8), ¥ = cN?>w? cos(N6).
Ainsi

a=ae, +aye,
avec

a, =t — ro? = c(N2 + l)w(z) cos [N (B, + wyt)] — bwé
a, = ré + 276 = 2cNw] sin [N (6, + w,0)].
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Connaissant 1’accélération, nous verrons par la suite qu’il est possible
d’en déduire la force s’exergant sur le point G et de calculer la constante
du ressort pour que G reste sur la came.

5.5.7 Illustration 2. Mouvement hélicoidal

Cherchons I’évolution, la vitesse et ’accélération d’un point se déplacant a
vitesse v, constante sur une hélice de rayon R et de pas & (fig. 5.21).

=
=

/

/

/

Fig. 5.21 Hélice de rayon R et de pas A.
Soit Oz I’axe de I’hélice ; la trajectoire est la courbe d’équation

h
p=R t=5-¢ (5.64)
T

ou (p, ¢, z) sont les coordonnées cylindriques du point.
La vitesse scalaire étant constante, nous avons de (5.60), (5.61) et (5.64),

vy = /02 + 02 = | R%? + 22 = ¢\ R + (h/27)?

d’ou
. vO — — =
==, = cste, @ (t) Yo + (l)gt

VR + (h/2m)?

et

h
v= Ra)oe(p -+ Z“’oez

(5.65)

. p.2
a= Rwoep.

Comme le mouvement est uniforme, a_ est nulle et @ = a,. Nous pouvons
ainsi calculer le rayon de courbure R, de la trajectoire (§ 5.2.5) a partir de
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c’est-a-dire

ho\2
R.=R]|1 —— .
c |: + (271_ R) :l Rayon de courbure

Remarque. Le rayon de courbure R est plus grand que le rayon de
I"hélice.

5.6 VITESSE ET ACCELERATION EN COORDONNEES
GENERALISEES

Nous avons introduit les coordonnées généralisées (§ 4.2.3) comme un en-
semble de k variables (g,, g,, ..., g;) telles que la donnée des q; et du temps
déterminent univoquement la position du systeme. L’ évolution temporelle des
q;, soit q;=4; (1), détermine ainsi I’évolution temporelle du point P

OP(t) =0P(q, (1), g, (1), ..., g, (1), t). (5.66)

On appelle orbite 1a courbe orientée dans ' espace de phase de dimension Orbite
2k définie par I'évolution (g, (¢), ..., g, (t), 4, (), ..., g, (t)).

Nous montrerons par la suite que I’espace de phase est I’espace des états
(instantanés) du systeme. Par abus de langage on appellera également « orbite
dans I’espace de phase (qj, é]j.) », lacourbe orientée définie par (qj (1), qj ).

Comme précédemment

k
d Z 00P(q,, ..., q, t)q'. 4 00P(q,, ..., q;, 1)

= —Q0P = 5.67 Vitess
v 0 8qj j ” ( ) itesse

T dt

j=1

et I’accélération s’obtient en dérivant (5.67) par rapport au temps.

A titre d’illustration considérons un systeéme plan formé de deux tiges AB
et BC, de longueur £, mobiles autour des points d’articulation A et B, dont le
point A est astreint & se déplacer sur une droite (fig. 5.22). Notre but est de trou-
ver I’accélération d’un point P de la tige BC, situé a une distance d de B.
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Fig. 5.22 Coordonnées généralisées : x, 6, ¢.

Le systeme étudié est un systeme holondme a trois degrés de liberté et nous
pouvons prendre comme coordonnées généralisées (q,, g,, ¢,) les variables
(x, 8, @) définies sur la figure 5.22. Dans ce cas nous avons

OP(x, 8, ¢) =[x+ £sin@ +dsingle, —[€cosd +dcosple, (5.68)
d’olr

v({g;}, {4;}) =[x + £cosf6 +dcosple,
. (5.69)
+ [£sin6 0 +dsing ¢le,

et

a({g;}. {g;}. (G:) =¥ — £sin0 6% + LcosBf —dsinp ¢? + dcosg §le,

+ [£cos0 6% + £sin6 6 + d cos ¢ ¢* +dsinggle,.

Si maintenant nous imposons au point A le mouvement défini par la fonction
x = x (1), le systtme devient un syst¢éme holonéme a deux degrés de liberté
avec liaisons dépendantes du temps. Dans ce cas la donnée de (6, ¢) et du
temps déterminent univoquement la position du sytéme, et il suffit de remplacer
x, x et X par les fonctions connues x (¢), X (¢) et X (¢), pour exprimer position,
vitesse et accélération du point P, en fonction des {g,}, {¢,} et {G,} ol g, = 6,
4= 9.

5.7 PROBLEMES

Mouvements  5.7.1  Pour chacun des mouvements rectilignes ci-dessous, esquisser la ligne
rectilignes  d’univers dans ’espace (x, t) et I’orbite dans I’espace de phase (x, v).

e Mouvement de vitesse constante sur ’intervalle [O, L]; aux extrémités O
et L il y a un choc et la vitesse v devient vV = —evavec 0 < e < 1.

e x (1) = x,cos (wt) oll w est une constante.

e x(t) = xoe‘“ oll A est une constante positive.
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5.7.2  Pourchacundes mouvementsrectilignes ci-dessous, esquisser quelques
orbites typiques dans I’espace de phase (x, v) pour différentes valeurs des
conditions initiales (x,, v,) at = 0.

e Mouvement d’accélération a (¢) = O pour tout ¢.

¢ Mouvement oscillatoire harmonique : x (¢) = x, cos (wt) + (v, /w) sin (wt),
ol w est une constante. On vérifiera que a (1) = —w*x (¢) et que la fonction
G (x, v) = $v? + w?x? est une constante du mouvement, ¢’est-a-dire :

Gx (@), v() =G {(xy, vy) pourtout?.

Trouver I'amplitude du mouvement A = I(x,.. — ) et la vitesse

maximale en fonction de (x,, v,).

X tnin

e Mouvement uniformément accéléré : a () = a,, olt @, = cste. On vérifiera
que la fonction

172
Gx,v) = V7 — apx
est une constante du mouvement.
5.7.3 Un barreau de longueur £ se déplace dans un plan. L’une des extrémi-
tés est astreinte a se déplacer sur une droite (fig. 5.23). Exprimer la position, la

vitesse et I’accélération d’un point P du barreau en fonction des coordonnées
généralisées (x, 0) et de leurs dérivées temporelles.

IAPI = A

Fig. 5.23

On impose au point A le mouvement d’équation x, (1) = C cos (wt). Ex-
primer la position, la vitesse et I’accélération de P en fonctionde (¢, 6, 6, 9).

5.74  Laccéléromeétre d’un véhicule parti d’un point A a enregistré I’évo-
lution suivante : @ (1) = 0,2+(10 — 1) ms™2 pour 0 < t < 10; a (1) = 0 pour
10 <1 <70:a@) = —7,5ms 2 pour 70 < ¢ < 72. Trouver I’abscisse
curviligne et la vitesse en fonction du temps.

5.7.5 Un train peut accélérer avec une accélération égale 3 a, = 2 ms™?

et freiner avec une décélération a, = —0,9 ms~2; sa vitesse maximale
est de 180 km/h. Quel est le temps minimal pour relier deux gares distantes
de 1,5km?De4,5km?

Constante du
mouvement

Coordonnées
généralisées

Equation horaire
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Ou la réflexion
précede le courage

Ot une 2 CV peut
avoir une
accélération
supérieure 2 celle
d’une Porsche

Pendule double

Mouvement des
planetes
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5.7.6  Un promeneur apercoit une jeune fille en train de se noyer dans le lac.
Il peut courir avec la vitesse v, et nager avec la vitesse v,. Vérifier que la tra-
jectoire correspondant au temps minimal pour atteindre la jeune fille est telle
que sinf,/sin 6, = v, /v, (fig. 5.24).

Fig. 5.24

5.7.7  Une Porsche atteint les 100 km/h en 5,4 s. Quelle est I’accélération
moyenne ? A quelle vitesse v, constante doit rouler une 2 CV dans un virage
de 40 m de rayon pour que son accélération soit égale a celle obtenue pour
la Porsche ? Les freins de la 2 CV sont mis en action, provoquant un freinage
de décélération constante. Apres un intervalle de temps At la vitesse est %vo.
Trouver I’accélération de freinage, le vecteur accélération a et son intensité
lal.

5.7.8 Un systeme articulé (= pendule double) est formé de deux tiges de
longueur £, et £, se déplacant dans un plan (fig. 5.25). Le point O est fixe.
Exprimer la vitesse v et I’accélération a du point B en fonction de 6,, 6, et de
leurs dérivées temporelles.

5.7.9  Onimpose au systtme du probléme précédent I’évolution définie par
6, = w,, 6, = w,, ol w, et w, sont des constantes positives.

En calculant la projection de v sur la direction perpendiculaire 4 OB, montrer
que si (¢,w, ~£,w,) (£, —£,) est positif, le mouvement de B s’effectue toujours
dans le méme sens autour de O (é > (). Dans le cas contraire, le mouvement
est alternativement direct (§ > 0) et rétrograde 6 < 0).

En prenant pour O, A et B les centres de la Terre, du Soleil et d’une planéte,
le mouvement de B est analogue a celui de la planéte dans le modele de
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Tycho Brahé (§ 6.5.1 et 8.6.4). Est-ce que les mouvements de Vénus et Mars
présentent une partie rétrograde 7

5.7.10  Estimer la vitesse | v| et ’accélération |a | d’un point immobile a
I’équateur, (1) par rapport au référentiel géocentrique, et (2) par rapport au
référentiel de Kepler. (Pour cette estimation prendre 1’axe des p6les perpen-
diculaire au plan de la trajectoire de la Terre autour du Soleil ; on admettra
également que cette trajectoire est un cercle.)

5.7.11  Un corps se déplace sur le diametre d’un disque tournant a vitesse
angulaire § = w, constante autour de son axe (perpendiculaire au plan du
disque). Trouver la trajectoire, la vitesse v et I’accélération a du corps, sachant
qu’il s’éloigne du centre du disque a vitesse r = v, constante etr =0az = 0.
Calculer les accélérations tangentielle et normale. Quel est le rayon de courbure
de la trajectoire ?

5.7.12  Une particule se déplace sur la cardioide

r=C(l —cos8) C=>0
avec une vitesse angulaire § = w, constante. On demande la vitesse scalaire,
I’accélération a (en coordonnées polaires) et ’orbite dans 1’espace de phase

(r, r).
5.7.13  Un mobile se déplace a vitesse (scalaire) constante sur la courbe
d’équation (en coordonnées cylindriques)
C
z=kp p = pye?
ol k, p,, C sont des constantes positives. Trouver I’évolution temporelle de

condition initiale ¢ = 0 a¢ = 0. Calculer le vecteur accélération et le rayon
de courbure de la trajectoire.

5.7.14  Une antenne parabolique tourne autour de I'axe vertical avec une
vitesse ¢ = w, constante (fig. 5.26). Exprimer la vitesse v et I’accélération
a du point P en fonctionde (8, 9, 6).

IOPI =L

5.7.15

Un bras télescopique (fig. 5.27) s’ allonge en méme temps qu’il pivote
a vitesse constante, c’est-a-dire r = r (1), ¢ (1) = w,, 0 (1) = §,. Exprimer

Vitesse et
accélération d’un
point fixe sur la terre

Déplacement d’un
point sur un disque
tournant

Coordonnées
polaires

Coordonnées
cylindriques

Coordonnées
sphériques

Bras télescopique
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la vitesse v et I’accélération a du point P en fonction de (r, r, ¥). Trouver
I’évolution r () pour que la vitesse scalaire de P soit constante.

Lox
= arcsin —

/ dx
Va* —x? a

Fig. 5.27

Arrét d’une turbine  5.7.16  Lorsque I’on coupe le courant, le rotor d’une turbine ralentit avec une
décélération ® = —(A + Bw?) ol A et B sont des constantes positives et @
la vitesse de rotation du rotor. La vitesse initiale du rotor étant w,, calculer le
temps nécessaire pour que le rotor s’arréte.

dx 1 X
R = — arctan —
a“ +x a a
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CHAPITRE 6

BASES CINEMATIQUES DE LA DYNAMIQUE

Plusieurs mouvements naturels ont joué un réle important dans I’histoire
de la mécanique. Dans le chapitre précédent nous avons étudié le mouvement
rectiligne uniforme et nous avons montré qu’il correspondait au cas a(t) = 0.
Ce mouvement, bien qu’extrémement simple, est fondamental puisqu’il est a
la base de la mécanique newtonienne (1% loi de Newton ou Principe d’inertie)
et qu’il permettra de définir le zéro des forces agissant sur un point matériel.
De plus I’observation expérimentale du mouvement rectiligne et uniforme du
centre de masse (sous certaines conditions) conduira au principe fondamental
de "conservation de la quantité de mouvement”. Nous pouvons également men-
tionner que ce mouvement est a la base de la théorie de la relativité restreinte
et générale d’Einstein (étude des corps en chute libre et géodésiques).

Dans ce chapitre nous allons décrire puis analyser d’autres mouvements ob-
servés dans la nature : le mouvement d’un corps en chute libre & la surface
de la Terre (balistique), le mouvement d’un corps suspendu a un ressort, le
mouvement des planetes et la diffusion d’une particule chargée. Par 1’étude
de ces mouvements (cinématique) nous découvrirons que I’accélération s’ex-
prime de maniére simple et qu’elle permet une classification des mouvements
qui laisse deviner I’équation de Newton (dynamique). En outre nous verrons
que certaines grandeurs physiques restent constantes au cours de I’évolution
temporelle (constantes du mouvement). Le lemme fondamental nous fournira
une méthode pour déduire I’une de ces constantes du mouvement, plus préci-
sément celle qui fait présentir la conservation de I’énergie en dynamique.

6.1 CHUTE DES CORPS ET MOUVEMENT UNIFORMEMENT
ACCELERE

Suivant la démarche expérimentale décrite par Galilée (fig. 6.3 a), observons
le mouvement d’un corps, laché sans vitesse initiale, qui tombe soit en chute
libre, soit en glissant sur un rail a air incliné (faisant un angle 6 avec I’horizon-
tale). L'expérience montre que le mouvement est rectiligne, d’équation

X (8) = xo + 2ay (1 — 1))’ (6.1)

Rail a air incliné

GALILEO Galilei

dit Galilée

Physicien et astronome
italien

1564-1642
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Mouvement

rectiligne uniforme
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Constante du
mouvement

ol la trajectoire rectiligne a été choisie comme axe des x ; a,, est une constante
qui dépend de I’inclinaison du rail a air (@, = g sinf ou g = 9, 81 ms~2), mais
pas du corps ; x;, est la position du corps a I’instant initial £, ot il est 1aché.

On remarquera que (6. 1) est une bonne description du mouvement pour au-
tant que (¢ — t,) ne soit pas trop grand. On observe également qu’en diminuant
les " frottements” on améliore la correspondance entre (6.1) et le résuitat expé-
rimental. On peut ainsi admettre que (6.1) correspond au mouvement du corps
dans la limite ol il n’y a plus de frottement et pour des distances de chute pas
trop grandes (de I’ordre du metre par exemple).

De (6.1) il suit que la vitesse et I’accélération sont données par

V(1) =& (1) = ay (t — 1) (6.2)
et

a (t) = ay = cste. (6.3)

En conclusion I’observation montre que le mouvement du corps est rec-
tiligne, d’accélération constante.

Inversement pour tout mouvement rectiligne d’accélération a, constante,
nous avons

d

Elti = a, dod v (1) = vy +aglt — 1) (6.4)
et

dx N 1 2

T =v () dou  x (1) = xq + vy (t — 1) + 5a,(t — 1) 6.5)

ol x, et vy sont la position et la vitesse a instant £, (= conditions initiales).
Nous voyons que (6.1) correspond au cas particulier v, = 0.
A partir de (6.4) et (6.5) on vérifie facilement la relation

%v *)? - apx (1) = %vg — ayx, = cste. 6.6)

Par conséquent pour tout mouvement rectiligne d’accélération a,, constante,
la fonction

G (x, v) = v? —apx (6.7)
définit une grandeur dont la valeur est fixée par les conditions initiales, mais

qui reste constante au cours de I’évolution temporelle. Ce résultat suggere
d’introduire la définition suivante.



Chute des corps et mouvement uniformément accéléré

Soit un point P d’évolution x(¢) ; on appelle constante du mouvement
toute fonction G (x, v) telle que

G @), v(1) = G (x;, v). 6.8)
Par la suite on écrira plus simplement

G, v)=K avec K =G (x5 vy = cste.

Attention ! La grandeur G n’est pas une « constante » car la valeur de G Attention : une
peut étre arbitrairement fixée par un choix adéquat des conditions initiales. ~constante du
Toutefois, ayant fixé les conditions initiales, la valeur de G restera constante ~mouvement n’est pas
une constante !
au cours du temps.
De fagon générale, pour vérifier qu’une fonction G (x, v) est une constante
du mouvement, il suffira de montrer que [%G =0,00 G() = G (x(1), v(1)).
Dans le cas particulier du mouvement rectiligne d’accélération a, constante,
nous avons pour G (x, v) défini par (6.7)

g—q—i(lvz—ax)—vd—g—ad—x—v d—v—a =0
dt — dr \? Ty Ydr T \ar )T

et I’on obtient directement G (x, v) = cste, c’est a dire (6.6).
Nous verrons en dynamique que cette constante du mouvement est, a un

facteur pres (la masse), I’énergie mécanique du systeme. Sous-jacente a cette

propriété apparait déja une super-loi : la conservation de ’énergie mécanique. ~ Conservation de
L’équation (6.5) montre que la ligne d’univers est une parabole dans le plan ! énergie mécanique

(x, 1). De méme, de (6.6), les orbites sont des paraboles dans le plan (x, v).

Pour G (x, v) = 0 I'orbite est la parabole v> = 2a,x ; les orbites associées

a d’autres conditions initiales sont les paraboles obtenues par translation de la

parabole v? = 2ax parallelement & x, propriété associée a I’homogénéité de

I’espace (fig. 6.1).

0] -w Ligne d’univers et
e o orbite
X0 -

Fig. 6.1 Ligne d’univers et orbite dans le cas a, > 0.
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6.2 BALISTIQUE ET MOUVEMENT UNIFORMEMENT ACCELERE

6.2.1 Propriétés générales

L’ observation de la chute d’un corps sur une table a air inclinée, d’inclinai-
son 8, montre que le mouvement du corps est tel que le vecteur accélération
reste constant :

a(t)=a,=cste ol |a,|=gsind.

Le mouvement d’un point est dit mouvement uniformément accéléré si
~ le vecteur accélération est constant, soit

a(t) = a,. 6.9)

Nous pouvons alors supposer que le mouvement de n’importe quel projec-
tile lancé a la surface de la Terre est un mouvement uniformément accéléré.
L’étude des conséquences de (6.9), puis la confrontation de ces conséquences
théoriques avec 1’observation expérimentale, permettra de vérifier si 1’hypo-
these (6.9) est acceptable en balistique.

De laconditiona (¢) = a, on obtient I’évolution temporelle par intégration :

dv (1) _
dt

a, implique v(t) =uv,+a,( ~1)) (6.10)
puis

dx L
—-=v( implique x (1) =1x,+¥(t 1)+ lay(t —1)* (6.11)
oli x, = x (£,) et v, = v (f,) sont les conditions initiales.

De I’équation (6.11), on déduit la premiére propriété suivante.

Tout mouvement uniformément accéléré est plan, dans le plan défini
par le point P(%,), le vecteur vitesse v(t,), et le vecteur accélération a;
(fig. 6.2 a). De plus la trajectoire est une parabole d’axe parallele a
I’accélération.

Pour établir la deuxieme partie de cette propriété, introduisons un systéme
d’axes Oxy dans le plan du mouvement, d’origine O = P(z)) et d’axe Oy
parallele a a, : @, = —a,e, (c’est la convention introduite en balistique). En
projetant (6.11) sur ces axes, on obtient

x (1) = (v, cosa) (r — 1)
(6.12)
Yy (1) = (v sine) (t — 1) — 3a, (t —1,)°

avec « I’angle entre v, et I'axe Ox.
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Par conséquent, en éliminant le temps, on arrive a

2
1Y X

X)=xtanog — 3 —— — 6.13
y(x) ? coie 72 (6.13)
ou encore
2
1 2 3%
y(x) = x tana — 54, (I + tan a)—7 6.14)
Y

0

¢’est I’équation intrinséque d’une parabole d’axe parallele a Oy (fig. 6.2 b).

ayy
o

(b)

(a)

Fig. 6.2 Trajectoire du mouvement uniformément accéléré : (a) le plan est défini par
P(ty), v, eta, ; (b) la trajectoire est une parabole.

La confrontation de ce résultat avec |’observation expérimentale montre
qu’en premiére approximation le mouvement d’un corps en chute libre a la
surface de la Terre est uniformément accéléré, d’accélération notée g, dirigée
vers le centre de la Terre. Cette approximation est valable pour autant que
Ialtitude 4 soit suffisamment petite par rapport au rayon R de la Terre et
que les vitesses soient suffisamment faibles pour que I’on puisse négliger les
frottements. De plus, ces observations montrent que ’accélération g ne dépend
pas du corps. Lexpérience dite du rube de Newton (fig. 6.3 b), suggérée par
Galilée et réalisée par Newton, consiste a lacher une plume et un morceau de
plomb dans un tube od I’on a fait le vide ; on observe que les deux corps ont
des mouvements identiques.

En 1673, pour expliquer le retard pris par une horloge a balancier entre Paris
et Cayenne, Huygens arrive 4 1a conclusion que g = | g | dépend de ’endroita

Trajectoire

HUYGENS Christiaan
Physicien et astronome
hollandais

1629-1695
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Constante du
mouvement

la surface de la Terre. Il en déduisit que le poids d’un corps est non seulement lié
2 la masse de la Terre, mais aussi & la force centrifuge associée au mouvement
de rotation de la Terre autour de I’axe des pdles.

Dans le cas d’un corps en chute libre sur une table a air inclinée, on observe
également que la trajectoire est une parabole d’équation (6.11) ot a est le vec-
teur projection de g sur le plan du mouvement.

mmHg

(a) (b) ©

Fig. 6.3 (a) Expérience de Galilée : le temps est mesuré par le volume de I’eau écoulée ;
(b) tube de Newton ; (c) table 4 air inclinée.

Comme dans le cas du mouvement rectiligne uniformément accéléré, on a
la propriété suivante.

La grandeur ’

G, v)=1"—a,-x (6.15)

est.une constante du mouvement, ¢’ est-2-dire que pour tout ¢

G =GxQ@), v(t)) =G (xy, vp) = G (&)
En effet

dG d 2 dv dx dv
Y =— (v —a. - - — — o —p. = = —
= Gv®) —ay-x(®)) =v o % = (dt ao) 0.

6.2.2 Portée et hauteur maximale, parabole de sécurité

Un projectile est lancé d’un point O avec une vitesse initiale v, fixée, mais
dans une direction arbitraire (fig. 6.4). Nous voulons tout d’abord trouver
la portée maximale et la hauteur maximale que 1’on peut atteindre avec le
projectile. Nous chercherons ensuite la parabole de sécurité, courbe limite entre
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les points susceptibles d’étre atteints par le projectile (pour un choix approprié
de I’angle de tir) et ceux qu’il est impossible d’atteindre.

0T<r - - x
D
(a)
y
'y
P Parabole de séeurité
Yo
Yo | R
,/ vy - ST
o VN
| I - X
/ ¥ 5
!
i
i \l
(b)

Fig. 6.4 (a) Portée D et hauteur maximale / ; (b) parabole de sécurité.

Par définition, la portée D (fig. 6.4 a) est la distance horizontale franchie.
Soit Oxy un systéme d’axes centré a la source ; en utilisant (6.13) avec y =0
et x = D on obtient

D

2cosa v(z)

0=sinag —

c’est-a-dire

2
v

D = 2 sin2a.
8

(6.16)

En conséquence, la portée maximale correspond a un angle o de 45° et

D =

max

oo | S,

La hauteur maximale s’ obtient & partir de la constante du mouvement. Au
sommet de la trajectoire la vitesse est horizontale (y = 0) et (6.15) implique
ol de (6.12)

1.2 _ 1.2 -
53X+ gh =5y, X = v, cosa.

Portée maximale

Hauteur maximale
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Par conséquent

v v
h = @ SlI'l o, et hmax = g = fDmax‘ (617)

Pour déterminer la parabole de sécurité, cherchons les points P que I’'on
peut atteindre avec un projectile de vitesse initiale v,. L’équation de la trajec-
toire (6.14) montre que pour atteindre le point P de coordonnées (x, ¥) il faut
un angle de tir « solution de

)22 2
%g—ztanZa—itana+(y+2g ):O
Yo v

soit

=2
tana = 0 11\[ 2y+gx ) (6.18)
8x 0

En conséquence :

o | vé X Sl ) les de tir-
;| —=—-8=5) >y ilya2anglesdetir;

8 Uy
vl X

o si %(—O—g—2)=y il y a 1 angle de tir;
g Uy

e si il n’y a pas de solution.

-
N
% S
|
oo
S | =1
™~
N
A
~<t

Ainsi tout point situé au-dessous de la courbe

2 2
Yy =1 (”—"—g"—z) (6.19)
8 Uy
peut étre atteint par un projectile de vitesse initiale v, selon deux angles de
Parabole de sécurité  tir. La parabole (6.19) est appelée parabole de sécurité (fig. 6.4 b) ; tout point
sur la parabole de sécurité peut également étre atteint, mais il n’y a qu’un seul
angle de tir possible. Finalement il est impossible d’atteindre les points situés
au-dessus de la parabole de sécurité.
Remarquons que pour atteindre le point (x, y) sur la parabole de sécurité,
I’angle de tir est donné par

2
Yo

tana = — . (6.20)
gx

En conclusion pour une vitesse initiale donnée il est impossible de lancer
un projectile de maniére a ce qu’il passe au-dessus d’un obstacle qui ne
se trouve pas au dessous de la parabole de sécurité.
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6.2.3 Note historique

Le fait que la portée maximale corresponde a un angle de 45°était connu
avant Galilée, mais ¢’est Galilée qui, le premier, en donna une démonstration.
C’est aussi Galilée qui découvrit la loi de la chute des corps (6.1).

Huygens est I'un des premiers a avoir remarqué et utilisé la conservation de
I’énergie (6.6) ; ¢’est lui qui a verifié en particulier la relation v = /2 g i pour
un corps en chute libre avec v, = 0.

C’est Jean Bernoulli, I'un des fondateurs de la mécanique analytique, qui
introduisit le symbole g pour I’accélération due a la pesanteur.

La notion d’accélération telle qu’elle apparait bien simplement dans ce qui
précede a nécessité beaucoup d’efforts pour étre précisée. C’est finalement
Newton qui, en inventant le calcul différentiel et intégral, a permis de passer
de (6.1)a(6.3) oude (6.11) a (6.9) et ainsi d’affirmer que toutes les trajectoires
des corps en chute libre sur Terre étaient solution de la seule équation

a=g.

6.3 CORPS SUSPENDU A UN RESSORT ET MOUVEMENT
OSCILLATOIRE HARMONIQUE

6.3.1 Définitions et propriétés

L’observation du mouvement d’une masse suspendue a un ressort (fig. 6.5)
montre qu’en |’absence de frottement, et pour de petits déplacements, I’évolu-
tion est décrite par I’équation

x (1) = A cos(wt + §). 6.21)
De méme I’observation du mouvement d’une tige homogéne suspendue en

son milieu par deux fils métalliques (pendule de torsion, fig. 6.5) montre que
cette évolution est aussi décrite par (6.21) en remplagant x par 6.

Fig. 6.5 Ressort et pendule de torsion.

BERNOULLIJean
Mathématicien et

physicien suisse
1667-1748

Pendule de torsion

Masse suspendue a
un ressort
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On appelle mouvement oscillatoire harmonique, tout mouvement dont
I'évolution est décrite par I’équation différentielle

x (1) = A cos {wt +6),

oll A, w et & sont des constantes ; A est 'amplitude, w 1a pulsation et § le
déphasage du mouvement, '

Remarquons que la variable x peut étre une coordonnée généralisée quel-
conque, par exemple I’abscisse curviligne ou un angle.

Le mouvement oscillatoire harmonique est ainsi un mouvement périodique,
de période T et de fréquence v, ol

éri t 1 2
Pc,rxodee T=1_ 7 (6.22)
fréquence v W
c’est-a-direquex (t + T) = x (¢).
Pour un tel mouvement, on a de (6.21)
v() =x () = —wA sin(wt + 98) (6.23)
a(t) =% (t) = —w* A cos (wt +8) = —w* x (1) (6.24)
En conclusion tout mouvement oscillatoire harmonique est solution de
I’équation différentielle
i=—-w’x. (6.25)
Inversement, au chapitre 7, on montrera que toute solution de (6.25) est de la
forme (6.21) avec A et § définis par les conditions initiales (x,, x,). On peut
donc remplacer la définition ci-dessus par la définition équivalente suivante.
Mouvement Un mouvement oscillatoire harmonigue est un mouvement dont 1'évo-
oscillatoire lution est décrite par 'équation différentielle
harmonique
¥=—wx

De nouveau c’est I’expression de I’accélération qui définit le type de mou-
vement.

La figure 6.6 présente les fonctions x (¢), v () et a (t). On constate en
particulier que I’accélération et la position sont extrémales lorsque la vitesse
est nulle.
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X
A=Xpay
A

Fig. 6.6 Evolution du mouvement oscillatoire harmonique.

6.3.2 Remarques

En physique on exprime généralement I’évolution temporelle, sous une
forme qui fasse apparaitre explicitement les conditions initiales

x(t=0)=x, et v(t=0)=1, (6.26)

c’est en fait I’expression du déterminisme ("I’état a I’instant t = O détermine
I’état a tout autre instant").
Des équations (6.21) et (6.23) nous avons

x, = Acosé, vy = —wAsind
d’ou
U(% Yo
A= [xj+—= et tand=-—. (6.27)
w wxo

D’autre part  cos(wt + 8) = coswt cos§ — sinwt sind  entraine

x (1) = Acosécoswt — Asiné sinwt

d’ou

x (1) = xycoswf + Z)—O sin wt (6.28)
et

v(t) = —wx, sinwt + v, COswr. (6.29)

Ce dernier résultat peut s’écrire sous forme matricielle

1.
(x (t)) _ ( cos.wt —sin wt) (x0> 6.30)
v(t) —w sinwt  coswt v,

On notera que le déterminant de la matrice est 1.

Déterminisme
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6.3.3 Loi de conservation

Comme pour le mouvement uniformément accéléré, on a la propriété sui-

vante.
Constante du La grandeur
mouvement
Gr,v)=30"+1e’* o0 wv=1x (6.31)

est une constante du mouvement.

En effet, de (6.25) on a

dG (x, d d .
__%_U_)zvzg—}-w%d—::v(x—i—wzx):&

Finalement de (6.31), on déduit que les orbites sont des ellipses de demi-axes
(fig. 6.7)

2\ "
Y
2 0 2 2.2\Y
o = (x" +B) e v =GRt (632

Fig. 6.7 Orbites du mouvement oscillatoire harmonique.

6.3.4 Lemme fondamental

La démarche qui permetde passer d’une équation différentielle telle que (6.3),
(6.9) ou (6.25) a une constante du mouvement (6.7), (6.15) ou (6.31) peut étre
généralisée. Considérons en effet I’équation différentielle

X=fx) (6.33)

ol f est une fonction connue de x.
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Lemme fondamental

La grandeur
G(x,v) = %vz +U@x) ot v=x (6.34) ﬁ(())r;svt:rr::nctiu
et
Ux)=- /-x dé f (&) , Clest-a-dire %% =—f, (6.35)
P

est une constante du mouvement de I’équation différentielle (6.33).
(Dans la définition de U (x), le nombre p est un nombre arbitrairement
choisi, c’est-a-dire que U (x) est une primitive de — f(x)).

Ce lemme signifie que pour toute solution x = x(¢) de (6.33) nous avons
G (x(1), v()) = G (x(0), v(0)).

DEMONSTRATION.
d |, dv dUdx .
— (1 U =y 4 —— = — .
- 3V +U ™) vt =v(E = ()

Par conséquent, si .x (¢) est solution de (6.33), on a %G (t) = 0, c’est-a-dire
G ()= G(0).
Rappelons les exemples précédents :

(6.3) ¥ = a, implique  3v* — ayx = cste (6.6)
(6.25) ¥=—w’x implique %vz + %a)zx2 =cste. (6.31)
De méme
¥ =% = %vz — %szz = cste (6.36)
d = L4 d cste  (nentier >2) (6.37)
X=— sVt = n P .
xn 2 (n-=1)- xn—l
. d 1.2
X =— = v - dlnx = cste. (6.38)
X

6.3.5 [Tllustration : oscillateur électrique

L’ équation de I’oscillateur harmonique (6.25) se rencontre souvent en phy-
sique. Par exemple I’évolution de la charge g sur un condensateur de capacité
C, dans un circuit L — C formé d’un condensateur C et d’une self L, est décrite
par une équation identique a (6.25),

1
L+ —qg=0.
(I+Cq
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Nous avons ainsi de (6.21)

q ()= A cos (\/—%_Et—f-S)

et la grandeur
1
G(q, )= jLi* + 3 54%

avec i = dq/dt, est constante au cours de I’évolution.

6.4 MOUVEMENT CIRCULAIRE. VITESSE ET ACCELERATION
ANGULAIRES

Le mouvement d’un point est circulaire si la trajectoire est un arc de cercle.
Prenons des coordonnées polaires dans le plan de la trajectoire avec pour
origine le centre du cercle (fig. 5.8). En posant r (f) = R dans (5.58) et (5.59),
nous obtenons :

v=RO e, (6.39)
a=Rbe,—Ré%e,. (6.40)

Vitesse angulaire On introduit la vitesse angulaire (scalaire) o définie par
w=0 (641)
et le vecteur vitesse angulaire o défini par
wo=0e re,. 7 6.42)
La grandeur @ est un pseudo-vecteur, de norme | 6 |, de direction perpendi-

culaire au plan du mouvement, et de sens défini par la régle du tire-bouchon,
associé au mouvement (fig. 6.8). Nous avons ainsi

v=wAx ol x=0P, et w-x=0. (6.43)

Fig. 6.8 Définition de la vitesse angulaire (systeéme d’axes orienté de fagon directe).
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Remarquons que I’accélération (6.40) peut également se déduire par dériva-
tion de (6.43) :

d
a= E(w/\x)=d)/\x+w/\v=(i)/\x+w/\(a)Ax)

d’ol
a=o®Ax—ow’x=0bRe,—w'Re,. (6.44)

Le vecteur @ est appelé vecteur accélération angulaire et & = 6 est appelé
accélération angulaire.

En résumé
v, =0 v, = wR
(6.45)
= —? =d
a, =—-w'R a, =oR
Pour un mouvement circulaire ef uniforme on a Mouvement
circulaire uniforme

, . do vy,

v() =y =wR dol —=—=u
dt R

ce qui donne I’évolution
0@) =6y +w,—1) avec 6&,=01().

En introduisant un systeme d’axes cartésiens dont I’origine est le centre de
la trajectoire, on obtient

x(t) = R cos [0 + w, (t —1;)]
y (1) = R sin[0; + w, (t — )]

En conclusion, la projection d’un mouvement circulaire uniforme sur un
axe situé dans son plan est un mouvement oscillatoire harmonique.

6.5 MOUVEMENT DES PLANETES AUTOUR DU SOLEIL ET
MOUVEMENT CENTRAL

6.5.1 Apercu historique et lois de Kepler

L’ observation et I’étude du mouvement des corps célestes a passionné les
hommes depuis I’ Antiquité. En effet, ce probléme est intimement i€ a celui de
la place de I'homme dans I’Univers.
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COPERNIC Nicolas

Astronome polonais
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1473-1543

7 ™

BRAHE Tycho
Astronome danois
1546-160t

La premiére théorie développée par les Grecs Eudoxe (405-335 av. J.-C.),
puis Aristote (384-322 av. J.-C.), affirmait que le Soleil et les planétes évoluent
sur des sphéres concentriques par rapport & la Terre. Aristarque (310-230
av. J.-C.) proposa un modele héliocentrique dans lequel la Terre et les autres
plangtes se déplacent sur des orbites circulaires dont le Soleil, immobile, serait
le centre ; ses idées étaient toutefois en contradiction avec la tradition de son
époque et il ne parvient pas a les imposer.

Prolémée (~ 120 apr. J.-C.), a I’école d’ Alexandrie, développa une théorie
dans laquelle la Terre est immobile et le Soleil se déplace a vitesse constante
sur un cercle dont le centre est légérement déplacé par rapport a la Terre
(fig. 6.9 a). Le mouvement des planétes s’effectue a vitesse constante sur des
cercles (€picycles) dont le centre se déplace a vitesse constante sur un autre
cercle (déférent) autour de la Terre. La trajectoire résultante est appelée épicy-
cloide. Cette théorie était basée sur les travaux d’Hipparque (~ 140 av. J.-C.),
astronome grec a qui I’on doit la mise en évidence de la précession des équi-
noxes (c’est-a-dire le fait que la position du Soleil a I’équinoxe de printemps
se déplace par rapport aux étoiles de 1,5° par siecle, (§ 14.9.4)).

déférent

épicycle

(a) (b) ©

Fig. 6.9 Modeles du systéme solaire : (a) Ptolémée ; (b) Copernic ; (c) Tycho Brahé.

En Europe, pendant toutle Moyen Age et jusqu’au XVI° siécle, on s’ appuyait
sur la théorie géocentrique d’ Aristote. C’est Copernic (fig. 6.9 b) qui remit en
question cette description ; il réalisa que le modéle héliocentrique d’ Aristarque
était plus simple et permettait d’expliquer les mouvements observés. Il publia
ses travaux dans un ouvrage important, De Revolutionibus Orbitum Celestum
(1543), qui marquera le début de I’astronomie moderne et sera un tournant
essentiel de la pensée humaine : désormais la Terre ne sera plus le centre de
P’Univers, mais une planéte ordinaire, comme les autres, gravitant autour du
soleil.

Quelques années plus tard, pour réconcilier les vues de I'Eglise avec celles
des savants, Tycho Brahé (fig. 6.9 ¢) introduit un modele intermédiaire entre
celui de Copernic et celui de Ptolémée. Dans ce systeéme le Soleil tourne autour
de la Terre immobile, tandis que les autres planétes tournent sur des cercles
autour du Soleil.
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Il faudra attendre Kepler pour que les idées de Copernic puissent s’imposer.
Mettant a profit les suggestions de Copernic, il poursuit ’analyse du mouve-
ment de la plan¢te Mars commencée par son maitre et ami Tycho Brahé. En
admettant que la trajectoire de Mars est un cercle, il remarque que le Soleil ne
peut pas étre au centre de ce cercle, et que méme si on déplace le Soleil par
rapport a ce centre il reste encore un écart de 8’ entre les observations de Ty-
cho Brahé et les prévisions théoriques. Ayant une grande confiance dans les
observations de son maitre, il devenait nécessaire de connaitre exactement le
mouvement de la Terre si I’on voulait justifier la théorie de Copernic.

En supposant que la trajectoire de la Terre est circulaire avec le Soleil prés du
centre, il découvre que le rayon Soleil-Terre balaie des aires égales pendant des
intervalles de temps égaux ; c’est la loi des aires, aujourd’hui appelée deuxieme
loi de Kepler. Introduisant ensuite I’ hypothése que le mouvement de Mars obéit
ala méme loi des aires il conclut que la trajectoire de Mars est une ellipse dont
le Soleil occupe un foyer : c’est la premiere loi de Kepler qui, historiquement,
fut découverte apres la deuxieme. Ces résultats, obtenus en 1604 furent publiés
en 1609 dans Astronomia Nova. En 1618 il trouve la troisieme loi qui porte
son nom et qui fut publiée en 1621 dans I’ Epitome Astronomiae Copernicanae.
Pour apprécier la précision des travaux de Kepler, mentionnons que le rapport
b/a des axes de I'ellipse est 0,99986 dans le cas de la Terre et 0,996 pour Mars.

Lois de Kepler

Premiére loi. Les trajectoires des planétes sont des ellipses dont le
Soleil occupe I’un des foyers.
Deuxieme loi. Le rayon-vecteur du Soleil & la planéte balaie des aires
égales pendant des intervalles de temps égaux.
Troisieme loi. Les carrés des périodes de révolution sont proportionnels
au cube des grands axes, c’est-a-dire

(2 -(2)
T, a,

Nous allons montrer comment, des deux premiéres lois, Kepler aurait pu
conclure qu’a tout instant le vecteur accélération de chaque planéte est dirigé
vers le Soleil, de norme inversement proportionnelle au carré de la distance
Soleil-Planete. De plus il aurait pu déduire de la 3° loi que la constante de

proportionnalité ne dépend pas des planetes, ¢’est-a-dire que I’accélération de
chaque planéte est donnée par

X

a=—x (6.46)

oux = SP est le vecteur Soleil-Planéte et xg est une constante dont la valeur
numérique est xg = 1.327- 102 m’s™.

Mais pour cette démonstration Kepler aurait eu besoin du calcul différentiel
qui ne sera inventé qu’un demi siécle plus tard, par Newton, précisément pour

expliquer le mouvement des planétes.

Loi des aires

Quelie précision !

KEPLER Johannes
Astronome allemand
1571-1630
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6.5.2 Des lois de Kepler au mouvement central

Partant de la 2¢ loi de Kepler nous voulons montrer pour commencer que le
vecteur accélération de la planéte P est parallele au vecteur soleil-planéte SP.

Remarquons pour commencer qu’il suit de la 1% loi que le mouvement est
dans un plan contenant le Soleil. D’autre part, I’aire de la surface définie par
les rayons-vecteurs SP (z,), SP (t,) et la trajectoire s’ exprime par (la limite de)
la somme des aires des triangles définis par la courbe polygonale approximant
la trajectoire (fig. 6.10).

P(t))

P(‘tg 8x (1)

x () M\ Py

Fig. 6.10 Aire d’une surface plane.

Par conséquent, I’aire balayée par le rayon-vecteur SP () = x (¢) pendant
Iintervalle de temps (¢, t,) est donnée par

A (1), 1) = sltiinoz Hx@) Asx)|
ol éx(t,) = x(t, + 8t) —x(t,) = v, (¢t,)8¢, C’est-a-dire,

Ag (), 1) = sltiinoz Hxw)nv, )6t

:%/Zdtlx(t)/\v(t)l. (6.47)

5

De la 2° loi de Kepler on conclut que pour tout At, A(z, t + Atr) ne dépend
pas de ¢. Par conséquent il découle de (6.47) que la vitesse aréolaire, définie
par

Ag (1) = Jim %A (148 =3 |xO)Av @), (6.48)

ne dépend pas de t. En conclusion, la 2° loi de Kepler conduit au résultat
remarquable

[x()Av@®) | =[C} (6.49)

ou | C| est une constante qui ne dépend que de la planéte P. Comme le
mouvement de P est plan et s’effectue toujours dans le méme sens autour du
Soleil, ce résultat remarquable peut s’exprimer sous forme vectorielle comme
suit.
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Pour n’importe quelle planéte P, Loi des aires
x)Av@)=C, ob x(t)=S5P, (6.50)
et C est un vecteur constant (qui dépend de P), perpendiculaire au plan

de la trajectoire, égal a x, A v,,.

Finalement en dérivant (6.50) par rapport au temps on obtient une autre
propriété fondamentale :

d
E(x/\v)zv/\v+x/\a=x/\a:0.

En conclusion, a tout instant le vecteur accélération de la planéte P est
parallele au vecteur-lieu SP, (fig. 6.10).

Ce dernier résultat nous conduit a introduire la définition suivante.

Soit O un point fixé dans le référentiel 4. Le mouvement d’un point P
est dit central de centre O si A tout instant le vecteur accélération a (¢) Mouvement central
est parallele au vecteur-lieu x (f) = OP, (fig. 6.11).

En particulier le mouvement des planétes est un mouvement central dont le
Soleil est le centre.

P,
0 a(1)

Fig. 6.11 Mouvement central de centre O.
6.5.3 Propriétés générales du mouvement central

Théoréme
1. Le mouvement d’un point est central de centre O si et seulement si
X A v est une constante du mouvement.

2. Tout mouvement central de centre O est plan, dans le plan défini par
O et les conditions initiales (x,, v,).
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En effet, par définition du mouvement central de centre O on a
d
xAna=0=—(xAv)
dt
d’ol
x(OAv() =x, A0, (6.51)

Inversement si (6.51) est vérifiée pour tout 7, alorsx Aa = 0 et le mouvement

est central de centre O.
Finalement de (6.51),

X-(xpAy) =x-xAv)=0

et les vecteurs x (1), x,, et v, sont coplanaires.
Le mouvement central étant plan, on peut le décrire au moyen des coordon-
Coordonnées  nées polaires (r (1), 6 (¢)), d’origine O. De (6.51)etde v = re, + réee, on
polaires  obgient x A v = r20n, avec n = e, A e,. Par conséquent

r’6 = C = cste. (6.52)

Propriétés
1. Pour tout mouvement central de centre O, la grandeur 20 est une constante
C appelée constante des aires et, de (6.48),ona | C | = 2A,,.

De plus, (6.52) et (6.55) impliquent

. C?
a, =i—— (6.53)
r
2. Le mouvement d’un point P est central de centre O si et seulement si il est
plan avec r*6 = cste, ol (r, §) sont les coordonnées polaires d’origine O
dans le plan du mouvement. (Cette derniere propriété est une conséquence

immédiate des propriétés précédentes).

3. Un mouvement plan est central de centre O si et seulement si la loi des
aires est vérifiée par rapporta O, c’est-a-dire si le rayon-vecteur OP, balaie
des aires égales pendant des intervalles de temps égaux et le signe de 8 est
constant. De plus, si le mouvement est périodique, de période T, on a

.S
Cl=24,=27 (6.54)

ou S est ’aire de la surface limitée par la trajectoire. (C’est une conséquence
de (6.48) et de la propriété 2).

Remarques

e En dynamique newtonienne, aprés avoir défini la masse d’inertie m, nous

introduirons le moment cinétique L, = x A mwv qui est I'une des grandeurs

Conservation du fondamentales de la physique. Du théoréme précédent découle la loi de
moment cinétique conservation du moment cinétique, valable pour tout mouvement central.
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o Les conditions nécessaires et suffisantes exprimées dans les propriétés ci-
dessus doivent étre considérées de deux manieres :

a) point de vue expérimental (inductif) : on observe que le mouvement est
plan et que la loi des aires est satisfaite ; on peut alors conclure que le
mouvement est central ;

b) point de vue théorique (déductif) : on sait, par I’analyse des forces, que
le mouvement est central ; on peut alors conclure que le mouvement sera
plan et que 7?8 est une constante du mouvement (point de vue développé
au chapitre 10).

6.5.4 Equation de la trajectoire : formule de Binet

De I’expression de I’accélération en coordonnées polaires (d’origine O), soit
a=a,e, +aze,, avec (5.59)

a, =i — ré?
) . (6.55)
a, =r8 +2r6

on voit que la définition du mouvement central, a = a,e,, implique
ay =rf+2/0 =0.

Cette derniére équation posséde une intégrale premiére (sect. 7.2)qui n’est rien
d’autre que I’équation obtenue au paragraphe précédent,

r’6 = C.

En effet j—t(rzé) =r(r6 +2/0) = 0.
Afin de trouver|’équation intrinséque de la trajectoire, on élimine le temps.
De la relation 7260 = C, on a

d ‘ d (1
podr _dry _Cdr o4 (] (6.56)
dt — do ~ r2de do \r

L _di _di g c? d* (1
f=— = —0 =————= -
dt do r2 do* \r
Finalement en introduisant # dans ’expression de a, (6.53) on obtient

Formule de Binet

Pour tout mouvement central, Formule de Binet

C T d? (1 1
== (= 1. 6.57
@ r? [d()z (r>+r] ( )

Connaissant la trajectoire r=r (8) et la constante des aires C, cette formule
permet de calculer I’accélération radiale a,=a, (r, 8) et le vecteur accéléra-
tion a=a,e,. On peut donc déduire de I’observation de la trajectoire et de la
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e = excentricité

A= directrice

Equation d’une
conique en
coordonnées polaires
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constante des aires (1° et 2° loi de Kepler) I’expression de 1’accélération qu’il
serait trés difficile de mesurer directement. Inversement, connaissant 1’accé-
lération d’un mouvement central, la formule de Binet permet de calculer la
trajectoire (§ 6.6.2 et sec. 6.9).

6.6 MOUVEMENT CENTRAL EN r~2

6.6.1 Coniques et coordonnées polaires

Une conique est une courbe plane définie géométriquement par le lieu des
points P tels que le rapport des distances a un point fixé O (= foyer) et a une
droite fixée A (= directrice) est constant; la valeur de ce rapport est appelé
I’excentricité, c’est-a-dire (fig. 6.12)

PO
76=° (6.58)

Cherchons pour commencer 1’équation de la conique r = () en coordon-
nées polaires, d’origine le foyer et d’axe perpendiculaire a la directrice.
Comme on le voit sur la figure 6.12, si la conique entoure le foyer on a

_PO__ r

== it 1 cosf) = ed
e PO = d—rcosd soit r{l+e )=e

ce qui donne, en introduisant p = ed, I’équation de la conique
p
~ =14 ecosh. (6.59)
-

Pour la branche d’hyperbole qui n’entoure pas le foyer nous obtenons de la
méme maniere

P —1 4+ ecosb. (6.60)

-
La conique est ainsi définie par deux paramétres : soit I’excentricité ¢ et le
paramétre p, soit le demi-grand axe a et le demi-petit axe b (fig. 6.12).
Les demi-axes sont reliés aux parameétres e et p par les formules

“=rar b Tt (6.61)
pzb—2 e2=1:Fb—2’ (6.62)
a? az’ .

le signe supérieur (—) correspond au cas de I’ellipse et le signe inférieur (+)
au cas de I’hyperbole.



Mouvement central en 2

(a) (b)

Fig. 6.12 Coniques dont O est le foyer : (a) ellipse ; (b) parabole ; (c) hyperbole.

Les valeurs extrémales de r sont ainsi
¥ min :a(l —e) et rmax:a(l +€) (663)

L’excentricité e définit le genre de la conique :

e ¢=0 cercle ;

o O<ex<l ellipse ; Ellipse

o ¢=1 parabole ; Parabole
e | <e<oo hyperbole; Hyperbole
e ¢=00 droite.
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Dans le cas de I’hyperbole, le demi axe b est égal a la distance de O a
I’asymptote, et I’angle i entre I’asymptote et I’axe est donné par

b
tany = —. (6.64)

6.6.2 Propriétés du mouvement en r >

Théoreme 1. Trajectoire
Si la trajectoire d’un mouvement central de centre O est une conique dont

O est le foyer, alors I’accélération est en r~2, ¢’est-a-dire

a=—x

I%F’ (x (1) = OP,) (6.65)

ou x est une constante reliée & 1a constante des aires C, au demi-grand axe
a et au demi-petit axe b de la conique , par la formule

x| =C?=. (6.66)

De plus si la conique entoure le point O, x est positif : ¢’est le cas attrac-
tif ; si la conique, n’entoure pas O, x est négatif, c’est le cas répulsif.

DEMONSTRATION.  Prenons pour commencer le cas de I’ellipse. De la for-
mule de Binet (6.57) et de I’équation de la trajectoire (6.59)on a

c* e 1 +ecosf c?
a,=—— |\——cos0+ —— | =———,
r P pr
d’ou
X c? a
= —— avec =_ =C?_ >0 6.67
a, 2 Y x » B2 > ( )

Dans le cas de I’hyperbole qui n’entoure pas le foyer, I’équation de la
trajectoire (6.60) implique

C? -1 ] Cc? 1
a=-< (_icosﬁ_ie_f&): Ly
r p p pr
d’ou
a * avec —C2 Cc? a 0 6.68
P pp— H = — = — — < U, -
r r2 p b2 (6.68)
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Théoréme 2. Réciproque

Si I’évolution d’un point est telle que
. x

a= —xw

ol x est une constante , alors le mouvement est central de centre O, et la
trajectoire est une conique dont O est le foyer.

. . X PP
DEMONSTRATION. Sia = —}f'——ﬁ, alors par définition, nous savons que le
PE

mouvement est central, donc plan et r26 = C (§ 6.5.3); en utilisant la formule
de Binet (6.57)on a

—Cz[d—z ! ! 6.69
*= d92<?)+?]' (0.69)

Introduisons la variable u définie par

I’équation (6.69) devient :

d’u _

de>
d’otiu (6) = A cos (6 + §).

On peut toujours choisir I’axe polaire de fagon telle que § = 0, ce qui donne

Do 4 Acoss
r_C2 COS .

La trajectoire est ainsi une conique dont 1’origine est I'un des foyers, de
parametres

C? [A|C?
p=-— ¢ = :

= c =
| 5 | ||

Théoréme 3. Période

Si la trajectoire d’un mouvement central de centre O est une ellipse de
demi-grand axe a dont O est le foyer, le mouvement est périodique, de
période

T = Zn\/a*%/x. (6.70)
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DEMONSTRATION. Dans le cas ou la trajectoire est une ellipse, (6.54) et
(6.66) impliquent

2 2 p?
|C|2=< ﬂ;,ab) =x—,

a
d’ou

(2n)?
X

T2 = a3.

6.6.3 Mouvement central en 2 dans la nature

Les hypotheses des théorémes 1 et 3 sont les conditions exprimées par les
deux premiéres lois de Kepler. On peut donc conclure que le mouvement de
la planéte P autour du Soleil est un mouvement central d’accélération a, =
—x®r=2 D’autre part, de la 3° loi de Kepler et de (6.70) on conclut que le
coefficient xP) est le méme pour toutes les planetes, égal a xg (6.46).

Plus généralement, nous verrons que 1’accélération d’un point matériel P
soumis a I’action d’un point matériel O de masse M immobile est donnée par

a:—}f—f—— avec x=GM, x=O0P
||

ol G est une constante universelle positive (sect. 3.3 et §12.1.2).

De méme 1’accélération d’une particule chargée de masse m et de charge g,
soumise a 1’action d’une charge ponctuelle O immobile est donnée par

-1 490
avec x = —
drey m

ol g, est une constante universelle positive (sect. 3.3 et §12.2.1).

Ainsi deux des quatres forces fondamentales de la nature conduisent a des

mouvements centraux en r'z.

6.6.4 Constantes du mouvement

La vitesse aréolaire nous a déja donné une premiére constante du mouve-
ment

xAv=C soit r’§=C. 6.7D

Le lemme fondamental (§ 6.3.4) nous en fournit une seconde.
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2

Théoréme 4. Constante du mouvement

X

Si a= —xl—?, ol »x est une constante, la grandeur
x

X

G v)= 10" — — (6.72)
lx|

est une constante du mouvement :

[ S ¢ 6.73

La valeur absolue | X | est reliée au demi-grand axe et a la constante x par

x|
|Kl=7- (6.74)

et le signe de K détermine le genre de la conique :
e si K est positif, 1a trajectoire est une hyperbole ;
e si K est nul, la trajectoire est une parabole ;

e si K est négatif, la trajectoire est une ellipse.

En particulier dans le cas répulsif (x < 0), K est non négatif et la trajectoire
est soit une parabole, soit une hyperbole.

DEMONSTRATION. De (6.53) et (6.65)on a

. C? X
TOATR
et le lemme fondamental (§ 6.3.4) implique
C? x
1,2
5 — - —=K. 6.75
2t 2k r ( )
Ainsi de r26 = C, (6.75) et v? = 72 + r262 on conclut la démonstration de
la premiere partie du théoréme.
Finalement en introduisant (6.56), soit
dr . d [1 C
F="0=—cZ(-) = =Ssing
deo d9\r/) p

dans (6.75),ona

C2 2 C2 C2
K:l[ j sin29+——2—(:tl+ecos€)2$2?(il+ecos(9)]
P 14
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du mouvement

Ainsi le signe de K détermine le genre de la conique ; de plus (6.62) et (6.66)
impliquent
C2

lKlI'z—p‘i|€2—1|

il
2a°

En conclusion le mouvement central posséde deux constantes du mouve-
ment données par x Avet G (x, v). Nous verrons qu’elles correspondent
aux deux grandeurs fondamentales de la physique, le moment cinétique
L, =x Amuvetl'énergie E =mG (x, v) : il faudra s’en souvenir!

Connaissant la constante x et les conditions initiales (x,, v;), on trouve
les constantes du mouvement C et K a partir de (6.71) et (6.73), puis les
parametres de la trajectoire au moyen de (6.66) et (6.74). Inversement, connais-
sant x et les parametres désirés pour la trajectoire (orbite d’un satellite par
exemple), les mémes formules permettent de calculer les conditions initiales.

6.6.5 Analyse qualitative du mouvement. Orbites dans I’espace de phase

On peut facilement étudier I’allure générale des solutions de I’équation du
mouvement

.. X N
X = —xW (ou x est une constante)
x

pour différentes conditions initiales (x,, ), en procédant de la fagon suivante.
L’équation (6.75) peut s’écrire

1:2 c? x
F+U@F)=K avec U(r)= — - = (6.76)
2r r

On va choisir une valeur de C (nulle ou différente de zéro) et étudier I’ allure
qualitative des orbites dans I’espace (r, 7) pour différentes valeurs de K. Pour
cela on commence par dessiner la fonction U (r) (fig. 6.13 et 6.14). Comme
K-U@r)= %r’z 2 0 les valeurs de K possibles sont supérieures ou égales
au minimum de U (r). De plus pour une valeur de K donnée, les valeurs de
sont limitées par la condition K — U (r) > O et nous voyons que 7 = 0 si et
seulement si U (r) = K. Finalement | 7 | augmente si K — U (r) augmente et
| 7 | diminue si K — U (r) diminue.

Ces remarques permettent d’esquisser 1’allure des orbites dans le plan
(r, v, = r) a partir du graphe de la fonction U (r) (fig. 6.13 et fig. 6.14).

Les valeurs de r pour lesquelles 7 = 0 sont données par U (r) = K soit :

Foe = % (—x + v+ 2KC2) 6.77)

min

ot I’on doit se souvenir qu’en coordonnées polaires r est positif !
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Tout mouvement tel que r (¢) reste borné pour tout ¢ est appelé état lié ; lf:tat lié
dans le cas contraire c’est un éfat de diffusion. Etat de diffusion

L allure exacte des orbites est donnée par

. C? x
r=+J2K-U(r)) avec U@)=_-—75——. (6.78)
2r r

SiC =0, soitr?9 = 0,onaf(t) = 6, et le mouvement est rectiligne  C =0
d’axe passant par I’origine. La figure 6.13 donne I’ allure qualitative des orbites
déduites de ’allure du graphe U (r), pour le cas attractif (x > 0) et pour le cas
répulsif (x < 0). Des courbes U (r), on déduit que 7 = O n’est possible que
pour K < 0 dans le cas attractif et pour K > 0 dans le cas répulsif. De (6.77)
avec C = 0, on obtient les valeurs de r correspondant a 7 = 0, soit

X ~ . a.
r= X avec r défini positif.

L’ orbite exacte est donnée par (6.78) :

/ x
F=+ 2(K+7).

U U

(a) (b)

Fig. 6.13 Orbites dans le cas C = 0: (a) cas attractif (> > 0) ; (b) cas répulsif (x < 0)

(F . €L 7 i COTTESpONdent & la constante K.
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K minimum

Ky, <K <0
la trajectoire est
une ellipse

K > 0:étatde
diffusion

C#0 x<0
état de diffusion
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Si C # 0 il découle des constantes du mouvement (6.71) et (6.73) que
le point P tourne toujours dans le méme sens autour de 1’origine (signf =
sign C) et que les vitesses angulaire et scalaire augmentent lorsque r diminue.
L’allure qualitative des orbites s’obtient & nouveau au moyen du graphe U (r)
(fig. 6.14).

Dansle cas attractif (x > 0) lafonction U posséde un minimum (fig. 6.14 a)

== (6.79)

Pour la valeur minimale de K, soit

2

X
Ko=U g =425 (6.80)

le mouvement est circulaire uniforme, de rayon r, de vitesse

vy=—= = (6.81)

et de période

2 3
T=200 2 0q |0 (6.82)
UO X

On remarquera que ces mémes relations s’obtiennent plus simplement & partir
de la condition r (¢) = r, qui implique

v% 1
ar = —— = —}{-—2-.
Yo ry

Pour K, < K < O, r varie entre r_; (= périgée) et r_, (= apogée) donnés
par (6.77) : c’est un état lié. De (6.73) la vitesse scalaire est maximale en r

min®
minimale en r__, et (6.63) entraine

vmin_rmin_l_e 683)
v r_ l4e (©.

Pour K > 0, la trajectoire est & I’extérieur d’un cercle de rayon 7 min donné
par (6.77) et va a I’infini : ¢’est un état de diffusion.

Dans le cas répulsif (x < 0), la fonction U est monotone décroissante ; il
n’y a que des états de diffusionetr 2 r_. > 0.

min
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(a) (b)

Fig. 6.14 Orbites dans le cas C # 0 : (a) cas attractif, r,
; (b) cas répulsif.

et r, ., correspondent a K|

max

Les trajectoires (= coniques) correspondant aux orbites de la figure 6.14 sont
représentées sur la figure 6.15.

Ks

() (b)

Fig. 6.15 Trajectoires associées aux orbites de la figure 6.14. (C étant constant, le
paramétre p est le méme pour toutes les coniques.)
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Remarquons pour terminer que I’évolution temporelle r = r (¢) s’obtient &
partir de (6.78)

(6.84)

r ]
t—t, ==+ d/———.
° / " 2K =U")

L’intégration permet de trouver t = ¢ (r) puis, en inversant, r = r (¢). En
choisissant ¢+ = 0 I’instant ol le point se trouve au périgée, on peut vérifier
en calculant dt/dr que I’évolution temporelle sous forme paramétrique est
donnée dans le cas ou la trajectoire est une ellipse (K < Q) par

3
r=a(l —ecos&) z=\/§(s—esiné‘)

(voir par exemple L. Landau et E. Lifchitz).
De (6.59) on trouve ensuite ’évolution de 8 :

cosé —e

cosh = ———.
I —ecosé

Si la trajectoire est une hyperbole (K > 0), on obtient

3
r=a(¥1+ecoshe) , 1= ‘/% (T £ + esinh&),

ou le signe supérieur (—) correspond au cas attractif (> > 0) et le signe
inférieur (4) au cas répulsif (x < 0). De nouveau I’évolution temporelle de
6 est déduite de (6.71).

6.7 MOUVEMENT AUTOUR DE LLA TERRE

6.7.1 Remarque historique

Ayant découvert que le mouvement des planétes autour du Soleil est décrit
par

X
a= _xSW avec xg =1,327- 10%° m?s~2, (6.85)

Newton fut conduit a postuler que tout corps évoluant sous I’effet de I'attrac-
tion du Soleil a un mouvement décrit par la méme loi (6.85).

En supposant ensuite que la chute des corps sur la Terre et le mouvement de
la Lune autour de la Terre ont méme origine que celui des planétes autour du
Soleil, Newton arrive 2 la conclusion que le mouvement des corps autour de la
Terre devrait étre décrit par

X

a = —XTW (686)



Mouvement autour de la Terre

ol . est une constante qui peut étre calculée a partir du rayon de la Terre Ry
et de Paccélération terrestre g & I’équateur, soit

np = gRE=9,78-(6.38-10°)> = 3,98 . 10" m*s 2. (6.87)

Pour vérifier I'hypothese (6.86), calculons la période du mouvement de la
Lune autour de la Terre ; de (6.70) avec = 3, 84 - 108 la distance Terre-Lune
nous obtenons

Y

résultat en accord avec la valeur observée (= 2, 36 - 10° s).
Ces calculs ont été effectués par Newton en 1666. Il trouva un écart de 15%
entre la valeur observée et la valeur prédite par (6.86), écart dil a une erreur sur
la longueur du méridien terrestre. Lorsque Picard, géodésien francais, rectifia  PicarD Jean
la valeur du méridien, Newton refit ses calculs et il n’y avait plus qu'une (1620-1682)
différence de 1% entre la prédiction et I’observation. Astronome et
Remarquons pour terminer que les observations du XIX¢ siécle ont montré ~gé0désien francais
une anomalie dans le mouvement de Mercure dont la trajectoire n’est pas
exactement une ellipse : le périhélie de Mercure avance en effet de 574" par
siécle. On est donc forcé de conclure que I’accélération n’est pas donnée
par (6.85). Nous reviendrons sur le probleme de I'avance du périhélie de  Ayance du périhélie
Mercure au paragraphe 18.2.4. de Mercure

6.7.2 Tllustration 1. Evolution d’un satellite

Un satellite terrestre se trouve sur une orbite circulaire a I’altitude A lors-
qu’un accident se produit qui modifie la norme de la vitesse sans changer la
direction. Cherchons le mouvement ultérieur en fonction de la vitesse v, aprés
I’accident.
Pour cette analyse, nous considérons uniquement le systeme Terre-satellite
et nous prenons le référentiel géocentrique. En admettant que le mouvement Référentiel

est décrit par (6.86) et (6.87) on a immédiatement apres I’accident géocentrique
%v(’)z - ? =K' avec ry=Ri+h, ry,=C, (6.88)
0
et, de (6.74) et (6.66), les parametres de la conique
x C’
=ik 0 b=

yardh

Les divers mouvements possibles sont représentés sur la figure 6.16.

e Pour vj, =0, ona C’' = 0 et le mouvement est rectiligne (fig. 6.16 a).

e Pour0 < vy < v, la trajectoire est une ellipse et le satellite s’écrase sur la
Terre (fig. 6.16 b). La vitesse v, est déterminée par la conditionr; < R =
6,38 - 10% m ou r,, est solution de

min

c?  x
I T K avec C' =ryp,.
172 . oY)
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Pourv, < v} < v, = /x1/71,, la trajectoire est une ellipse dont le centre de
la Terre est le foyer le plus éloigné (fig. 6.16 c).

Pour v, = v, la trajectoire est circulaire, c’est le mouvement initial
(fig. 6.16 d).

Pour vy, < vy < v, = V2 v,, la trajectoire est une ellipse dont le centre de
la Terre est le foyer le plus proche (fig. 6.16 ¢).

Pour vy = v,, K’ = O et la trajectoire est une parabole (fig. 6.16 ).
Pour v > v,, K’ > 0 et la trajectoire est une hyperbole (fig. 6.16 g).

On remarque ainsi que quel que soit le mouvement circulaire autour de
la Terre, il suffit que Ia vitesse devienne /2 fois plus élevée pour que le
satellite "échappe"” & I’ attraction terrestre.

(a) (b)

vy

(©) (d)

(2)

Fig. 6.16 Trajectoires du satellite aprés 1’accident représentées pour des valeurs crois-
santes de v;.
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6.7.3 Vitesses cosmiques

La vitesse et la période d’un satellite effectuant un mouvement circulaire a
I’altitude & autour de la Terre s’ obtiennent immédiatement des équations (6.81)
et (6.82), soit

3
v= [ g g [Br R (6.89)
Ry +h xr

On constate que plus I’altitude est élevée, plus la vitesse du satellite diminue.
A basse altitude (b < Rp), la vitesse est

v = [ZT — 7 92km/s. (6.90)
RT

Cette vitesse est appelée premiere vitesse cosmique. De (6.89) la période du
satellite a basse altitude est

Ry _ i
T =2,/ — = 1h24 min. (6.91)
xr

La vitesse de libération de la Terre est la vitesse minimum nécessaire pour
que le satellite s’échappe de I’ attraction terrestre. Elle correspond a K = O et
de (6.73) on trouve

v® = 22T /250 = 11, 2kmys.
RT

La vitesse de libération de la Terre est appelée seconde vitesse cosmique.
Pour que le satellite puisse s’échapper du systéme solaire, il faudra que sa
vitesse (par rapport au référentiel héliocentrique) soit supérieure a

v® = 21~ 43 1kmys.
| ST |

Remarquons qu’en utilisant la vitesse de la Terre autour du soleil (= 30 km/s),
il suffira d’une vitesse de 12,1 km/s par rapport a la Terre , et dans la bonne
direction, pour que le satellite puisse s’échapper du systeme solaire.

L’orbite géostationnaire est 1’orbite nécessaire pour qu’un satellite appa-
raisse immobile par rapport a la Terre. C’est une orbite circulaire, dans le plan
de I’équateur, telle que la période du mouvement soit un jour sidéral. Par rap-
port au référentiel géocentrique, la Terre tourne autour de I’axe des podles a la
vitesse angulaire (§ 9.7.3)

2
— T ~729.1075s7".
36 164

De (6.82) et (6.87) on déduit le rayon de I’ orbite géostationnaire :

X

Rgéostat = [&

s
] — 42140 km

Premiére vilesse
cosmique

Vitesse de libération

Seconde vitesse
cosmique

Orbite
géostationnaire
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Orbite polaire

ce qui correspond & environ 36 000 km d’altitude, et la vitesse du satellite

Ugcostar = SR =3,1km/s.

géostat
Remarquons pour terminer qu’une autre orbite présente un grand intérét :
c’est I'orbite polaire qui passe au dessus des pdles. Comme la Terre tourne

autour de 1’axe des pdles, le satellite survole ainsi toutes les régions du globe.

6.7.4 Illustration 2. Mise sur orbite géostationnaire

Pour placer un satellite sur une orbite géostationnaire, on procede en quatre
étapes (fig. 6.17).
1. On effectue un premier tir vertical de vitesse initiale v, minimum pour
atteindre une altitude /.

2. En aliumant les fusées une deuxieme fois la vitesse du satellite atteint
la valeur v, nécessaire pour le maintenir sur une orbite circulaire a cette
altitude £,

3. On procede alors a un troisiéme allumage des fusées pour donner au sa-
tellite la vitesse v, minimum tangente a I’orbite circulaire, nécessaire pour
atteindre I’altitude correspondant a I’ orbite géostationnaire.

4. Le satellite ayant atteint I"altitude correspondant a R, avec une vitesse
vy, il faut allumer une derniére fois les fusées pour que le satellite ait la
vitesse nécessaire pour rester sur I’orbite géostationnaire.

Nous voulons calculer les vitesses vy, v,, v,, V5, ainsi que le temps nécessaire
pour effectuer le changement d’orbite, en prenant 4, = 200 km.

N
N

orbite géostationnaire

N

Fig. 6.17 Mise en orbite géostationnaire

17 étape. Lancement vertical depuis la Terre

Pour que la vitesse de lancement soit minimale, on impose # = 0 lorsque le
satellite atteint I’altitude h, = r; — R} demandée. En utilisant les constantes
du mouvement

P P . :

L2 2T 1,2 7T 20 — 42 :

1Y% R 1 — R0, =ri8, e F=0 en r,
T I
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on a alors
. X . X
12 242 T _ 1242 T
3y + Rp05) — R, 2 rifi = —
T r
4
_ 1 Rrp 2
2ot 0 s
ol (R, 1y, 6,) sont les conditions initiales (= lancement), r, = Ry +h =

6,58 - 10® m et, pour un tir vertical, (90 =QX729-107s71(§6.7.3). On
trouve ainsi

2¢ étape. Mise sur Porbite circulaire d’altitude 7
Lorsque le satellite atteint Paltitude /| sa vitesse est
3 R%éﬂ ~ .
ro, = —— =0,4km/s (carr =0)

F

alors que la vitesse nécessaire pour rester sur I’orbite circulaire de rayon r| est

de (6.81)

v, = [T =78 km/s.
T

11 faut donc allumer les fusées pour augmenter la vitesse de 7,4 km/s.

3¢ étape. Changement d’orbite

Soit 7 = O et 6, les vitesses initiales depuis |’ orbite circulaire nécessaires pour
atteindre I’altitude /1,. En utilisant a nouveau les constantes du mouvement (et
la condition 7 = 0 lorsque le satellite atteint I’altitude 4,) on a

442
L2452 xp by xgp
1,262 7T _ 112 7T
2% T 172 P
| 2 2
d’oll

. ri o
ri63 [l - r—lz] = 2xr (— - ——) avec 1y = Ry = 4,214 10" m

2 o n
et la vitesse nécessaire pour atteindre I’altitude /1, est
|r6,| =|v, | = 10,2 km/s.
11 faut donc augmenter la vitesse du satellite de 2,4 km/s.
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Le temps nécessaire pour effectuer le changementd’orbite s’ obtient de (6.70)
en remarquant (fig 6.17) que la trajectoire est une demi-ellipse de grand axe
r, + r, ; nous avons donc a = %(r1 +r,)et

3
T=7/% 21,9.10*s = 5h 20 min.
T

4¢ étape. Dernier allumage des fusées

Lorsque le satellite atteint I’altitude 4,, sa vitesse est

Ny

. reo r

r 0, = a7z Ly, 1,6 km/s.

23 2
T r

Pour atteindre les 3,1 km/s nécessaires pour rester sur I’ orbite géostationnaire,
il faut allumer les fusées pour augmenter la vitesse de 1,5 km/s.

En pratique, pour tirer avantage de la vitesse de rotation de la Terre, on
construit les aires de lancement prés de 1’équateur et on lance le satellite vers
I’Est.

6.8 DIFFUSION D’UNE PARTICULE CHARGEE

On observe qu’un proton — particule de masse m et de charge e — de vitesse
v, & l'infini (c’est-a-dire tres loin de la cible) est diffusé par un ion lourd de
charge Q sous un angle y (fig 6.18). Cherchons la position du ion en admettant
qu’il reste immobile et que I’accélération du proton est donnée par (6.65) avec
O la position du ion (§ 6.6.3).

Nous savons que la trajectoire est une hyperbole dont le ion occupe le foyer
intérieur si O est négatif (x > 0), le foyer extérieur si Q est positif (¥ < 0).
De (6.66)

b? 1
C2=d2vio=|}(|— ol x=— _eQ
a

dmey, m

et de (6.73),(6.74)on a

2 =2l

o0 a



Diffusion d’une particule chargée

(b)

Fig. 6.18 Diffusion d’un proton par : (a) un ion négatif ; (b) un ion positif.

Ainsi b = d et de (6.64)

b d
tany = — = —
(¢} a

ce qui implique

| %]

d:atanl//=?—

tanyr avec 2y =m —x

En conclusion, le ion est sur la bissectrice de I’angle de diffusion, a une
distance

| | o
d = ————— Paramétre d’impact

v2 tan(x/2)

Par définition, la distance d est le paramétre d’impact de la diffusion.
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6.9 MOUVEMENT CENTRAL EN r

Théoréme 1. Trajectoire

Si la trajectoire d’un mouvement central de centre O est une conique dont
O est le centre, alors l'accélération est proportionnelle ar

a = —kx (6.92)

ol k est une constante reliée a la constante des aires C et aux demi-axes
de la conique par la formule
C2
kl=—5—. (6.93)
! a’b?
De plus, si la trajectoire est une ellipse, k est positif : c’est le cas attractif ;
si la trajectoire est une hyperbole, k est négatif : c’est le cas répulsif.

DEMONSTRATION. L’équation de la trajectoire en coordonnées cartésiennes
est

N

+2 =1 (6.94)

QIR
[+ N
T/

ol le signe supérieur (4) correspond au cas de I’ellipse et le signe inférieure
(—) au cas de I’hyperbole. En introduisant les coordonnées polaires

X =rcosf, y =rsinf

on obtient I’équation de la trajectoire en coordonnées polaires

2

b P . b 2
- =Vxl+ecos’d ou e=—5Fl=Fe" (6.95)
r a

N N

Fig. 6.19 Conique dont O est le centre.
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De (6.95) on obtient

a? (1 +l_1(li)r3
a0’ \r) T r T Ty
et la formule de Binet (6.57) implique

2 r3 b2
=-—(l+e) =FC'—5—r
a, rz( e 2258

ce qui conclut la demonstration.
Théoréme 2. Réciproque
Si I’évolution d’un point est telle que
a = —kx
oll k est une constante, alors la trajectoire est une conique dont O est le
centre.
DEMONSTRATION. Projetons I’équation @ = —kx sur des axes cartésiens
Oxy dans le plan du mouvement; on a
X=—kx y=—ky. (6.96)

Si k est positif, nous avons pour chaque composante un mouvement oscilla-
toire harmonique de pulsation w = +/k, d’oi

x()=A cos(wt+38) et y()=A,cos(wt+d,).

En choisissant I’axe y tel que §, = 7/2 et en éliminant le temps au moyen de
I’identité

cos?(w i) + sin*(wr) = 1

on conclut que Ia trajectoire est une ellipse de centre O.
Si k est négatif, on vérifie aisément que la solution générale de (6.96) est

x (1) = A cosh(Qr +8,) et y(1)=A,sinh(Qr+5,) (6.97)
ol
Q=.|k| (6.98)

et A, A,, §,, 3, sont des constantes définies par les conditions initiales. Rap-
pelons que les fonctions cosh & et sinh & sont définies par

coshé = 1(c* +e7%), sinh = 3(e* —e™®) (6.99)

Cas attractif

Cas répulsif
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et que I’on a I’identité
cosh®§ — sinh? & = 1. (6.100)

En éliminant le temps de (6.97) au moyen de I’identité (6.100), on conclut
que la trajectoire est une hyperbole de centre O.
Remarquons que 1’on écrit généralement la solution de ¥ = QZ%x sous la

forme
x (t) = x,cosh(2t) + % sinh(£2¢) (6.101)

ce qui fait apparaitre explicitement les conditions initiales.

Théoréme 3. Constante du mouvement
Sous les hypothéses du théoreme 1, la grandeur

G, v)=1r+ %kxz (6.102)
est une constante du mouvement :

W+l =K.

La valeur K est reliée aux demi-axes de la conique par la formule
K=1k|*+d®) (6.103)

ol le signe supérieur correspond au cas de Iellipse et le signe inférieur
au cas de 'hyperbole.

DEMONSTRATION. De (6.53)

C2
a, =t —— = —kr
P

et du lemme fondamental (§ 6.3.4), on a
C2
I+ %r—2 + =k (6.104)

ce qui, en vertu de (6.52), conclut la démonstration de la premiere partie du
théoreme 3.
De (6.56) et (6.95)

. d (1 £ cosf sin 6
F=—Co(2) =2 22207
de \ r b[£1 + scos?0]%

et de (6.104) on obtient, apres un calcul fastidieux, I’expression de X :

C? [ b?
K=%? (a—Z:tl):%lk|(b2:|:a2).
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Théoréme 4. Période

Si la trajectoire d’un mouvement central de centre O est une ellipse dont
O est le centre, alors le mouvement est périodique de période

T =

SIF

Ce dernier résultat est une conséquence de (6.96).

Remarques

e Comme dans le cas du probleme de Kepler, la grandeur conservée G (x, v)
est, au coefficient pres, I’énergie du point matériel.

e Le mouvement décrit par (6.92) est typique des petits mouvements au voi-
sinage d’une trajectoire circulaire stable (¢ > 0) ou instable (k < 0).

e Un point matériel dont I’évolution est caractérisée par (6.92) oui k est une
constante positive (indépendante des conditions initiales) est appelé oscilla-
teur harmonique isotrope.

6.10 PROBLEMES

6.10.1  Un village (altitude 1400 m) est ravitaillé par un avion volant 3 Secours en montagne
250 km/h et 1700 m d’altitude. A quelle distance (horizontale) du village le
pilote doit-ii lacher sa cargaison (négliger le frottement) 7

6.10.2  Un skieur s’élance sur la piste de saut (fig. 6.20) Saut 2 ski

Fig. 6.20

En assimilant le skieur 4 un point, évaluer la longueur L du saut. Quelle
longueur maximale est-il possible d’atteindre en modifiant uniquement I’angle
d’envol ? (Idée : utiliser la parabole de sécurité.)

6.10.3  Un archer vise une cible 2 50 m. La vitesse initiale de la fleche étant  Tir a 'arc
65 m/s, a quelle hauteur au-dessus de l1a cible faut-il viser 7 (La position initiale
de la fleche est a 1a hauteur du centre de la cible.)

6.10.4 Un archer vise un écureuil sur une branche 2 10 m du sot et 75 m de
distance. A I’instant ol 1a fleche part, I’écureuil se laisse tomber. Montrer que
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I"écureuil ne peut pas échapper a son tragique destin si la vitesse v, de la fieche
est supérieure a une vitesse minimale qu’il faudra calculer.

6.10.5 Ayant placé un obusier de 15.5 de diamétre, le commandant désire
atteindre des cibles situées au-dela d’un village se trouvant a 10 km de I’obu-
sier. L’exercice a lieu en plaine. Pour des raisons de sécurité, les obus doivent
passer au moins 300 m au-dessus du village. Quelles charges peut-on utiliser 7
Quelles distances peut-on atteindre avec ces charges ? Y a-t-il une ou deux tra-
jectoires possibles ?

Charge 2 : vitesse initiale de 1’obus = 242 m/s.

Charge 5 : vitesse initiale de I’obus = 386 m/s.

Charge 8 : vitesse initiale de I’obus = 684 m/s.

6.10.6 Une voiture ayant renversé un piéton, 1’agent fait les constatations

suivantes :

e deux traces de freinage paralléles d’une longueur de 60 m, commengant
13 m avant le passage pour piétons dont la largeur est de 4 m;

o des débris de phares 13 m apres le passage pour piétons ;

e les phares de la voiture se trouvent a 1 m de hauteur;

e la voiture peut avoir une accélération de freinage de 5,2 m/s>.

Attribuer les responsabilités sachant que la vitesse maximale autorisée est de
50 km/h.

6.10.7 Lafréquence de vibration d’une molécule HClest v = 8,5-103 57",
En admettant que le Cl est immobile et que le mouvement de H est oscillatoire
harmonique d’amplitude 0,1 A°, quelle est la vitesse maximale et quelle est
I’accéiération maximale ?

6.10.8  Un électron de vitesse v, = 4 - 10> m/s se trouve  une distance
de 100 A° d’un proton. En admettant que le proton reste immobile et que le
mouvement de 1’électron est tel que

ol O est la position du proton, (m, et —e sont la masse et la charge de
I’électron), est-ce qu’il y aura formation d’un atome d’hydrogéne (état 1i¢) ?

6.10.9 Quelle est la vitesse et la période de révolution d’un satellite sur
une orbite circulaire & 700 km d’altitude ? Evaluer la vitesse minimale pour
atteindre cette altitude a partir d’un tir vertical, puis a partir d’un tir horizontal
dans le sens de rotation de la Terre, depuis I’équateur. (Référentiel géocen-
trique.)

6.10.10  L’apogée et le périgée de Gémini V (lancé en 1965) étaient 352 km
et 107 km. Calculer les vitesses maximale et minimale, et la période du mou-
vement.

6.10.11 Un satellite se trouve sur une orbite circulaire a3 400 km de la Terre.
Quelle est la vitesse de lancement (parallele a la surface de la Terre) nécessaire
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pour atteindre la planéte Neptune et quelle sera la durée du voyage? On
admettra pour ce calcul que le mouvement du satellite par rapport au référentiel
de Kepler est décrit par (6.85). Quelle sera la vitesse de lancement par rapport
a la Terre si le satellite est lancé dans le sens de la rotation de la Terre autour
du Soleil ?

6.10.12  Un satellite se trouve sur une orbite circulaire autour de la Terre lors-
qu’un accident se produit, modifiant la direction de la vitesse sans changer son
intensité (fig. 6.21). On admet que le mouvement du satellite par rapport au ré-
férentiel géocentrique est décrit par (6.86). Montrer que la nouvelle trajectoire
est une ellipse de demi-grand axe égal au rayon de la trajectoire circulaire, d’ex-
centricité ¢ = sin«. Calculer ’apogée et le périgée. Le satellite se trouvant
initialement a 700 km d’altitude, pour quelles valeurs de I’angle « le satellite
s’écrasera-t-il sur la Terre ?

Fig. 6.21

6.10.13  On admet que le mouvement des planétes autour du Soleil est décrit
par (6.85). Montrer que les vitesses minimale (2 I’aphélie) et maximale (au
périhélie) d’une planéte dont la trajectoire est une ellipse d’excentricité e et
demi-grand axe a, sont donnés par

i- i
2o ey L _x (e
e g \1+e e g \1—e

Calculer ces valeurs pour Vénus, la Terre et Mars.

6.10.14  En admettant que le mouvement de la Terre autour du Soleil est
circulaire uniforme, évaluer la période de rotation T de la Terre autour de I’axe
des pdles par rapport au référentiel de Kepler. (T correspond a la durée du jour
sidéral 2 8 - 1073 s pres.)

Sachant que I’ orbite de la Terre est une ellipse, évaluer la différence entre la
durée du jour solaire au périhélie et & I’aphélie.

Pour ces estimations, on prendra I’axe des p6les perpendiculaire au plan de
la trajectoire.

6.10.15 Une cométe est observée a 100 millions de km du Soleil avec une
vitesse de 50 km/s. Sachant qu’a cet instant la vitesse de la cométe fait un angle
de 45° avec le vecteur Comete-Soleil, quelle sera la nature de la trajectoire ?
Calculer le périhélie.

Planéte

Cométe
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6.10.16 Soit rp et v, le périhélie et la vitesse correspondante d’une comete
dont I’orbite est une parabole. Etablir les résultats suivants :
1. I’équation différentielle du mouvement est

. v
0= —pcos4% ;
r
P
2. l’intervalle de temps pendant lequel la distance de la comete au Soleil est

inférieure a r. = 1 UA est
V2 Y (

3n re

de 2 1 —cos@
— =2(tanf+1ltan®?) et (tanl) =_—""1»0,
(./ cos*4 (tan + 5 2 (tan3) 1 + cosf

Tp
1+2 —) années.
't

6.10.17  Un satellite se trouve a une altitude 2, = 600 km. On lui imprime
une vitesse v, = 36 000 km/h dans une direction paralléle a la surface de la
Terre. Calculer :

1. I’altitude maximum /4, lorsque le satellite est 4 I’apogée ;

2. I’erreur maximum admise sur la direction de lancement (angle par rapport
a I’horizontale) pour que le satellite ne se rapproche pas a moins d’une
distance h, = 400 km de la surface de la Terre. Quelle sera la hauteur 5 &
I’apogée dans ce cas limite ?

6.10.18  Un proton de vitesse v, = 4 - 10° m/s est diffusé par un ion
lourd, immobile, de charge e (= 1,6 - 107!° C). On observe que 1’angle de
diffusion x est égal a 30°. Quelle est la valeur du parametre d’impact sachant
que I’accélération du proton est

a= —(47t490mp)“1e2 |x| 3 x

avec m,, la masse du proton ? Quelle est la distance minimale entre le proton et
le ion ?

6.10.19 Le mouvement d’une particule est tel que a = —kx, o k = 9572
(fig. 6.22). Trouver I’évolution temporelle x(z), les demi-axes de la trajectoire
et la période du mouvement pour les conditions initiales : d = 5 cm, |x0 [ =
17 cm, | v, | = 60 cm s™'. Ayant fixé x,, trouver v, pour que le mouvement
soit circulaire.
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6.10.20 Le mouvement d’un corps est tel que a = —kpe , O (p, @, ) sont

les coordonnées cylindriques et k une constante positive. Etudier le mouvement
dans les deux cas suivants :

1. ¢,=0;
2. ¢, # 0 (il est plus simple d’utiliser les coordonnées cartésiennes).

6.10.21  On observe que le mouvementd’un corps est central de centre O et
que I’angle « entre le vecteur fieu x = OP et le vecteur vitesse v est constant.
Vérifier que I’accélération est donnée par

C \’1 ,
a=—|- —e€, (C = constante des aires).
sin o

P
Trouver une intégrale premiere. (Ce probleme a été proposé et résolu par
Newton dans les Principia : Proposition IX, Probleme IV.)

6.10.22 Le mouvement d’une particule est central et la trajectoire est la
spirale logarithmique r = Ae*®, oii A et k sont des constantes positives.
Trouver I’accélération a ainsi que les accélérations tangentielle }ar }, normale
|a, |, et le rayon de courbure.

Probleme de Newton
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CHAPITRE 7

INTERMEDE MATHEMATIQUE.
EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
ET ANALYSE QUALITATIVE

7.1 EVOLUTION TEMPORELLE ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES

L’étude des mouvements naturels du chapitre 6 a montré que le mouvement
d’un point est souvent caractérisé par le fait que son accélération est une
fonction de sa position :

. o . d*x
o particule « libre » (rail a air horizontal) i =0;
. d’x )
e balistique vl =g (= constante) ;
. d*x x
e mouvement des planétes — = —x—;
dt | x|
. L d*x
e oscillateur harmonique isotrope ;l_ti = —kx;
c’est-a-dire, en coordonnées généralisées,
dzq,- L .
W:f"(q"qz’ 93> 91> G5 43) i=1,23 (7.1)

Remarquons pour commencer que les 3 équations différentielles du second
ordre (7.1) peuvent étre considérées comme un systeme de 6 équations diffé-
rentielles ordinaires en écrivant

dg,

@

y i=1,2,3. (7.2)
Y

ar fiay: a30 G350 vy vy, 03)

Comme nous I’avons déja discuté au chapitre 1, il suit du déterminisme la-
placien que I’évolution temporelle de n’importe quel systtme classique non
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ED.O

E.D.O autonome

relativiste peut étre définie par un systéme d’équations différentielles ordi-
naires (E.D.O)

dx, .
sy = filt, x;, ..., x,) i=12,..,n (71.3)

ol (x,, ..., x,) sontles variables décrivant I’état du systeme a un instant donné.
Les n fonctions f;(t, x, ..., x,) sont des fonctions connues soit a partir de
I’observation (en cinématique), soit a partir des lois (en dynamique). L’espace
des variables (x,, ..., x,) est ainsi I’espace des €tats instantanés, aussi appelé
espace de phase du systeme.

Résoudre les E.D.O. (7.3) signifie trouver n fonctions x; = x,(f) telles

que

dx;(t)
dt

= f,(t, x,(2), ..., x, (1) i=1,2,..,n
et satisfaisant les conditions initiales

x,(t =0)=x, i=1,..,n, fixés.

Les théorémes concernant I’existence, I'unicité et les propriétés des so-
lutions de I’E.D.O. (7.3) sont brievement exposés dans 1’appendice D. Le
théoréme d’existence permettra d’affirmer qu’il existe toujours une solution
de (7.3). Ayant trouvé une solution, le théoréme d’unicité permettra d’ affirmer
que c’est la seule solution (satisfaisant les conditions initiales fixées). Ainsi,
connaissant I’état a I’instant initial, soit (x, xJ, ..., x%), 'E.D.O. (7.3) nous
permet de trouver I’état & 'instant ¢, soit (x,(¢), ..., x,(z)) : C’est 'expres-
sion mathématique du déterminisme laplacien. Dans ce méme appendice, on
aborde également les questions concernant les points d’équilibre, leur stabilité
et la linéarisation des équations du mouvement au voisinage d’un point d’équi-
libre. Ces questions sont illustrées dans ce chapitre au moyen d’exemples
simples.

En physique, si le systéme matériel est isolé, ’homogénéité du temps im-
plique que les fonctions f; ne dépendent pas explicitement du temps (sect. 1.6),
soit

dx, .
O iy x) i=12m a4

et dans ce cas 'E.D.O. (7.4) est dite autonome. Si le systeme n’est pas isolé,
les f; dépendent explicitement du temps et I’E.D.O. (7.3) est non autonome.

Remarquons qu’il est toujours possible de se ramener a I’étude générale des
équations autonomes en considérant le temps comme I’ une des variables d’état
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(dans ce cas I’espace des variables (¢, x, ..., x,) est]’espace de phase étendu)
et en paramétrisant I’évolution par un parametre t tel que

dt

k|

dt
(7.5) E.D.Onon

dx. autonomes
i .
—dr = fi@t, x), .., x,), i=12, .., n

c’est-a-dire (n + 1) équations pour (n + 1) variables.

7.2 INTEGRALES PREMIERES ET CONSTANTES DU MOUVEMENT

En mathématique une fonction A(t, x,, ..., x,) est une intégrale pre-
miere de 'E.D.O. (7.3)si pour tout ¢

A, @, .., x, ) =A(0, x), ..., x0) (7.6)

oit {x,(2)] est la solution de (7.3) de conditions initiales {x)}.

En physique, une fonction A(x,, ..., x,) est une constante du mouve-
ment pour 1’ évolution définie par (7.4) si pour tout ¢

A, @), oy x, (1) = Afx), ..., xD). (1.7

Ainsi les constantes du mouvement de la physique sont des intégrales pre-
mieres (des équations du mouvement) qui ne dépendent pas explicitement du
temps.

En d’autres termes, comme nous I’avons déja vu au chapitre 6, une

constante du mouvement est une grandeur physique (= observable) dont Constante du
la valeur peut étre arbitrairement fixée par le choix des conditions ini- mouvement
tiales, mais qui reste constante au cours de I’évolution ultérieure.

Dans les paragraphes suivants nous effectuons la résolution des E.D.O. dans
quelques cas simples. Nous présentons ensuite 1’analyse qualitative qui sera
trés utile pour faire ressortir les propriétés générales des solutions avant de
résoudre explicitement I’équation différentielle.
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7.3 EXEMPLES SIMPLES

) d
7.3.1 Ftude de d—: = f()

Considérons I’E.D.O.

dx
- f®
x(t =0) =x,

ol f(¢) est une fonction connue de ¢.

De (7.8) /X dx = / dr (),
Xy 0

(7.8)

t
c’est-a-dire  x{(t) — x, :/ dt f(r) etfinalement
0

x(1) =x0+/ dr f(1).
0

Par exemple, soit

dx n .
o = At ol A et n sont des constantes ;
alors  x(t) = x, + ——)-“—t"“ sin# —1
0" n+1 ;
et x(t):x(t0)+)»lnt— sin=—1.
0

) d
7.3.2 Ktude de E’:- = f(x)

Considérons I’E.D.O. autonome

dx
_ = X
T S&x)
x(t =0) =x,
ol f(x) est une fonction connue de x.
1 dx N * dx
De (7.11) ——— =1, d’ol =
f(x) dr W FO0)
* odx
= .
5 SO
Par exemple, soit
dx .
a = Ax ol A est une constante,
Y dx 1 X
alors = —=—In{—}, dou
% Ax A Xq

x(t) = eMx,.
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(7.10)

(7.11)

t
/ dt, c’est-a-dire:
0

(7.12)

(7.13)

(7.14)
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7.3.3 Equation linéaire du second ordre a coefficients constants

Soit
d*x dx
F-lrbEJrcx:O (7.15)

ou b et ¢ sont des constantes.

(Sib =0etc > 0, c’est’équation de I’oscillateur harmonique;sib > Oet
¢ > 0 c’est I’équation de I’oscillateur harmonique en présence de frottement
qui sera analysée au chapitre 17 ; sous la forme générale (7.15) c’est I’équation
du mouvement au voisinage d’un point d’équilibre).

Ecrivons (7.13) sous la forme d’une E.D.O., soit

dx
dar "
7.16
dv (7.16)
— = —cx —bv
dt
et posons x = (x,, x,) = (x, v). L’équation (7.16) devient
dx 0 1
—_ = x’
dt —c =b
c’est-a-dire que nous avons une équation analogue a (7.13)
dx _ (7.17)
dr '
mais A est maintenant la matrice a coefficients constants
0 1
A= ( ) |
—c b
Cette matrice posséde deux valeurs propres, solutions de
AA+bB)+c=0, (7.18)
d’ou
b %

Si b* # 4c, les deux valeurs propres sont distinctes et la matrice A est
« diagonalisable ». Cela signifie qu’il existe une matrice D, telle que

DAD ! = ke 0 . (7.20)
0 A

Dans ce cas, en écrivant (7.17) sous la forme

& (>'D)A(DD)x,
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on obtient en multipliant par D

Df;—’t‘ = (DAD ') Dx. (7.21)

Ainsi, en introduisant y = Dx, nous avons

d d
j:i = Dd—j (car D ne dépend pas de ¢)
etde (7.20) et (7.21)

dy [+, O
a " \No 2 )V

c’est-a-dire

dy,

—(—17 - A""yl (751;1) yl(t) = e“’yl(o)
4y _ Y, (1) = &', (0).
dr 2

Finalement, comme x = D! y, nous obtenons

x(t) = D'y, (@e* + D'y, (0)e*-".

En conclusion, la solution de I’équation différentielle

d? d

E;—+b£+cx =0  avech?s#4c

est donnée par

x(t) = C M + C_e*, (7.22)

ol C,, C_ sont deux constantes définies par les conditions initiales
(xg, vg) €t A sont les solutions (7.19) de I'équation (7.18),

b b\?
)\.i—_——-z-:*: ('2—) - C. (7.23)

o Sib? > 4c, les deux valeurs propres A +» A_ sont réelles.
En particulier, pour » = 0 et ¢ < 0 nous avons
v
x(t) = xycosh 2t + -2 sinh £2¢
§2 (7.24)
Q=.1cl.
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d2
Du lemme fondamental, les orbites associées a d—; = |c|x sont les
t
hyperboles (fig. 7.1)
0P —3clxt=K (7.25)

d’asymptotes v = £82x (fig. 7.1).
Si vy = £8£2x,, la solution (7.24) devient

x(®) = eimxo, d’od v(t) = +2x(t) pourtouts:

les orbites dans I’espace (x, v) sont alors les deux droites v = +2x.

Pour (x; = 0, v, = 0), nous avons x(¢) = 0 pour tout ¢ : c’est un point
d’équilibre. Ce point d’équilibre est instable car pour toute condition initiale
au voisinage de ce point d’€quilibre (sauf v, = —x), la solution x(¢) tend
vers 'infini (fig. 7.1).

De fagon générale, le point X
de 'ED.O. (74) si x(t) =
fi&y, ..., X,) = 0 pour tout i

= (X}, ..., X,) est un point d’équilibre
X est solution de (7.4), c’est-a-dire si
=1, .., n

v

4

\%
(@) (b)

| . d*x

Fig. 7.1 Orbites de W +ex=0:@)c<0;(b)c>0
- b, . b\’ .

e Sib* <de, AL= 5 +ijc— 3 et (7.22) implique

_by

x(t) = Ce 2° cos{wt + ¢)
(7.26)

Point d’équilibre
instable
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Point d’équilibre
stable

En particulier, pour b = Q et ¢ > 0, nous avons le mouvement oscillatoire
harmonique et

Yy .
x(t) = x,coswt + =0 §in wt
w

(7.27)
= /c.
. o d%x ,
Du lemme fondamental, les orbites associées a e —cx sont les ellipses
(fig. 7.1)
2v +5 lex? =K. (7.28)

Pour (x, = 0, v, = 0), nous avons x(¢) = O pour tout ¢ : ¢’est un point
d’équilibre. Ce point d’équilibre est stable car pour toute condition initiale au
voisinage de ce point, I’ orbite reste au voisinage du point d’équilibre pour tout ¢
(fig. 7.1).

e Si b? = 4c, on vérifie aisément que la solution est
b, b
x(t)y=¢ 2 [xo 4t ( =Xy + ”0):] (7.29)

Les propriétés générales des solutions de (7.15) seront étudides au cha-
pitre 17.

Remarque. Considérons I’équation différentielle

d’x + bdx +
—_— et cxX =
dr? dt 8o
ou b, ¢, g, sont des constantes.
En introduisant y =x — & nous avons
c
d2
— + b— +cy=0
dt? Y=

et I’on est ramené a (7.15).

7.3.4 Equation linéaire du second ordre inhomogéne
Soit
X b =g 7.30
dr? ar T8 (7.30)

ou b et ¢ sont des constantes et g(¢) une fonction connue de f.
Pour résoudre (7.30) on utilise la propriété suivante.
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Soit xp(t) une solution particuliere de (7.30) et x, (¢) la solution générale
de I’équation homogene (g = 0) donnée par (7.22), alors

x (1) = x, () + x,(2) (7.31)

est aussi solution de (7.30). Les constantes C_, C_ sont définies par les
conditions initiales (x,, vy).

7.4 ANALYSE QUALITATIVEDE mx = f(x)

7.4.1 Introduction

Considérons I’équation différentielle
mx = f(x), xeR (7.32)

ol m est une constante positive (qui sera identifiée par la suite avec la masse).
Du lemme fondamental (§ 6.3.4), nous savons déja que la grandeur

L . du .
E(x,v) = ymv"+U(x) ot Ir =—f e v=x (7.33)
X

est une constante du mouvement, ¢’est-a-dire que
Im?+Ux) =E (= imv]+Uxy)). (7.34)

Nous avons ainsi

dx 2
v=—=%,/—(E-U(x)) (7.35)
dt m

ol le signe est celui de v, et ceci jusqu’au moment ot v = 0 (si v, = 0, ce
sera le signe de f(x,)). Par conséquent, de (7.12)

* dx
,_to=i/ —
v = (E-U®)
m

En conclusion, connaissant (x;, vy) a l'instant #;, nous obtenons la
constante E par (7.34), puis ¢ = r(x) par intégration de (7.36), ce qui
donne finalement, en inversant, I’évolution x = x ().

(7.36)

Dans bien des cas, il n’est pas possible d’intégrer explicitement (7.36) et
il faut effectuer une intégration numérique. Par exemple, on peut discréti-
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Intégration
numérique

ser (7.35) en remplacant dx/dt par (x(t 4+ §t) — x(1)) /6t avec 8t suffisam-
ment petit. Pour cela on pose

t, =t,+ndt n=0,1,2, .
x(t,) =x,

et (7.35) devient

2
X, =X, £ 8t - (E—-U(x)).

En commengant avec la condition initiale x,, on trouve ainsi x|, puis x,, x3, ...
par itération.

Si I’on ne sait pas intégrer f(x) pour trouver explicitement la primitive
—U{(x), on revient a (7.32) écrit sous la forme

o _,
dt

dv 1
i ;f(x)-

En discrétisant ce systéme de deux équations on obtient

X, =X, +01v,
fx,)
Vo1 =V, +8tT ou v, =u(t).

En commengant avec la condition initiale (x,, v,), on trouve par itération
(x,, v,) alinstantz,.

7.4.2 Analyse qualitative

Avant de se lancer dans I'intégration de (7.36) qui peut étre laborieuse, il est
important d’étudier I’allure qualitative des orbites dans I’espace (x, v) pour
différentes valeurs typiques de E. Pour cette analyse, on part de (7.34) et on
proceéde comme nous I’avons déja fait au paragraphe 6.6.4. On commence par
dessiner la fonction U(x), puis on esquisse les orbites en se basant sur les
observations suivantes.

Comme E—-U(x) = %mv2 2 0, les valeurs de E possibles sont supérieures
ou égales au minimum de U (x). De plus, pour une valeur donnée de E, les
valeurs de x sont limitées par la condition £ — U(x) > Oetv = Osiet
seulement si U(x) = E. Finalement, | v | augmente si E — U(x) augmente
et |v| diminue si £ — U(x) diminue. Ces remarques permettent d’esquisser
I’allure qualitative des orbites au moyen du graphe de la fonction U (x).

A titre d’illustration, considérons le cas ol U (x) est la fonction représentée
sur la figure 7.2.
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dU
Fig. 7.2 Allure qualitative des orbites de mxX = f(x), ot f = I
X

Les points x; o U’(x;) = 0, définissent les points d’équilibre. 1’ orbite Equilibre
passant par le point (x;, v = 0) se réduit alors a ce seul point.

En effet dans ce cas x(r) = x; est la solution de m¥ = —U’(x), de condition
initiale x(0) = x;, v(0) = 0.

Pour étudier les solutions x(¢) au voisinage du point d’équilibre x;, ¢’est-
a-dire |x(r) —x;| <« Tet]v(r)| < 1, on linéarise (7.32) au point x,. Cela
signifie que I’on introduit le développement de Taylor de U (x) autour de x; :

Ux) =U(x) + 043U (x)(x —x)* + ...
d’ou

fG&)=-U"(x)(x —x) + ...

et I’on remplace (7.32) par |’équation linéarisée Linéarisation
d’x "
m—dt—2 =-=U (x;)(x — x,). (7.37)

Au voisinage du point d’équilibre x; le mouvement est décrit par I’équa-
tion linéarisée (7.37).

e Sile pointx, estun minimum local de U (x), avec U'(x,) = Oet U’ x>0,
la solution de (7.37) est (par (7.27))

Yy .
x(t) = x, + (x, — x,) cos @t + — sin wt
w

B (7.38)
IU (x])
w = _—
m
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Dans ce cas les orbites au voisinage de x| sont des ellipses. Le mouvement est
périodique, de période
27

T
w

e Sile point x, est un maximum local de U (x), avec U'(x,) = Oet U  (x,) <0,
la solution de (7.37) est (par (7.25))

v
x(t) = x, + (x5 — x,) cosh 2t + ?29 sinh £2¢

" (7.39)
0= U@y
p—

Dans ce cas les orbites au voisinage de x, sont des hyperboles d’asymptotes
v = £8£2(x — x,). En particulier si v, = ££2(x, — x,), I’évolution est décrite
par

x(t) = x, + e (x, — x,). (7.40)

On constate ainsi qu’il n’y a qu’une seule solution ou x (¢) tend vers x,, mais
il faut un temps infini pour atteindre x, (en accord avec le théoreme affirmant
que par chaque point de I’espace de phase passe une seule orbite).

En conclusion les minima (locaux) de U (x) définissent les points d’équi-
libre stables, les maxima (locaux) de U (x) définissent les points d’équi-
libre instables.

Remarquons que les points stationnaires, qui ne sont pas des extrema locaux
(points d’inflexion), définissent également des points d’équilibre instables.



CHAPITRE 8

CINEMATIQUE DU SOLIDE

8.1 DEFINITION DU SOLIDE INDEFORMABLE

Un solide « réel » est un systeéme composé d’atomes maintenus dans une cer-
taine configuration (moyenne) grice aux forces interatomiques. Sous I’action
de forces extérieures le solide va en général se déplacer, mais il peut également
se déformer. Toutefois, dans bien des cas, les déformations sont trés petites par
rapport aux dimensions du solide, ce qui conduit 4 introduire le modele du so-
lide indéformable.

Un solide indéformable — ou simplement solide — est un systéme idéal
formé d'un ensemble de points dont les distances mutuelles restent
constantes au cours de I’évolution.

Par extension, on peut considérer que tout point immobile par rapport au
solide fait également partie du solide. Il découle de cette définition que pour
tout point P, Q, R, ... du solide, les distances | P O}, | Q R|, ... sont constantes
et, du théoreme de Pythagore généralisé, les angles P/Q\R ... sont constants.
Nous discuterons brievement le cas des solides réels aux sections 12.7 et 16.5
quand nous étudierons le probleme des déformations.

8.2 DEPLACEMENT D’UN SOLIDE

Dans cette section, nous considérons deux déplacements simples, la transla-
tion et la rotation. Nous montrerons ensuite que tout déplacement d’un solide
est le produit d’une translation et d’une rotation.

Ayant choisi une origine O dans le référentiel, nous désignons par xp, x, ...
la position des points P, Q, ... du solide avant le déplacement, et par x, X, ... 1a
position de ces points apres le déplacement. Un déplacement du solide est ainsi
défini par une application x + x’, du référentiel dans lui-méme, qui conserve
les distances et I’orientation des triédres.

Solide indéformable
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8.2.1 Translation

Une translation est un déplacement défini par
x> x =x+¢s 8.1)

oll s est appelé vecteur de trariélation (fig. 8.1).

Fig. 8.1 Translation de vecteur s.
8.2.2 Rotation autour d’un axe

Une rotanon autour d ’:m axe A fixe (dans le reférent:ei) estun déplace-
ment qui laisse les pomts de A invariants.

La rotation est définie par I’axe 4, un sens que I’on peut représenter par un
vecteur unité 7 sur 4, et un angle « (fig. 8.2).

€3

(a) (b)
Fig. 8.2 Rotation autour d’un axe A.

Comme on le voit sur la figure 8.2, en prenant O sur I’axe A, et en introdui-
sant les vecteurs orthonormése, = P, P, e, = 71, ete, = e, A e, la rotation
R, , d’un angle « autour de 7 est définie par

Rotation X = R, ;x= @ -A)A+sinai Ax —~cosa it A (R AX) 8.2)
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8.2.3 Remarques

o Toute rotation d’angle o autour d’un axe A peut s’exprimer comme le
produit de deux rotations d’angle 7 autour d’axes § et §’, dans un plan perpen-
diculaire & A, coupant I’axe A en un point O, avec § quelconque et & faisant
un angle «/2 avec & (fig. 8.3).

En effet, le produit de ces deux rotations laisse I’axe A invariant et, comme
on le voit sur la figure 8.3, les points du plan perpendiculaire a8 A effectuent
une rotation d’angle « autour de I’axe A.

Réciproquement, le produit de deux rotations d’angle 7 autour d’axes §,
et 8, concourants est une rotation autour d’un axe A perpendiculaire au plan
défini par les axes 8, et 8,, passant par |’ intersection de §, et .

Fig. 8.3 Rotations d’angle 7 autour de § et §'.

Propriété. Le produit de deux rotations d’axes 4, et A, concourants Rotations d’axes
est une rotation d’axe A, passant par I’intersection de A, et A,. concourants

En effet, en prenant §’ perpendiculaire au plan défini par A, et A,, on peut
écrire

=R,; oR,;, R,; =R, oR

oy, a),i,

d’ol

R i, © Ra.ﬁl = RmSz o Rrr,é]

oy.n

(car RM, oR_ ;=1.

Ainsi le produit des deux rotations peut s’exprimer comme le produit de
deux rotations d’angle 7, autour d’axes 8, et §, concourants; c’est donc une
rotation autour d’un axe A,, perpendiculaire au plan défini par §, et 8,, passant
par I’intersection de 8, et §,.

I1 faut insister sur le fait que le produit de deux rotations dépend de [’ordre
dans lequel on effectue les rotations. En introduisant la notation

R,,=R, o0 n=oi (8.3)
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on a en général
Rn' ) an # an ) Rnl

e Dans le cas d’une rotation d’angle S« infinitésimal, (8.2) montre qu’au
premier ordre en S

¥ =R, x =x+0aAx avec S =duah. (8.4
Ainsi, en se limitant au premier ordre,

R,,ﬁ(RMx) =(xX+0axAX)+0fNX+oaAnX)=
=x+ 0a+df) Ax =

= Risprsa®:

Le produit de deux rotations infinitésimales autour d’axes concourants est
commutatif (au premier ordre), et R,,,, o Ry, = RW )

En particulier, la rotation infinitésimale définie par da = X,80,e; est le
produit des trois rotations d’angles da, da,, oy autour des axes e, €,, €.

e En introduisant un repere orthonormé d’origine O sur I’axe A, la rotation
(8.2) s’écrit en composantes

X =S R,x, (8.5)
J

ou {R, j} est une matrice orthogonale de déterminant +1 (§ B.1.2). Inversement,
toute matrice orthogonale de déterminant +1 définit une rotation autour d’un
axe passant par O.

8.2.4 Déplacement général d’un solide

Le déplacement le plus général d’un solide est le produit d’une translation
et d’une rotation autour d’un axe.

En effet, considérons un repére orthonormé Ag,£,¢£; li€ au solide et un
repere orthonormé Oe, e, e, 1i€ au référentiel ; on admet que les deux repéres
coincident avant le déplacement. Quelle que soit la position finale du solide,
définie par A€, £,&,, celle-ci peut étre obtenue par la translation de vecteur OA,
suivie du produit de deux rotations d’axes passant par A, la premiére autour de
I’axe défini par e; A £, la seconde autour de I’axe £, (fig. 8.5). Le produit de
deux rotations d’axes concourants étant une rotation (§ 8.2.3), la propriété est
ainsi démontrée.
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8.3 EVOLUTION D’UN SOLIDE

8.3.1 Théoreme préliminaire

De méme que le déplacement le plus général d’un solide se compose d’une
translation et d’une rotation, nous allons montrer dans cette section que le
«mouvement instantané» le plus général se compose d’un mouvementde trans-
lation et d’un mouvement de rotation. Avant de définir ces mouvements nous
voulons établir un résultat utile pour la suite.

Théoréme. Soit £ un vecteur li€ au solide, défini par deux points P et Vecteur li€ au solide
Q du solide. Alors £l

d . [
1. Le vecteur 7 £ est perpendiculaire a £.

2. Les projections des vitesses des points P et Q sur la droite qui les joint
sont égales (fig. 8.4), soit

v, - PQ = vy - PQ. (8.6)

DEMONSTRATION.  Par définition du solide |£]> = £ - £ est constant, d’ol

d de
St =0=2¢. —
4o T

et £ est perpendiculaire a £.
Finalement, avec £ = PQ, nous avons :

d y o
PQ - E(PQ) =0 d’ ot PQ-(vQ—vp)zo.

Fig. 8.4 Les projections des vitesses de P et Q surla droite P Q sont égales.
Ce théoréme implique en particulier

ENE

£=(l)£/\f avece ﬂ)‘.——W

+ Ae. (8.7)
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8.3.2 Mouvement de translation

Le mouvement du solide est une translation pendant ’intervalle de temps
[t5. 1], si pour tout t € [fy, ], le déplacement x,(fy)) +> xp(¢) est une
translation, ¢’est-a-dire

xp(1) = xp(ty) +5(0). (8.8)
Remarquons que cette définition peut s’écrire sous la forme équivalente :

AP, =A, P, pourtous les points A et P du solide. (8.9)
ot ' 1y

1,

Translation Propriété. Le mouvement pendant [z;, #,] est une translation si et
seulement si a toutinstant ¢ € [#,, £,], tous les points P du solide ont méme
vitesse.

DEMONSTRATION. Si le mouvement est une translation pendant [¢,, ;]
alors (8.8) entraine v, (1) = (%xp = %s = w(t) pour tout point P du solide
ett € [t,¢,] Inversement, la condition v,(¢) = v,(¢) pour tous les points
P et A du solide, et t € [y, 1], implique v, — v, = 0 = L(x, — x,),
d’olixp (1) — x, (1) = xp(t,) — x, (1), C’est-2-dire x,(t) = x,(f,) + s(2) avec
s(1) =x,() —x,(%).

Cette propriété€ conduit a introduire la définition suivante.

Translation Le mouvement instantané d’un solide & I'instant ¢ est une translation si,
instantanée 3 cet ingtant, tous les points du solide ont méme vitesse :
L vp(e) = v(D). ‘ S B10)

Le vecteur v(r) est appelé vitesse (instantanée) de translation.

8.3.3 Mouvement de rotation autour d’un axe fixe

Soit A un axe fixe dans le référentiel ; le mouvement du solide est une
rotation d’axe A pendant lintervalle de temps [1,, 1,1, si pour tout z € [z, ¢]
le déplacement x,(f,) — xp(2) est une rotation d’axe A.

Rotation d’axe A Propriété. Le mouvement d’un solide pendant [, ¢,] est une rotation
d’axe A fixe si et seulement si a toutinstant ¢ € [1,, ¢,], 1a distribution des
vitesses des points du solide est donnée par la relation

v, = o ANAP (8.11)

ol @ est un vecteur parallele & A et A est un point quelconque de A.
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DEMONSTRATION, Si le mouvement est une rotation d’axe A, alors (8.4)
implique

V(1) = @it A AP

ol 7 est le vecteur unité sur A et A € A.

Inversement, si la distribution des vitesses est donnée par (8.11), alors pour
tout point B sur A, onavg(r) =0 Vi € [z, f;] et A est immobile.

Cette propriété conduit & introduire la définition suivante.

Le mouvement instantané d’un solide  ’instant ¢ est une rofation d’axe
A(t) si, 4 cet instant, la distribution des vitesses des points du solide est
donnée par

vp(1) = (1) A AP (8.12)

olt A est un point du solide. L’axe A(z) est la droite passant par A,
parallele a @(z).

8.3.4 Mouvement général : distribution des vitesses

Nous allons maintenant montrer que le mouvement le plus général d’un so-
lide peut s’exprimer, en ce qui concerne la distribution des vitesses, comme la
superposition d’un mouvement de translation et d’un mouvement de rotation.

Théoréme. A chaque instant ¢ il existe un pseudo-vecteur @(z) tel que
pour tout point P du solide

v, =v, +oANAP (8.13)

ol A est un point quelconque du solide et @(t) est indépendant du point
A choisi. Le vecteur e(¢) est appelé vitesse (instantanée) de rotation du
solide.

DEMONSTRATION. Remarquons pour commencer que si le théoreme est
établi pour un certain choix du point A, alors il est établi pour tout point B
du solide et @ est indépendant du point choisi. En effet de (8.13) nous tirons

vy, =v, +® ANAB

et
v,=v,+@AAB+BP)= (v, + o ANAB) + @ ABP =
= vy +©ABP.

Démontrons alors (8.13) pour un certain choix du point A. Soit P et Q deux
points du solide tels que A, P et Q ne soient pas colinéaires; introduisons

Rotation instantanée

Distribution des
vitesses

o ne dépend pas
de A
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u = AP etv = AQ. Les vecteurs u et v étant liés au solide, le théoréme
préliminaire, exprimé sous la forme (8.7), implique

L=0, \u e vV=0,AU. (8.14)

Par ailleurs, u - v étant constant,

%(u-v)=0=(wu/\u)-v+u-(a)v/\v)=
=[(®, —0,) Au]-v=0.

Les trois vecteurs u, v et @, — @,, sont donc coplanaires ; par conséquent, il
existe Aetu telsque w, —@, = —iu+ pvetw, + iu =0, + v = o.
Les équations (8.14) s’écrivent ainsi

U=wAu et V=AU (8.15)

Montrons maintenant que @ est indépendant des points P et Q choisis. Pour
tout point R du solide, nous pouvons écrire

AR =ou+ v+ yu Av
d’oli, de (8.15) et (4.18),
d
E(AR):ait+ﬂi1+y(i4/\v+u/\i))=
=ao AU+ Porv+y(@Aru)Av+un(@Av)]=
=coANu+poAnv+ylon@Av]=
=@ Alou+ pv+yurvl=oANAR.
Finalement
—d(OR)—d(0A+AR)— +d(AR)— AAR
RT g T dr =T SUate ’

ce qui conclut la démonstration.

Corollaire 1. Soit P et Q deux points du solide. Les projections des
vitesses de P et Q sur @ sont égales :

o=, 0 (8.16)

En effet, de (8.13) nous obtenons :

vp-w=(vQ+w/\QP)-w=vQ-w.

Corollaire 2. La distribution des vitesses d’un solide ayant un point C
fixé est donnée par

v, = ACP.
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C’est une conséquence immédiate de (8.13) avec v, = 0.

Corollaire 3. Formule de Poisson

Pour tout vecteur £ lié au solide

d
_— = /\ . £ =
dt£ ONE 8.17) E=wNE

ol @ est la vitesse de rotation du solide.

En effet, un vecteur étant une grandeur ayant les mémes propriétés que les
déplacements, on peut écrire € = PQ et (8.13) implique
d

Zs:vo—vpzw/\PQ:w/\s.

8.3.5 Torseur abstrait (w, v,) et classification des mouvements
instantanés

Po1SSON Denis
Ayant remarqué gue la distribution des vitesses d’un solide définiten chaque Mathématicien frangais

point A du solide une paire de vecteurs liés (@, v,), oll @ est indépendant de ~ (!781-1840)
Aetvy = v, + @ AAB, on conclut que I’ensemble des couples (@, v,) cons-

titue un torseur abstrait (§ 4.6.7) : le théoréme de distribution des vitesses n’est

rien d’autre que le théoréme du transfert et le corollaire 1 ci-dessus exprime ..

I’un des invariants du torseur. Nous pouvons ainsi reprendre la discussion du g — résuliante
paragraphe (4.6.6). v, = moment

Si @ # 0, on introduit I’axe central de ce torseur, appelé axe instantané
de rotation : c’est la droite A définie par I’ensemble des points P ol vp
est paraliele i w.

A est la droite parallele & @, passant par le point C défini par (4.34)

0AY,

AC = (8.18)

lo|®

et tous les points de A ont méme vitesse, égale & (v, - @) @.
Pour classifier les mouvements instantanés reprenons alors les conclusions  Description du

(§ 4.6.6) avec A un point quelconque du solide : mouvement
. P . . . instantané
e Siw = Oet letorseurestéquivalenta zéro. Le mouvementinstantané est
v, =0, le repos.
e Siw = Oet le torseur est un couple. Le mouvement instantané est une
v, #0, translation.

e Siw # Oet le torseur est équivalent a un vecteur lié. Le mouvement
v, - =0, instantané est une rotation autour de 'axe A (8.138).
e Siw # Oet le mouvement instantané est la superposition d’une rota-
v,-o#0, tion @ autour de I'axe A et d’une translation de vitesse
(v, - @) @ : par définition c’est un mouvement hélicoidal
d’axe A.
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8.3.6 Distribution des accélérations

Théoréme. L’ accélération de tout point P du solide est donnée par la
relation

Distribution  @p = @, + @ A AP + @ A (@ A AP), (8.19)
des accélérations :
oll @ est appelé accélération (instantanée) de rotation.

DEMONSTRATION

d

d
a, = Evpz E(vA+w/\AP):aA+a')AAP+mA(wAAP).

Remarquons que le dernier terme de (8.19) peut s’écrire sous la forme

o A (0 AAP) = (0 - AP)o — 0*AP = |o|*[(& - AP)& — AP] =

, (8.20)
= —|o|’P P

ou P, estla projection de P sur’axe A, paralléle & @ passant par A (fig. 8.2).

8.3.7 Remarque importante

La distribution des vitesses d’un solide ayant a I’instant  un mouvement
instantané de rotation est identique 2 la distribution des vitesses d’un solide
ayant un mouvement uniforme de rotation autour du méme axe, mais il n’en
va pas de méme pour la distribution des accélérations : la condition v, = 0
n’implique pas @ = O et par ailleurs @ n’est pas nécessairement parallele a @.

8.3.8 Angles d’Euler

Introduisons un repére orthonormé Ag, £, £, 1i€ au solide et un repére ortho-
normé Oe  e,e, li€ au référentiel (fig. 8.5). Pour tout point P du solide, nous
avons

Xp=x, +AP = ae + 3 &V (8.21)
i i

ou, par définition du solide, les composantes Ei(P) = AP - g; sont des constantes.
Par conséquent, pour paramétriser la position du solide, il suffit de 3 coordon-
nées pour fixer le point A et 3 coordonnées pour fixer I’orientation du repére
EULER Leonhard AE £,&, : un solide est un systéme ayant au maximum 6 degrés de liberté.
Mathématicien et Pour paramétriser I’orientation de Ag,£,¢,, on utilise souvent les angles
physicien suisse  d 'Euler (8, ¢, ) représentés sur la figure 8.5 : la ligne des neeuds est I’inter-
(1707-1783)  section des plans Ag €, et Ae,e,, orientée dans la direction u = e; A &5 :
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o Vangle de précession yr est défini par les vecteurs e, et u; le sens
positif correspond a la rotation autour de e, (amenant e, sur u) ;

o 'angle de nutation 6 est défini par les vecteurs e, et &, ; le sens positif Angles d’Euler
correspond 2 la rotation autour de # (amenant e, sur £);

o V'angle de rotation propre ¢ est défini par les vecteurs u et g, ; le sens
positif correspond a celui de 1a rotation autour de £, (amenant sur g,).

De cette manicre, a toute position du solide on peut associer trois angles et,
inversement, la donnée du point A et des angles d’Euler détermine la position
instantanée du solide.

U (ligne des nceuds)

(a)

(b)

Fig. 8.5 (a) Angles d’Euler et (b) vitesse de rotation.

Ayant choisi comme coordonnées généralisées, les 3 coordonnées du point
A et les 3 angles d’Euler, il nous faut alors exprimer les vecteurs @ et @ en
fonction de ces coordonnées généralisées et de leurs dérivées temporelles.
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vitesses

Composantes de @
par rapport 3 Ag|£,¢,

Composantes de @
par rapport 3 Ag £,&,
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La vitesse de P est obtenue en dérivant (8.21) par rapport au temps, ou les

£, sont des fonctions de (6, ¢, ¥). Nous obtenons
v, + axP9+axP'+

v, = — —
PEOAT 50" T 50 T By

=V, v, v, +u,,

ox, .

w:

v, estlavitesse de P si6 varie seul, d’od v, = fu NAP,

0
v, est la vitesse de P si ¢ varie seul, d’ou v, = PE3 N AP,

Yy

Par conséquent
v, = U, + @ AAP
ou (fig. 8.5b)

o =0u+q¢e,+ye, =0+ ¢+ .

bu=~0 est la vitesse de nutation ;
@€, = @ estla vitesse de rotation propre ;

re, = ¥ est la vitesse de précession.
3

Ainsi, relativement au repere A £,&,£, lié au solide, nous avons

avec
, 6 cosp + Y sinfsing
w, ] =1 —Osing 4+ Y sinb cosp
w; ¢ + ¢ cosf

En outre,

=) (ig +vF)
i

mais en vertu de la formule de Poisson

d’ou
@,
O = E wg; = | &,
i .
@

est la vitesse de P si o varie seul, d’ol v, = 1/}63 NAP.

(8.22)

(8.23)

(8.24)
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8.4 SOLIDES EN CONTACT

8.4.1 Définitions

Considérons un solide § qui évolue de manigre telle qu’il reste constamment
en contact avec un solide §; (fig. 8.6).

(a)

(©)

Fig. 8.6 Solide S en contact avec un solide §,. Définitionde A € S, A, € S, et / point
de contact.

Pour simplifier la discussion, nous supposerons que le contact est ponctuel
et que les solides admettent un méme plan tangent au point de contact. Nous
pouvons toujours choisir S, comme référentiel — ce qui revient a considérer S,
immobile — et analyser le mouvementde § par rapport 4 §,.

Soit I = I(t) le point de contact a I’instant 7, A le point fixé dans S qui
coincide avec I, et A le point fixé dans S, qui coincide avec 1, & cet instant
(fig. 8.6 b).

La vitesse de A par rapport a S, est dans le plan tangent commun a S; et S.

En effet, la trajectoire de / étant sur la surface de S, v, (’))s( est dans le plan

tangent a S, en / ; de méme, en prenant S comme référentiel, on conclut que
v, (t))S est dans le plan tangent & S en /. Or le théoreme de composition des
vitesses (§ 9.3.2) implique

(entrainement)

"l)sU =v)s+v ’

ou la vitesse d’entralnement est [a vitesse (par rapport a S)) du point fixé dans
S qui coincide avec I a ’instant ¢ (c’est-a-dire le point A). Par conséquent,

vl)s() - vl)s + UA)S(,
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etv,)

5 estdans le plan tangenta S; et S.
()

Par définition, zfA)S0 est la vitesse de glissement du solide S par rapport
as,.

On dira que le mouvement instantané est un roulement sans glissement de
S sur S, si

v,)s =0. (8.25)

0

Si S, est en mouvement par rapport au référentiel .#2 que I’on a choisi, le
théoréme de composition des vitesses (§ 9.3.2) s’exprime par

NP vA)so + ”AO>%~

Roulement sans La condition de roulement sans glissement (8.25) devient

glissement
Wamn)y 520

Finalement, la composante du vecteur de rotation @ parallele au plan tangent
est appelée vitesse de roulement et la composante perpendiculaire 4 ce plan
vitesse de pivotement (fig. 8.6 c).

8.4.2 Exemple. Bille dans une sphére

Considérons une bille de rayon r qui roule sans glisser a I’intérieur d’une
sphere immobile de rayon R. Nous voulons exprimer la vitesse de rotation @
en fonction des coordonnées (6, ¢) du centre de la bille (fig. 8.7).

3

loc! = R-r
loAl=R

Fig. 8.7 Bille roulant sans glisser dans une sphére.
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Soit C le centre de la bille et A le point de la bille en contact avec la sphere.
La vitesse de C en coordonnées sphériques est donnée par

ve = (R—r)be,+ (R—r)sinf ge,. (8.27)

Par ailleurs, de la distribution des vitesses dans un solide (8.12) et de la
condition de roulement sans glissement (8.25) v, = 0, on déduit

ve =0 NAC =
= —(w,e, +wye, +we ) Nre, =

=rwge, —rw,e,. (8.28)

Ainsi en identifiant (8.27) et (8.28), on trouve
R o .
w=we, + (— — 1)[sm9(pe0 —Hew]. (8.29)
r

La vitesse de pivotement w_ e, n’est pas déterminée par les coordonnées sphé-
riques.

L’équation (8.28) montre que la vitesse de roulement @, = @ — w,e, =
wpe, + w e, est perpendiculaire a v, de norme l@, 0| = |vel/r.

Remarquons pour terminer que I’espace des vitesses est de dimension 3
(,, wy, ® w) inférieure a la dimension de I’espace de configuration (deux
coordonnées 6 et ¢ pour le centre C et trois angles d’Euler pour I’ orientation
de la bille) ; on dit alors que le systeme est non holonéme (§ 4.2.3 et 12.6.2).

8.4.3 Exemple. Meule

Considérons une meule, entrainée par un axe vertical, qui roule sans glisser
sur le sol (fig. 8.8).

Le systéme est holondme a 1 degré de liberté et I’on choisit1’angle ¥ comme
coordonnée généralisée. On désire exprimer la vitesse de rotation @, la vitesse
de rotation propre o, et la vitesse de précession £, en fonction de ¥ et v/ (la
vitesse de nutation est nulle car 8 = %).

(4]

Fig. 8.8 Meule d’un moulin.

Vitesse de rotation

Systeme
non-holondme

Meule d’un moulin a
olives
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Le point S étant immobile, vy = 0. Par ailleurs, le mouvement de la meule
étant un roulement sans glissement v, = 0. Par conséquent, le mouvement
instantané est une rotation d’axe AS, d’ou

0 =wAS =0 ¢ + Qe (8.30)

Or v =0 NAC= (0, + ) NAC =0, NAC = -0, r e

et vc=w/3‘SC=(mp+!2)/\SC=Q/\SC=QRe,’.

Comme = 1/, on obtient finalement

a)=—5¢. (8.31)
p r

Dans ce cas, £ est la vitesse de pivotement et o, la vitesse de roulement.

8.5 MOUVEMENT PLAN

8.5.1 Définition

Le mouvement d’un solide est dit plan — ou plan sur plan — si & tout instant
les vitesses de chaque point sont paralleles a un plan 17, fixé (fig. 8.9 a).

Sl N

vQ

(@) (b)
Fig. 8.9 Mouvements plans : (a) cas général ; (b) cylindre roulant sur un plan.

C’est par exemple le mouvement d’un cylindre roulant sans glisser sur un
plan immobile (fig. 8.9 b). En effet, dans ce cas, la génératrice de contact AB
est I'axe instantané de rotation et v, = @ A AP est paralléle au plan 11
perpendiculaire a I’axe du cylindre. Le mouvement d’une pierre de curling
sur la glace (= I1), ou celui de la bielle du systéme piston-bielle-manivelle
(fig. 8.10), sont d’autres exemples de mouvements plans.



Mouvement plan

Les vecteurs v, — v, = @ AAP étant pour tout P paralléles a I, on conclut
que @ est perpendiculaire a I1,. De plus, tout point @ situé sur une méme
perpendiculaire a 1, (fig. 8.9) aura méme vitesse et il suffit par conséquent
d’étudier le mouvement d’une section plane X' parallele a 77,,.

En conclusion, I’étude du mouvement plan se ramene a I’étude du mou-
vement d’une surface plane rigide X' se déplagant sur un plan.

Finallement, la condition v}, - @ = 0 implique que le mouvement instantané
de X' est soit une translation, soit une rotation autour du point C(¢) du solide,
défini par I’équation (8.18), appelé centre instantané de rotation. Ainsi pour Centre instantané
tout point P de X nous avons v, = @ A CP, ¢’est-a-dire que CP est derotation
perpendiculaire a vy, :

Connaissant les vitesses de deux points A et B de X, le centre instantané
de rotation est 2 I'intersection des perpendiculaires v, et vy (fig. 8.10).

8.5.2 Exemple. Systeme piston-bielle-manivelle

Considérons la bielle A B du systéme piston-bielle-manivelle (fig. 8.10). Le
centre instantané de rotation C(t) est sur les perpendiculaires a v, et vg.

Fig. 8.10 Piston, biclle A B, manivelle OA.

Comme v, est perpendiculaire & OA et vy est paralléle 4 OB, C(t) se trouve
a I’intersection des droites définies par O A et par la perpendiculaire a8 O B.

8.5.3 Base et roulante

On appelle base le lieu des points fixés dans /T, — et roulante l¢ lieu des Base et roulante
points fixés dans X — défini par les centres instantanés de rotation.

On peut montrer que tout mouvement plan correspond a un roulement sans
glissement de la roulante sur la base.

Dans I’exemple du cylindre roulant sans glisser sur un plan, la roulante est
la circonférence d’une section et la base est la droite sur laquelle roule cette
section.

Remarquons pour terminer que ces notions seront utiles dans les cas ou I’on
connait explicitement la base et la roulante.
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8.5.4 Exemple. Tige s’appuyant sur deux droites perpendiculaires

Ftudions le mouvement d’une tige P Q, de longueur £, s’appuyant sur deux
droites perpendiculaires (fig. 8.11). Le centre instantané de rotation C(¢) (fig.
8.11 a) se trouve a I’intersection des deux perpendiculaires a v () et vQ(t).

(b)

Fig. 8.11 (a) centre instantané de rotation C(t) ; (b) roulante et base pour une tige
s’appuyant sur deux droites perpendiculaires.

Comme |OC| = |[PQ| = ¢£, la base est un cercle de rayon £. Par
ailleurs |O'C| = £/2 et la roulante est un disque de rayon £/2, centré en O’
(fig. 8.11 b).

Ainsi le mouvement de la tige correspond au roulement sans glissement
d’un disque de rayon £/2 a Iintérieur d’un cercle de rayon £ (fig. 8.11 b).

En particulier, les points P et O de la figure 8.11 b, ont un mouvement recti-
ligne : nous avons ainsi un dispositif transformant un mouvement circulaire en
mouvement rectiligne. Si le disque roule a vitesse constante, alors ¢ = cste, et
le mouvement de P est oscillatoire harmonique :

OP(t) = ¢ cos o(r) OP(0).

8.5.5 Exemple. Roulement d’un disque sur un autre

Considérons le roulement sans glissement d’un disque de rayon r (roulante)
a lintérieur, ou a I’extérieur, d’un disque immobile de rayon R (base), et
cherchons la vitesse du centre instantané de rotation (fig. 8.12).



Probléemes

(a) (b)

Fig. 8.12 Roulement d’un disque sur un autre.

Soit A le point du disque mobile en contact avec le disque immobile et / le
point de contact (fig.8.12).
De v, =0, vy, =wAA0,
et vy =(R—r)0e, (fig.8.122), ou wy = (R+r)fe,(fig.8.12b),
nous avons,
(R — r)éee =~—wre, et 6= _Ra)r
ou g (8.32)

. . wr
(R+r)be, =wre, et #= .
R+r
En conclusion, de v; = R fe, on obtient Détermination de la
vitesse du centre
Rr . e e instantané de
v =—w e, (disque a Vintérieur) . .
R —r rotation en fonction
ou (8.33) de w et des rayons de
Rr courbure de la base
v =0 n e, (disque a I’extérieur). et de la roulante
r

De facon générale, connaissant les rayons de courbure R et r de la base
et de la roulante, ainsi que la vitesse de rotation @ du solide, alors la
vitesse v, du centre instantané de rotation est tangente a la base, de norme
donnée par I’une des équations (8.33), selon que les centres de courbure
se trouvent du méme cOté, ou non, de la base.

8.6 PROBLEMES

8.6.1 Quelle est la vitesse de rotation de la lune par rapport au référentiel  Rotation de la lune
géocentrique ? Ot se trouve le centre instantané de rotation ?
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8.6.2 Un cylindre roule sans glisser sur le pont d’un camion. Trouver la
relation entre la vitesse de rotation @ du cylindre, la vitesse v, de I'axe du
cylindre par rapport a la route, et la vitesse u du camion.

ey
\ .

Fig. 8.13

8.6.3 Un disque de rayon r roule sans glisser sur un disque immobile de
rayon R (fig. 8.14). Exprimer la vitesse de rotation du disque en fonction de 6.
Dans le cas oil § est constant, exprimer la vitesse et I’accélération d’un point
P du disque en fonction de 6.

o

Fig. 8.14

8.64 Le mouvement du point P de I’exercice précédent est analogue au

Modele d¢  mouvement d’une planete dans le modele de Tycho Brahé (O = Terre, § = So-

Tycho Brahé  leil, P = planéte). Quels sont les rayons r et R associés au mouvement de
Vénus ?

8.6.5 Exprimer la vitesse de rotation @ et I’accélération de rotation @ de la
tige de I’exercice 5.7.3 en fonction de (0, 4, 0).

Piston - bielle -  8.6.6 Exprimer la vitesse du piston du systme piston-bielle-manivelle
manivelle  (fig. 8.10) en fonction de (6, 6), a partir du théoréme de distribution des
vitesses appliqué  la bielle.

8.6.7 Trouver la vitesse du point A du systéme articulé (fig. 8.15), sachant

que v, = —tg = V,8 (l A;B; l = lBiAi+l l = Z).
/A\
. S
A ’ A Ap A; A
AVAVAVA Eﬂ(\e
— e T
B ‘/ \-/ \K 7&/\ : \\
B, B, B; By
Fig. 8.15

(Idée : exprimer pour commencer la vitesse de A, | en fonctionde v, etf.)

8.6.8 Exprimer les composantes cartésiennes de la vitesse @ et de I’accéléra-
tion e de rotation de I’antenne de I’exercice 5.7.14 en fonction des angles 8, ¢
et de leurs dérivées.
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8.6.9  On considere le systeme de la figure 8.16 : le cylindre de rayon R
repose sur les petits cylindres de rayon R solidaires des roues de rayon R,.
Le tout avance avec une vitesse v, constante par rapport au sol. Quelie est
la vitesse et I’accélération d’un point P du cylindre s’il y a roulement sans
glissement ?

8.6.10  On tire sur le fil d’'une bobine avec une vitesse horizontale v,
constante (fig. 8.17). Déterminer la vitesse de rotation de la bobine et la vitesse
du point C. Trouver I’accélération des points A et C de la bobine. (La bobine
roule sans glisser sur le sol.)

8.6.11 Un cerceau roule sans glisser sur le sol en restant constamment Cerceau
vertical (fig. 8.18). Montrer que la vitesse d’un point P du cerceau est donnée
par

vp = R[(cos6 + 1) f £ +5sinb ¢ &, —sin6 6 £,]

oll Ag,£,£; est un repére avec &, £ dans le plan du cerceau.

On remarquera que la dimension de I’espace des vitesses (= 2) est inférieure
a la dimension de I’espace de configuration (n = 4) : c’est un systéme a
liaisons non holonémes (§ 12.6.2).
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Fig. 8.18 Fig. 8.19

Essieu 8.6.12 Un essieu est formé de deux roues identiques de rayon R, reliées par
un axe de longueur ¢ autour duquel les roues tournent de fagon indépendante
tout en restant perpendiculaires a I’axe (fig. 8.19). Le systéme est paramétrisé
par les coordonnées généralisées (£, n, ¢, 6,, 8,) ot (§, n, R) sont les coor-
données cartésiennes de G relativementa Ox yz. On suppose que I’essieu roule
sans glisser sur un plan. Etablir les relations suivantes :

, R,. .
Y = ﬁ(ez_gl)

§ = —osing 6, +9,)
. R .
no= S cose (6,+96,).

Roulement a billes  8.6.13  Un roulement a billes est constitué de deux anneaux de rayons R; et
R, (fig. 8.20). Exprimer la relation entre la vitesse de rotation w des billes et
les vitesses de rotation w; et w, des anneaux (en admettant qu’il y a roulement
sans glissement).
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CHAPITRE 9

MOUVEMENTS RELATIFS NON RELATIVISTES

La description d’un phénomene physique exige un certain nombre de
choix : choix du référentiel, des coordonnées, des variables, des unités, ...
A priori ces choix sont arbitraires et le critére qui nous guidera est celui de
la plus grande simplicité dans I’étude du phénoméne considéré. Cependant,
si 'on veut prétendre 2 une description objective de la réalité€ et, de plus, si
I’on veut utiliser cet arbitraire pour simplifier les calculs, il est nécessaire de
pouvoir comparer les résultats obtenus par des observateurs ayant fait des choix
différents.

Les concepts introduits jusqu’ici (position d’un point, vitesse, accélération,
trajectoire) ont toujours €té définis par rapport a un référentiel. Le but de ce
chapitre est de montrer comment se transforment ces grandeurs lorsque 1’on
change de référentiel.

Nous analyserons pour commencer les questions de cinématique en nous
basant sur les axiomes non relativistes. Les problémes de dynamique seront
abordés au chapitre 15 et ceux liés aux grandes vitesses (axiomes relativistes)
au chapitre 21.

9.1 ENONCE DU PROBLEME

Un systéme matériel muni d’une horloge indiquant un temps t est ob-
servé a partir de deux référentiels .22 et .22’ en mouvement I’un par rap-
port a ’autre. Nous voulons comparer les résultats obtenus relativement a
ces deux référentiels. Pour fixer les idées, nous considérons .72 immobile
(nous sommes dans .#2) et .22’ en mouvement; ainsi, rnous qualifierons
d’absolues les grandeurs mesurées relativement a .72 et de relatives les gran-
deurs mesurées relativement a .#2’. I faut cependant insister sur le fait que
72 et .’ jouent des roles symétriques et que la dénomination "absolue”
et "relative" est une convention. Nous supposons que .72 et .#2’ dispo-
sent des mémes appareils de mesure, c’est-a-dire que pour tout appareil A
dans .2, il existe un appareil identique A’ dans .#2’. On utilisera indiffé-
remment la notation A ou A) , ou A, (= A absolu) pour I’observable
définie dans le référentiel absolu .22 et A’ ou A) ,. ou A (= A relatif)
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pour désigner I’observable correspondante définie dans le référentiel relatif
S

Fig. 9.1 Observation du systéme 2 partir des deux référentiels /2 et .72,

Au paragraphe 1.6, nous avons vu qu’en physique classique 1’état du
systeme est caractérisé dans .#2 par les variables (z,x,,...,x,) ol t est le
temps indiqué par ’horloge de .42 et toute observable A est représentée
par une fonction a =al(t, x|, ..., x,)) ; 'évolution du systéme est définie par
(t(r), x,(7), ..., x,(7)), ce qui définit I’évolution a () de I’observable A. Dési-
gnons par (', x{, ..., x,) les variables correspondantes dans.#2" ; I’observable
A’ sera représentée par une fonction @’ =a’(¢, x/, ..., x}), o ¢’ est le temps
indiqué par I’horloge dans .#2’, et I'évolution par (¢'(1), x{(7), ..., X,(7)). Le
probléme qui nous intéresse est de trouver la relation entre les valeurs ¢ et ¢/,
x; et x/, ainsi que la relation entre les fonctions associées aux observables dans
et A,

Dans le cas particulier de la mécanique classique, I’ état instantané est entié-
rement défini par la position et la vitesse de chaque point du systeme (chap. 11).
Ainsi, ayant introduit les repéres Oe,e,e, dans .72 et O'e)e,e; dans .22, le

Changement de  changement de référentiel définit une transformation g de R” dans R’
référentiel

g1 (t, Xy, X5, Xq, Uy, Uy, U3) > (2, X], X5, X5, V), V), V3) 9.1)

reliant les mesures effectuées dans .22 et dans.#2’. En particulier, I’évolution
du point O’ est décrite dans .22’ par (¢/, 0, 0, 0, 0, 0, 0) et dans .#2 par
(t, 515 5y, S35 Uy, Uy, Uz)OU

d
s=00 et u=uwvy) = Es) . 9.2)
P

L objectif de ce chapitre consiste a trouver la transformation (9.1), puis a

relier expression de la vitesse et de 1’accélération dans ces deux référentiels.

Rappelons encore que pour tout point P du systéme et tout référentiel . /2

on a défini le point coincidant P,, point fixé dans .#2 qui coincide avec P a

I'instant ¢ : ¢’est la marque mise par I’observateur dans son référentiel pour

repérer la position instantanée. Ayant introduit deux référentiels, il existe alors

Points coincidants  deux points coincidants avec P a I’instant t, soit P, dans .72 et P,/, dans %2/,

dans. 2 et. 22’ avect=1(t), ' =¢'(r). On pourra ainsi considérer le mouvement de P/ par
rapport a.72.
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9.2 AXIOMES NON RELATIVISTES

9.2.1 Intervalle de temps

Pour tout événement E, désignons par t(E) et t'(E) les temps indiqués
respectivement par les horloges de .2 et. 22’ a 'instant de cet événement.

Soit deux événements E et E,, définis par exemple par le choc d’une balle
sur le sol et la position de I’aiguille sur I’horloge H liée au systéme matériel

(fig. 9.2).

Nous disons que les deux événements sont simultanés par rapport a /2 Simultanéité
sit(E,) = t(E,), et qu’ils sont simultanés par rapporta 52’ sit'(E|) =
t'(Ey).

T e - /} Ol
- T S |
y E

Fig.9.2 Deux événements £ (choc surle sol) et £, (position de I'aiguille de I’horloge)
simultanés.

Les expériences journaliéres, effectuées a des vitesses inférieures a 10 km/s,
montrent que si deux événements sont simultanés par rapport a un observateur,
alors ils sont simultanés par rapport a tout observateur. (Par exemple si le pas-
sage du train dans un village est simultané a la position 12:07 sur la montre
de la gare pour le chef de gare, ces deux événements sont également simulta-
nés pour le voyageur dans le train.) Ces observations conduisent a introduire
I’axiome suivant.

Axiome 1. Non relativiste. Deux événements simultanés par rapport a
.2 sont simultanés par rapport & tout autre référentiel .8’

Soit ¢(t), £'(t) les temps indiqués par les horloges dans .22 et..#2’ lorsque
I’horloge Hg indique 7. En vertu de I’axiome 1 les évenements 7, t(r), (1),
(positions respectives des aiguilles des horloges) sont simultanés par rapport a
A et.#2'. Pour des horloges identiques dans . /2 et. 2’ (méme appareil, méme
unité, mais pas nécessairement le méme z€ro), nous pouvons admettre que

H(T) =1'(t) +5, 9.3)

oll 5, est une constante qui ne dépend que de I’ origine du temps choisie par. /.
et.72’.

Pour tout événement E, on peut introduire 7, et t;; définis par les positions
de I'aiguille de I'horloge Hg simultanées & E relativement 2.72 et a.#2". En
vertu de I’axiome 1, nous aurons 7, = 7y, et par conséquent de (9.3)

tH(E) = t(tg) = 1'(tp) + 55 =1'(E) + 5.
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Nous avons ainsi obtenu la formule de transformation du temps
=1 +s5, 9.4)

et s, est le temps indiqué par.#2 lorsque I’horloge de.#2” indique ¢’ = 0.1l est
alors toujours possible de synchroniser les horloges dans .72 et .%2’ en posant
5o =0.

En mécanique En conclusion, il suit de ’axiome 1 qu’il existe un temps universel et il

classique il existe un est toujours possible de poser ¢ = ¢'.
temps universel

9.2.2 Intervalle de longueur

En vertu de I’axiome 1, il est possible de comparer les intervalles de lon-
gueur mesurés dans. 72 et %2’ entre deux événements simultanés. Considérons
par exemple les événements E, et E, définis par une lumiére enclenchée au
méme instant aux extrémités d’un train en mouvement sur une voie rectiligne
(fig. 9.3).

v

R
7
0}

i} 7z
¢ T '

Fig. 9.3 Train sur une voie rectiligne ; E, et E, sont simultanés.

E 7
i ﬂ{ 0 i
1

!

L’observation montre que la distance entre ces deux événements mesurée
dans le train (£') est égale a la distance mesurée par des ouvriers immobiles a
cOté de la voie (£) : c’est la longueur du train. Nous sommes ainsi conduits a
I’axiome suivant.

Axiome 2. Non relativiste. Les intervalles de longueur (= distance)
entre deux événements simultanés mesurés dans .92 et .92’ sont égaux,
c’est-a-dire

|P.Q,|=|P.Q, | odt=1t(x)ett =1(2).

En conséquence, tout solide par rapport a.72’ est un solide par rapport 2.2
et réciproquement. En outre, les longueurs mesurées sur ce solide (longueur du
train, longueur d’une régle) ne dépendent pas du référentiel.

9.2.3 Conséquences des axiomes non relativistes

Référentiel = solide 11 suit des axiomes 1 et 2 que 72’ est un solide par rapport 4 .2 et
inversement tout solide définit un référentiel.

Le mouvement de .2’ par rapport A %2 est alors caractérisé par deux vec-
teurs v, et @, (chap. 8), appelés respectivement vitesse de translation et
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vitesse de rotation de .72’ par rapport a .#2. S’il est nécessaire d’étre plus ex-
plicite, on écrit vy) ,et@ ;. .

De plus, la vitesse et I’accélération par rapport .42 de n’importe quel point
P’ fixé dans .#2' est donnée par (8.13) et (8.19), c’est-a-dire

vp =vy +0, AOP 9.5)

ay =ay + o, AOP +o A (@, nOP). (9.6)

Finalement, il suit des axiomes non relativistes que les droites dans .72’
sont des droites dans .98 ; les angles mesurés dans %2’ et .2 sont égaux ;
un repére orthonormé dans .78’ est également un repére orthonormé rela-
tivement 4 .92,

9.3 COMPOSITIONS DES VITESSES ET DES ACCELERATIONS

9.3.1 Transformation des coordonnées

On sait déja qu’en mécanique non relativiste on peut supposer {axiome 1)
quet =t

Soit O'e|eye; un repére orthonormé fixé dans .#2'; c’est également un
repere orthonormé en mouvement par rapport a.42.

Dans .#2, le vecteur-lieu de P s’écrit (fig. 9.1)

xp() = OP, = 00, + O\P, = Y x,(1)€(t) = Y_(5;(1) +&,(1)) €,(t),

c’est-a-dire

x,(1) = £,(t) +5,(0). 9.7)
Dans .22, le vecteur lieu du méme point P s écrit
xp(t) = 0P, = Zx;(z) e () (9.8)

H
ol a I’instant # nous avons P = P, = P/.
L’axiome 2 implique que les projections de O,P, sur e;{t) dans .2 et sur
€.(t) dans.»2’ sont égales, d’ol

£,(1) = x[(1) 9.9)
et de (9.7) on obtient

X =x+s (9.10)
ce que I’on écrit sous la forme vectorielle

x=x+s ot s§s=00. 9.11)
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9.3.2 Composition des vitesses
Théoréme. La vitesse absolue de P est égale a la somme de la vitesse
relative et de la vitesse d’entrainement
vP = o® +o® (9.12)

ol la vitesse absolue est la vitesse par rapport 2.2 (v, = v), la vitesse
relative est 1a vitesse par rapport 2.98’ (v, = v'), et la vitesse d’entraine-
ment est la vitesse du point coincidant P, dans %2’ par rapport 2 .92

vép) = v;P:) véP) = ”}1) » = 00/ + (l)e A OIP. (913)

avec @, la vitesse de rotation de .92’ par rapport 3 .%2.

DEMONSTRATION. Par définition

d d , d
vp(t) = E OPI)J?/ = d_t 00:).% + E OZPr),ﬂ, =

. d
=vy) ,+ ZE,-(t)eﬁ(t) + ‘Z‘Si(t)d—t € ) ,. 9.14)
Mais de t =t et (9.9)
Y Ewe =) ie =vp)
i i
et, de la formule de Poisson (8.17), on a
d
p e;(t))% =, €. (9.15)
Par conséquent (9.14) devient
vp = ”o’),% +1/P+Z§iwe ne.
=vp+v, o, A &e)
=v,+v, +o, AOP
ce qui démontre le théoréme.

9.3.3 Dérivée d’un vecteur dans ./ et . /2’
Soit A(¢) un vecteur qui dépend du temps (par exemple le vecteur Terre-
Lune 2 I’instant ¢), alors

d

d
ZA) = 24 @ A.
dt ),9 dt )_,a, 21 ©.16)
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DEMONSTRATION. SoitA = ), ale! alors

d o ’ o d 1
EA)” = Zi:(a,- e +a;é) = 7 A) 0+ Zai e
En utilisant la formule de Poisson (8.17) on trouve

dA dA +wo rA
— = — a .
dt ) , dt ] , ¢

Remarque. 11 faut insister sur le fait que c’est Je méme vecteur A qui
intervient dans les deux membres de (9.16).

9.3.4 Composition des vitesses de rotation d’un solide

Théoréme. La vitesse de rotation absolue d’un solide S est égale a la
somme de la vitesse de rotation relative et de la vitesse de rotation de .42’
par rapport 2.2

0, =0 + 0, 9.17)

ce que I’on écrit aussi sous la forme

Og) p =Og) 0+ O i/ . (9.18)

DEMONSTRATION. Soient P et Q deux points du solide. De (8.17) avec
g=PQona

d
PO, =0, PO.

Mais, d’aprés (9.16) et (8.17),

d d
EPQ)'”Z EPQ)%/—Fwe/\PQ:

=w, APQ+ o, APQ = (0, +w,)APQ
d’ob
0, =0 +o,
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9.3.5 Composition des accélérations

Théoréme, L accélération absolue de P est égale a la somme de I’ac-
célération relative, de I’accélération d’entrainement et d’une accélération

complémentaire
a® =a® +a® +a® - (9.19)
ol

o 'accélération absolue a, est I’accélération par rapport 2 .92
e 'accélération relative a_est I’ accélération par rapport 4.98" ;

o V'accélération d’entrainement a_ est I’ accélération du point coincidant
P/ dans .2’ par rapport 2.7 (9.6)

a® =a? a® = a,,‘).%3 =ay+&, AOP+ o, A (0, AOP); (9.20)
o 'accélération complémentaire, aussi appelée accélération de Corio-

lis, est définie par
Accélération aép) = 20, A vf’ ), 9.21)

de Coriolis

DEMONSTRATION. De la définition de 1’accélération et de (9.12), (9.13)
et (9.16),ona

dv) d:/) dve)
a= — = — + — =
dt ), dt ], dt ],

dv’) +o AU+ ) +d( AO'P)
= — —_— —A{ =
dt ] , € dt ), dt ¢ »

dv dv,,
=_) +—0) +o, AV +a, \NOP+w,A
dt | , dt ] »

do'p

Or, de (9.16),

d / d / / / 4
EOP).%@Zd_tOP),ﬁ’—'_we/\OP:v + o, AOP

d’ou

a=a +20, AV +[ay +0,ANOP+ o A (0,AOP)] =

CORIOLIS
Gustave-Gaspard =da +a . ta..

Mathématicien frangais

(1792-1843)

Remarques. La vitesse et I’accélération d’entrainement dépendent du point
P ; il en est de méme de I’accélération complémentaire. Par ailleurs,
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I"accélération complémentaire de P est nulle si %2’ est en translation par
rapport 3 .92 (@, = 0), ou si P est immobile dans %2’ (v{P = 0).

9.4 CAS PARTICULIERS

94.1 ./2’ en translation uniforme par rapport a.72

Si .2’ est en translation uniforme par rapport 4.72, on a

o, =0, v, =u=cste, (9.22)
et

s(t) =00, =s+ur avec s=s(0).

Le changement de référentiel .22 — .42 est ainsi défini par la transformation

! 1 = t—s
g lx|= | ¥ = x—ut—s (9.23)
v YV = v-u

ou, pour simplifier la notation, nous n’avons pas écrit la transformation en
terme des composantes (x;, v}).

On appelle transformation de Galilée inhomogéne toute transformation de
R* dans R* définie par

<’).—><’,, = % ) (9.24)
X X = X—ut—=s

et (9.23) est le changement de référentiel associé. Ces transformations dépen-
dent de 10 parametres, soit les 7 paramétres (sy, s, #) et les 3 parametres pour
I’orientation des axes.

Si Porigine du temps et des coordonnées est choisie de sorte qu’a ¢ = 0
onaitt’ = OQet O' = O, on obtient la fransformation de Galilée
(homogeéne) :

(’)»(ﬂ =1 > (9.25)
X X = x—ut

De (9.22) on déduit que a, = a, = 0 et (9.19) entraine

a =a. (9.26)

Transformation de
Galilée inhomogene

Transformation de
Galilée homogene
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Par conséquent les accﬁlérations mesurées dans .22 et .2’ sont égales.
L’importance de ce résultat est liée au fait qu’il permettra de démontrer
que la mécanique newtonienne est invariante par rapport aux transforma-
tions de Galilée.

9.4.2 .72’ en translation par rapport a./

Si.#2’ est en translation par rapport a .42 (fig. 9.4), alors
w, =0 et vy =ul). 9.27)

Le changement de référentiel est défini dans ce cas par la transformation

t U = t—s,
gilxl—=1 ¥ = x-s50) |. (9.28)
v v = v—u@®)

d
De (9.27) on déduit que a, = 0,a, = d—l: =ag (1), etde (9.19):

d=a-ay (9.29)
ol a,, ne dépend pas de P, mais dépend du temps.
Par conséquent, A tout instant ¢, les accélérations mesurées dans . %8 et 52’

ne différent que d’une constante (qui dépend de ¢ !). L’ importance de ce
résultat ressortira en relativité générale.

(a () ©

Fig. 9.4 .42’ en translation par rapport .42 : (a) pendule dont le point de suspension
est animé d’un mouvement de rotation ; (b) lanceur de javelot ; (¢) voiture sous la pluie
sur une route rectiligne.
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9.4.3 ./’ en rotation autour d’un axe fixe dans .2

Choisissons les axes Ox, et O'x/) confondus avec I’axe de rotation (fig. 9.5).
Nous avons alors

v =0 et @, =y(t)e;. (9.30)

Fig. 9.5 ./’ en rotation autour de Ox, = O'x}.

Le changement de référentiel est défini par la transformation

t v t—s,
X, x; = x;cosyr(t) + x,sin (1)
g x| xp = —x;sing(t)+x,co59(r) |. 93D
X3 Xy = X
v v = v—y@) e, AX

ou, pour simplifier, nous n’avons pas écrit la vitesse en composantes.
Soit (p, ¢, z) les coordonnées cylindriques du point P par rapport a .22.
Alors de (9.19) et (9.30) on obtient I’accélération relative :

/
a=a—a, —a

ou

a

fl

A apl)% = 1])pe¢ - 1/}2pep 932) P=(p,9.2)

a, =20, Ay =2y e, AU (9.33)

C

Nous remarquons que 1’accélération d’entrainement et 1’accélération
complémentaire dépendent du point P. Le facteur 2 dans a, a méme ori-
gine que le facteur 2 dans I’expression de I’accélération en coordonnées
cylindriques.
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9.5 COMPOSITION DE DEUX CHANGEMENTS DE REFERENTIEL

9.5.1 Cas général

Soit.#2" un référentiel — ou solide — dont le mouvement par rapport a .92’
L . S
estdécrit par vyy,) . et @ ./ ... Supposons ensuite que .42’ soit lui-méme en

mouvement par rapport .42, mouvement décrit par ”o’), 2SO 1 (fig.9.6).

K
42“
81 O\g I

7 \_/V a
gz°81

Fig. 9.6 Composition de deux changements de référentiel : g = g, 0 g,.

11 découle de (9.12), (9.13) et (9.18) que le mouvement de .#2" par rapport
a.42 est décrit par ”0")%: et® ), Ol

”0”).%3 = "0")%’ + vO’).%_’_w.%f’/.%/\O/O” (9.34)

O = Opm o + @,

9.5.2 Composition de deux translations

Soit.#2" en translation de vitesse w par rapport 2 .72/, lui-méme en trans-
lation de vitesse u par rapport 4 2. L’ équation (9.34) montre que 72" est en
translation par rapport a .2 de vitesse u + w : la composition de deux transla-
tions est une translation de vitesse égale a la somme des vitesses.

On vérifie facilement que 'ensemble des transformations de Galilée
Groupe de Galilée forme un groupe & 6 parametres, appelé groupe de Gglilée. De méme,

les transformations de ‘Galilée inhomogenes constituent un groupe a 10

parameétres appelé groupe de Galilée inhomogéne. ‘

9.5.3 Composition de deux rotations d’axes concourants

Soit.#2” un solide en rotation de vitesse @, par rapport au référentiel .22’ qui
est lui-mé€me en rotation de vitesse @, par rapport au référentiel .2 (fig. 9.7).
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®,

Fig. 9.7 Composition de deux rotations d’axes concourants : le robot .22’ fais tourner
lameule 72" avec une vitesse @, = @ ., ,. ; le Tobot a un mouvement de rotation de

vitesse @, = @ ,, ar rapport a.72.
1 e P pp

Si les axes de rotations A, et A, se coupent en un point O, on a vy))

”o).ﬁ/ = vO).ﬁ =0.

”»"

La composition de deux rotations d’axes concourants est une rotation
d’axe passant par le point d’intersection, de vitesse @ = @, + @,
(exemple § 8.4.3).

9.54 Composition de deux rotations d’axes paralleles

Reprenons ’exemple du paragraphe 9.5.3 d’un solide .2” en rotation de
vitesse @, par rapport au référentiel .22, lui-méme en rotation de vitesse @,
par rapport au référentiel .#2. Mais supposons maintenant que les axes 4, et
A, soient paralleles (fig. 9.8) : @, = w,e;, @, = w,e;.

@ (b)

Fig. 9.8 Composition de deux rotations @, = @ ,», . et @, = @, , d’axes
paralleles ; (a) @, + @, # 0 ; (b) bielle AB de locomotive : @, + w, = 0.

En prenant O = O’ sur A, et O” sur A,, nous avons

"O”),ﬂ =w, NOO" et O =00 00+ 0, =0+ 0,
(9.35)
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Ainsi, pour tout point A fixé dans le solide 72", (9.35) implique
Va) o= Vor) @) NO'A =
=0, N00" + (0, +0)) NO"A = (9.36)
= (0, + @,) NOA — 0, ANOO".

Le mouvement de .»2" par rapport a.#2 est ainsi un mouvement plan avec /1,
perpendiculaire d e, : si @, +@, = 0, c’est une translation de vitesse @, A\OO" ;
si @, + o, # 0, ¢’est une rotation autour d’un axe parallele 3 A, et A, passant
par un point / tel que v; = 0, ¢’est-a-dire

)

ol = ———00" 9.37)
o)t w,

avec 00" perpendiculairea A,.

En conclusion, la composition de deux rotations d’axes parali¢les est soit
une rotation d’axe paralléle aux deux autres, soit une translation de vitesse
perpendiculaire aux axes de rotation.

9.6 VITESSE ET ACCELERATION EN COORDONNEES SPHERIQUES

Nous voulons établir les formules (5.62 et 5.63) exprimant la vitesse et
I’accélération en coordonnées sphériques.

’

3=3

Fig. 9.9 Coordonnées sphériques (r, 6, ¢).

Soit.#2’ le référentiel défini par Oe|ee} en rotation de vitesse @, = ge,

autour de I’axe 3 (fig. 9.9). Comme le mouvement de P par rapport & .22 est
plan, de coordonnées polaires (r, 8), et v{") = ge; A OP, on obtient

v=uv +uv, =fe,+rée9+r¢sin0e¢.
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Par ailleurs,a = a, +a, + a_ avec
a, = —rPe, + (r6 +2i0)e,
a = —rsinf¢’e) +rsin bpe, = —rsinbg’(sinfe, + cosb ey)

+rsin9¢e¢

a, =20, Av, = 2¢F siné + 2rf¢ cos 6) e,

ce qui démontre les formules du paragraphe 5.5.5.

9.7 ILLUSTRATIONS

9.7.1 Poursuite

Cherchons la trajectoire et le temps mis par un nageur qui traverse une riviere
en fixant constamment un point B de la rive opposée. La vitesse de la riviere
est u et la vitesse du nageur en piscine v.

A2 = rivigre

Fig. 9.10 Nageur traversant une riviere (.2 ') en fixant un point B de la rive opposée :
v) , = —ve,.

r

Soit (r, 8) les coordonnées polaires de centre B, d’axe BA et 22" le ré- v, = vitesse relative
férentiel en translation de vitesse u. Par rapport .42’ I’eau est au repos et la v, = vitesse absolue

vitesse scalaire du nageur est v. De v, = —ve, etv, = re, + rfe, = v, + u,
on tire

F=—v+usin® et rf=ucosd (9.38)
d’ou

wt = +0)° + 1262 = i (F + 2v) + v* + 126
et avec (9.38)
u? —v* =rF(v+usind) + rOucosf =

= ;—t[r(v + usinf)].

En intégrant cette derni¢re équation différentielle, avec les conditions ini-
tiales r(r = 0) = d et 8(¢r = 0) = 0, on obtient

w? = vt =r®[v+ usinf@)] — dv.
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Temps pourla  Le temps ¢, mis pour la traversée, soit 7 (z,) = 0, est ainsi

traversée
= dv
L R
et il faudra que v soit supérieure a u.
L’équation de la trajectoire s’obtient A partir de (9.38)
dr 7 —v+usinf
S E e =
a9 —ucosf
r
d’ou
dr v
— = (— +tan9) d9 avec r(@=0)=d
r ucosé
r v 14 sing
In—=-——In{ ———— )} — In(cosé
d u ( cosf ) ( )
et
o d
Trajectoire r= .
( 1+siné ) v/u
cosf - | ———
cosf

9.7.2 Disque entrainé par une fourche

Considérons un disque de rayon R supporté par une fourche qui tourne &
vitesse angulaire @, constante (fig. 9.11). Cherchons la vitesse et I’accélération
d’un point P du disque sachant que ce dernier a une vitesse de rotation propre
o, autour d’un axe perpendiculaire & @,.

[0 ) : %
/

2’ = fourche

Fig.9.11 Disque en rotation (@, ) entrainé par une fourche en rotation (@,). La position
de P est donnée par I'angle ¢ (¢ = w,).

Dans le référentiel .42’ de la fourche, on a
v,=w,ACP et ap=-wjCP o @ =-¢eé,.

Le mouvement de .22’ par rapport 4 .42 est une rotation de vitesse angulaire
o, = w, &, d’ou

W =0, AOP, a = —u}(d+ Reospe).
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ons

Finalement, I’accélération complémentaire est
al? =20, A (@, A CP) = 2(w, - CP) 0,

et nous obtenons
vp =@ ACP+ @, NOP = ¢R e, + w,(d + Rcosg)e)
ap = —w}CP — w5 (d + Rcosp) €| + 2(w, - CP) w,.

9.7.3 Mouvement d’un point immobile a la surface de la Terre

Cherchons une estimation de la vitesse et de ’accélération d’un point P
immobile a la surface de la Terre, a la latitude A, par rapport au référentiel
géocentrique.#2” et par rapport au référentiel de Copernic.72 (fig. 9.12).

(@ (b)

Fig. 9.12 a) R, £ 6,4-105m, |OT| = 1,5 10" m, A = latitude. b) Référentiel
géocentrique .72,

Rappelons pour commencer que .72” est le référentiel en rransiation par
rapport a.42, li€ au centre de la Terre.

Pour cette estimation, nous admettrons que les vitesses de rotation de la Terre
sur elle-méme et autour du Soleil sont constantes et nous reviendrons sur ce
point au paragraphe suivant.

Par rapport au référentiel.#2" défini par le centre du Soleil et le centre de la
Terre, celle-ci a un mouvement de rotation autour de I’axe des poles de vitesse
angulaire 0’ = 862—4”06 s~L. Par ailleurs, .#2” est un référentiel en rotation par
rapport a.#2 et.2’ de vitesse angulaire

2m 2

= - =199.1077 s, (9.39)
©~ Tan 365,25 86400

w,

Par conséquent, la vitesse de rotation £2 de la Terre par rapport .92 et /2,
c’est-a-dire par rapport aux étoiles fixes, est

Q=0"+o, (9.40)

.72 = référentiel de

Copernic

72" = référentiel
géocentrique

2" = référentiel
Soleil-Terre

Jour solaire
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Duréee du jour
sidéral

ce qui donne approximativement (en prenant 2/ /o _/ /@,)

2= 2 | 1 _2m 366,25
~ 86400 365,25) 86400 365,25 (9.41)
~1729.1075 57,

La période de rotation de la Terre par rapport aux €toiles fixes est donc

2T _ g6400. 2522 _g6164s. (9.42)

T=3 366,25

Par rapport au référentiel géocentrique, nous avons ainsi

v, =R ATP = QR; coskefp (9.43)

a, =2 AR ANTP) = —2°Rycosre, (9.44)

ou e, est dirigé d’Ouest vers I'Est et e, est dirigé selon P P avec P, le pied
de la perpendiculaire abaissée de P sur I’axe £2.

En approximant le mouvement du centre de la Terre autour de O (= centre
de masse du systeme Soleil-Terre) par un mouvement circulaire-uniforme, de
vitesse v, = @, A OT, on obtient par rapport au référentiel de Copernic

vp = 2Rycosre), +w, AOT (9.45)

a, = —2*Rycos L e, + o, A (@, A OT) (9.46)

Pour I’estimation des vitesses et accélérations (9.43) — (9.46), les valeurs
numériques sont les suivantes :
2R = 0,5 km/s w, |OT | = 30 km/s
2°R; =3,4-1072 ms™? w?|OT|=5,9-107° ms™2.

9.7.4 Remarques sur les causes de variation de la durée du jour

La durée du jour solaire T" = 2 /w” varie au cours de I’année de + 25 s,

Cette variation est due & deux raisons :

e latrajectoire du centre de la Terre n’est pas un cercle mais une ellipse et il suit
de r?0 = C (sect. 6.5¢et6.7) que w, = 8 n’est pas constant ; par conséquent,
si I’on admet que £2 est constant, on voit que " doit varier;

o [’axe des pdles n’est pas pependiculaire au plan de la trajectoire mais fait un
angle de 23°27 par rapport 4 la normale a ce plan (fig. 9.12).

La période de rotation T = 2n/S$2 de la Terre sur elle-méme ne varie que
tres faiblement. Il y a trois types de variationsde T :

e une augmentation d’environ 0,002 s par siecle due au freinage causé par les
marées ;
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e des variations saisonniéres de 40,001 s dues 2 la redistribution des masses
d’air et d’eau a la surface de la Terre ;

e des varniations irréguliéres de 4= 0,004 s dont les causes sont mal connues.

Remarquons pour terminer que la valeur de cette période T est trés proche
du jour sidéral défini en astronomie (T = 1 jour sidéral + 0,008 s).

9.8 SYMETRIE ET INVARIANCE

9.8.1 Changement de référentiel : point de vue passif et actif

Les différents choix de référentiels conduisent & des transformations qui ad-
mettent deux interprétations : I'interprétation passive (§ 2.6.1) dans laquelle
c’est uniquement la description qui est modifiée, mais pas le phénomeéne
qui, lui, se déroule indépendamment des observateurs ; I’interprétation active
(§2.6.2),dans laquelle il n’y a pas de changement d’ observateur, et qui consiste
a modifier I’état du systéme étudié. L’interprétation active présente un double
intérét : d’une part, elle conduit a la notion d’invariance, notion associée a des
propriétés fondamentales telles que les symétries et les lois de conservation ;
d’autres part, elle permet d’introduire des transformations qui ne sont pas liées
a des changements d’observateurs. Par exemple le renversement du temps —
transformation qui consiste a remplacer I’état a un instant donné par un autre
obtenu en inversant les vitesses de chaque point — n’a pas d’interprétation pas-
sive : il n’existe pas d’observateur pour lequel la fleche du temps serait inversée.
Le renversement du temps est la transformation que 1’on obtient en regardant
le film de I’évolution en marche arriere.

Le point de vue passif, que nous avons adopté jusqu’ici, considere la trans-  Point de vue passif
formation (9.1) comme elle a été introduite : ¢’est un changement de référentiel
sans modification de Iétat (fig. 9.13 a). En particulier, si .#2’ est immobile par
rapport 4.2, nous pouvons considérer.%2 et.#2’ comme un seul référentiel et
la transformation g est simplement un changement de coordonnées.

Du point de vue passif, les problemes sont les suivants :

e Trouver la transformation (9.1) : c’est une question de cinématique.

e Le référentiel .42’ est par définition un ensemble de points immobiles par
rapport & I’ observateur dans.#2’. Peut-on conclure que.#2 est un solide par
rapporta.#2 ? Un segment de droite dans.»2’ est-il un segment de droite par
rapport .72 7 Deux segments orthogonaux dans .22’ sont-ils orthogonaux
relativement & .72 ? Deux segments de méme longueur dans .#2" auront-ils
méme longueur dans .72 ? Deux événements simultanés dans .22’ seront-
ils simultanés relativement a.#2 ? Ce sont des problémes spatio-temporels.
(Nous avons admis que la géométrie euclidienne était valable dans .22 et
A2,

e L’observation des forces permet-elle de mettre en évidence des référentiels
privilégiés ? En particulier, si les forces sont nulles relativement a.#2, sont-
elles nulles relativement 2.%2” 7 C’est une question de dynamique.
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Point de vue actif

Symétrie
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e Si les lois de la mécanique (= lois de Newton) sont valables dans .72,
sont-elles aussi valables dans %2’ ? Plus généralement, si les lois de la
physique (Newton, Maxwell, Eintein, ...) sont valables dans .2, sont-elles
aussi valables dans .#2’ ? C’est-a-dire est-ce que les lois de la physique
permettent de mettre en évidence des référentiels privilégiés ? C’est une
question de principe fondamental.

[introduction des axiomes non relativistes nous a permis de répondre a la
premiére série de questions. Nous reviendrons plus loin sur les questions liées
ala dynamique.

Il est également possible de considérer la transformation (9.1) comme défi-
nissant un changement de 1’ état sans modification du référentiel (fig. 9.13 b);
c’est le point de vue actif. Dans ce nouvel état, le temps, les positions, et les
vitesses des points du systeme sont définis & I’instant t et relativement a .72
par (¢, x;, v\), image de (¢, x;, v;) par I’application g.

i’

2
A / 2
4 v
10N
, P ----x2’
o N
L\
: v P@t
| il
7 X ™1
SR
(@ (b)

Fig. 9.13 Changement de référentiel ; (a) point de vue passif (#2 — .#2") ; (b) point
de vue actif (P — P’).

9.8.2 Symétrie et invariance

Si ’on adopte le point de vue actif, on peut chercher les transformations
g qui sont des symétries. Par définition, la transformation est une symétrie
si toute évolution observée depuis .92’ peut étre réalisée dans .72 & partir de
conditions initiales appropriées. En d’autres termes, la transformation est une
symétrie s’il existe une nouvelle évolution du systeme telle que pour toute
grandeur A et tout instant 7, la valeur a(t) de A relativement a .2 lors de
cette nouvelle évolution s’identifie avec la valeur a’(t) observée par .#2’ lors
de I’évolution originale.

Si g est une symétrie, la transformation (9.1) ne permet pas de distinguer
entre I’ancienne évolution par rapport au nouveau référentiel et la nou-
velle évolution par rapport 4 I’ancien référentiel.
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Fig. 9.14 Mouvement d’un projectile observé depuis : (a) la Terre .42 ; (b) un train
.72’ ayant un mouvement rectiligne uniforme ; (c) un observateur .72” en chute libre
verticale (@ = g constante).

I’analyse des problémes de balistique telle que proposée sur la figure 9.14
nous fournit un exemple. Le mouvement du projectile est observé a partir
de trois référentiels : la Terre (.#2), un train ayant un mouvement rectiligne
uniforme (#2’) et un parachutiste en chute libre (#2”). Les expériences de
balistique montrent que tout mouvement observé par .22’ — en translation

Exemple : balistique
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Invariance

Javelot

Fusil tournant

Nageur

Bateau

uniforme par rapport 4 .72 — peut étre réalisé dans.»2 en prenant des conditions
initiales (), x;. 1) appropriées. Au contraire, il n’est pas possible d’observer
dans.72 un mouvement balistique rectiligne uniforme, comme I’a observé.#2"
— parachutiste en chute libre. En conclusion, la transformation .28 +— 2’
est une symétrie pour les problémes balistiques, mais pas la transformation
B A= A

Si le changement de référentiel g est une symétrie, alors il commute
avec I’évolution temporelle, ¢’est-a-dire que I’image par g de I’évolution
(observée par .72) est une évolution possible du systéme (par rapport a
#2). Dans ce cas, les observables et les lois sont représentées par les
mémes fonctions dans %2 et.%2’. On dit alors que le systéme est invariant
par rapport 4 g (sect. 2.7).

9.9 PROBLEMES

9.9.1 Un athlete immobile lance le javelot a 60 m. Quelle distance peut-il
atteindre en courant 2 10 m/s ? (Idée : la vitesse scalaire initiale du javelot par
rapport a I’athlete est indépendante du mouvement de celui-ci.)

9.9.2  On considere I’expérience du fusil tournant (fig. 4.2) réalisée avec les
données suivantes :

e lacibleesta 110 cm de I’axe,

o I'extrémité du fusil est 2 40 cm de I’axe,

e la vitesse de la balle est 250 m/s,

e le support tourne en faisant 1 tour en 2 secondes.

A quelle distance du centre la balle frappera la cible ?

9.9.3 Un sportif nage avec une vitesse v, =1,5 m/s en piscine. Quel est le
temps minimal pour traverser une riviere large de 50 msi la riviére coule 2 0,75
m/s ? Quel sera le déportement § ?

C 6 B
IR Ga
d: v T
—~"y —_—
A
Fig. 9.15

9.9.4 Le nageur de I’exercice précédent veut traverser la riviére suivant la
droite AC. Comment doit-il nager et quelle sera la durée de la traversée ?

9.9.5 Un bateau traverse une riviére d’un point A 4 un point B en suivant
une trajectoire rectiligne. Les durées des voyages aller et retour sont ¢ et f,.
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Sachant que A B fait un angle de 45° avec la direction du courant, trouver la
vitesse u# du courant et la vitesse v du bateau dans un lac.

9.9.6 Unemoto effectue un virage de rayon R a vitesse v, constante, inclinée  Moto
d’un angle 8 par rapport a la verticale (fig. 9.16). Trouver la vitesse de rotation

propre w,, la vitesse de rotation @ et I"accélération du point de la roue en
contact avec le sol.

Fig. 9.16

9.9.7 Un radiesthésiste imprime un mouvement circulaire uniforme de vi-  Radiesthésiste
tesse angulaire w au point de suspension d’un pendule de longueur/ (fig. 9.17).

Exprimer la vitesse et I’accélération du point P en fonction des coordonnées

(¥, @) et de leurs dérivées.

9.9.8 Une hélice (fig. 9.18) tourne autour de son axe A B avec une vitesse de  Hélice
rotation propre w, constante ; la fourche supportant I"hélice tourne elle-méme

a la vitesse angulaire £2 constante. Exprimer la vitesse et 1’accélération de
I'extrémité P de I’hélice en fonction de ¥ (4 = axe horizontal perpendiculaire

i I’axe de I’hélice). Application numérique : |OP | =1[L], 2 =1[T]7}, w, =

300 [T17", ¢ = 0°, 30°, 90°.

P

Fig. 9.18 Fig. 9.19

9.9.9 Un robot (fig. 9.19) fait tourner un disque a vitesse w, constante Robot
autour d’un axe horizontal. Tout le systéme est monté sur un support tournant

autour d’un axe vertical & vitesse angulaire constante. Trouver la vitesse et
1"accélération du point P sur le disque.
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9.9.10 On impose a la roue verticale de rayon R (fig. 9.20) une vitesse de
rotation propre w, et une vitesse de précession §2. Montrer que la vitesse de
rotation des disques horizontaux est donnée par

R
0, =2+ -w o d=|CA|

w;, = §2 7%

— Ewp

ol d est la distance du centre de la roue a I’axe vertical.

Fig. 9.20

On remarquera que les deux disques horizontaux tournent avec des vitesses
différentes : c’est le principe du différentiel d’un véhicule.

9.9.11 Résoudre les problémes 3, 8, 14, 15 du chapitre 5 et ceux du chapitre 8
par la méthode des changements de référentiels.



CHAPITRE 10

BASES DE LA MECANIQUE NEWTONIENNE

10.1 GENERALITES

La dynamique - étude des lois et des causes du mouvement — commence
avec Galilée (1638); poursuivie par Descartes (1644) et Huygens (1673), elle
culmine avec les travaux de Newton (1686). Trois notions nouvelles vont étre
nécessaires : la masse, la quantité de mouvement (deux grandeurs associées au
systeme considéré) et la force (grandeur décrivant I’action de I’extérieur sur le
systéme).

Un concept important dans 1’élaboration de la dynamique est celui de point
matériel. Ce concept est introduit, pour commencer, de fagcon vague, en dé-
finissant le point matériel comme un systtme de masse constante dont les
dimensions sont « petites » et que 1’on peut assimiler & un point. Les systémes
matériels sont ensuite définis comme un ensemble discret ou continu de points
matériels. Finalement, apres avoir développé la théorie des systémes matériels,
on se rendra compte qu’un point matériel est un systéme dont I’état et I’évolu-
tion sont entierement caractérisés par 7 variables (¢, x, p) ou p est la quantité
de mouvement.

Avant d’aborder le sujet il nous faut introduire quelques définitions impor-
tantes :

e Deux systtmes S' et $2 sont dits en interaction si I’évolution temporelle
de S! dépend de I’évolution de S2. Dans le cas contraire, ils sont dits sans
interaction. (Exemple : 1a Lune est en interaction avec la Terre, le Soleil, ...)
e Un systéme sans interaction avec I’extérieur est dit isolé. Par définition,
I’évolution de tels systémes est indépendante de I’extérieur et les causes de
I’évolution sont a I’intérieur du systéme.

o Un systéme qui ne peut pas échanger de matiére avec I’extérieur est dit
Jfermé ; dans le cas contraire il est dit ouvert. (Les fusées sont des sysiemes
ouverts.)

o Une grandeur est dite conservée si elle est constante au cours de I’évolution
de systemes isolés. (Exemple : le nombre de points matériels d’un systéme.)
e Une grandeur est dite extensive si la valeur de cette grandeur pour un sys-
teme formé de deux sous-systémes est €gale a la somme des valeurs pour
chacun des deux sous-systemes. (Le nombre de points matériels, ou le volume,
sont des grandeurs extensives.)

Systeme isolé,
fermé, ouvert

Grandeur conservée,
extensive
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10.2 MASSE — QUANTITE DE MOUVEMENT - FORCES

10.2.1 Masse

Les expériences journaligres, effectuées a faibles vitesses, conduisent a com-
pléter les deux axiomes non relativistes discutés au chapitre 9 en introduisant
I’axiome suivant.

Axiome 3, non relativiste. La masse — ou quantité de matiere — d’un
corps est une grandeur scalaire, positive, extensive, conservée, qui ne
dépend ni de I’état du systeme ni du référentiel.

Ce concept de masse est associ€ au nombre de particules dans le systeme.
Pour préciser cette définition, en particulier la condition d’extensivité, consi-
dérons un systéme homogéne, c’est-a-dire identique en toutes ses parties, et
choisissons comme unité de masse [X] (pour la substance X en question), la
quantité de matiére contenue dans un volume €talon V,,(X) sous des conditions
spécifiées (vitesse nulle, pression, température, ...} ; de la condition d’extensi-
vité, la masse du systeme est définie par M = V/V,(X) [X]ou V estle volume
du systeéme sous fes mémes conditions spécifiées. La notion de masse ainsi défi-
nie est une notion purement géométrique. En outre, comme a chaque substance
X est associée une unité de masse, il y aura autant d’unités de masse que de
substances différentes ; en particulier, il ne sera pas possible de comparer les
masses de deux systémes de composition différente et de définir la masse d’un
systéme inhomogene.

On peut cependant introduire une unité de masse indépendante de la sub-
stance considérée en choisissant une fois pour toutes une masse étalon [M] et
en définissant I’unité de masse de n’importe quelle substance homogeéne par
comparaison avec la masse étalon au moyen d’une balance a plateau. Ce pro-
cédé, qui a ’avantage d’une grande précision (de I’ordre de 1073 2 10™° en
valeur relative), permet de définir la masse de n’importe quel systéme homo-
géne au moyen de la seule unité [M] ; 1a condition d’extensivité définit ensuite
la masse de n’importe quel syst¢me inhomogene.

La masse d’un systtme discret formé de N corps de masse M, ..., My,
est définie par la somme des masses de chacun des corps

M=3"M, (10.1)

La masse d’un systéme continu est définie, comme nous I’avons déja vu
(§ 4.9.3), en décomposant le systtme en petits éléments de volume AV (x),
centré en x, auquel est associé la masse AM (x) ; on introduit alors la masse
spécifique au point x

o) = lim M)

AV=0 AV (x) (10.2)
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et la masse du systeme est définie par

M= /dM(x) = /de(x). (10.3)

On introduit de facon analogue une masse spécifique superficielle et li-
néique (§ 4.9.3).

Remarques

o L’unité de masse adoptée dans le systéme international est le kilogramme
dont la définition a ét€ donnée au chapitre 2.

o La loi exprimant la conservation de la masse dans les réactions chimiques
est la loi de Lavoisier.

o Il faut remarquer que les propriétés d’extensivité, de conservation et d’in-
variance seront remises en question en physique atomique et relativiste : il
suffit de regarder le tableau périodique des éléments pour se rendre compte
que la masse d’un atome est inférieure a la somme des masses de ses consti-
tuants ; de méme, les processus d’annihilation matiére/antimatiére montrent
que la quantité de matiére n’est pas conservée ; finalement, dans les expé-
riences de diffusion a trés grandes vitesses, on sera amené a considérer que
la masse d’un corps dépend de I’état et du référentiel (chap. 21).

10.2.2 Quantité de mouvement

L’expérience montre que la connaissance de la position x d’un point matériel
et du temps ¢ o il se trouve & cet endroit ne suffit pas pour déterminer univo-
quement I’évolution temporelle ; ainsi la donnée de (x, ¢) n’est pas suffisante
pour décrire I’état du point matériel et il faut introduire une grandeur supplé-
mentaire associée au mouvement. Nous savons qu’un objet en mouvement a
la possibilité de provoquer le mouvement d’un autre objet, c’est-a-dire qu’il a
la possibilité de lui transférer une partie de son mouvement. En conséquence,
nous aimerions associer a un Corps en mouvement une grandeur extensive,
conservée, qui peut Etre transférée lors d’un choc et que nous appellerons quan-
tité de mouvement.

C’est a Descartes que 1’on doit I’idée de conservation de la quantité de
mouvement (Principes de la philosophie, 1644) ; il s’exprime ainsi : « Car; bien
que le mouvement ne soit qu’une fagon en la matiére qui est mue, elle en a
une certaine quantité qui n’augmente et ne diminue jamais, encore qu’il 'y en
ait tantét plus et tantét moins en quelques-unes de ses parties. » Newton, au
contraire, n’attribue que peu d’importance aux principes de conservation.

Aujourd’hui, ayant réalisé I’importance fondamentale du concept de quan-
tité€ de mouvement, on introduit le postulat suivant.

Tout systéme (matériel ou non, comme le rayonnement électromagné-
tique par exemple) est caractérisé par une grandeur vectorielle p, exten-
sive, conservée, associée a I’homogénéité de I’espace, appelée quantité
de mouvement.

LAVOISIER Antoine
Fondateur de la chimie
Mort guillotiné
1743-1794

DESCARTES René
(1596-1650)

Quantité de
mouvement
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Un choix judicieux d’expériences doit alors nous conduire a une loi permet-
tant d’exprimer p en fonction de grandeurs mesurables.

Expérience 1, chocs élastiques. Considérons un choc « élastique » entre
deux systemes formés de substances différentes se déplagant sur un rail a air
rectiligne. La masse de B est constante, celle de A est modifiée au cours des
diverses expériences (fig. 10.1). (Nous donnerons une définition précise du
terme « élastique » au chapitre 19.)

état initial

état final

Fig. 10.1 Choc élastique ; M, fixé, M, variable.

L’expérience montre que, quelles que soient la substance et 1a vitesse initiale
de A, il y a transfert intégral de la « quantité de mouvement », c’est & dire
vg = v, etv), = vy = 0,sietseulement si M, = M. En outre, on
observe que deux systemes de méme masse et méme vitesse, mais de substance
différente, ont méme action sur un corps donné.

En conclusion, la quantité de mouvement p d’un corps est fonction de sa
masse et de sa vitesse uniquement (la substance ne joue pas de rdle), soit p =
p(M, v). 1l se pourrait que p = p(M, v, x) ol x est la position ; cependant,
si ’espace est homogene, p doit étre indépendant de x.

Expérience 2, chocs mous. Nous savons qu’il est plus difficile d’arréter un
camion chargé qu’un camion vide roulant a la méme vitesse ; nous savons aussi
qu’il est plus difficile d’arréter un camion roulant a grande vitesse que le méme
camion roulant & petite vitesse : nous dirons que la quantité de mouvement
augmente si la masse ou la vitesse augmente.

Pour étre plus quantitatif, considérons un « choc mou » entre un solide A de
masse M, et un solide B formé de (k — 1) solides identiques a A (fig. 10.2),
c’est-a-dire qu’apres le choc, A reste li€ a B et le solide AU B est en translation
de vitesse v”. L’expérience montre que v = v/, /k ol v}, est la vitesse initiale
de A.

état initial

état final

Fig. 10.2 Choc mou.

Apres le choc, chaque solide a méme vitesse, méme masse et, par consé-
quent, méme quantité de mouvement. Des conditions d’extensivité et de
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conservation de la quantité de mouvement, et de I’observation v” = v; /k,nous
tirons

v v
p(M,, v})=p (kMA, f) =kp (MA, TA)
En faisant varier le rapport des masses, on obtient pour tout A réel

p(M, Av) = Ap(M, v) et pAM,v)=2ipM, v).

En conclusion, la quantité de mouvement est proportionnelle a Mv.
Finalement, les expériences de chocs réalisées sur une table a air montrent
que la grandeur extensive conservée est la grandeur vectorielle p = Mu.

Loi zéro de la mécanique newtonienne

La quantité de mouvement d’un point matériel de masse M est le vecteur p = Mvest une loi
produit de la masse par la vitesse : de la mécanique
newtonienne

= Mv ol encore T_P (10.4)
P= it~ M '

Pour définir ensuite la quantité de mouvement d’un systéme matériel, nous
utilisons a nouveau la condition d’extensivité ;

» La quantité de mouvement d’un systeme formé de N points matériels
de masse M|, ..., M, est par définition la somme des quantités de mou-
vement de chacun des points

N N
p=) p, dot p=) My, (10.5)
a=1 a=1

e La quantité de mouvement d’un systéme continu est définie en remplagant
les sommes par des intégrales (en reprenant la méthode utilisée au para-

graphe 4.9.3), soit

r= /dp(x) d’ol p:/dM(x) vix). (10.6)

Théoreme de la quantité de mouvement

La quantité de mouvement d’un ensemble de points matériels de masse
M, constante est égale au produit de la masse totale par la vitesse du

centre de masse, soit

d
p=Mvg o M=) M, et vG = - 0G. (10.7)
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systéme

méme
force

DEMONSTRATION. De la définition du centre de masse (4.37) et de la condi-
tion M (1) = M,,ona

p= ZMaZ (op) (}:M OP) —I(MOG) = Mug.

Remarque. Aujourd’hui on considére que la relation (10.4) est une loi
de la mécanique newtonienne. Cette loi sera modifiée en mécanique rela-
tiviste (§ 21.6.1) et en mécanique analytique (§ 22.6.4). Pour Newton, au
contraire, (10.4) était la définition de la quantité de mouvement.

10.2.3 Force

Newton définit la force de la maniere suivante : « La force imprimée est
Uaction par laquelle I’état des corps est changé, que ce soit le repos ou le
mouvement rectiligne uniforme. » Malheureusement, cette définition est liée a
celle du référentiel choisi pour décrire le mouvement. Pour nous affranchir du
choix du référentiel, on introduit la définition suivante.

On appelle force toute action de V'extérieur sur le systéme conduisant
a une modification de I’état de repos (déformation-d’un solide), ou de
mouvement, d’un systéme.

Par exemple, si I’on observe deux évolutions différentes d’un méme systéme
4 partir d’un méme état initial, on dira que dans le deuxiéme mouvement il
y a soit une nouvelle force, soit une modification des forces agissant sur le

systeme (fig. 10.3).
Aimun%

(xq, vg = 0)- -Zf /\
4 €T - —_—-
(x0:tp) VT

@ an @ D an
(a) (b) ©)

Fig. 10.3 La différence entre les mouvements I et I des expériences (a), (b) et (c) est
due a une force.

De plus, si différentes actions de ’extérieur sur un point matériel ont méme
effet, nous dirons que la méme force agit sur le point (fig. 10.4). On remarque
ainsi que la force est le concept physique qui correspond a la notion physiolo-
gique d’effort; par ailleurs, nous voyons que la force est la seule maniére de
faire varier le mouvement d’un corps en mécanique newtonienne.
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At N
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I dn Jdam ()=~ (-~
D (IT) oy
(a) (b)

Fig. 10.4 Les « mémes forces » agissent dans les cas (I), (II) et (IfI) ; (a) corps
immobile ; (b) structure maintenue en équilibre soit par I'axe O et le butoir B, soit par
les dynamometres.

Des expériences représentées sur les figures 10.4 (b) et 10.5, ainsi que des
observations discutées au paragraphe 4.4.5, on déduit que la force est une
grandeur caractérisée par une direction, un sens et une intensité.

Fig. 10.5 On tire avec une force F sur un essieu, posé sur une table horizontale, au
moyen d’un fil enroulé autour de I’axe. Si & = «,, I'essieu reste immobile ; si & < o,
il se déplace vers la droite ; si @ > a, il se déplace vers la gauche.

Pour mesurer I'intensité de la force, nous remarquons que I’effort néces-
saire pour allonger un ressort augmente avec 1’élongation. Nous pouvons alors
mesurer la force exercée sur le point matériel en remplagant I’action de I"exté-
rieur par un ressort - ou dynamométre — ayant méme effet ; par définition, la
force exercée par le dynamomeétre est identique a la force originale et il suffit
de mesurer I’élongation du ressort (fig. 10.6).

RGN . ., ,
2 1y 0 = Extrémité du ressort non déformé

Fig. 10.6 Mesure de la force F exercée par le fil sur le point matériel : F = FR™S.

Pour étalonner le dynamométre, on peut choisir comme unité le kilogramme-
force (kgf), force exercée par la Terre, a Paris , sur le kilogramme-€talon. Cet
étalon de force n’est pas transportable : 1a force exercée par la Terre sur un objet
présente des variations de 5% & la surface du globe. Cependant, il est possible
d’utiliser cette définition pour étalonner le dynamometre & Paris au moyen des
multiples du kilogramme-étalon et obtenir un appareil de mesure transportable.

Structure en
équilibre avec
axe et butoir

Propriété vectorielle
des forces

Mesures des forces
au moyen de
dynamometres

Le butoir et I’axe
sont remplacés par
des dynamometres
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Poids

Densité

i

Fil souple

Nous supposerons que le dynamometre a €t€ choisi de maniere telle que la
force soit proportionnelle a I’ élongation et ceci quel que soit le mouvement du
dynamometre.

Ayant un moyen de mesurer I’intensité de la force, ’expérience de Stevin
(fig. 4.13) montre que la force est une grandeur vectorielle : I’action de plu-
sieurs forces sur un point est égale a ’action de la résultante vectorielle.

Dans I’expérience précédente (fig. 10.6), nous avons mis en évidence la
force exercée par le fil, ou par le ressort, sur un corps. Si I’on coupe le fil, on
observe une modification du mouvement (chute libre) et I’on admet que cette
modification est due a I’action de la Terre.

Par définition, le poids d’un corps est la force exercée « par la Terre » sur
le corps immobile ; cette force est appelée force de pesanteur.

Nous reviendrons sur ce concept au paragraphe 15.5.2. Cette force se mesure
en suspendant le corps au dynamometre. En particulier, le poids d’une masse
de 1 kg est égal 2 1 kgf 2 &5 - 1073 suivant la position 2 la surface de la Terre.

La densité d’un corps est €gale au poids du corps divisé par le poids
d’un égal volume d’eau a 4° et 1 atmosphere : c’est une grandeur sans
dimension.

L’ observation (fig. 10.7) montre que la force exercée par un fil souple est tan-
gente au fil, d’intensité indépendante de la direction et du point d’application.

Fig. 10.7 Expérience avec un fil souple.

Ainsi, par définition, un fil souple est un syst¢me unidimensionnel idéal, de
masse nulle, permettant de modifier la direction d’une force sans modifier son
intensité. La force exercée par le fil est tangente i la direction du fil, dans le
sens de la contraction du fil. Nous étudierons les fils pesants — ou cibles —a la
section 16.4.

10.3 TROISIEME LOI DE LA MECANIQUE

Nous commencerons la discussion des lois de Newton par la troisiéme, qui
nous semble étre la plus importante, bien qu’elle ne soit pas toujours vérifie.
En effet, du point de vue conceptuel, elle conduira a I’une des super-lois de la
physique, la loi de conservation de la quantité de mouvement; par ailleurs, du
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point de vue pratique, elle permettra d’éliminer les forces inconnues, ¢’est-a-
dire les forces intérieures.
Newton introduit le principe suivant.

« L’action est toujours égale et opposée a laréaction, c’est-a-dire que les Lex Tertia :
actions de deux corps I’un sur Iautre sont toujours égales et de direction énoncé de Newton
opposée. »

Cette loi est illustrée par les deux expériences de la figure 10.8 qui montrent
que F'~2 = —F*~! ou F'~? représente la force exercée par le systeme 1 sur
le systeme 2.

Systeme 1 0,2 fgvm\; ﬂmwgi
. P o
f 1 o I
Systeme 2
+ - + -

- Fi-2

Fig. 10.8 Action = Réaction : F>~! = —F'~2,

Pour donner un énoncé plus général de la troisiéme loi, considérons un
systeme § formé de N points matériels. La force F agissant sur le point
matériel P, de S peut étre décomposée en deux contributions (fig. 10.9) :

e une force intérieure F™ dont Iorigine est entierement a I'intérieur du
systeme ; Forces intérieures et

e une force extérieure FJ*' dont I'origine est (en partie) a I’extérieur du forces extérieures

systeme.

Ainsi, par définition, les forces intérieures ne dépendent que de I’état du
systéme.

Fig. 10.9 Forces intérieures et extérieures agissant sur le systéme formé de 3 points
matériels dont I’interaction mutuelle est représentée par 3 ressorts.

Sil’on admet que toutes les forces intérieures sont des forces a 2 corps, c’est-  Principe de
a-dire, que pour tout point matériel P, de S, la force intérieure sur P, est égale superposition
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Forces a n corps

a la somme des forces exercées sur P, par chacun des autres points matériels
Pgde S indépendamment, soit

FM=> e (10.8)
B#a

ot la force FP~* exercée par P4 sur P, ne dépend que de I'état (position,
vitesse) des points P, et P, alors la Lex Tertia implique

DN aSS I I

a o B#a I<a<fEN

et

Y OP, AFM=Y%">"0P,AF'7" =

o BFa

_! > 0P A(FFTH ) =0,

1Sa<BN

Généralisant ce résultat, nous énoncerons la 3° loi de la mécanique newto-
nienne sous la forme suivante.

A tout instant, et quel que soit le mouvement du systéme, le torseur des
forces intérieures est équivalent a zéro :

S FM=0 et Y OP AFM=o0. (10.9)

Cet énoncé a une portée plus générale que celui de Newton car il n’est pas
limité au cas de forces a 2 corps.

Pour comprendre I’origine des forces & n corps (n > 3), considérons
deux, puis trois atomes, que 1’on assimile a des points matériels. La force
interatomique F 21 résulte des forces entre noyaux et électrons ; comme la
présence d’un troisieme atome modifie le mouvement des électrons dans les
deux premiers atomes, F ™ ne sera pas égale 2 F>~! + F3~!. La force définie
par la différence FI™ — F2~! — F3~1 et appelée force 2 3 corps.

Dans la suite de cet ouvrage, nous considérons uniquement des forces a deux
corps, ce qui est généralement une bonne approximation.

De la 3° loi de la mécanique on déduit deux corollaires importants.

Corollaire 1. Le torseur des forces agissant sur un systéme matériel est
équivalent au torseur des forces extérieures au systéme

> F,=F™ et Y OP,AF,=M (10.10)
o o

olt (F', Mg") sont les éléments de réduction du torseur des forces exté-
rieures.
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Corollaire 2. Etant donné deux systtmes matériels ' et S2, le torseur
des forces exercées par S' sur §2 est égal et opposé au torseur des forces

2 1 L .
exercées par S sur §°, Principe de I’action
et de la réaction
FS=Ss' ZFsL»a - _ ZFS'-)ﬂ — ___‘FS‘—>SZ
acs! Bes?

M5 =3 OP, AFS = =) 0P, AFS P = —M3~%.
aeS' Bes?
(10.11)

DEMONSTRATION.  En considérant ! et $? comme deux parties du systéme
S U 82, ce corollaire est une conséquence immédiate de (10.9) (appliquée a
S1, 8% et ST U S?) et des propriétés des torseurs.

En conclusion, le torseur des forces exercées par S2 sur S! est équivalent a
une force F2~ ! liée au point O, et un couple M>~ ! ; de méme, le torseur des
forces exercées par S! sur 52 est équivalent & une force F'~? liée au point O,
et un couple M'~2, tels que (4.32)

-2 2—1 -2 2—1 2—1
Fole P70 et M5 = -MET - 0,0, AFF (10.12)

Remarques

o 1l existe des situations o il peut sembler que la troisieme loi soit mise en
défaut. Par exemple dans le systeme Terre-Soleil, le torseur des forces exercées
par le Soleil sur la Terre se réduit a une force unique appliquée en un point
O distinct du centre de masse G de la Terre. Par conséquent, appliquée en
G la force F5~" n’a pas le méme support que FT™3 et le moment résultant
Mé_’T n’est pas nul (fig. 10.10 a). Ainsi si, par erreur, on assimile des objets
étendus a des points matériels, il se peut que les forces entre deux objets ne
satisfassent pas le principe de I’action et de la réaction : les forces n’ont pas le
méme support ! Nous voyons déja apparaitre une condition pour qu’un corps
soit assimilable a un point matériel.

S
O] FsT L M " T P N
FT~$ R ‘ wy Ny y "% N :
T ) o
S
(2) (b) ©

Fig. 10.10 Principe généralisé de I’action et de la réaction : (a) systeme Terre-Soleil ;
(b) systeme dip6le-charge ; (c) systéme aimant-aimant.

Considérons, comme autre exemple, un fusil monté sur le rail & air qui tire
sur une cible également montée sur le rail a air (fig. 10.11 a). On observe une

255



Bases de 1a mécanique newtonienne

Violation de 1a 3° loi

256

Lex Prima :
Principe d’inertie

«action » du fusil sur la cible, ainsi qu’une « réaction » sur le fusil (recul).
Toutefois, pendant un certain intervalle de temps la 3° loi semble en défaut :
on observe une « réaction » avant d’observer I’ « action ». Cependant, la 3° loi
est applicable a tout instant si 1’on inclut le projectile dans la discussion.

o 11 existe des situations o la troisicme loi est véritablement mise en dé-
faut. Considérons, par exemple, la création d’une paire d’électrons par 2y
(fig. 10.11 b) ; I’action du proton sur la paire e* e~ s’effectue des la création de
celle-ci ; par contre, les forces ayant une vitesse de propagation finie, il faudra
un temps fini pour que le proton subisse la force exercée par les électrons. Dans
ce cas, il est nécessaire de faire intervenir d’autres phénomenes (propagation
du photon).

p+. ‘\:/y
LAY

(@ (b)
Fig. 10.11 (a) La 3¢ loi s’applique ; (b) violation de la 3¢ loi.

Comme deuxiéme exemple, considérons deux particules chargées, de charge
q, et g,. Lorsque les deux particules sont en mouvement, il apparait une force
qui s’exprime, dans le cas ol |v| < ¢, par (§ 21.8.4)

m x
Fo? = 0, sv Ao, A ——
4”‘11‘12 2 1 K

et

Ko X
Fol =424 q,v /\[v /\—]
an 1192V 2% P
oi: x2= P2P§ , elt I est une constante (¢yuoc® = 1). Dans ce cas on voit que
F'7e#£ —F7"

10.4 LOIS DU MOUVEMENT POUR LE POINT MATERIEL

10.4.1 Premiére loi de la mécanique

Enongons pour commencer la premiere loi de la dynamique du point maté-
riel sous la forme donnée par Newton.

« Tout corps persévere dans I’état de repos ou de mouvement uniforme en
ligne droite a moins que quelque force n’agisse sur lui et ne le contraigne a
changer d’état. »

En effet, on observe que, quelles que soient les conditions initiales, le mou-
vement d’un point matériel sur la table a air horizontale est rectiligne uniforme
jusqu’au choc au bord de la table.
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Avec le concept de quantité de mouvement introduit au paragraphe 10.2.2 la
premiere loi de 1a mécanique prend la forme suivante.

La quantité de mouvement d’un point matériel reste constante au cours
de I’évolution si et seulement si la résultante des forces qui agissent sur
lui est égale a zéro.

Remarques

e [’ observation d’'un mouvement rectiligne uniforme ou de la conservation de
la quantité de mouvement dépend du choix du référentiel ; Newton en conclut
que la 17 loi n’est vérifiée que dans des référentiels privilégiés, les référentiels
d’inertie. Au contraire, Mach admet que la premiere loi est valable dans tout
référentiel : cette loi fixe alors la condition dite de « forces nulles » (§ 10.4.4).

o Bien que Newton attribue le principe d’inertie a Galilée, ce dernier ne s’inté-
ressait pas a la formulation des lois universelles et le principe d’inertie n’a pas
joué de grand role dans la pensée de Galilée. Descartes fut le premier a formu-
ler le principe d’inertie comme une loi universelle. Il semblerait du reste que
Newton I’ait appris de Descartes et non de Galilée [34].

10.4.2 Deuxiéme loi de la mécanique

Expérience 1. Un point matériel est suspendu a un dynamometre. La position
d’équilibre est £, (fig. 10.12 a).

(@) (b)

N

Fig. 10.12 Point matériel suspendu & un dynamometre : (a) cas statique ; (b) cas
dynamique.

Si nous prenons une condition initiale (x,, v,) arbitraire (fig. 10.12 b), nous
observons 1’évolution

x(t) — £y = Acos(wt + 8) (10.13)

ol w est une constante indépendante des conditions initiales. Nous avons ainsi
I’accélération

a(t) = ¥(t) = —a’ (x(t) — £) . (10.14)

Dans le cas statique (fig. 10.12 a), il suit de la 1™ loi que la résultante des
forces appliquées sur le point matériel est nulle. Dans le cas dynamique, en
vertu de la définition du dynamometre, la force supplémentaire F exercée par

Premiére loi de la
mécanique

Référentiels d’inertie

NEWTON Isaac
(1642-1727)
Mathématicien,
physicien et astronome
anglais
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le ressort (qui est donc égale a la résultante des forces appliquées) s’exprime
au moyen de I’élongation du dynamometre :

F=—k(x —{y.
En introduisant cette expression dans (10.14), on obtient
k
F()=|—]a(®). (10.15)
w
F~a En conclusion, cette expérience montre qu’a tout instant ¢ I’accélération

est proportionnelle a la force.

Expérience 2. Considérons I’expérience de la figure 10.13 effectuée sur la
table a air horizontale, avec le point matériel de I’expérience 1 et un fil souple.

Fig. 10.13 Mesure au moyen d’un dynamometre de la force agissant sur un point
matériel en rotation.
Cette expérience montre que pour toute valeur R, il est possible de réaliser
Mouvements un mouvement circulaire uniforme de rayon R. De plus, on observe, pour
circulaires  ces mouvements circulaires, que la force exercée par le dynamometre est
proportionnelle 4 2R, ol § est la vitesse angulaire ; on constate en outre que
le coefficient de proportionnalité s’identific au coefficient k /w? de (10.15).
Sachant que ’accélération du point matériel est donnée par (5.59) a =
——92Rer (pour le mouvement circulaire uniforme que nous discutons), et que
le fil modifie la direction de la force sans changer Iintensité, on arrive a la
F ~a conclusion que le vecteur force est proportionnel au vecteur accélération, oi
le coefficient de proportionnalité est une propriété caractéristique du corps.
Ces expériences conduisent a introduire une nouvelle grandeur.

La masse d’inertie m d’un corps est définie par le facteur de proportion-
nalité entre la force et I’accélération.

On peut poser On arrive ainsi a la relation bien connue
F =ma
ol F = ma. (10.16)

m = masse d’inertie . .
Ayant introduit les grandeurs fondamentales «longueur», «temps »,

«masse » et « force », la masse d’inertie apparait comme une grandeur dérivée
d’unité [m] = [F}[L} !{T}?. Dans le systtme d’unités (m, s, kg, kgf), cette

unité est le grave, ¢’est-a-dire 1 grave = 1 kgf m™' s2.
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Si I’on effectue & nouveau les expériences 1 et 2 avec des points matériels m proportionelle
de masse M (= quantité de matiere) différente, on observe que w? et 2R sont a M
proportionnels a M. Par conséquent, I’observation montre que la masse d’iner-
tie m et la masse quantité de matiére M sont deux grandeurs proportionnelles.

Cette conclusion étant fondamentale, effectuons encore les expériences sui-
vantes pour la vérifier.

Considérons tout d’abord deux points matériels de masse (= quantité de
maticre) M, et M, = nM, sur lesquels agissent respectivement les forces F;
et F, = nF, constantes (fig. 10.14).

M,

o B "
Lo Xy
;M2=an F2=nF1 i F2=nF1

RYY el
(=0 i

Fig. 10.14 Mesure de x(r) et a(t) pour deux masses M| et n M| subissant les forces F
etnk,.

En prenant les mémes conditions initiales pour M, et M,, on observe que
x, (1) = x,(1), c’est a dire qu’a tout instant, a, (1) = a,(¢). En conséquence

F. nkF M m m
—2—_——'=nml=—2ml et —L=-2
a; a, a, M, M, M,

Une expérience similaire peut étre réalisée sans qu’il soit nécessaire de mesurer
la force. Considérons deux points matériels reliés par un ressort (fig. 10.15).
Initialement, le ressort est comprimé au moyen d’un fil et les deux points sont
au repos; a U'instant ¢ = 0, on coupe le fil. On observe I’évolution &,(¢) =
x, (1) — x(l) et &, (1) = x,(¢) — xg.

Fig. 10.15 Etude du mouvement de deux masses M | et M, reliées par un ressort.

De la relation F = ma appliquée aux deux masses, et de la troisiéme loi
F'22(ty = —F>>'(t),ona

m E (1) = —m, &,(D).

m

Par ailleurs, I’expérience montre que i cste
s N My Ny donc
M E () =—M,§&(@), dol E_ ﬁz 017 em
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point matériel

En conclusion, la masse d’inertie est proportionnelle a la masse quantité
de matiére, soit m = kM, ol k est une constante indépendante du point
matériel qui ne dépend que des unités choisies.

Nous pouvons alors modifier le choix des unités de sorte que k = 1 et, de
cette maniére, égaler « masse d’inertie » et « masse quantité de maticre ». Nous
avons alors

F = Ma. (10.18)

Ayant introduit les grandeurs fondamentales «longueur», «temps» et
«masse », la relation F = Ma fait apparaitre la force comme une grandeur
dérivée, d’unité [F] = [M][L}[T]2 : c’est I'intensité d’une force qui donne
une accélération de 1 [L][T]~? 4 une unité de masse. Dans le systeme MKSA,
Punité de force est le newton :

IN =1kgms™2 et 1kgf=9,80665N. (10.19)

Newton exprime la deuxieme loi sous la forme suivante « Les changements
qui arrivent dans le mouvement sont proportionnels a la force motrice et se font
dans la ligne droite dans laquelle cette force a été imprimée. »

On remarquera que Newton n’exprime pas la deuxiéme loi sous la forme
« populaire » F = Ma, mais sous une forme plus générale qui restera valable
en mécanique relativiste (chap. 21).

En introduisant le concept de quantité de mouvement p (§ 10.2.2), la
deuxieme loi prend la forme :

La dérivée par rapport au temps de la quantité de mouvement d’un point
matériel est égale a la résultante des forces qui agissent sur lui :

dil;p(t) =F@t) on F@t)= ;Fa(t). - (10.20)

Remarques
o Contrairement a ce que pouvait dire Kirchoff (et beaucoup d’autres), nous

avons montré que la relation F = ma n’est pas une définition de la force mais
I’expression d’une loi expérimentale.

e [’équation de Newton p = F permet de calculer la force si I’on connait
I’évolution du point matériel ; c’est, par exemple, le cas dans I’étude du mou-
vement des plangtes.

Inversement, supposons que 1’on connaisse la force en fonction du temps ;
par intégration de #, a #,, nous obtenons

P(tl)—Po=/lth(t) ol p,=p(,) (10.21)

0
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puis, par intégration de 7, & ¢, on trouve I’évolution

x<’1)—xo=/ldt€;(nt—) ol x5 = x(fy). (10.22)

0

En conclusion, la donnée de (x, p,, ;) et F(z) détermine univoquement
I’évolution temporelle. Ainsi, (x,, p,) définit I’état du point matériel a
Pinstant 1 : ce sont les conditions initiales.

Dans les ouvrages techniques, la grandeur [ dr F(r) est parfois appelée
t P

« impulsion » ; cette terminologie porte a confusion car en physique I’impul-
sion est une généralisation de la quantité de mouvement (§ 22.1.5).

En général, la force a I’instant ¢ est définie par une fonction qui dépend de
I"état du point matériel et du temps, soit ¥ = F(x, p, t) et

F(t) =FxQ@), p(t), 1). (10.23)

Par exemple, pour une particule de masse m et de charge g, en présence d’un
champ électrique E(x, ) et d’'un champ magnétique B(x, ¢), la force due 4 ces
champs est donnée par

Fx, v, t)=¢qlEx, 1) +vABx, 1)]. (10.24)

Dans ces cas, I’évolution temporelle est décrite par les équations du mou-
vement

d

—Xx = L 3 équations scalaires
dt m

d , . -
P = Fx,p,t) 3 équations scalaires.

Nous avons ainsi un systéme de 6 équations différentielles du 1" ordre pour
les 6 variables (x, p). Si la fonction F(x, p, t) n’est pas singuliére, il y aura
une solution et une seule x = x(t),p = p(t) telle que x(t;) = x,, et p(t,)) = p,,
(Appendice D).

10.4.3 Théoréme du moment cinétique pour un point matériel
Considérons un point matériel en mouvement par rapport & . 7.

On appelle moment cinétique L, par rapport au point O la grandeur
vectorielle définie par

Lo=xAp (10.25)

ot x = OP est le rayon vecteur du point matériel : ¢’est le moment par
rapport 3 O du vecteur quantité de mouvement. L, est un vecteur axial
de dimension [Ly] = [MI[LP[T1".

Evolution temporelle

Définition du
moment cinétique

261



Bases de 1a mécanique newtonienne

MACH Ernst
(1838-1916)
Physicien autrichien

Référentiel d’inertie
= référentiel de
Galilée

Point de vue de
Newton

262

Théoréme du moment cinétique

Pour tout point O fixé dans le référentiel

d
o Ly,=M, (10.26)
o M, = x AF est le moment par rapport 2 O de la force (totale) agissant

sur le point matériel.

DEMONSTRATION. De p = mx etp = F on obtient

dL = d(x/\ y=xAp+xAp=xAF

Remarques

¢ On voit que la vitesse aréolaire introduite en cinématique (§ 6.5.2) est €gale
au quotient L, /2m.

e Pour un point matériel, les équations (10.20) et (10.26) ne sont pas indépen-
dantes.

10.4.4 Référentiel d’inertie

Comme nous I’avons déja remarqué, les lois de la mécanique sont des
lois qui permettent de décrire le mouvement. Elles supposent donc le choix
préalable d’un référentiel. Le point de vue traditionnel, hérité de Newton,
suppose qu’il est possible de définir a priori un systéme isolé (un corps assez
loin de toute matieére pour qu’il ne subisse aucune force). La premiére loi
ne peut alors s appliquer que dans des référentiels privilégiés, les référentiels
d’inertie. L’énoncé du premier principe prend alors la forme suivante.

11 existe des référentiels privilégiés munis d’une régle et d’une horloge
appelés référentiels d’inertie ou référentiels de Galilée, par rapport aux-
quels tout corps isolé est au repos ou animé d’un mouvement rectiligne
uniforme.

11 découle de la discussion du chapitre 9 que si.#2 est un référentiel d’inertie,
alors tout référentiel .2, en translation uniforme par rapport a .72, est égale-
ment un référentiel d’inertie.

Ainsi, selon le point de vue newtonien, la premiére loi définit les référentiels
d’inertie, référentiels par rapport auxquels la deuxieme loi est applicable.

Toutefois, I’ingénieur aujourd’hui a souvent I"occasion de regarder (si ce
n’est de vivre) I'expérience des cosmonautes observant le mouvement recti-
ligne uniforme des objets qu’ils se lancent A I’intérieur de la navette spatiale.
Le point de vue moderne, hérité de Mach (§ 10.6.2), autorise le choix de la
navette comme référentiel. Dans ce cas les cosmonautes peuvent conclure, de
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leurs observations et de la premiére loi de Newton, qu’il n’y a « aucune force »

agissant sur les objets qu’ils se lancent, ou, plus exactement que « la résultante

des forces (inconnues) agissant sur les objets est nulle ». Au contraire, dans la

tour de contrdle sur Terre, on observe un mouvement accéléré de ces objets et

I’on peut affirmer qu’ils sont soumis a la force gravifique exercée par la Terre.

Par conséquent, si I’on adopte le point de vue de Mach, selon lequel tous les  Point de vue de
référentiels sont acceptables, il faut admettre que le concept de force, comme Mach

le concept d’accélération, dépend du choix du référentiel et que la premiére loi

est une définition des conditions dans lesquelles la force est nulle :

Quel que soit le référentiel .22, la résultante des forces agissant sur un
corps est nulle si le mouvement de ce corps est rectiligne uniforme par
rapport 4.%2.

Nous reviendrons au paragraphe 10.6.2 sur I’importance conceptuelle, théo-
rique et pratique, du point de vue de Mach. L’ approche newtonienne a pour elle
I’avantage qu’ayant élu certains référentiels au titre de référentiels d’inertie, il
est possible de donner une liste exhaustive des forces pouvant agir sur le corps
en mouvement (chap. 12). C’est le point de vue qu’il est conseillé d’adopter
lors d’un premier contact avec ’application des lois de la mécanique.

Essayons alors de mettre en évidence un référentiel privilégié, par rapport Recherche d’un
auquel I’action de I’extéricur puisse étre négligée. Pour ce faire, nous allons  référenticl d'inertie
procéder par approximations successives.

Le plus commode serait de prendre le référentiel 1ié 4 la Terre et de considé-
rer que I’action de I’extérieur du systeme terrestre est négligeable dans I’étude
des mouvements a la surface de la Terre; apres tout, c’est a partir de ce ré-
férentiel que Galilée, Descartes et Newton sont arrivés au principe d’inertie.

En premiére approximation, ce sera effectivement le cas : le laboratoire peut

étre considéré comme un référentiel d’inertie pour I’explication de beaucoup

de phénomenes et les observations seront généralement en accord avec les pré-

dictions théoriques. Dans cette approximation, un point immobile a la surface .22, = laboratoire
de 1a Terre a une accélérationa; = 0. a =a),

Cependant, une observation plus soignée de la chute des corps (« déviation
vers ’Est») (§ 15.5.3), de la rotation du plan d’oscillation d’un pendule
(Foucault, 1851) (§ 15.5.4), du mouvement des courants atmosphériques, de
I’érosion des rives des grands fleuves, ... montre que les lois de Newton ne sont
pas vérifiées par rapport au référentiel Terre.

Dans une deuxiéme approximation, nous pouvons choisir comme référentiel
d’inertie le référentiel géocentrique. Par rapporta ce référentiel, la Terre tourne . #2, = Référentiel

autour de I’axe des poles avec une vitesse angulaire 2 = 7,29 - 10775~ géocentrique
(§ 9.7.3) et un point immobile a la surface de la Terre a une accélération @, = @) 4,
a,, dirigée vers I’axe de la rotation, d’intensit€ a, = QZRT cosA = 34.

1072 cos A ms™2, ol A est la latitude du point en question et R est le rayon
de la Terre.

A partir de ce référentiel, il est possible d’expliquer les observations qui
étaient en contradiction avec les prédictions obtenues dans le référentiel du
laboratoire ; mais I’application des lois de Newton conduit & la conclusion que
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le mouvement de la Lune devrait donner naissance a une marée par jour, alors
que I’on en observe deux.

Dans une troisiéme approximation, nous sommes conduits a prendre le réfé-
rentiel de Copernic . Par rapport a ce référentiel, le centre de la Terre effectue
une révolution autour du Soleil en une année, ce qui correspond a une vitesse
angulaire w, = 1,99-1077s™! (§ 9.7.3) et un point immobile 2 la surface de la
Terre a une accélération supplémentaire a,, dirigée vers le Soleil, d’intensité
a; = w?R = 5,910 ms™2 ob R est la distance Terre-Soleil. Ce fut I'un
des grands succes de la théorie de Newton que d’expliquer le phénomene des
marées a partir de ce référentiel.

L’analyse du déplacement des raies spectrales par effet Doppler conduit en-
suite a considérer dans une quatriéme approximation que le centre de gravité du
systéme solaire n’est pas immobile, mais qu’il effectue un mouvement circu-
laire autour du centre de notre Galaxie. La période est de 250 millions d’années
et ce mouvement conduit & une accélération supplémentaire a,,, dirigée vers le
centre de la galaxie, d’intensité

~ ~ 2 2 20 ~ 0
a4=ij4=(m) 3.10°=2.107""ms 2.

Le plus souvent, on s’arrétera a cette approximation. Toutefois, 1’effet Doppler
montre que notre Galaxie est en mouvement par rapport au centre du groupe
local, qui lui-méme est en mouvement par rapport 4 d’autres amas de galaxies,
qui elles-mémes... Heureusement, a chaque approximation, les corrections
I’accélération deviennent de plus en plus petites !

Théoriquement, si 'on suppose que la quantit€ de matiere de 1’Univers
est finie, nous pourrions définir le référentiel d’inertie de notre Univers a
partir du théoréme suivant : «II existe un référentiel et un seul par rapport
auquel le torseur des quantités de mouvement est nul », (Par rapport a ce
référentiel, la quantité de mouvement et le moment cinétique de 1'Univers
seraient nuls.) Au contraire, si I’on suppose que la quantité de matiére est
infinie, on pourrait choisir le référentiel par rapport auquel I’expansion de
I’ Univers apparait isotrope. Grace aux mesures trés précises du satellite COBE
sur le rayonnement fossile, reliquat du Big Bang initial, il a été récemment
possible de mettre en évidence un tel référentiel.

Expérimentalement, on dira qu’un référentiel est un référentiel d’inertie
si les lois de Newton sont vérifiées, a la précision des appareils de mesure,
dans I'étude des phénoménes considérés.



Illustrations

10.5 ILLUSTRATIONS

10.5.1 Pendule mathématique plan

Le pendule mathématique est constitué d’un point matériel P, de masse m,
attaché a I’extrémité d’un fil mince, de longueur £ et de masse négligeable, dont
I’autre extrémité est fixée a un point O immobile (fig. 10.16).

Si le fil est souple, on a la condition | O P | < £ (¢’est aussi la situation de
la figure 10.16 ¢) ; si le fil est rigide la condition | O P | = £ est satisfaite a tout
instant et dans ce cas le systeéme est holonéme a deux degrés de liberté (c’est
aussi la situation de la figure 10.16 b). La force T exercée par le fil (tendu) est
tangente au fil ; cette propriété — que nous avons vérifiée expérimentalement
dans le cas d’un fil souple immobile - est une conséquence des équations
générales de la dynamique (chap 11) et de ’hypotheése que le fil est de masse
négligeable. (Dans le cas des figures 10.16 b et c, T est parallele 2 OP s’il n’y
a pas de frottement.)

(a) (b) ©

Fig. 10.16 (a) Pendule mathématique ; (b) point matériel dans un anneau ; (c) point
matériel a I'intérieur d’une sphere.

Nous voulons tout d’abord trouver les conditions initiales pour que Ie
mouvement du point matériel soit plan, puis étudier I’évolution et la tension
dans le fil, lorsque I’on choisit ces conditions initiales.

Ayant choisi la Terre comme référentiel d’inertie, on remarque que les seules
forces agissant sur P sont le poids F, supposé constant, dirigé vers le bas
(§ 6.2.1), et la force T exercée par le fil, ou T = T,e, avec la condition 7, < 0
dans le cas d’un fil souple.

Les équations du mouvement sont données par I’équation de Newton (10.20)
et le théoréme du moment cinétique (10.26). Du théoréme du moment cinétique

d

d—tLO:x/\(F+T), (10.27)
et des conditions sur les forces F et T, il vient

d

—L,=rF e Nne._.
dt (6} z%r z

Par conséquent, 4 Ly, =0, etdeladéfinition de L, on obtient

v

Lo, = mr’sin®8 ¢ = mr sin® 6, ¢,. (10.28)

Pendule de
radiesthésiste

Mouvement plan

Théoréme du
moment cinétique
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Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement soit dans un
plan vertical (¢ = 0) est que ¢, = 0.

En conclusion, le mouvement de P sera plan si la vitesse initiale v, est
nulle ou dans le plan vertical contenant OP; = x,,.

Supposons pour commencer que r = |OP| = £ et que le mouvement est
plan. Le systéeme est alors holonéme a 1 degré de liberté. Nous choisissons
comme variable I’angle 9.

De ma = F + T et r = £, on obtient en coordonnées polaires
—mh* = Fcosd + T, (10.29)
mef = —F sin6. (10.30)
11 découle de (10.30) que le mouvement de divers pendules de méme lon-
gueur £ ne dépend que du rapport F/m. Les expériences de Galilée et de
Newton ayant montré que le mouvement est indépendant du poids et de la sub-

stance du pendule, on en conclut que F/m est une constante g indépendante
du point matériel et que la force de pesanteur est donnée par la relation

F=mg. (1031)
Nous avons par conséquent
~me6* = mgcosh + T, (10.32)
= —%sin@ (10.33)
et du lemme fondamental (§ 6.3.4), on déduit la constante du mouvement

2 8 o 8
100 - Leoso =k (=16} - J cos ) - (10.34)

Analyse qualitative du mouvement

Effectuons une analyse qualitative du mouvement d’équation (10.33) en sui-
vant la méthode décrite au paragraphe 7.4.2. Nous avons

W HUEG) =K avec U@®) =~ cosd (10.35)

et comme 36% = K — U(6) > 0, il est facile d’esquisser Iallure des orbites
associées a différentes valeurs de K (fig. 10.17).
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U@)=- < cos 6

Fig. 10.17 Orbites du pendule plan.
1l découle de (10.34) que K > —g/¢ :

o K=—-= Pour cette valeur, § = 2k, k entier, et § = 0 : ce sont
les points d’équilibre stables. Equilibre stable

. —% < K < = Le mouvement est périodique, oscillant entre 6, . ou

14
cosd_, = ——K. (10.36)

&
Dans ce cas, on parle de mouvement de libration. Libration

Lorsque 6 augmente, on ad = +/2(K — U(®)). Par
ailleurs la période T du mouvement étant le double du
temps nécessaire pour allerde 8, , = -6, a6 ., on
obtient

+9,mx 1
=2 / . (10.37)
cos@ + Jeost + LK K

o K=+= 1l y a plusieurs mouvements possibles : soit 8 = (2k +

D, k = entier, et § = 0 : ce sont les points d’équi-

libre instables ; soit le pendule évolue vers la position Equilibre instable
verticale qu’il atteint a + = oo, en tournant dans le sens

défini par le signe de 90. La courbe définie par les orbites

associée a cette valeur de K est appelée séparatrice.

g p . N .
e K > = Le pendule effectue des révolutions completes, soit
dans un sens, soit dans 1’ autre ; ¢’est un mouvement pé-
riodique, de période Rotation

V4 7 |
T = —/ P (10.38)
28 Jx ,/cos@+§K

Dans ce cas, on parle de mouvement de rotation.
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Mouvement au voisinage des points d’équilibre
1. Au voisinage de & = 0, on asin8 = 0 et la linéarisation de (10.33) donne
b= —%9. (10.39)

C’est un mouvement oscillatoire harmonique (sect. 6.5), de période T =
27 /€/g ; les orbites sont des ellipses.

2. Au voisinage de @ = 7, on introduit ¢/ = 6 — 7. Dans ce cas, § = ' et

sin@® = —. La linéarisation de (10.33) donne

V= +§w. (10.40)
D’ou
0@ = yocoshaor + P sinhar,  w= /8 (10.41)
0 w V4
et
L2 Loty =k - %. (10.42)

Au voisinage de § = m, les orbites sont des hyperboles si K > g/, et
les droites 8 = *w(@ — m) si K = g/£. Dans ce dernier cas, on aura

V() = Yyes.
Cas des fils souples

Si la liaison est réalisée par un fil souple, il faut vérifier si la condition 7, < 0,
nécessaire pour que r = £ est satisfaite. De (10.32) et (10.34) on tire

£
T =—-mg (3 cosf + 2—K) . (10.43)

8
Si K < 0,nousavons |0 | < w/2etT, = —mg(3cosh —2cosf_, ) < 0;au
contraire, si K > 0, la condition 7, < 0 n’est satisfaite que pour K > %% Par

conséquent, si0 < K < %%, le point matériel tombe en chute libre dés que
cosf = i% ﬁK .

Remarque

L’équation (10.34) implique

o
A [ (K + §cos9),
dt V4

soit

¢ do
t=+ f } (10.44)
9()

/2 (K + %0059)
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Si le pendule est [aché sans vitesse de la position initiale 6,, on peut exprimer
cette intégrale au moyen de fonctions tabulées. En effet, de

d6 2g/€ \/cosb 6,
—_— —C
T v2g/t 0s 6,

etde cosd = 1—2sin? %, on obtient pour toutt € [0, T/4],ou T estla période
du mouvement,

t_1 Z/‘eo do
"E/_
& Jo sinz%—sinzg
y 2 2

Introduisons la variable ¢ définie par

AR
31n2—sm2 s @

(10.45)

9 . G
cos§d9 = ZSm? cospdy

2 0 00

7
270 .
— = S1In — COS .
2 y ¢

sin — — sin
2

On obtient alors

\/? 72 dy /7
(@ = < / = [ P&, o) (10.46)
& oo \/1 — sin? i 8

2
— sin
5 4
. .0, o . . S
ol k = sin 5 et F(k, @) est I’intégrale elliptique de premiere espece.

10.5.2 Centrifugeuse

Une centrifugeuse est un systéeme qui se compose d’un tube tournant a
vitesse angulaire £2 constante, autour d’un axe vertical avec lequel il fait un
angle o constant (fig. 10.18 a). Etudions I’évolution d’un point matériel P de
masse m se déplacant sans frottement & ’intérieur de ce tube.

".

(a) (b)

Fig. 10.18 (a) Masse m se déplagant sans frottement a I’intérieur d’un tube tournant
autour d’un axe vertical et entrainé par un moteur M ; (b) orbites (Les valeurs r négatives
correspondent a8 = 7w — o)
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Le systeme est holondme a un degré de liberté. Ayant choisi comme référen-
tiel le laboratoire, les forces agissant sur le point sont le poids mg et la réaction
R du tube. L’absence de frottement se traduit par la relation R - x = 0 ou
x = OP. Comme nous avons les contraintes ¢ = 2 et = @ ouw — «, il est
naturel de choisir les coordonnées sphériques. On prendra cependant 8 = « et
r 2 0. Avecla conditionR-e, = R, = 0,’équation de Newton ma = mg +R
s’écrit, en coordonnées sphériques (§ 5.5.5),

m(i — rf2%sin’ o) = —mgcosa
m(—r2*sina cosa) = R, (10.47)
m2r$2 sina) = Rw

d’on

P =r2%sin’a — gcosa. (10.48)

Du lemme fondamental (§ 6.3.4) on tire une constante du mouvement,

1i% = 1r?2%sin*a + rgcosa = K,

que I’on peut écrire sous la forme

2 -
121 <r.Q sina — Qtflna) =K. (10.49)

Si K # 0, les orbites dans 1’espace de phase (r, /) sont des hyperboles
(fig. 10.18 b); si K = 0, les orbites sont d’une part les droites

r'::t(r.Qsincx— g )
2 tana

et d’autre part le point (r, r = 0) ol

gcosa

r=——-—. 10.50
22sin’a ( )
Le point (r, 7 = 0) est un point d’équilibre instable (fig. 10.18 b).
Pour résoudre (10.48), on I’écrit
F=(r—r)2°%sin’a (10.51)

et on introduit la variable £ = r — r. On obtient alors
é =& 2%sin o

dont la solution est

£(1) = §,cosh (2 sinar) + SF’ sinh (2 sin 7).
2sina

On trouve finalement r(¢), 7 (1) et, de (10.47), la force inconnue R(r).



IHlustrations

10.5.3 Points matériels reliés par un fil

Un point matériel P de masse m, sur la table & air horizontale, est relié par
un fil mince de longueur £ & une masse m, astreinte a se déplacer verticale-
ment (fig. 10.19). Nous voulons analyser les mouvements possibles et trouver
la tension dans le fil.

R
- (r,/—v A
of - Fime
83‘ f:l
]
mg

Zi

Fig. 10.19 Point matériel soumis a une force F = Fe,.

Nous considérons le systéme comme formé de deux sous-systémes auxquels
nous appliquons les lois de Newton. La table & air étant choisie comme réfé-
rentiel, les forces sont mg, m, g, 1a force R exercée par la table, et les forces F
et F|, exercées par le fil sur les masses m et m |, qui sont paralleles au fil et de
méme intensité.

Le fil impose la contrainte |OP | + |OP, | = £ et, pour la masse m, nous
avons la condition z = 0.

Le systéme est holonome a deux degrés de liberté. Les coordonnées polaires
(r, €) s’imposent par le fait que &' = Fe, et I'équation de liaison s’exprime
par la condition

2y =4L0—r soit I, =-r. (10.52)

Des équations de Newton, on tire

pourlamassem : ma=F + R + mg,

pour lamasse m; : ma, =F, +mg.
De R = Re, (pas de frottement) et
=0, F=Fe, F =Fe, o0 F <0,

nous tirons R + mg =0 et

ma = Fe, (10.53)
mz, = F+mg. (10.54)

Equation
de liaison

Equation de Newton
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De I’équation (10.53) il découle que le mouvementde P estcentral et ’onen
déduit une premiére constante du mouvement, soitr*6 = C. L’ équation radiale
du mouvement de P, soit m(¥ — r6?) = F, devient alors

2
m(w-%>=F. (10.55)
-

En utilisant I’équation de liaison (10.52) I’équation du mouvement de P,
(10.54) devient

mji=—F+mg. (10.56)

Cette derniére équation permet d’éliminer F de (10.55), d’ou
CZ
(m—%m,)f:—m]g—kmr—3 (10.57)

et le lemme fondamental (§ 6.3.4) donne une deuxiéme constante du mouve-
ment :

1 ) 1mC2
sm+m))r +§—r§——+mlgr=E ( = cste). (10.58)

Finalement, on obtient la tension T a partir de (10.55) et (10.57),

mn, Cc?
T=—F= g+—), (10.59)
m—+m, r

ce qui montre que la condition 7 > O est toujours satisfaite.

Analyse qualitative du mouvement

Il nous faut distinguer les deux cas C = 0 et C # 0.

1. Soit C =r26, = 0.
Siry=0cet7y=0,le systeme reste immobile et T=m g. Sinon de (10.57)
ontire (m 4+ m )i = —m, g et le mouvement de P est rectiligne, uniformé-
ment accéléré (excepté en r = 0, o I’accélération change de signe) ; dans
ce cas

T mml

g (sauflorsdes chocsenr =0etr = £).
m+m,

2. Soit C = r26, # 0 (fig. 10.20).

Comme 720 = C, on asignf = sign 6?0 et le point P tourne toujours dans
le méme sens autour de O.

De (10.57) on déduit que le mouvement de P est circulaire uniforme de
rayonr sir, =7, r, =0et

m,g

6, =+ .
0 mr
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Dans ce cas, la tension est constante, égale 4 m, g. Pour d’autres conditions
initiales, r évolue de facon périodique entre r_, et r, .., solutions de

C2
%mr—2+mlgr=E (10.60)

et la tension (10.59) varieentre 7, et T, . .

(a) (b)

Fig. 10.20 (a) Analyse qualitative du mouvement pour C fixé, non nul, et différentes

valeurs de E ; (b) trajectoire de P.

m.g

Petits mouvements au voisinage du mouvement circulaire (f, w=
mr

Pour une valeur fixée de C, et E — U, (¥) < 1 (fig. 10.20), I’amplitude de
(r — r) reste faible et la linéarisation de (10.57) donne

d
4+ m )i = F) = O+ L@ P =
— dr

d’ou

=0
C? _ _ _
= —3m_4 (r —7) = =3ma*(r —7)
r
_ 3m
rt)y=r + Acos(£2t+68) avec 2=
m+m,
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On voit que le mouvement radial est périodique, de période T = 2m/R2.
Dans la méme approximation, 1’équation angulaire 6 = C/r? devient

. C C 2
9:_—2—2—_;(r—f)=d)[l—;Acos(9t+8):|,
r r- r
soit
- 2 /m+mg
() =wt — -,/ —— Asin(2t+6)+ B
r 3m

et

. m+m,
0t =kT)—-6(t=0)=2kn,] —.
3m

Par conséquent, pour presque toutes les valeurs de m et m| le mouvement
de P n’est pas périodique (fig. 10.20 b).

10.5.4 Systemes intégrables et application de Poincaré (idée)

On a vu qu’un systeme a un degré de liberté, pour lequel on connait une
constante du mouvement, est résoluble par quadrature ; de méme un systéme
a deux degrés de liberté, pour lequel on connait deux constantes du mouve-
ment, est résoluble par des quadratures (§ 10.5.3). De fagon générale, on peut
démontrer qu’un systéme hamiltonien (sect. 22.5), a k degrés de liberté, pour
lequel on connait k constantes du mouvement « indépendantes », est résoluble
par des quadratures : on dit alors que le systeme est intégrable [35]. Dans le
cas d’une force centrale, on a un systeme a 3 degrés de liberté et 3 constantes
du mouvement « indépendantes » (§ 13.1.2).

Ueff

A CYE m,gr

»

("H].l\( [:)

Fig. 10.21 Orbites pour E fixé et différentes valeurs de C.

Les systémes intégrables sont les plus simples, mais presque tous les
systémes mécaniques qui sont intéressants pour le physicien ne sont pas inté-
grables. L’étude des systemes non intégrables est trés complexe. Pour donner
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une idée de I’approche actuelle de la mécanique, reprenons I’exemple inté-
grable du paragraphe 10.5.3 que nous avions étudié en fixant la constante des
aires C et en prenant différentes valeurs de E (fig. 10.20). Comme dans les
systémes non intégrables, 1’énergie est toujours une constante du mouvement,
nous allons reprendre (10.58) mais en considérant maintenant les évolutions
associées a une valeur fixée de E et différentes valeurs de C (fig. 10.21).

On a représenté sur la figure 10.22 deux orbites dans I’espace de phase
(r, r, 6) associées a une valeur fixée de E.

orbiie pertodigue

(@)
Fig. 10.22 (a) Orbites pour E fixé ; (b) application de Poincaré : T'.

En identifiant les points 8= 0 et = 2, ’orbite est une courbe sur la surface
définie par ’ensemble des états caractérisés par une méme valeur de E et C
(fig. 10.22). On dit que le sous-espace de I’espace de phase R* = {(r, 7, 6, é)}
défini par les valeurs E et C est un sous-espace « difféomorphe »!, 4 un tore,
invariant par I’évolution ; ¢’est une propriété générale des systemes intégrables.
Pour une valeur de E fixée et différentes valeurs de C (fig. 10.21), on obtient
ainsi une série de tores emboités (fig. 10.23).

POINCARE Henri
Mathématicien frangais
(1854-1912)

arbite
pertodigue

orbite non periodigque
Fig. 10.23 Orbites pour E fixé, C variable : tores emboités.

L’étude de I’évolution s’effectue au moyen de ’application de Poincaré ;
c’est I'application T : R? — R? définie sur la section (r, ¥, § = 0) associée
a E, ot I'image par T de (r, r) est le point ol I’orbite de conditions initiales
(r, 7, 6 = 0) recoupe le plan & = 27 (fig. 10.22). Si le mouvement de P n’est
pas périodique, les courbes de la figure 10.21 coincident avec celles engendrées
par les itérés T"(r, F),n = 0, 1, 2, ..., de I’application de Poincaré : ce sont
les points ot I’orbite coupe la section 6 = 0 (mod 27).

A titre de comparaison, la figure 10.24 montre I'image correspondante a un
systéme non intégrable, a 2 degrés de liberté (on connait une seule constante du

!'C’est-a-dire obtenu par déformation continue d’une « chambre 2 air de camion ».
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Chaos

Equations du
mouvement

mouvement, I’énergie E) : ¢’est le modele de Hénon-Heiles [36], introduit pour
étudier le mouvement d’une planéte dans une galaxie. Comme dans I’exemple
précédent, le plan de la figure 10.24 représente une section dans I’espace
de phase associé a une valeur donnée de 1’énergie. Les courbes « fermées »
(fig. 10.24 a) représentent, comme précédemment, I’intersection de différentes
orbites avec la section en question. Au contraire, I’ensemble des points, qui
semblent distribués au hasard, représente I’intersection d’une seule orbite avec
cette section (fig. 10.24 b).

En conclusion on observe que, pour certaines valeurs des parametres
définissant le systéme, I’évolution dépend tres fortement des conditions
initiales et les points sur la section de Poincaré apparaissent distribués
de maniére entiérement aléatoire : on constate ainsi |’ apparition de chaos
dans un systéme purement déterministe.

(a) ()

Fig. 10.24 Section de Poincaré pour deux valeurs de E.

10.5.5 Mouvement central en présence de frottement

Etudions 1’effet d’une force de frottement proportionnelle a la vitesse sur
un satellite de masse m décrivant une trajectoire « presque » circulaire autour
de la Terre; cela signifie que ’on considére des conditions initiales telles
que le mouvement serait circulaire en 1’absence de frottement. (On néglige le
mouvement de la Terre autour du Soleil.)

Prenons le référentiel géocentrique et un systeme d’axes liés au centre de la
Terre. Nous savons que la force exercée par la Terre sur le satellite est égale a
—mer‘zer oux = OP =re, (§6.7.1). On suppose que la force de frottement
est de la forme —Av o1 A est une constante positive, trés petite si le satellite est
a haute altitude.

L’équation de Newton et le théoréme du moment cinétique impliquent

m
ma=—xTr—2er—Av

d
ZLO =x A (—Av)
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d’ou

A X
lo=—"Ly et Ly =¢ ' Ly(0). (10.61)

dt

En conséquence, le mouvement est plan et, en coordonnées polaires, nous
avons

rig = rg@oe m
(10.62)
. A

F—rg? = x_;. - —r

r
d’ott
I TR S
r rr m

Pour une trajectoire « presque » circulaire, les conditions initiales sont telles
que r362 = %y, d’o

A A
P+ li=2T (ro . 1)
m r r
Si (A\/m) <« 1, alors # est de I"ordre (A/m)?, i est de I’ordre (A/m) et en

premiére approximation la solution a la forme

LY
r(t) =rpe “m,

En introduisant cette expression dans (10.62), on tire

. . A
0(r) = 6,e’m’,

d’ou
~ m . 3Lt
6ty = S-XGO (e m— ])
et
-%
N A6
r@ =ry |1 +3——
mBO

Remarquons pour terminer, que 1’on obtient pour la vitesse scalaire

: L
lo(r) | = V2 + 7262 Z rifyetn’.

Ainsi, contrairement a ce que I’on aurait pu naivement croire, la vitesse
scalaire augmente sous 1’effet du frottement. Cette accélération est évi-
demment due a la force de gravitation. Nous voyons d’autre part que
I’évolution dépend de la masse 7, mais elle n’en dépend que par le rap-
port A/m.

’évolution dépend
de la masse
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10.6 EPISTEMOLOGIE

10.6.1 Masse, masse et masse en mécanique newtonienne
et accélération terrestre

Dans la définition de la masse-quantité de matiere M, la balance a été
utilisée uniquement pour choisir I’unité de masse de la substance X ; la masse
M est ensuite définie par la condition d’extensivité.

On introduit également la notion de masse pesante M* définie pour n’im-
porte quel systéme matériel par comparaison avec les multiples de la masse
étalon au moyen d’une balance a plateau. Cette définition est basée sur le fait
expérimental que le rapport de deux poids est indépendant du lieu, ¢’est-a-dire
que

P x) M

= 10.63
Pyx) M ( )

ou P;(x) est le poids du corps i au point x a la surface de la Terre.

Au contraire, la masse d’inertie m est définie sans référence a 1’ attraction
terrestre par la relation entre force et accélération, F = ma.

Nous avons vu par ailleurs que I’observation de la chute des corps avait
conduit Galilée a conclure que le mouvement des corps, en chute libre a la
surface de la Terre, est uniformément accéléré, d’accélération g, indépendante
du corps (§ 6.2.1). Si’on admet que la force de pesanteur n’est pas modifiée
par le mouvement (sect. 15.5), il découle de la deuxieme loi que le poids P est
proportionnel 4 la masse d’inertie, soit

P=mg. (10.64)

Par conséquent,

i

Px) M}
P(x) M} m,

et les observations de Galilée montrent qu’il est possible d’égaler la masse
d’inertie et la masse pesante (avec une précision relative de 107!), d’oit

M=m=M" (10.65)

Rappelons que Newton commence par introduire le concept de masse-
quantité de matiére qu’il identifie a celui de masse d’inertie. A partir de
I’observation du mouvement des pendules, il arrive ensuite 2 la conclusion ex-
périmentale que le rapport | P | /m est indépendant du corps (§ 10.5.1) et il écrit
dans les Principia : « Je désigne la quantité de matiére par les mots de corps
ou de masse. Cette quantité se connait par le poids des corps car j’ai trouvé
par des expériences trés exactes sur les pendules, que les poids des corps sont
proportionnels a leur masse. » Ces expériences sur les pendules permettent de
vérifier I’équivalence de la masse d’inertie et de la masse pesante avec une
précision relative de 1073, Nous reviendrons 2 la section 15.6 sur ce résultat
expérimental qui est I’un des plus importants de la mécanique.
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10.6.2 Mouvements absolus ou relatifs : Newton ou Mach

Aujourd’hui, le principe d’inertie nous est si familier que nous I’admettons
comme une vérité a priori évidente. Pour en apprécier le contenu, il faut ce-
pendant souligner qu’il résulte d’une abstraction intellectuelle remarquable,
conclusion d’une réflexion qui a porté sur plusieurs siecles. En effet, ce prin-
cipe est contraire aux observations journaliéres, observations ayant conduit les
Grecs 3 .énoncer 1’antithése de ce principe, ¢’est-a-dire « le mouvement cesse
des que cesse la cause qui lui a donné naissance ». Pour Kant (1747), il existe
deux sortes de mouvements, ceux qui cessent apres un certain temps et ceux qui
persistent. Aujourd’hui, nous disons qu’il existe des mouvements irréversibles
(typiques de la thermodynamique) et des mouvements réversibles (typiques de
la mécanique).

Remarquons aussi que du point de vue mathématique, la premiere loi ap-
parait comme cas particulier de la deuxieme; toutefois, du point de vue
conceptuel, il n’en va pas de méme. En effet, comme nous I’avons vu au pa-
ragraphe 10.4.4, selon le point de vue newtonien, la premiére loi définit les
référentiels d’inertie, référentiels par rapport auxquels la deuxiéeme loi est ap-
plicable ; au contraire, selon le point de vue de Mach, la premiére loi définit la
condition de « force nulle » (§ 10.4.4). En conclusion, quel que soit le point de
vue adopté, la premiére loi précéde la deuxieme et n’en est pas un simple cas
particulier.

Point de vue de Newton

Les lois de la mécanique sont des lois qui décrivent le mouvement. Elles sup-
posent donc le choix préalable d’un référentiel, d’une régle et d’une horloge.
La premiére loi affirme que, ayant fait ce choix, le mouvement d’un corps sera
rectiligne uniforme si le corps n’est soumis a aucune action extérieure.

Si, comme Newton, on admet qu’un corps loin de toute matiére est un
systéme isolé, il est évident que la premiére loi ne peut pas étre valable par
rapport a tout référentiel. En effet, si le corps est isolé, il n’y a aucune action
de Vextérieur ; par ailleurs, si le mouvement est rectiligne par rapport 4.2, il ne
peut pas 8tre rectiligne par rapport 2.42' si.#2' est en rotation par rapport 4.2,

En conséquence, Newton admet I’existence d’un espace et d’un temps ab-
solus (sect. 1.4) et considere les lois du mouvement comme des lois relatives
a un référentiel immobile par rapport a I’espace absolu. On remarquera que
la distinction entre « mouvement vrai » et « mouvement relatif » cause des in-
quiétudes a Newton qui écrit : « Il faut avouer qu’il est tres difficile de connaitre
les mouvements vrais des corps. Cependant il ne faut pas désespérer.. »

Pour préciser la distinction entre les concepts absolus et relatifs, il dira :
« Les effets par lesquels on peut distinguer le mouvement vrai du mouvement
relatif sont les forces qu’ont les corps qui tournent pour s’éloigner de I’axe de
leur mouvement ; car dans le cas du mouvement circulaire purement relatif les
forces sont nulles et dans le mouvement circulaire vrai et absolu elles sont plus
ou moins grandes. »

Pour illustrer son propos, Newton utilise I’expérience d’un vase rempli d’eau
que ’on met en rotation par rapport aux étoiles fixes. L’eau, initialement
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immobile, se met progressivementen mouvement jusqu’a ce que toute la masse
d’eau soit « dans un repos relatif au vase », et la surface — initialement plane
— devient parabolique. Pour un observateur immobile par rapport au vase,
« I’ascension de I’eau vers les bords du vase marque effort qu’elle fait pour
s’éloigner du centre de son mouvement et on peut connaitre et mesurer par cet
effort le mouvement circulaire et absolu de cette eau ». Selon Newton, si, au
lieu de faire tourner I’eau par rapport aux étoiles fixes, on faisait tourner les
étoiles par rapport au vase, la surface de I’eau resterait plane.

Le méme raisonnement permettait d’expliquer I’aplatissement de la Terre
par le mouvement de rotation autour de I’axe des pdles.

En conclusion, pour Newton, le concept de force est un concept absolu,
permettant en particulier de distinguer entre les mouvements vrais et les mou-
vements relatifs. On remarquera cependant que dans cette discussion, Newton a
considéré uniquement des référentiels accélérés les uns par rapport aux autres.

Remarques

e Newton admet qu’un corps loin de toute mati¢re est un systéme isolé. Au-
Jourd’hui on justifie cette hypothese en se basant sur le fait que les interactions
fortes et faibles ont une portée de I’ordre du Fermi ; les interactions électroma-
gnétiques ont une portée effective trés petite parce que les corps sont neutres ;
finalement, la quatrieme force fondamentale, soit la force gravifique, décroit
comme 2 et est environ 10736 fois plus faible que les autres.

e Comme nous I’avons établi au chapitre 9, il suit des axiomes non relativistes
que les accélérations relativement & deux référentiels A2 et #2, en translation
uniforme ’un par rapport a I’autre, sont identiques. Ainsi, en admettant que
les masses d’inertie sont les mémes dans.#2 et.%2', on conclut que si les lois de
Newton sont valables dans.#2, alors elles le sont aussi dans .2, et les forces ne
sont pas modifiées. On exprime ce résultat en disant que les lois de Newton et
les forces sont invariantes par rapport aux transformations de Galilée, ¢’ est-a-
dire qu’elles ne changent pas de forme lorsque I’on passe d’un observateur a un
autre, animé d’un mouvement de translation uniforme par rapport au premier :
c’est le principe de la relativité de Galilée appliqué au point matériel. Il répond
en partie aux questions posées dans le chapitre 9 ; nous y reviendrons dans le
cas général au chapitre 15.

Point de vue de Mach et origine de la masse d’inertie

Trois questions se trouvent au centre des réflexions d’Ernst Mach :
o La notion d’accélération absolue a-t-elle un sens objectif ?
o Quelle est I’origine de I'inertie ?
» Pourquoi la masse d’inertie est-elle identique & la masse pesante (ou gravi-
fique) ?
Mach commence par souligner le fait que seule I’accélération relativement
au reste de I’Univers a un sens. « D’aprés moi, il n’existe somme toute qu’un

mouvement relatif et je n’apercois a cet égard aucune distinction entre la
rotation et la translation.
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Une rotation relativement aux étoiles fixes fait naitre dans un corps des
Jforces d’éloignement de I’axe ; si la rotation n’est pas relative aux étoiles fixes,
ces forces d’éloignement n’existent pas... Pouvons-nous fixer le vase d’eau de
Newton, faire ensuite tourner les étoiles fixes et prouver alors que ces forces
d’éloignement sont absentes ? Cette expérience est irréalisable, cette idée est
dépourvue de sens, car les deux cas sont indiscernables I’un de ’autre dans la
perception sensible. Je considére ces deux cas comme n’en formant qu’un seul
et la distinction qu’en fait Newton comme illusoire. »

Ainsi, contrairement a Newton, Mach considére que le mouvement n’a de
sens que relativement aux étoiles fixes et il postule qu’il n’est jamais possible
de négliger I’action du reste de I’Univers sur un corps. Si I’on adopte ce point
de vue, il n’existe pas de systeme isolé et I’énoncé de la premiere loi met en
&vidence non pas I’existence d’un espace absolu, mais uniquement le fait que la
notion de force est une notion relative, liée a celle de référentiel : si par rapport
.72 le mouvement est rectiligne et uniforme, alors ) F, = 0 relativement
a.#2; si le méme mouvement est accéléré par rapporta.#2, alors ), F, # 0
relativement & .42,

En conséquence, I’énoncé de la premiére loi ne fait pas appel a des référen-
tiels privilégiés, mais postule que I’action du reste de I’Univers sur un corps
peut apparaitre nulle dans un référentiel (oi1 I’ Univers apparait au repos), et non
nulle dans un autre référentiel (out I’Univers apparait accéléré). Par analogie,
nous savons que la force magnétique peut apparaitre nulle dans un référentiel
et non nulle dans un autre.

L’expérience fondamentale de la gravitation ayant montré que la « masse
d’inertie » est proportionnelle & la « masse gravifique », Mach considere en-
suite que la masse d’inertie résulte de {’interaction gravifique du systéme avec
le reste de I’Univers.

En effet, Ia force gravifique a [a méme forme que la force électrique entre
deux charges au repos
MMy

L= 0t (10.66)
r2

|-G e
dme, r

ol M}, M; sont les masses gravifiques et g, g, les charges électriques. Si la

charge ¢, est accélérée, d’accélération a, il apparait une force supplémentaire

sur la charge immobile g,, de la forme

1
4192 |_c12_| oll ¢ est la vitesse de la lumiére (10.67)

Fl=— 1%
dmey, r ¢
c’est-a-dire une force qui décroiten 1/r.
Par analogie, Mach postule qu’une masse M} d’accélération @ engendre une
force supplémentaire sur une masse M| immobile, de la forme
MMy |a
|F|=G—‘—2¥. (10.68)
r

[

Considérons alors le référentiel . #2 par rapport auquel I’Univers est au repos ;
un point matériel soumis a une force F a une accélération a ol

F = ma, m = masse d’inertie.
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I’observateur

Par ailleurs par rapport au référentiel .22’ lié au point matériel, le point
matériel est immobile et par conséquent la résultante F” des forces agissant sur
ce point doit &tre nulle. Par rapport a.#2', I'Univers est accéléré d’accélération
a’ = —a et si I’'on admet I’hypothése (10.68), il apparait dans .2’ une force
supplémentaire due a 1’accélération des masses dans I’Univers. Nous avons
ainsi

! - 4 —_ /
F=0=F+ FUnivers = ma + FUnivers
ol
* 1
4 o ’ * J - I _
FUnivcrs_aM Z G K a = —a.
. r C
a€Univers o

Une estimation grossiére montre que le coefficient entre parenthéses est de
I’ordre de 1, ce qui implique

0=(m—-—M"a soit m=M"

Ce résultat suggére qu’il est effectivement possible de considérer la masse
d’inertie comme résultant de 1’action gravifique de I’Univers sur le point ma-
tériel.

Mentionnons pour terminer que, pour Newton, la force centrifuge que res-
sent un observateur dans un référentiel tournant (voiture dans un virage), est
une force fictive qui provient d’un mauvais choix du référentiel et n’a pas
d’origine physique. Pour Mach, ¢’est une force réelle qui a pour origine le mou-
vement accéléré de 1’Univers par rapport a I’ observateur.

Einstein a donné le nom de principe de Mach a cet ensemble d’idées pro-
posées par Mach. Ce principe I’a séduit et 1’a conduit a élaborer sa théorie de
la relativité générale, c’est-a-dire la théorie de la gravitation. Ainsi, ’approche
de Mach est fondamentale du point de vue conceptuel (elle correspond au prin-
cipe d’objectivité selon lequel les lois de la nature ne doivent pas dépendre du
choix arbitraire du référentiel introduit pour décrire les phénomeénes) et théo-
rique (développement de la relativité générale). De plus, c’est la seule approche
satisfaisante puisque, comme nous I’avons vu, I’expérience ne permet pas de
mettre en évidence un référentiel d’inertie. Finalement, cette approche est utile
a I'ingénieur qui, par exemple, I’ utilise pour le calcul des problémes de balis-
tique de portée supérieure au kilometre, pour lesquels le mouvement de rotation
de la Terre n’est plus négligeable.

Il faut remarquer que ce principe de Mach n’est pas universellement re-
connu. Aujourd’hui, I’espace-temps vide n’est plus I’équivalent du néant, mais
au contraire le siege de phénomenes trés complexes (création et annihilation
de « particules »...). En outre, on admet que la matiére agit sur I’espace-temps
pour définir la géométrie et réciproquement, la géométrie agit sur la matiére
pour définir le mouvement; la gravitation est ainsi un effet géométrique i€ a
la présence des masses dans I’Univers.
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Conclusion

Comme nous I’avions déja suggéré au paragraphe 10.4.4, la discussion
de cette section montre que 1’on peut adopter I’un ou I’ autre des points de
vue suivants :

e le point de vue de Newton qui considere la force comme un concept
absolu, en supposant I’existence de systeme isolé, et selon lequel les lois
de la mécanique ne sont valables que dans certains référentiels appelés
référentiels d’inertie ;

e le point de vue de Mach qui considére la force comme un concept
relatif et pour qui les lois du mouvement sont valables dans n’importe quel
référentiel.

10.7 PROBLEMES

10.7.1  Lacorde d’un arc exerce une force de 15 kgf lorsqu’elle est tendue
de 70 cm. En admettant que la force est proportionnelle au déplacement, quelle
sera la vitesse initiale d’une fleche de 25 g 7 Quelle est la portée maximale ?

10.7.2  Un train de masse M arrive contre un butoir avec une vitesse v
(fig. 10.25). Sachant que la voie fait un angle & avec ’horizontale et que le
butoir exerce une force | F | = k8 + ¢8> lorsqu’il est comprimé d’une longueur
8, quelle sera la compression maximale ? (k et ¢ sont des constantes positives).

Fig. 10.25

10.7.3  Un point matériel de masse m, se déplagant sur la droite horizontale
Ae |, estlié a un ressort exergant une force F = —kxe,. Le point, initialement
immobile en x = 0, estalors soumis a une force supplémentaire F(t) = F(t)e,
qui agit pendant I’intervalle de temps [0, T]ou T = m./m/k. Déterminer
I’amplitude finale des oscillations dans les deux cas suivants :

1. F(1) = F, tel0, T

t
2. F(t) = F07 rel0, T
(Pour résoudre I’équation différentielle, voir le paragraphe 7.3.4.)

10.7.4 Deux étoiles de méme masse M ont un mouvement circulaire de
rayon R autour de leur centre de masse G. Quelle est la vitesse des étoiles ?
Etudier le mouvement d’un corps de masse m (m < M) se déplagant sur la
droite contenant G, perpendiculaire au plan de la trajectoire des étoiles, c’est-
a-dire :

Tir a I’arc

Butoir

Ressort forcé

Mouvement a 3
corps
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Formation d’une
molécule

Fil coupé

Cone

1. Esquisser quelques orbites dans 1’espace de phase (x, v).
2. Calculer la période des petites oscillations autour de la position d’équilibre.

3. Calculer la vitesse de libération a partir de la position d’équilibre.

(Le corps n’a pas d’influence sur le mouvement des étoiles ; les forces de
gravitation sont données par la loi (12.1).)

10.7.5  Unatome A est projeté avec une vitesse v, et un paramétre d’impact
d vers un atome B (fig. 10.26). Lorsqu’il se trouve a une distance é de B, il se
lie 2 B pour former une molécule. On admet que B reste immobile et que la
force est FB~4 = —k(r — §)e,, ol k est une constante positive (BA = re,).

Fig. 10.26
1. Esquisser I’orbite dans I’espace de phase (r, r). Comment peut-on trouver
I’amplitude du mouvement ?
2. Calculer la période et I’'amplitude du mouvement dans le cas 4 = 0.

3. Dans le cas ol le mouvementest voisin d’un mouvement circulaire, calculer
la période T, du mouvement radial r(¢). Vérifier que pendant une période
I’atome A a tourné autour de B d’un angle inférieur 4 7. Esquisser la
trajectoire.

10.7.6  On considére le systeme de la figure 10.27.

Fig. 10.27 Fig. 10.28

Calculer la force exercée par le fil AP avant et immédiatement aprés avoir
coupé le fil B P. Calculer cette force lorsque P se trouve au point C.

10.7.7 Un point matériel se déplace sur la surface d’un ¢éne immobile
sous I’action de la pesanteur (fig. 10.28). L’axe du cdne est parallele a g et
I’angle au sommet 2a. Analyser les mouvements de condition initiale ¢, # 0
(coordonnées sphériques) : esquisse des orbites dans I’espace de phase (r, 7) ;
période du mouvement circulaire de rayon R ; période T, de r(t) pour les
mouvements voisins du mouvement circulaire ; quel est I’angle dont a tourné
le point pendant 7, ? Calculer la force exercée par la surface.
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Le point matériel est lancé avec une vitesse horizontale v, d’un point de hau-
teur A,. Calculer les hauteurs maximale et minimale au cours de I’évolution.

10.7.8  Un point matériel est attaché par un fil au milieu d’un tube horizontal
tournant a vitesse §2 constante autour d’un axe vertical (fig. 10.29). Quelle est
la tension dans le fil ? Le fil se casse ; calculer la vitesse du point matériel a la
sortie du tube (en négligeant les frottements). Calculer la force exercée par le
tube.

i 4
m=10g 0 1 i
£2 = 600 t/min o
[=20cm Ul U]
Fig. 10.29 Fig. 10.30

10.7.9  Un point matériel se déplace sans frottement a I’intérieur d’un tube
tournant a vitesse angulaire §2 constante autour d’un axe vertical ; I’angle entre
le tube et I’axe est constant (fig. 10.18). Le point matériel est relié au point O
par un ressort exercant une force ¥ = —kr(1 — r‘3E3)er, ou k et £ sont des
constantes positives.

Vérifier qu’il existe deux valeurs £2, et £2, telles que si £2 < §2, le point
reste au voisinage de I’origine, et si £ > £2, le point part 4 I’infini, pour
toute condition initiale. Esquisser quelques orbites dans I’espace de phase
(r, 7) en considérant les trois cas 2 < 2, 2, < 2 < 2|, 2 > 2,.

10.7.10  Analyser le mouvement d’un point se déplagant sans frottement a
I’intérieur d’un anneau de rayon R tournant a vitesse 2 constante autour d’un
diametre vertical (fig. 10.30); esquisser les orbites dans I’espace de phase;
trouver les positions d’équilibre (par rapport a I’anneau) et la période des petits
mouvements au voisinage des positions d’équilibre.

Centrifugeuse

Valeurs critiques

Anneau tournant
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CHAPITRE 11

DYNAMIQUE DES SYSTEMES MATERIELS

11.1 EQUATIONS GENERALES DE LA DYNAMIQUE
NEWTONIENNE

Considérons pour simplifier un systeme discret formé de N points matériels
P, de masse m, et de vecteur-lieu OP, = x . Le passage a une distribution
continue de masse s’effectuera, comme nous I’avons déja vu avec le centre de
masse, en remplagant les sommes sur « par des intégrales.

De la deuxieme loi de Newton (10.20) et (10.26) appliquée au point matériel
P

a

d

(—l;pazFa ol p,=mu, =12, .. N (ILD
d .

d—tLO“’ =My, ou Ly, =x,Ap,, My,=x,AF, (112)

et de la troisieéme loi exprimée sous la forme (10.10)
NF,=) FM=F™ Y My, =Y M, =M (11.3)

nous obtenons, en sommant les équations (11.1) et (11.2) sur ’indice «,

d t d Xt
- (Zpa) =Fo e (ZLOVQ) = M. (11.4)

Par conséquent, en introduisant les grandeurs extensives quantité de mou-
vement totale p ct moment cinétique total L, par rapport a O, définies par

p=) p. et Lo=) Lo, (11.5)

nous obtenons le théoréme suivant.

Deuxieme loi de
Newton pour un

point matériel

Troisieme loi

Eléments de
réduction du torseur
des quantités de
mouvement
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Théoreme fondamental. Lois générales du mouvement.

Le mouvement de tout systeme matériel satisfait les équations générales
de la dynamique newtonienne

d ext d Xt

E;p-—F et dtLo_Mg (11.6)
ol O est un point fixé du référentiel; (p, L) sont les éléments de 1é-
duction par rapport au point O du torseur des quantités de mouvement
et (F*, Mg") sont les éléments de réduction du torseur des forces exté-
rieures au systeme. En d’ autres termes, la dérivée par rapport au temps du
torseur des quantités de mouvement est équivalente au torseur des forces
extérieures au systeme.

Remarques

o Tout systéme matériel est caractérisé par trois grandeurs extensives, la masse
qui est un scalaire, la quantité de mouvement qui est un vecteur, et le moment
cinétique qui est un pseudo-vecteur.

e Contrairement au cas du point matériel, pour un systéme formé de N points
matériels, les 6 équations scalaires (11.6) sont indépendantes, mais elles ne
suffisent pas pour décrire I’ évolution d’un systéme ayant 3N degrés de libert€ si
N > 2. Cependant, dans le cas d’un solide idéal, nous avons 6 degrés de liberté
et 6 équations du mouvement : I’évolution d’un solide idéal est entiérement
définie par le théoréme fondamental et les conditions initiales.

o Si le systéme est constitu€ de & solides S, ..., S, I’évolution temporelle est
entierement décrite par les 6k équations :

d .
= 80 FCXl—)S, _*_Fmt—>Sr
dtp
r=1,...k (11.7)
d ext—S, int—S,

)
ELO =MO +MO

ou (p&, Lf)')) sont les éléments de réduction du torseur des quantités de

. int-—S int— S oy, L, .
mouvement du solide S, et (F ", M5 ") sont les éléments de réduction

du torseur des forces exercées par les autres solides du systeme sur S.

e Ayant obtenu le théoréme fondamental, on pourra « oublier » la démarche
suivie pour son obtention et I'introduire comme postulat fondamental de la
mécanique newtonienne ; c’est le point de vue adopté dans certains ouvrages.
En particulier, le principe de I’action et de la réaction apparaitra alors comme
conséquence du postulat fondamental.
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En effet, considérons un systtme S formé de deux parties § = §, U S, et
appliquons le postulat fondamental (11.6)a S, S, et S,;ona

d d

S) Xt— S S,—>S (S,) Xt— S, S, S
—p F* | F27 __pz—FC 2 4 Fo172
dt dt
d () ext— S ext—S (S) ) (S,)
Ep =F '+ F 2, pY =p=r 4+ p?

dod  F5%75% 4+ FSi=% = .
De la méme maniére, les équations pour le moment cinétique impliquent

My My T = 0.

o Les équations de la statique, sur lesquelles nous reviendrons au chapitre 16,
sont un cas particulier du théoréme fondamental. En effet, par définition, un
systéme S est en équilibre par rapport au référentiel .72 si la quantité de
mouvement de tout point matériel P, de S est nulle a tout instant.

Par conséquent, S est en équilibre si et seulement si la quantité de mou-
vement de n’importe quel sous-systtme S’ de S est nulle. Les équations du
mouvement (11.6) conduisent ainsi aux lois de la statique suivantes.

e Un systeme S reste en équilibre si et seulement si pour tout sous- Lois de la statique
systetme S’ de § le torseur des forces extérieures a S’ est équivalent
azéro:

vscs Y F*Y =0 et ) x, AFFY =0
o o

o En particulier, un solide reste en équilibre si et seulement si le torseur
des forces extérieures est équivalent a zéro.

11.2 THEOREME DU CENTRE DE MASSE

Le centre de masse d’un systéme fermé évolue comme un point matériel
de masse égale A la masse du systdme, soumis 4 une force égale a la
résultante des forces extérieures au systéme :

Mag=F", oh M=) m, et F =) FX (113
a o
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Mouvement
parabolique du
centre de masse

« grand jeté »

DEMONSTRATION. Conséquence du théoréme fondamental et de la relation
p = Muvg avec M constant.

Remarque. Si la résultante des forces extérieures est une fonction qui ne
dépend que des variables (x;, v, ¢), le mouvement du centre de masse est
univoquement défini par les conditions initiales et le théoréme (11.8). Par
exemple, pour tout systeme isolé le mouvement du centre de masse est rec-
tiligne uniforme ; de méme, le mouvement du centre de masse d’un systeme
matériel chargé, soumis a I’action d’un champ gravifique g et d’un champ élec-
trique E homogenes et constants, est uniformément accéléré, d’accélération
égaleag + (Q/M)E o Q = Y, g, est la charge électrique totale.

Ilustrations expérimentales du théoréme du centre de masse

e Si on analyse le mouvement sur la table a air inclinée de deux corps rigide-
ment li€s, on constate que le centre de masse décrit une parabole (fig. 11.1 a).
En supprimant la liaison a un instant ¢, on observe que le centre de masse pour-
suit la trajectoire parabolique, sans modification.

e La trajectoire parabolique du centre de masse est également mise en évi-
dence dans I’analyse du mouvement du baton de Ia majorette, lors de I’explo-
sion d’un obus, ou dans le cas du plongeur (fig. 11.1 b, c, d).

e C’est cette méme propriété qui est utilisée par le danseur lors d’un « grand
jeté » (fig. 11.1 e) : pour donner I’illusion de flotter, le danseur déplace son
centre de masse par rapport au corps de maniere telle que sa téte ait un mou-
vement rectiligne horizontal.

*&f'.»’ ONES

T Ea
[ -
/

(© (d)

©

Fig. 11.1 Théor¢me du centre de masse.



Lois de conservation de la quantité¢ de mouvement et du moment cinétique

11.3 LOIS DE CONSERVATION DE LA QUANTITE DE MOUVEMENT
ET DU MOMENT CINETIQUE

Par définition, pour un systeme isolé, F*' = 0 et Mg = 0, et les lois de
Newton (11.6) impliquent les lois de conservation suivantes.

Théoréme. Pour un systéme isolé, la quantité de mouvement totale et le
moment cinétique total sont constants au cours de I’évolution temporelle.

Les grandeurs p et L, sont ainsi des grandeurs conservées : ce sont des
constantes du mouvement des équations de la dynamique.

Hlustrations de la conservation de la quantité de mouvement

e Le «fusil» sur le rail et la «mise a feu» forment un systeme isolé
(fig. 11.2 a). Comme p = 0 avant le départ du coup, nous aurons p(z) = 0
pour tout temps ¢ : I’expulsion de la balle, soit v, # 0, imprime un mouve-
ment de recul au fusil tel que m v, + myv, = 0 (phénomene familier avec
I’effet de recul d’un fusil). Nous observons que le « fusil » s’immobilise si la
balle est ensuite arrétée par une cible fixée au fusil. Cette méme propriété sera
mise en évidence par une personne se déplacant sur un radeau (fig. 11.2 b).

Uy
[
N
—

A A SR

A A A A AN A

(@) (b)
vy
8{
- TG, NG
=X A "
Zl(;\«,(, C\
© @ "

Fig. 11.2 Conservation de la quantité de mouvement.

e En concentrant son attention sur le centre de masse G d’un pendule ellip-
tique sur le rail 4 air (fig. 11.2 c et § 14.4.3), on observe que vg  est constant;
¢’est une conséquence du fait que la composante de F ' selon I’axe du rail est
nulle.

o [expérience de la figure 11.2 (d) est effectuée sur la table & air horizontale.
Avant la désintégration de A en deux parties B et C, le mouvement de A est
rectiligne uniforme et p = m,v,. Aprés la désintégration (avec my + m =
m ), on observe que le mouvement du centre de masse n’est pas modifié.

Conservation de la
quantité de
mouvement

« Canon » sur rail &
air ; la cible est fixée
au canon
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En effet la force exercée par la table a air « annule » la force gravifique de
sorte que la résultante des forces extérieures est nulle. Ainsi

P =mv, =mpp +mvc = (Mg +m)v;, et v;=v,. (11.9)

Ilustrations de la conservation du moment cinétique

e En diminuant le rayon du mouvement circulaire (fig. 11.3 a), on observe que
la vitesse angulaire du point augmente et satisfait la relation r2w, = riw, : il
y a conservation de L, car M, = 0, et L, = x A mv = mr?én.

o En mettant la voiture en mouvement sur un plateau mobile autour d’un axe
vertical, on observe que le plateau tourne en sens inverse et qu’il s’immobilise
des que ’on arréte la voiture (fig. 11.3 b). Comme L, le moment cinétique
total (voiture plus plateau), est nul avant la mise en mouvement de la voiture,
et que le moment résultant des forces extérieures est nul, nous avons Ly () = 0
pour tout ¢ : le moment cinétique de la voiture, soit Lg ) = mxAv, est compensé
par le moment cinétique du plateau, soit Lg’ ) = %M R’ (§ 14.1.3), c’est-a-dire
mx Av+ IMR’0 = 0.

e AT

W w
(@ (b)
; @ T
I L
o)
= L=
© (d

Fig. 11.3 Conservation du moment cinétique.

e ] expérimentateur est en rotation sur un tabouret tournant avec les bras ini-
tialement étendus (fig. 11.2 ¢) ; on observe que la vitesse de rotation augmente
lorsqu’il approche les bras du corps et que cet effet est amplifié s’il tient des
halteres a bout de bras. En effet,ona Ly = (}°, m,d?) @ (§ 14.1.1) ou d,, est
la distance de la masse m_, 3 I’axe de rotation ; ainsi en diminuant les distances
d, la vitesse angulaire @ doit augmenter pour qu’il y ait conservation du mo-
ment cinétique. Ce méme effet est utilisé dans la pirouette de la patineuse ou
I’arabesque de la danseuse [57].

e L’expérimentateur immobile sur le tabouret tournant tient une roue, animée
d’un mouvement de rotation autour d'un axe vertical, soit L, = M R’w



Théoréme du moment cinétique

(fig. 11.2 d). On observe qu’en inversant I’axe de rotation, I’expérimentateur
se met en mouvement. En effet, le moment cinétique de la roue sera alors
LgR) = —MR’w ; pour qu’il y ait conservation du moment cinétique, le reste
du systeme (expérimentateur plus tabouret) devra avoir un moment cinétique
LS = 2M R0

o [’horizon artificiel utilisé dans les avions et le guidage inertiel sont basés sur
la conservation du moment cinétique d’un gyroscope équilibré (c’est-a-dire tel  Gyroscope
que MZ' = 0).

11.4 THEOREME DU MOMENT CINETIQUE

Nous allons observer un certain nombre de phénomenes associés au théo-
reme du moment cinétique, phénomenes sur lesquels nous reviendrons par la
suite.

Rappelons le théoréme du moment cinétique (11.6)

Ly = Zxa Am,v,,
o

d . .
—Lo=Mg' ol (11.10)
M =Y "x, AFX,

et O est un point fixe du référentiel.

Bien que déduit trés simplement des lois de Newton (apparemment proches
de I’intuition), le théoréme du moment cinétique n’est pas intuitif. Il est donc
essentiel d’effectuer soi-mé&me une partie des expériences suivantes et en par-
ticulier de jouer avec une roue de vélo.

Illustrations du théoréme du moment cinétique

e Un fil enroulé sur I’axe d’un essieu exerce une force F dont la direction
varie (fig. 11.4 a). On observe que le mouvement de I’essieu va vers la droite
si @ > 6, versla gauche si § < 6, et I’essieu reste immobile si 8 = 6,. En
effet, le moment M s’annule pour 6 = 6, et change de direction.

o Lorsque le moteur de la figure 11.4 b est arrété, la force exercée par le ressort
pour maintenir le support horizontal est ;. On observe que lorsque le moteur
est accéléré, la force F est différente de F;. En effet, le théoréme du moment
cinétique montre que

d )
ELO,ZZ IAwZ(F_E))vd

ou [, est une constante (§ 14.1.1).
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F

(@ (b)

Fig. 11.4 Théoreme du moment cinétique.

dLg

o pointe vers le haut

(a)

&

Le nez «monte» Le nez «descend »

(© (d)

e ®

Avec deux roues
tournant dans des q)
sens opposés c’est  Fig. 11.5 Les symboles 4 ou représentent le couple de réaction exercé par le
plus facile  systéme en rotation sur I’axe.

o Les expériences présentées sur la figure 11.5 (a) et (b) sont réalisées avec
une roue de vélo tournant autour de son axe ; elles permettent de sentir avec les
poignets les conséquences d’une variation de la direction du moment cinétique
(attention a ne pas se faire mal!). Ces conséquences sont technologiquement
importantes (rupture d’un essieun). Les couples indiqués sur la figure sont
ceux ressentis par I’observateur : ce sont les couples exercés par le systeme
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sur I’extérieur. Ces mémes effets conduisent a I’apparition de couples sur un
avion effectuant un virage, couples qu’il faudra compenser par les ailerons;
de méme, en rentrant les roues de I’avion alors qu’elles tournent encore, on
engendre des couples dans les supports ; le méme effet apparait également sur
une moto dans un virage.

e Une roue de vélo tournant rapidement autour de son axe est suspendue & une
corde (fig 11.6 a); on observe que I’effet du poids de la roue conduit a une
rotation de I’axe dans le plan horizontal et non a une chute de Ia roue dans le
plan vertical.

e L’observation montre que la force N exercée par le sol sur une meule peut
atteindre plusieurs fois le poids mg de la meule (fig 11.6 b) ; cet exemple sera
étudié au paragraphe 14.3.1.

(a) (b)

(b)

(c)
Fig. 11.6 Effets gyroscopiques. (©)

e Ce méme phénomene permet de stabiliser un mobile a deux roues au moyen
d’un volant tournant rapidement autour d’un axe support€ par un cadre mobile
(fig 11.6 ¢); le sens de rotation doit étre tel que @ soit dirigé vers le bas.

11.5 PROPRIETES ET THEOREMES DU MOMENT CINETIQUE

11.5.1 Extensivité et théoréme du transfert

Par définition, le moment cinétique L, est le moment résultant par rapport

au point A du torseur des quantités de mouvement : Définition du
moment cinétique
L, =Zxa/\mavu o x,=AP,. au point A
o
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C’est donc une grandeur extensive

LY=Ly s s=Js (11.11)
3 k
Théoréme du  qui satisfait le théoréme du transfert (4.32)
transfert
L,=L,+AB A My (11.12)

car Z myv, =p = Mv; estlarésultante de ce torseur.

o

11.5.2 Référentiel du centre de masse et 1°¥ théoréme de Konig

Considérons un systtme de points matériels P,, de masse m,, que ’on
étudie par rapport au référentiel .%2.

Référentiel du centre On appelle - référentiel du centre de masse S, le référentiel 1i€ au
de masse A2 centre de masse G du systéme, en translation par rapport & .72 (vitesse
d’entrainement v, = vg et @, = 0).

Ainsi, par rapport au référentiel 42" = %2 nous avons

p’:Mv'G=0 (11.13)
car G estimmobile dans.%8;, et M’ = M en vertu de I’axiome 3 non relativiste
(§ 10.2.1).
L, =L si Propriété 1. Dans le référentiel du centre de masse, la quantité de
S =S mouvement du systeme est nulle, et le moment cinétique est indépendant
du point A.

En effet, du théoréme du transfert et (11.13), nous avons pour tout point A :

L, =L.+AGAMv, =L, (11.14)
A G G

L; =L Propriété 2. Pour tout référenticl 92  en translation par rapport 2
42, les moments cinétiques par rapport 3 G évalués dans .72 et .22 sont
égaux :

Lo=Ly si @4 ,,=0 (11.15)

En effet, soitv, = v,/ ,; alors
Ls=) GP,Am,u,
o

= ZGPa Amy (U, +v,)
o
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d’ou, de (4.38),

Ls=L;+ (Zm GP ) Av, =Ly,
En combinant cette 2° propriété avec le théoréme du transfert nous obtenons
L, =AG A Myg + Ly, (11.16)

Cette derniere équation est I’expression du théoréme suivant.

Premier théoréme de Konig. Le moment cinétique L, est égal a la
somme du moment cinétique par rapport2 A de la masse totale concentrée
en G et du moment cinétique Lg; évalué dans le référentiel du centre de
masse.

On appelle moment cinétique orbital, le moment cinétique AG A My du
point matériel obtenu en concentrant toute la masse du systeme au centre de
masse, et moment cinétique intrinséque le moment cinétique évalué dans .2 .

En conséquence, le premier théoréme de Konig s’exprime sous la forme :

Le moment cinétique d’un systéme est la somme du moment cinétique
orbital et du moment cinétique intrinséque.

11.5.3 Théoréme du moment cinétique. Enoncé général

Le théoréme du moment cinétique (11.10) nécessite le choix préalable d’un
point O fixé dans le référentiel 2. Cependant, dans les applications pratiques,
il est souvent utile de considérer le moment cinétique par rapport a un point A
en mouvement.

En outre, du point de vue conceptuel, il n’est pas satisfaisant d’avoir un théo-

reme fondamental qui fasse intervenir explicitement un point O arbitrairement

choisi dans le référentiel. Il serait plus judicieux d’avoir un théoréme faisant in-

tervenir un point du systéme, par exemple le centre de masse. Pour cela, nous

allons généraliser le théoréme du moment cinétique (11.10).

Théoréme du moment cinétique. Quel que soit le point A = A(?)
choisi

%LA+vA/\MvG=MZ’“ (11.17)

d
ol v, =-—0A estlavitesse du point A(#) par rapport auquel on a

défini le moment cinétique L, (¢).

1¢ théor¢me
de Konig

KONIG Johann Samuel
Mathématicien et
physicien suisse
(1712-1757)

Théoréme du
moment cinétique
avec A mobile
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DEMONSTRATION.  Duthéoreme du transfert (11.12) L, = L, +OAAMu;,
et du théoréme du moment cinétique (11.10), avec O un point fixé, on déduit

d d
ZLO: ZLA+UA/\MUG+OA/\M‘IG =M
d’on, de (11.8),

d X
Zi_tLA+vAAMvG =M5' +AO ANF™ = M.

Cas particuliers
i) Si A est le centre de masse (A = G), alors :

d
T Lo =M. (11.18)

ii) Si A est un point de vitesse v, paraliéle a v;, alors :

d
ELA =M. (11.19)
Remarques

e Si.2  esten translation par rapport a.#2 on a selon (11.15)

d

o Ly = Mg, (11.20)
de plus, il est possible d’effectuer la dérivation soit dans le référentiel .42, soit
dans.#2 en translation par rapport .22 (par exemple dans S2s). En effet

d _, d , .
o LG)% = P LG)%’ st @, = 0.

Les équations du mouvement impliquent

, d
Equations mag; =F et o L&) =Mz (11.21)
72,

du mouvement Fog

Ces derniéres équations permettent souvent de décomposer I’étude du mou-
vement d’un systeme en ['étude du mouvement du centre de masse d’une part,
et I'étude du mouvement par rapport au référentiel du centre de masse d’autre
part.
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o Pour le calcul de la dérivée, il est parfois utile d’effectuer la dérivation dans .72 en rotation par
un référentiel. 2 en rotation par rapport a.42 (9.16) et le théoréme du moment ~ rapport 2.2
cinétique devient
d L L Muv, = M 11.22
27 A ”,+w.ﬁ’/.%/\ AT UANMUg =My, (11.22)
o En général, on choisit un point A tel que v, A Mv; = 0. De plus, dans la
mesure du possible, on prend A tel que certaines forces inconnues aient un
moment nul en A.
e Les équations générales du mouvement permettent de préciser le concept de
point matériel.

Un systéme peut étre assimilé a un point matériel de masse M, situé en Point matériel
X, si le torseur des forces extérieures est équivalent a un seul vecteur, lié€
en X, qui ne dépend que des variables (x5, p, 1).

11.6  APPLICATIONS

11.6.1 Cylindre creux roulant sans glissement sur un plan incliné

Comme premiére application, étudions le mouvement d’un cylindre creux
homogene sur un plan incliné, en supposant qu’il y ait roulement sans glisse-
ment.

Fig. 11.7 Cylindre creux roulant sans glisser sur un plan incliné.

Le systéme considéré est le cylindre et le référentiel choisi, le laboratoire.
Les forces extérieures sont le poids Mg et les forces de liaisons inconnues N
et F. La condition de roulement sans glissement implique que le mouvement
est plan sur plan et

%g=—Rw=—R0 (11.23)

olw=we; = 9e3 est la vitesse de rotation du cylindre : c¢’est un systéme a 1
degré de liberté.
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Moment cinétique
d’un cylindre creux

300

Calculons pour commencer L/,, le moment cinétique par rapport au référen-
tiel du centre de masse. Pour un cylindre creux, homogene, de masse M, rayon
R, d’épaisseur négligeable, en rotation autour de son axe, nous avons

Ly=) x, Am,, ., =GP,)
= Zmax; A (@' Ax) (0 = w)
o
= Zma [(x;)zw — (Zw) x|

=Y m,Ro+)» m,lo—(z,0)x,)
o o

= Z m, Ro — Z m,z,w(x e, + y.e,)
[*4 [24
Mais le dernier terme s’annule en vertu de la symétrie par rapport au plan

7z’ = 0; en effet, a tout point P, de coordonnées (x"!, y;, z;) on peut associer
P, de coordonnées (x,,, y,, —z.,). Par conséquent,

c=MRe , (11.24)

Premiére méthode

En utilisant les équations du mouvement (11.21), on a

Mi,=F 4+ Mgsina (F=F)
0=N— Mgcosu (N=N,)
MR*$ = RF

et I’on peut éliminer F en utilisant la condition (11.23), d’otl

X = 3gsina (11.25)

Deuxiéme méthode

Il est possible d’éliminer directement la force inconnue F de I'équation du
moment cinétique, en choisissant comme point A dans le théoréme du moment
cinétique (11.17) le point de contact du cylindre sur le plan. Comme v, = v,
nous avons

d

— L, =AGA M

dr A §
avec

L, = L;+AG A My

) . (11.26)
= LG - RMxGe3
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En introduisant I’hypothese de roulement sans glissement (11.23), et (11.24),
il vient

L, =2MR’o
d’od

2MR*) = —~MgRsine et i, =igsina.

Remarques

e [’accélération (11.25) est deux fois plus faible que celle obtenue lorsque le
cylindre glisse sans rouler en I’absence de frottement (F = 0).

e Nous voyons que pour qu’il y ait roulement sans glissement, il faut que la
force de frottement soit égale a F = —%M g sina. Nous reviendrons sur ce
point au paragraphe 12.5.2.

o Considérons le cas d’un cylindre plein. Pour calculer le moment cinétique
Ly, il faut décomposer le cylindre en tube de rayon r,, d’épaisseur dr et de
masse 8m,,. Par extensivité, on obtient de (11.24)

Ly = IMR. (11.27)
Avec
, . Un cylindre creux a
L, =L;— RMixge, une accélération
supérieure a celle
et la condition de roulement sans glissement (11.23) il vient d’un cylindre plein
L, = MR

d’ou

MR = —MgRsina et  ig=jgsina

11.6.2 Réactions sur ’axe d’un solide en rotation

Cherchons les forces de réaction en A et B lorsque le solide de la figure 11.8
tourne autour de 1’axe AB, a vitesse angulaire @ constante. On négligera les
frottements.
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(a) ()

Fig. 11.8 Disque de rayon R, masse M ; deux masses égales sont soudées a une tige
(de masse négligeable) faisant un angle « constant avec la verticale.

Prenons comme référentiel le laboratoire et comme systeme d’axes le repére
O¢,£,¢, li€ au solide. La condition d’absence de frottement s’exprime par la
relation F, - e; = O et par le fait que les supports A et B n’exercent pas de
couple parallele & e;. De plus, le moment résultant des forces appliquées sur
le systtme étant perpendiculaire 8 AB, il n’y a pas besoin de couple extérieur
pour maintenir @ constant.

Des équations du mouvement on a

d
—p=0C2m+M)g+F, +Fy

dt
d
ELA =(d —d)e, Anmg+ABAF,
ol p=mv, +mv,=m(d —d,)org. (11.28)

Commengons par calculer le moment cinétique L, . Par extensivité du mo-
L, westpas ment cinétique et de (11.27), on obtient en utilisant le théoréme du transfert :
parallele a @ !

Ly=L)+LY + L =
=Ly +LY +A0 Ap + L =
=m(d} +d;) wsina g, + AO Ap + MR’0

avec @ = a)e3.
De (11.28),

AO Np =m(d, —d,)) |AOD|e; Ao NE) =

=m(d, —d,) |AO |w[cosa e; — &]
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et nous obtenons les équations du mouvement

md, —dy)oné =Q2m+M)g+F,+F,
m(d; +d;) osina &, — m(d, ~ d,)) |AO | wé, = (11.29)

= —(d, —d,)mgsinag; + AB A F.

De plus, les vecteurs g, étant liés au solide, la formule de Poisson (8.17)
implique

£ =0NE = —wsinag,, £, =0 NE, = ®WCOSUEy,

ONE, = o

sinade, avec £, =e;NE;,
et (11.29) devient

—m(d, —dz)a)zsincxfp =C2m+M)g+F, +Fy
m(d} + d3) o’ sina cosa + mw’(d, — d,) |AO | sina = (11.30)

= —mg(d, — dy) sina — |AB | F,

ouFy = Fy, l:‘,z. . .
On trouve ainsi les réactionsen A et B :

Fy=—|AB| "' msina [w*(d] +d3) cosa +

, (11.31)
+o’d, —dy) |AO | + gd, ~ dy)] e,
F,=|AB| ' msina [0*d} +d})cosa — w?(d, —d)) | BO | +
+g(d, —dy)le, — 2m+ M)g.
(11.32)

e Si d;=d,, le centre de masse est sur I’axe de rotation et I’on dit que le
systeme est équilibré statiqguement. Dans ce cas, p=0 et la résultante des
forces extérieures est nulle ; on remarquera que les forces de réaction F, et F
sont proportionnelles & w?. De plus le moment des forces extérieures n’est pas
nul.

e Si d,=d, et a=m/2, le moment cinétique est parallele a 'axe de rota-
tion et I’on dit que le systeéme est équilibré dynamiquement. Les forces de
réaction (11.31) et (11.32) sont alors égales aux forces exercées dans le cas sta-
tique : Fy =0,F, = —2m + M)g.

En conclusion, lorsque le systéme n’est pas équilibré, il apparait des
forces de réaction supplémentaires sur 1’axe de rotation. Ces derniéres
étant proportionnelles 2 w?, elles seront trés importantes a grandes vi-
tesses ; elles entraineront des vibrations dans le support et de I’'usure aux
points A et B.

Equilibrage statique :
v; =0

Equilibrage
dynamique : L, / /@
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11.6.3 Seolide en rotation sous I’effet d’une force

Le solide équilibré du paragraphe précédent (d, = d, = d, a = 7/2) tourne
librement autour de son axe. Il est alors soumis & une force constante appliquée
au moyen d’un fil enroulé sur le disque (fig. 11.9). Cherchons le mouvement
et les forces de réaction.

Fig. 11.9 Force constante perpendiculaire 2 AB.

Systéme holondme 2 Le systeme est holondme a 1 degré de liberté et I’on choisit I’angle 6 comme
1 degré de liberté : & parametre. Le théoréme du moment cinétique s’écrit avec (11.16) et (11.27)

d
T LA=ABAFy+APAF avec L, = (3MR* 4+ 2md*) o,
soit (§MR?+2md?)6e, =AB AF, — RFe, — | AO | Fe,

ce qui donne

S uati B} RF
Bquation 5 27—~ et ABAF,=|AO|Fe,.
du mouvement sMR” + 2md

Le mouvement est donc uniformément accéléré et

F, = —wn (11.33)
B |AB| % :

Finalement, du théoréme du centre de masse (sect. 11.2)

d,
d—’;:O:FA+FB+F+(2m+M)g
on obtient
|BO |
F,=—(M+2 — .
A M+2m)g BA| e,
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11.6.4 Pendule physique et tensions internes

Analysons le mouvement d’une tige mince rigide homogeéne OA (masse
m, longueur £), mobile autour d’un axe &, horizontal, en I’absence de tout
frottement (fig. 11.10). Cherchons ensuite la force R exercée par I’axe sur la
tige, ainsi que les tensions en un point C de la tige, c’est-a-dire les €léments
de réduction du torseur des forces exercées par la partie C A sur la partie OC.

R ? R
Wfp_
03477 o
€3 4\
=i
el NG
1
|
N A
mg
&
(2)

(b

Fig. 11.10 (a) Tige mobile autour d’un axe fixe ; (b) chute d’une cheminée.

La tige est un systeme holonéme a 1 degré de liberté et I’on choisit I’angle
6 comme variable. Les forces extérieures sont la réaction R et mg.

Pour appliquer les équations du mouvement

mag = mg + R
d
*d—tLOZOG/\mg

il nous faut commencer par calculer L.

m .
; 2
E xa/\mavazallm E €6rru9£3
= r—0 "

L,

¢
ﬁ[ drr29'£3=%mZ29'£3.
£ 0 . . :

Nous obtenons alors I’équation d’évolution

38 Ging

b= 3
2y

et le lemme fondamental (§ 6.3.4) implique

152 38 _ _
59 —EZCOSQ—K (= cste).

(11.34)

(11.35)

(11.36)

L’analyse du mouvement est donc identique a celle d’un pendule mathéma-

tique (§ 10.5.1), de longueur ¢/ = 2¢.

Tensions

Ok &,¢, liés a latige

Moment cinétique en
O d’une tige mince
rigide

Equation
du mouvement

Lemme fondamental
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La réaction R est donnée par (11.34)
£ . £ .
R=m [-—59281 +59£2—g]
c’est-a-dire, en utilisant (11.35) et (11.36),

£
R =mg [— (%cosf)—i— —K)t:l + 4 sing £Z:|.
&

Contrairement au pendule mathématique, la réaction n’est pas parallele a
£ (saufend =0etd = ).

Pour calculer les tensions au point C, écrivons OC = r et appliquons les
équations du mouvement a la portion (I) = OC.
De

N

r
mIaGI=R+mlg—}—F"_’I ol |0G1‘=§ et my=—r

nous avons
Equation du centre
m ro. ro. m R
de masse pour ——r[——92£1+—9£2:|=R+-rg+Fn !
N £ 2 2 £
le systeme (1)
et

F'™l = 2 (@ =) 6 6, — (& =16 6, + 26 = 1)].

Par conséquent, de (11.35) et (11.36)

2
-1 r 3 4 ¢
F =mg<l—-—£2){[(§+g—_’_—r)0089+§1(]81
¥4
3 .
+ I:Z — m] sin f 82] .

Par ailleurs, comme v est parallele & g, le théoreme du moment cinétique
par rapport a C, avec (14.26), implique

O _ yMro (Dtrans
LC - LC + LC

et
Théoréme du d m m m
moment cinétique T [%7,.39 £, 4+ —rCG, A vc] =COAR-"r ¢, Ag_}_MICl—)I,
pour le systeme (I) d 4 e 2
soit

m . m m
—éz r3é = —rTg sinf 4+ 2—§r2 sin@ + MI™1,
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c’est-a-dire

ol p gl
M7 =M &,

avec
-1 1Moy, ME 2r
MC 2—677"9*’7"51“0 ]——(— =
(11.37)
mg . p (] r)2
=—sinfr(l—-} .
3 ¢
Nous voyons de (11.37) que le moment est maximal en r = £/3. Ce

résultat explique par exemple le fait qu’une cheminée qui s’abat se casse
au tiers de sa hauteur avant de toucher le sol (fig. 11.10b).

11.7 IMPORTANCE DES L.OIS DE CONSERVATION

Comme nous !’avons vu, les lois de conservation de la quantité¢ de mouve-
ment et du moment cinétique ont été établies & partir des deuxiéme et troisieme
lois de Newton. Cependant, ces lois de conservation sont si fondamentales que
les physiciens admettent qu’elles restent valables méme dans les cas ot elles
sembleraient violées, ainsi que dans les cas ont la troisiéme loi est mise en dé-
Sfaur.

Par exemple, I’observation des chocs élastiques

et +e et 4e

a trés hautes vitesses montre que la grandeur m v, +m,v, n’est pas conservee.
Cependant, on observe qu’il y aura conservation de la « quantité de mouve-
ment » si I’on remplace la loi de Newton p = muv par la loi relativiste

m
p=m@)v avec m) = ——t—— (11.38)
1 —v?/c?
et la « masse » dépendra de la vitesse du point matériel. Si v < ¢, ona
m() =my [1 + $v*/c + .1 = m, (11.39)
et nous retrouvons la loi de Newton p = mv. Aujourd hui, on préfere garder
le concept de masse invariante et modifier la définition de la vitesse, soit
. v
p=mgw ol W=-————— (11.40)
1 —v?/c?

ce qui est plus naturel dans le cadre des théories relativistes (chap. 21).

Généralisation de la
conservation de p
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Généralisation de la
conservation de L

PLANCK Max
(1858-1947)
Physicien allemand
Prix Nobel, 1918

Principes
d’invariance et
symétries

Homogénéité de
I’espace =
p =cste

Isotropie de I’espace
N
L, = cste

Homogénéité du

temps =
E = cste
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Par ailleurs, pour que la conservation du moment cinétique soit expérimen-
talement satisfaite lors du choc (e™, ™), on est obligé de supposer que les
électrons possédent un moment cinétique interne, appelé spin, qui s’addittonne
au terme x A p.

Finalement, I’existence de processus d’annihilation tels que

e +et — 2y

et la condition de conservation de la quantité de mouvement et du moment
cinétique nous force 4 admettre que les photons — particules de masse nulle —
posseédent une quantité de mouvement et un moment cinétique. De méme, une
onde électromagnétique de fréquence v a une quantité de mouvement

(ol h est la constante de Planck, ¢ la vitesse de la lumiére et n un vecteur unité),
et un moment cinétique.

L’importance des lois de conservation est liée au fait qu’elles sont intime-
ment associées i des principes d’invariance, ¢’ est-a-dire & des symétries
ce sont les superlois discutées au chapitre 1, sur lesquelles nous revien-
drons 2 la section 22.4.

A ce propos, nous pouvons remarquer que la physique n’évolue pas de
facon continue ; au contraire, ¢’est un perpétuel recommencement qui permet,
en repartant de zéro, de progresser et d’approfondir nos connaissances de la
nature. En effet, il arrive souvent que les conséquences tirées des lois (dite
fondamentales & une certaine époque) deviennent plus fondamentales que les
lois dont elles ont été tirées. C’est le cas des lois de conservation de p, L et de
I’énergie E que nous discuterons au chapitre 13.

La loi de conservation de p est liée & I’homogénéité de Uespace, c’est-a-
dire a I’invariance par rapport aux translations d’espace. Cette propriété affirme
qu’il est possible de translater nos expériences n’importe ou dans I’Univers
et que sous les mémes conditions nous observons les mémes résultats; en
particulier, ceci signifie que les lois de la physique établies sur la Terre sont
valables partout dans I’ Univers.

La loi de conservation de L, est liée a I'isotropie de I’espace, c’est-a-dire
a I’invariance par rapport aux rotations d’espace. Cette propriété affirme qu’il
est possible d’effectuer une rotation de nos expériences et que sous les mémes
conditions nous observons les mémes résultats.

La loi de conservation de I’ énergie est liée a I’homogénéité du temps, ¢’ est-
a-dire a I’invariance par rapport aux translations dans le temps. Cette propriété
affirme qu’il est possible de répéter a n’importe quel moment les expériences
et que sous les mémes conditions nous observons les mémes résultats.

Par conséquent, les lois de conservation de p, L, et E sont liées aux
propriétés géométriques de I’espace-temps.



Problémes

De méme, la loi de conservation de la charge électrique est liée a I’invariance
par rapport aux transformations de jauge (voir cours d’électromagnétisme).

Dans le cadre des théories non relativistes, 1a loi de conservation de la masse
est liée a ’invariance par rapport aux transformations de Galilée [56].

11.8 PROBLEMES

11.8.1 Un anneau est posé sur un cone initialement en rotation libre de  Anneau sur cone
vitesse w; autour de son axe (fig. 11.11). Quelle est la vitesse de rotation finale
w, du systéme ?
Est-ce que le résuitat dépend des frottements qui ont mis I’anneau en rota-
tion ? (Anneau : masse m, rayon r ; céne : masse M, rayon R, hauteur H).

Fig. 1111

11.8.2 Un cylindre (masse m, rayon r) roule sans glisser sur un cylindre  Cylindre sur un
fixe de rayon R. Sachant qu’at = 0, on a6, = Oet 6, = 0, trouver I'angle §, ~cylindre
a partir duquel les cylindres ne sont plus en contact (fig. 11.12).

Fig. 11.12

11.8.3  Une masse m est retenue par une corde enroulée sur la poulie d’un  Poulie avec masse
puits (fig. 11.13). On lache la corde. Trouver I’évolution et la tension dans la

corde. On admettra que la poulie (masse M, rayon R) tourne sans frottement

autour de son axe et qu’il n’y a pas glissement de la corde sur la poulie.
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Molécule soumise a

getE

Solide en rotation
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Moteur sur une
poutre

Fig. 11.13
11.84 Une molécule AB rigide (|JAB| = d, masse m, et mpg, charges
q, = —qp = q) est placée dans un champ électrique E constant perpendicu-

laire & g. Décrire I’évolution du systéme en choisissant les conditions initiales
AB(0) parallele a g, et v,(0) = v5(0) = 0.

11.8.5 Trouver I’évolution du systéme de la figure 11.14 sachant que la
masse m, est lachée sans vitesse initiale. Calculer la force de réaction au point
A etlatension du fil. On suppose qu’il n’y a pas de frottement et que les masses
du tambour, des axes et du fil sont négligeables. (Tambour : rayon R ; a est
constant ; le point C est le milieu de la tige de longueur £ reliant les deux
masses.)

Fig. 11.14

11.8.6 Un moteur permet de monter ou descendre une charge au moyen
d’un céble enroulé sur une poulie solidaire de I’axe du moteur. Le systéme
est fixé sur une poutre encastrée dans le mur (fig. 11.15). La masse totale du
systéme (poutre, moteur, poulie) est M et son centre de masse se trouveen G ;
le moment d’inertie du moteur et de la poulie par rapport a I’axe de rotation
est /. Calculer le moment des forces exercées par le mur sur la poutre : (1) si
la charge est immobile et (2) si la charge est montée avec une accélération a
constante.

Fig. 11.15
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11.8.7  Une masse m est fixée a un ressort dont I’autre extrémité est attachée  Poulie - ressort -
a un fil souple enroulé sur une poulie de rayon R et masse M (fig. 11.16). On  masse

admet que les masses du fil et du ressort sont négligeables et que la poulie peut

tourner sans frottement autour de son axe. Trouver [’évolution temporelile x (¢)

pour les conditions initiales x = 0, x© = ¢, v = 0, v = 0, sachant que

la force exercée par le ressort est F = —k(x — x, — £)e,. Vérifier que le fil

reste constamment tendu au cours de I’évolution.

1 At XA
4
m @ x()
i
Fig. 11.16
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CHAPITRE 12

ANALYSE DES FORCES

L’observation montre que I'action de D’extérieur sur un systeme peut
s’effectuer soit par contact, soit par action a distance. De plus, les forces
peuvent agir soit en un point, soit étre distribuées sur une surface (force de
pression, frottement, tension) ou dans un volume (forces gravifiques, d’inertie,
de Coriolis). Les forces volumiques sont généralement associées a des forces
a distance, tandis que les forces superficielles sont typiquement des forces de
contact. Dans les théories quantiques, les forces a distance seront remplacées
par des forces de contact en considérant qu’elles ont pour origine I’échange de
« particules ».

Pour analyser les divers types de forces, nous considérerons successivement
les cas suivants :

o Forces appliquées : ce sont des forces en principe connues, définies univo-
quement par I’état du systeéme et de I’extéricur.

o Forces de frottement : ce sont des forces de contact qui s’opposent au mou-
vementdu systeme par rapport & un autre systeme (fiuide ou solide). Cependant
ces mémes forces sont, dans bien des cas, celles responsables du mouvement
(celui d’une voiture par exemple). L’étude systématique des frottements ne
peut se faire que dans un cadre plus général, tel que la thermodynamique (il y
aura une variation de température) ou la mécanique statistique (en considérant
les chocs des particules sur le systeéme). Toutefois, il est possible de prendre en
considération les forces de frottement dans le cadre de la mécanique en intro-
duisant des lois phénoménologiques; de telles lois résument un ensemble de
résultats observés sous certaines conditions, mais elles n’ont pas un caractére
absolu et ne sont pas des lois fondamentales.

o Forces de contrainte ou de liaison : ce sont des forces inconnues a priori,
qui apparaissent dans les systémes construits par I’ingénieur et qui imposent
certaines restrictions aux mouvements (surface, rail, articulations, axes, en-
ceinte).

o Tensions internes : ce sont les forces exercées par une partie d’un solide sur
une autre partie et qui assurent la rigidité du solide.

Remarquons pour terminer que, quelle que soit la maniere dont se ma-
nifestent les forces en mécanique, elles sont toutes d’origine gravifique ou

Lois
phénoménologiques
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Loi de la gravitation

Principe
d’équivalence

m*=m
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électromagnétique (§ 3.1.5). Les deux autres forces fondamentales (fortes et
faibles), ayant une portée de I’ordre du Fermi, ne sont pas observables.

12.1 FORCES GRAVIFIQUES

12.1.1 Loi de la gravitation

Avec la mise en évidence du principe d’inertie, le probléme du mouvement
de la Lune et des planetes apparaissait comme une €nigme qui passionnait les
gens au XVII® siecle. Comme nous I’avons vu (§ 6.7.1), Newton résolut ce
probleme en admettant pour commencer que les forces responsables de la chute
des corps et du mouvementde la Lune autour de la Terre ont une méme origine :
I’attraction terrestre. Il postule ensuite que le mouvement des planétes autour
du Soleil est dfi & une force de méme nature que I’attraction terrestre. Ayant
déduit des lois de Képler que la force exercée par le Soleil sur une planete est
une force centrale (sect. 6.5 et 6.6), attractive, inversement proportionnelle au
carré de la distance, il conclut que I’ attraction terrestre est une force ayant ces
mémes propriétés. Cette hypothése ayant ét€ vérifiée (§ 6.7.1), il la généralise
finalement a I’ensemble de 1’Univers.

Loi de la gravitation universelle

Tout point matériel A exerce sur un point matériel B une force attractive,
appelée force gravifique, de la forme (fig. 12.1)
mymy
g Alp - .

FA—-»B—_ Isz X, X =Xg—X,, (121)
ol G est une constante universelle appelée constante de la gravitation, et
m’,, my, sont des grandeurs strictement positives qui décrivent I’intensité
avec laquelle ces corps s’attirent : c’est la masse gravifique. Cette gran-
deur ne dépend ni de I’état du point matériel, ni de I’état de I’extérieur.

A x B
m¥*a pur m¥p
A=B

Fig. 12.1 Force gravifique entre deux points ou deux spheres homogenes.

Dans le systtme international, I'unité de masse gravifique est la masse
gravifique du kilogramme étalon, ce qui, avec (12.1), définit la valeur de G :

G =6,673-107" m3kg~'s2. (12.2)
Les expériences qui avaient permis d’égaler la masse pesante et la masse

d’inertie (§ 10.6.1) conduisirent Newton a égaler la masse gravifique et la
masse d’inertie. Ce principe d’équivalence de la masse gravifique et de la
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masse d’inertie est un principe fondamental de la mécanique, vérifié au-
jourd’hui avec une précision extraordinaire de 107'2. Dans la suite, nous
poserons m* = m et nous reviendrons sur ce point a la section 15.6.

Mentionnons pour terminer que la forme (12.1) n’est valable que pour des
vitesses trés inférieures a celle de la lumiéere ; en relativité générale il apparaitra
des corrections en (v/c)>.

12.1.2 Champ gravifique

Considérons un ensemble de points matériels de masse m , situés a I'instant
t enx, (t). En admettant que les forces gravifiques sont des forces a 2 corps, la
force exercée par les m,, sur un point matériel de masse m, situé au point x a
Pinstant ¢, est donnée par la relation

Fx,.n=-) G——— (x—x,(1). (12.3)
- |x- x(t)]

On écrit cette force sous la forme

F(x, t) = mg (x, 1) (12.4)

N

ou
gx, 1) =—G Z

est le champ gravifigue créé par les masses m,, : ¢’est une propriété de
I'espace-temps qui caractérise la force qui aglraxt Sur une masse unité

située au point x a4 U'instant £. On appelle lignes de champ les courbes

orientées tangentes en chaque point au champ gravifique (fig. 12.2).

\//(//

Fig. 12.2 Champ gravifique.

— (x —x, (1)) (12.5)
|x—x, t!

Champ gravifique

Lignes de champ
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12.1.3 Force gravifique exercée par une sphére

Théoréme de Newton

o La force gravifique exercée par une sphére A homogéne, de rayon R,
centrée a I’origine, sur un point matériel B au point x, est donnée par la

relation
F§ 5= —Gﬂl’f‘-’—%‘ix si |x|>R
x
(12.6)
F¥  =-GZATByx i |x|<R

c’est-a-dire que pour | x | < R laforce est identique a celle exercée par la
portion de la sphere A de rayon |x |, et de centre O.

Force entre deux o La force gravifique entre deux sphéres A et B homogenes, de rayon
spheres R, et Ry, centrées en x,, et xy, est donnée par (12.1) si les sphéres sont
disjointes.

DEMONSTRATION. La démonstration de (12.6) est donnée dans 1’appen-
dice C. La deuxiéme partie du théoréme est une conséquence de (12.6).

12.1.4 Expérience de Cavendish

La loi de la gravitation fut confirmée un siecle plus tard par I’expérience
de Cavendish (1798). Elle consistait 2 mesurer la force entre deux couples de
sphéres en plomb, ayant respectivement 2 et 12 pouces de diametre, au moyen
d’un pendule de torsion (fig. 12.3).

CAVENDISH Henry
Physicien et chimiste
anglais

(1731-1810)

(ID

Fig. 12.3 La force est mesurée par la déviation & du faisceau lumineux entre les
positions I et I1.

Remarque
g~ Nous voyons que les coefficients xg et x; introduits au paragraphe 6.7.1 sont

ng = GMg = 1,327 - 10 m’ s>
(12.7)

#p=GM; =3,98-10"m’s™2
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ol M est la masse du Soleil et My 1la masse de la Terre.
Par conséquent la détermination expérimentale de G par Cavendish permet
de déduire de (12.7), la masse du Soleil et de 1a Terre. Mesure de la masse
du Soleil et de 1a

Terre

12.2 FORCES ELECTROMAGNETIQUES

12.2.1 Forces électrostatiques

Les expériences de Coulomb, effectuées a la méme époque que celles de
Cavendish, ont montré que la force entre deux points matériels électriquement
chargés, immobiles, dans le vide, est une force centrale (§ 13.5.3), attractive ou
répulsive, inversement proportionnelle au carré de la distance.

Loi de Coulomb électrostatique

Toute charge A exerce sur une charge B immobile une force, appelée
Jorce de Coulomb, de 1a forme

1 9.9
| A9B -
= 8B x=x.—x,. (12.8)
A—B 47[ 80 | x ’2 B A
N . . . COULOMB
ol g, est une constante universelle, appelée constante di€lectrique, et Charles-Auguste
g4, gy sont des grandeurs positives ou négatives qui décrivent I’intensité Physicien et

avec laquelle ces corps interagissent : ¢’est la charge électrique, grandeur mécanicien francais
extensive, conservée, indépendante de I'état du point ou de I’extérieur. (1736-1806)

Dans le systéme international, I’unité de charge électrique est le Coulomb,
ce qui définit par (12.8) la valeur de ¢,

=8,99-10°Nm?C~? (12.9)
47‘[80

12.2.2 Champ électrique

Considérons la force exercée sur une charge g, située enx aI’instant ¢, par un

ensemble de charges g, situées en x, (¢). Par analogie avec la force gravifique,
on écrit

Fi@, 1) =qE@x, ) (12.10)
oll Champ électrique
Ba =Y —2  x ) (12.11)

dmey T x ~x, ()|

est le champ électrique créé par 'ensemble des charges {q,}.
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Comparaison des
forces gravifiques et
électriques

TESLA Nikola
Physicien américain
d’origine serbe
(1856-1943)

Champ magnétique
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Remarques

e Le champ électrique s’exprime dans le systéme international en volt par
métre. De (12.10),ona[F] = [Ql[E]et1V =1NmC™.

e Pour comparer les intensités des forces gravifiques et électriques, considé-
rons deux protons a une distance d ’un de I’autre ; nous aurons

| F& | m2~ ~36
|Fél|=4nsOGe—2=10 !

Par exemple, la force gravifique entre deux protons situés 2 une distance de 1 A
estégale en intensité a la force électrique lorsque les deux protons sont éloignés
de 108 m, soit te tiers de la distance Terre-Lune.

Les forces électriques ont une intensité beaucoup plus élevée que les
forces gravifiques. Par ailleurs, les forces électriques sont attractives et
répulsives, phénomene responsable de la stabilité des atomes et de la
matiere.

Finalement, tous les corps observés a I’échelle du laboratoire sont neutres,
c’est-a-dire de charge totale nulle, ce qui explique le fait que cette force nous
soit moins familiere que la force gravifique.

12.2.3 Forces magnétiques et illustration

La force exercée sur une particule chargée, de charge ¢ et de vitesse v, par
un champ magnétique B(x, 1), créé par exemple par des courants, est

F=quAB. (12.12)

Dans le systéme international, 1’ unité de B est le Tesla et 1 Tesla = 10* Gauss.

Illustration

Etudions le mouvement d’une particule de charge g positive soumise a I’action
du champ B créé par un fil rectiligne, parcouru par un courant d’intensité 1
constant (fig. 12.4), sachant que

A A= ﬂI
B, t) = —e,, avec 27 (12.13)
P po =41 - 1077 Ns>C2,

Le systeme est holondme a trois degrés de liberté. De par la symétrie du
probléme, on choisit les coordonnées cylindriques de la particule (p, ¢, 7).
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Fig. 12.4 Champ magnétique créé par un courant dans un fil.

En exprimant I’équation de Newton
ma=quAB (12.14)

en coordonnées cylindriques, on a

.. ) gAzZ
p—p(pzz————— (12.15)
m p
oY+ 2p¢ =0 (12.16)
A
= 12F (12.17)
m p
De (12.16) on obtient une premiére constante du mouvement, soit
p*¢ = C. (12.18)
De (12.17) on obtient une deuxiéme constante du mouvement, soit
A
=802 (12.19)
m R
ou encore
_m s
pe 4A° = R. (12.20)

Finalement, en introduisant (12.18) et (12.19) dans (12.15), on tire

. C? gAN> 1 /p
p=S-(2) Su(%) (1221)

ce qui permet de trouver, par le lemme fondamental (§ 6.3.4), une troisiéme
constante du mouvement

P+ Uy(p) = K (12.22)
avec
C2 qA 0 2 C2
Uer(p) = 7 + (—m— In E) =7 + U(p), (12.23)

Equations
du mouvement

Constantes
du mouvement

Lemme fondamental
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(qA_ pY
U(p)_(zlnﬁ) .

En conclusion, nous avons obtenu trois constantes du mouvement pour un
systéme a trois degrés de liberté : le systéme est intégrable.

Analyse qualitative du mouvement (C = 0, fig. 12.5)

C=0 Nous allons considérer uniquement le cas C = 0, c’est-a-dire ¢, = 0 (la
Ug(p) = U(p) vitesse initiale v, est dans le plan contenant le fil). Dans ce cas, () = g, etle
mouvement de la particule s’effectue dans le plan défini par le fil et la position

initiale. La figure 12.5 montre que si v, # 0, la distance au fil varie entre p .

et p.., ; d’autre part, de (12.19), on voit que la particule se déplace vers le haut

(z > 0) lorsque p > R = p,exp (—(m/(q A))z'o), vers le bas (z < 0) lorsque

p < R.
U
y
,,,,, A 2
K1 . U(p):(q—lnﬁ>
1 ! - p m R
IR l
pr‘l I
(:\~\: p ==K —U(p)
) -0
N>
Z'F‘:
(I 1 _qA P
K = m "R
Vi -0
L
z}:} |
Y | 1
| A
- N -
| p -f
—
Pmin Pmax

Fig. 12.5 Orbites et trajectoires pour K = () (équilibre) et K > Odanslecas C = 0
et R fixé.
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Finalement, de (12.19) et (12.22), on obtient :
dz 3_ig In(p/R)
dp p m K —U(p)

et il est facile de vérifier qu’il y a un « mouvement de dérive » vers le haut,
c’est-a-dire que z(p,,;,) augmente :

A [P 1 R
Az =294 oW/
m Prain K - U(p)
Petits mouvements autour de I’état d’équilibre (o = R, p = 0)

En linéarisant (12.19) et (12.21) avec C = 0 autour de I’état d’équilibre, on  Petits mouvements
obtient :

p=— ﬁ)2L —R) 12.24

p= p” Rz(p (12.24)

;= <ﬂ)l(p_1e) (12.25)
m /) R

ce qui donne par intégration

p(t) = R+ C, cos(£2t 4 8)

z(t) = C,sin(R2t 4 8) + C,
ou

A
Q=22 _9prp (12.26)
mR m

Le mouvement est donc circulaire uniforme de centre (0 = R, z = C,),
de vitesse angulaire £2 et de rayon C; = v,,/52 : les petits mouvements
sont identiques au mouvement d’une particule chargée dans un champ
magnétique B constant, égal 3 B(R)eq) (§ 12.2.4).

LORENTZ Hendrik
12.2.4 Force de Lorentz et illustration Antoon

. . . . Physicien néerlandais
La force exercée sur une particule chargée, de charge g et de vitesse v, par  (1353.1928)

un champ électromagnétique (E(x, t), B(x, 1)) est appelée force de Lorentz ;  prix Nobel en 1902
elle a pour expression avec Zeeman

F=gE+vAB). (12.27)
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Changement de
référentiel

Equation du
mouvement dans .#2’

Solution de (12.31)

322

Ilustration

Soit Oe, e,e; un repere orthonormé li€ au référentiel du laboratoire .#2. Consi-
dérons I’évolution d’un électron (charge g = —e), de vitesse nitiale v, = vye,
soumis a I’action des champs E et B constants ou E = Ee, et B = Be;.

5 AR

U():zl‘:/[f

vo=E/B
1

N
vy = 0

Fig. 12.6 Mouvement d’un électron dans un champ électromagnétique ; O e,e,e, est
un repere orthonormé.

Pour résoudre I’équation de Newton
mv=q(E+vAB) (12.28)

on considere le référentiel.#2” en translation de vitesse # = ue, constante. Les
formules de transformation v = v’ + u, ¥ = ©’, impliquent

' = L((E—uB)e, +v AB). (12.29)
m

Par conséquent, en prenant

E
u=—e (12.30)

nous sommes conduits & résoudre

=30 AB (12.31)
m

avec les données

E
v'(0) = (Uo - E) e, et B=Be,. (12.32)

L’équation (12.31) est I’équation du mouvement d’un électron soumis au
seul champ magnétique B : par un choix judicieux du référentiel nous
avons €liminé le champ électrique.

Pour résoudre (12.31), on remarquera pour commencer que ¥’ - B = 0,
ce qui implique v’ - B = cste = v} - B = 0, en vertu de (12.32), c’est-a-
dire que le mouvement a lieu dans le plan perpendiculaire a B. Par ailleurs, en
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projetant (12.31) sur les axes 1 et 2 et en dérivant ces équations par rapport au
temps, on obtient successivement :

-/ /
V) = tov,

., ; (12.33)
v, = —ov,

oli

W=

%[

(négatif dans notre exemple)

est appelé pulsation cyclotron.

Puis en dérivant les équations (12.33) par rapport au temps,

E
v = —(a))zv’l avec v(0)=v,— —
i) = —(w)*v), avec v,(0)=0
etde (12.33)

,(0) =0, 1,(0) = —ov)(0),
ce qui donne par intégration

v (f) = v(0) cos(wr)
V(1) = — v} (0) sin(wt).

En choisissant ’origine des axes telle que x; = 0, on obtient finalement
I’évolution par rapport a.22’

, 1 E\ .
x = p <v0 — E) sin(wt)

(12.34)
, 1 E
x(1) = - (Uo — E) (1 — cos(wt)).

En conclusion, par rapport 3 .%2’, le mouvement est circulaire uniforme

d R=2
e rayon R = B Y 7 !

Par rapport 4 .72, le mouvement de 1’électron est celui d’un point situé a la
distance R du centre d’une roue (de rayon R, = u/|w]| = mE /(eB?)), qui
roule sans glisser 4 la vitesse u = (£/B)e|. Si vy, = E/B, le mouvement est
rectiligne ; si v, = 0 ou 2E/ B, la trajectoire est une cycloide (fig. 12.6).
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12.2.5 Forces intermoléculaires (ou forces de Van der Waals)

La force entre deux molécules neutres, sans moment dipolaire, est une force
centrale, répulsive a trés courte distance, qui s’annule pour une distance de
’ordre de 1 A et qui est attractive pour des distances supérieures, mais tend
trés rapidement vers zéro avec la distance. Cette force, appelée force de Van
der Waals, résulte des forces électriques entre noyaux et électrons. On utilise
souvent le modéle de Lennard-Jones dans lequel la force s’exprime sous la
forme

2a b~
FA_*B=6[;1—3-——]AB , r=|AB| (12.35)

r’

VAN DER WAALS

Physicien hollandais .
(1837-1923) ol a et b sont des constantes positives (fig. 12.7). C’est un modele et non une

Prix Nobel 1910 loi fondamentale.

o [A] eVl
Hydrogene (H,) | 2,9 | 1,3-107?
Oxygene (O,) 34 | 40-1072

Co, 3,7 19,0107
Air 3,5 3,5-1072
F
~p-i3
Te
r
\/:—7
LENNARD-JONES 6 AN AN . S
=2 ()" ()] st~
(Sir John Edward) ") . [ p P Position d’équilibre, r, = 2"/%0
chimiste anglais
1894-1954 Fig. 12.7 Modele de Lennard-Jones.

Attention ! Les valeurs indiquées sur la figure 12.7 correspondent aux forces
entre deux molécules. Les forces interatomiques, qui assurent la stabilité de
la molécule, sont beaucoup plus élevées. (Dans le cas de la molécule H,, la
distance entre deux atomes est de I’ordre de 0, 74 A, alors quer, =3,2 A.)
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12.3 FORCES DE FROTTEMENT VISQUEUX

12.3.1 Définition

Le frottement visqueux représente [’action exercée par un fluide sur un
solide, action qui s’oppose au mouvement du solide par rapport au fluide.

Considérons un solide en translation de vitesse v dans un fluide immobile et
soit F la résultante des forces exercées par le fluide sur le solide, associées au
mouvement du solide (la force d’ Archimede, force de pression exercée par le
fluide sur le solide immobile, n’est pas incluse dans F).

On appelle force de frottement F™ la composante de F selon v Solide en translation
Ff=_f)d, avec f(v)20.

Si f(v) =0, onditqu’il n’y a pas de frottement.

On peut mesurer la force de frottement en mesurant la force extérieure qu’il
faut appliquer sur le solide pour maintenir v constant, la conditiona = 0
entrainant F* = —F™ (fig. 12.8 a). Une autre méthode consiste & mesurer la
force nécessaire pour maintenir le solide immobile dans le fluide animé d’une
vitesse v, = —v & I’infini, ce qui correspond a un changement de référentiel ;
c’est la méthode utilisée dans les souffleries (fig 12.8 b).

(a) (b)

Fig. 12.8 Mesure de la force de frottement.

12.3.2 Lois phénoménologiques du frottement visqueux

STOKES

. . . (Sir George Gabriel)
L’ observation conduit a la loi de Stokes : Physicien ct
A trés basses vitesses la force de frottement est proportionnelle a la mathématicien irlandais
vitesse relative du solide par rapport au fluide : (1819-1903)
F¥ = —knpv avec v=1v5—v, (12.36)
ol k est un coefficient qui dépend de la géométrie et a la dimension d’une
longueur ; dans le cas d’une sphere de rayon R, k = 6 R. Le coefficient Coefficient de
de viscosité 7 est une grandeur caractéristique du fluide, de dimension VISCOSIE

[FI[TI[L]?, qui dépend de la température.

On remarqueraque le cas « trés basses vitesses » correspond a un écoulement
trés régulier du fluide, appelé régime laminaire.
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Dans le systéme SI
1{n] = INm™*s = 10poises = 1 décapoise. (12.37)

Le tableau 12.9 donne les coefficients de viscosité de quelques fluides. On
observera que le coefficient n augmente avec la température pour les gaz, mais
au contraire diminue fortement pour les liquides.

Tableau 12.9 Coefficient de viscosité 7 en Nm™2s.

Liquide Gaz
Eau 0°C 1,80-107% | Air0°C 1,70-1073
Eau 20°C 1,00- 1073 | Air20°C 1,81-10°°
Eau 40°C 0,66-1073 | Aird0°C 1,91-1073
Glycérine  1490,00- 10 | H, 0,93-107°
Huile 10,00-10~* | Ammoniaque 0,97 - 1073
Alcool 0,37-107 | CO, 1,46-107°

A des vitesses plus « élevées », correspondant & un régime d’écoulement
turbulent du fluide, mais inférieures a la vitesse du son dans le fluide
@' = 330m/s, vior = 1400m/s), la force de frottement est propor-
tionnelle au carr€ de la vitesse :

F'=—-C 1psv* S (12.38)

ou S est I’aire de la projection du solide sur un plan perpendiculaire & v
(= vg — vy) et pg est la masse spécifique du fluide.

Le coefficient C,, appelé coefficient de trainée, est un nombre sans dimen-
sion qui dépend de la forme du solide. Donnons-en quelques valeurs typiques :

e Disque se déplacant perpendiculairement a son plan C, =132
o Sphere C, =045
o Demi-sphere et cone C,=0,04
o Aile d’avion C,=0,03

Il suit de I'analyse dimensionnelle (§ 2.5.2) que la force de frottement
visqueux s’exprime par une relation générale de a forme

F=—f)d=—1pv2SC(R) D (12.39)
d
o R, = %v (12.40)

est un nombre sans dimension, appelé nombre de Reynolds, qui caractérise
les propriétés de I’écoulement du fluide ; d est une longueur caractéristique du
solide (par exemple d = 2R pour une sphére de rayon R).
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La forme typique de la fonction C,(R,) est représentée sur la figure 12.10.
A trés basses vitesses C.(R,) est inversement proportionnelle a R, (c’est
la loi de Stokes); au contraire, & des vifesses élevées, C (R,) présente des
paliers. On voit que le domaine de « basses vitesses » correspond a des nombres
de Reynolds inférieurs a 10, celui des « hautes vitesses » correspond a des
nombres de Reynolds supérieurs a 2400.

Ainsi pour des nombres de Reynolds inférieurs a 5 - 10°, la force de frotte-
ment visqueux sur une sphere de rayon R est

f(v) = 67 Rnv + $(w R?) 0,45 pgv”. (12.41)

0.4
0.2 1

10 102 103 104 105 109

10711

(@ (b)

Fig. 12.10 (a) Coefficient de trainée pour une sphere ; (b) force de frottement visqueux.

Trés souvent on pose

F* = —3v"d (12.42)
ol le coefficient de frottement X est un coefficient positif (qui dépend
de 1a température) et I'exposant n varie avec la vitesse v, mais peut étre
considéré constant dans certains domaines de vitesse (fig. 12.10).

12.3.3 Vitesse limite

Considérons un solide soumis a une force extérieure constante (force gra-
vifique, moteur d’un bateau ou d’une voiture ... ). Le mouvement du solide
sera accéléré jusqu’a ce que la vitesse atteigne une vitesse limite v, , vitesse
pour laquelle F™ = —F° puis il sera uniforme. Pour un frottement de la
forme (12.42), on obtient

Fext

. (12.43)

n__
v =

d) R>10°

Loi
phénoménologique
du frottement

Vitesse limite
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Force d’ Archimede

C’est le terme en v?
qui détermine la
vitesse limite

Fert = cste
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Exemple 1. Vitesse limite d’un corps en chute libre

Cherchons la vitesse limite d’une sphére homogéene de masse spécifique p et
de rayon R qui tombe dans un fluide de masse spécifique p, et de viscosité n
(fig. 12.11).

Ffr

mng

mg
Fig. 12.11 Vitesse limite pour une sphere de rayon R.

En tenant compte de la force d’ Archimede, on a
F™* = (p— pp)inR’g.

Par conséquent, la vitesse limite v, sera obtenue a partir de (12.41) et de la
condition Fr 4 F&' = 0. On obtient

6w Rnv, + 3 R*0,45 pgvf = (p — pg)3m Rg. (12.44)
Prenons par exemple un grélon de 1 cm de diameétre qui tombe dans I’ air :

p=00917-10kg/m*; p, =13kg/m*; n, =18-10"Nms.

L’ équation (12.44) devient v? + 0,08y, —2,35- 10> = 0 d’od v, = 15 ms.

Exemple 2. Frottement linéaire en v

Etudions I’évolution d’un corps de masse m se déplacant dans un fluide sous
I’action d’une force extérieure constante, en supposant que la force de frotte-
ment est linéaire en la vitesse.

De mv=F% —Jv nous voyons que

d A A
m— (em’v) =em!FX, (12.45)
dt
Par intégration de (12.45)de 0 ar,ona
A 1 A
emly— v, = — (emt - 1) Fext
A
ce que [’on écrit sous la forme
_Ay
vi)=v + (v, —v)em (12.46)

1 . o
ol v = XF ¢ estla vitesse limite.
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1l faut ainsi un temps infini pour atteindre la vitesse limite, mais on s’en

approche exponenticllement vite ; par exemple, pour t = 4m/), la vitesse La vitesse limite
ne differe de la vitesse limite que de quelques pour cent. Le facteur m/A qui s*approche
apparait dans (12.46) est appelé constante de temps. exponentiellement

Finalement, en intégrant (12.46), on obtient I’évolution
m _&t
x(t):xo—i—th—}—x(vo—vL) l—e m ). (12.47)
Dans le cas particulier on F*' = 0, 0n a v =0et F =0

_Ay
v(t) =v,e m

m _y m
x(t) =x,+ xvo (1 —e m ) =x;+ I(Uo —v(1)).

Si F* = 0, les orbites dans ’espace de phase (x, v) sont des droites. Le Frottements linéaires
corps s’arréte aprés avoir parcouru une distance finie égale 2 | vy | m/A, envet F™ =0
mais il faut un temps infini (fig. 12.14).

Exemple 3. Frottement quadratique en v

Etudions le mouvement d’un corps de masse m se déplacant dans un fluide
sous I’action d’une force extérieure constante, en supposant que la force de
frottement est quadratique en la vitesse. On prendra la condition initiale v,
parallgle & F* de sorte que le mouvement sera rectiligne (fig. 12.12).

Fig. 12.12 Mouvement rectiligne d’un solide dans un fluide.

Prenons I’axe des x dans la direction de F¥*'; on a F' = cste
mi = F™ — (signv) Av’e, ol signv = % =3

soit
% = % (v — (signv) v?) (12.48)

avec vﬁ = fT' (v, = vitesse limite). En intégrant (12.48)det =0a¢,ona

v
/ v A, (12.49)

- 2
, Vi — (signv)v m
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e Si v(0) = wv, est négatif, alors, aussi longtemps que v(r) est négatif,
I’intégration de (12.49) donne (tableau 12.13)

A [ v |
v() =y tan| v —t —«a ), tang = ——. (12.50)
m v
Tableau 12.13
/—dx = 1arctanf [ dx —Lln atx
a+x* a a al—x2 " 2a a—x
xdx 1 xdx 1
/a2+x2 :EIn(az-f—xz) /az—xz =—-In|a’—x |
En outre
dvdx dv
= m—— = )
dx dt dx
. Ao 2
etde (1248) v = — (vf +v?)
m
dv A
don o= 22 2
ou dxv m(vL+v)
ol /” vdv A( )
ce qui implique s = —(x — x).
q phqg . vﬁ+v2 m 0

L’intégration (tableau 12.13) donne I’équation des orbites pour v négatif

A
V=2 +2)eln* TR x <y, (figl2.14a).  (12.50)
De (12.50), la vitesse s’annule et change de signe a I’instant
t; = — arctan —— ' OI (12.52)
vy
et la distance d’arrét est
2
D="rin(1+2). (12.53)
21 v '
o Pour ¢ supérieur a 1, v est positif et ’intégration de (12.49) donne
v +v A
In (L—) =2u —(—1). (12.54)
v —v m

De nouveau, la vitesse limite sera atteinte aprés un temps infini, mais on
s’en approche exponentiellement vite.
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Finalement, comme dans le cas v < 0, 0on a

U ovdy A
/0 5 2_;(}c—xl)

vy —v

ce qui donne I’équation des orbites pour v positif (fig. 12.14 b)

A
V=2 (1 —e‘zﬁ(x—x!)). (12.55)
Dans le cas particulier on F*' = 0 et v, est positif, nous avons F* =0
. 2 dv
my = —Av" et m— = —Av.
dx
Par intégration, on obtient
1 1 A _A(y =
S+ St et p=ye mE TR (12.56)
vy m

Si F**t = 0, la distance et le temps de freinage sont tous deux infinis (mais
laloi F™ ~ v? ne sera plus applicable a basse vitesse).

\\ ] peeco VW s
A N
N\

v
A 4
N\ Wi
§\* FeXt£0 O\ PO
ext
VL= F;X( % - VL= FA - -
X X
"
‘\‘\\\ Vi e
v
pente = — %
(a) (b)

Fig. 12.14 Orbites d’un corps soumis a une force extérieure constante et a une force
de frottement : (a) F" = —)v ; (b) F" = —1v%0.
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12.3.4 Remarques

e La loi de Stokes peut étre établie a partir des équations du mouvement des
fluides visqueux incompressibles dans le cas ot les vitesses sont suffisamment
petites. Pour des gaz a trés basse pression, on est obligé d’aller au-dela de la
théorie des milieux continus et il faut aborder le probléme par la mécanique
statistique. Dans ce cas, on obtient une correction a la loi de Stokes qui devient,
pour une sphére de rayon R,

67 R

__omR 12.57
1+at/R" (12.57)

Ffr —

ou £ est le libre parcours moyen des molécules de gaz et a un coefficient
numérique dont il est difficile de trouver une interprétation physique. (Cette
correction de Cunningham fut importante pour la détermination de la charge
électrique par la méthode de Millikan.)

e Comme nous I’avions déja remarqué (§ 10.5.5), contrairement 2 I’ex-
périence du tube de Newton (§ 6.2.1), en présence de frottement le
mouvement d’un corps en chute libre dépend de la masse, plus précisé-
ment du rapport A/m.

o Newton (1686) a étudié les cas ou la force de frottement est de la forme Av,
Av? etA v+X,v%, Bernouilli (1711), les cas Av" avec n entier, et Poisson (1806)
les cas singuliers tels que /v.

12.3.5 Force de portance

De fagon générale, la force F exercée par le fluide sur un solide en transla-
tion est de la forme

F=1pv*SC®,R,) (12.58)

La composante de F parallele 4 1a vitesse ‘est 1a force de frottement dont
nous avons parlé ; la composante de F perpendiculaire 2 la vitesse est la
Jorce de portance et le coefficient C, est appelé coefficient de portance.

L’importance relative de ces deux composantes dépend de la forme et de
P'angle d’attaque 6 (fig. 12.15). Si le solide posséde deux plans de symétrie
paralleles a la vitesse — par exemple dans le cas d’une sphere — la force de
portance est nulle pour des raisons de symétrie.
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Fig. 12.15 Coefficients de trainée C, et de portance C, d’une aile d’avion pour diffé-
rentes valeurs de I’angle d’attaque 6.

12.3.6 Solide en rotation

De fagon analogue, un solide en rotation dans un fluide subit de la part de
celui-ci un couple de frottement qui, pour de petites vitesses @, est linéaire en
@. Dans le cas d’une sphére nous avons

M" = —87R*nw. (12.59)

Si la sphere est animée d’un mouvement de rotation @ et d’un mouvement
de translation v perpendiculaire a @, 1’expérience montre qu’il y a une force
de portance dans la direction @ A v : c’est Ueffet Magnus, responsable par
exemple du lift des balles de tennis (fig. 12.16). (Alors que la force de portance
est nulle sur une sphére en translation sans rotation.)

Fig. 12.16 Effet Magnus.

12.4 FORCES DE FROTTEMENT SEC

12.4.1 Définition

Le frottement sec représente I’action d’une surface rigide sur un solide,
action qui s’oppose au mouvement du solide par rapport a la surface.

MAGNUS

Henri-Gustave
Chimiste allemand
(1802-1870)

Effet Magnus

Brisure de symétrie
par rotation de la
sphere

Soit F et M, les éléments de réduction du torseur des forces exercées par la
surface sur le solide (fig. 12.17). Si la résultante F est normale a la surface de

contact nous disons qu’il n’y a pas de frottement.
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Fig. 12.17 Forces et moments exercés sur un solide situé sur une surface rigide.

La composarnte de F perpendiculaire a la surface de contact est appelée
réaction normale N ; ¢’est une force de liaison dirigée vers extérieur de
la surface. La composante de F dans le plan tangent au point de contact
est appelée force de frottement sec.

Les composantes du moment M, perpendiculaire et parallele au plan
tan%ent sont appelées respectivement couple de résistance au pivotement
MY et couple de résistance au roulement MY, . :

Nous pouvons mesurer la force de frottement comme nous I’avons fait dans
le cas du frottement visqueux en mesurant la force qu’il faut appliquer pour
maintenir la vitesse v constante ; nous aurons alors F = —Fext (fig. 12.18).
Cependant, I’expérience montre qu’il faut traiter séparément les cas v # O et
v=0.

Fir = pext

F'r ; U pext
- Fex

- Fext

v=0] v#0

imminence de glissement

Fig. 12.18 Mesure de la force de frottement sec.

12.4.2 Cas du glissement v # 0

L’ observation conduit a la loi de Coulomb dynamique des frottements
secs

F'=—p [NID siv#£0 (12.60)

ol v est la vitesse relative du point de contact du solide par rapport 2
la surface ; u, est un coefficient positif, appelé coefficient de frottement
cinétique, qui dépend de la température, de la nature, et de 1’état des
surfaces de contact (rugueux ou poli, sec ou lubrifié).
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En premiére approximation, le coefficient de frottement est indépendant de
la vitesse (pour autant qu’elle soit non nulle) et de I"aire de la surface de contact
(pour autant qu’elle soit plane). Remarquons que la loi de Coulomb correspond
an = 0 dans la formule (12.42).

L’expérience montre que j, varie entre 0,01 et 100 (tab. 12.19, ... sans
prendre trop au sérieux les valeurs indiquées).

Tableau 12.19 Coefficients de frottement cinétique et statique.

Corps en contact i, M
Acier sur acier, dur, sec 0,42 0,78
Acier sur acier, dur, gras 0,05 0,10
Acier sur acier, surfaces polies 100 100
Bois sur bois, sec 0,30 0,50
Métal sur glace 0,01 0,03
Pneu sur route séche 0,6 0,8
Pneu sur route mouillée 0,1 0,15
Teflon sur teflon 0,04 0,04

En présence d’un lubrifiant, le frottement peut @ nouveau devenir du type
visqueux, ¢’est-a-dire proportionnel a la vitesse.

Mesure de 11,

Langons un corps sur un plan incliné et cherchons pour quelle inclinaison o
le corps garde un mouvement uniforme (fig. 12.20).

(a) (b)
Fig. 1220 (@)a <o ;(b)a =o_.

Pour un mouvement uniforme, la résultante des forces agissant sur le corps
est nulle, d’ou :

N = Pcosa,
Fr= Psina, = Ntana,
et

n, =tana,. (12.61)
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Mesure d’e,
(imminence
de glissement)

L’angle a_ est appelé angle de frottement (cinétique).

12.4.3 Cas statique v =0

Exergons sur le corps immobile une force F, paralléle 2 la surface, d’in-
tensité croissante (fig. 12.18). L’expérience montre que tant que IF ext | est
inférieure a une valeur limite F;ffax» appelée force d’arrachement, le corps reste
immobile. Nous pouvons ainsi conclure que tant que |F ext [ est inférieure a
Frfl'ax la surface exerce sur le corps une force de frottement égale et opposée a
F' Des que I Fe | est supérieure a la force d’arrachement, le solide se met
en mouvement et 1’on observe que la force nécessaire pour maintenir la vitesse
constante est constante, généralement inférieure a F,ffax

Finalement, I’ observation conduit a la loi de Coulomb statiqgue
|F*| < Foe = u,IN| siv,=0. (1262

Le coefficient de frottement statique p  dépend de la nature et de I’état
des surfaces de contact, mais. ne dépend pas de ’aire de la surface de
contact (pour autant qu “elle soit plane). :

Comme on le voit sur le tableau 12.19, le coefficient statique est générale-
ment supérieur au coefficient cinétique et la force de frottement diminue dés
que le solide se met a glisser.

Mesure de . (fig. 12.21)

Posons un corps sur un plan incliné et augmentons I’angle d’inclinaison. Pour
une certaine valeur o le corps se met en mouvement. Pour tout angle o
inférieur d a, F ff + N + P = 0 et, comme précédemment, nous obtenons

M, =tana,. (12.63)

L'angle o, est appelé angle de ;ﬁ'gtfemént statique.

(a) (b)
Fig.12.21 (@ o <o ;D a > o,
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12.4.4 Conclusion

Si le solide est immobile, la force F exercée par la surface n’est pas univo-
quement définie mais le vecteur F est nécessairement a I'intérieur d’un céne
d’axe perpendiculaire a la surface et d’angle au sommet 2« (fig. 12.22). En
effet, si le solide est immobile, IF“[ < WK N, cest-a-dire Fsina <
u F cosa, soit tana < tana. Par conséquent, la force de frottement sec n’est
pas une fonction de ['état du systéme.

12.4.5 Remargque sur la résolution des problémes

Dans les problemes faisant intervenir les frottements secs, on procéderade la
fagon suivante : si al’instant £, il y a glissement du solide sur la surface, la force
de frottement est connue, égale 3 —u | N | . Siat,, il n’y a pas de glissement,
la force de frottement est inconnue ; dans ce cas, on fera I’hypothése qu’il n’y
a pas de glissement pour £ > ¢, et on calculera la force de frottement. Si le
résultat est inférieur a p | N |, I’hypothése est justifiée et le systéme restera
immobile ; au contraire, si le résultat est supérieur a i, | N |, I'hypothese n’est
pas valable : il y aura glissement et la force de frottement sera égale & u_| N |
pourt > t,.

d

0
7 o,
™1 {7
|B
1
d kmg
(a) (b)

Fig. 12.23 Application des frottements statiques.

Tllustrations

o Considérons une échelle (de masse négligeable) appuyée contre un mur
parfaitement lisse. Si I’angle 0 entre I'échelle et la verticale est inférieur a o,
le personnage pourra monter en haut de I’échelle quel que soit son poids, mais
sia, < 8 < a, il faudra faire attention 4 ce qu’il n’y ait pas de vibrations qui

Cone associé aux
frottements secs
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amorcent le glissement (fig. 12.23 a). En effet, le systéme restera en équilibre
si le torseur des forces exercées par le sol, le mur et la pesanteur est équivalent
a zéro ; par ailleurs, un torseur de 3 forces est équivalent a zéro si et seulement
si les forces sont concourantes et R + P+ F = 0; par conséquent, la condition
a < a  implique 8 < o

e Considérons un systéme a rochet (fig. 12.23 b) et cherchons a quelle distance
de I’axe il faut placer la masse pour que le systéme reste en équilibre. Les
supports des trois forces F,, Fy et mg devant étre concourants, la construction
des cones d’angle au sommet 2, montre que la distance d doit €tre supérieure
a la distance de O 2 I’axe. Si cette condition est satisfaite le systéme restera
en équilibre quel que soit le poids, mais attention aux vibrations. Pour que le
systéme n’amorce pas une chute sous I’effet de vibrations, il faudra que d soit
supérieure 2 la distance de O’ a1’axe, ol O’ est défini & partir des c6nes d’angle
au sommet 2q_.

12.4.6 Remarques sur la loi de Coulomb

e Les propriétés des forces de frottement sec étaient déja connues de Léonard
de Vinci au X V€ siecle, mais encore aujourd’hui des recherches sont effectuées
pour essayer de comprendre I’ origine physique de la loi de Coulomb.

e Le fait que la force de frottement ne dépende pas de I’aire de la surface de
contact s’explique en partie en remarquant que les surfaces ne sont pas planes
et la surface de contact véritable n’est pas la surface apparente (fig. 12.24).

0k
10kg &

Fig. 12.24 Surfaces de contact véritable et apparente.

Les points de contact, soumis a une trés grande pression, se déforment et
la surface de contact « véritable » sera proportionnelle a la charge. La force
de frottement, proportionnelle a la surface de contact « véritable », est ainsi
proportionnelle a la charge.

La surface de contact « véritable » est trés petite et, en général, elle est
indépendante de la surface de contact apparente. Par exemple, pour I’acier, la
surface de contact véritable est de 1’ordre de 10 mm? par charge de | kg. Au
contraire, pour des substances comme le mica, qui peuvent étre trés lisses, les
surfaces de contact véritables et apparentes sont du méme ordre de grandeur et
le comportement des forces de frottement est trés différent.

Le degré de rugosité des surfaces en contact modifie le coefficient p qui a
tendance a décroitre si la surface est moins rugueuse, mais peut devenir tres
élevé pour des surfaces extrémement lisses. Par exemple, 4, = 1 pour du
verre sur du verre, mais si les surfaces de contact sont extrémement lisses, le
coefficient de frottement est si élevé qu’il n’est pas possible de faire glisser une

plaque de verre sur une autre : elle se brise avant de glisser !
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e Mentionnons finalement que la relation de proportionnalité entre F™ et N
peut étre brisée pour des métaux qui sont légerement oxydés.

En conclusion, la loi empirique des frottements secs est une bonne approxi-
mation..., mais elle n’est pas toujours applicable.

12.4.7 Résistance au roulement et au pivotement

L’expérience montre qu’il existe également un couple de résistance au
roulement et au pivotement (fig. 12.25) : aussi longtemps que le moment
extérieur est inférieur 4 une certaine valeur M3, le solide reste immobile et
la surface exerce un couple de frottement M, = —M}'; par ailleurs, lorsque
le solide est en rotation, il faut appliquer un couple extérieur pour maintenir &
constant. De nouveau ces frottements sont diis & la déformation des surfaces en

contact.

(a) (b) ()

Fig. 12.25 Moment de frottement : (a) résistance au roulement ; (b) force F équivalente
au torseur des forces exercées par la surface ; (c) résistance au pivotement.

Considérons par exemple un cylindre sur lequel on applique une force exté-
rieure F ' (fig. 12.25 a). Aussi longtemps que | F** | est inférieure & F™, le
cylindre reste immobile ; dés que \Fc"‘ ] est supérieure a F™*, le cylindre se
met en mouvement et il faut appliquer une force constante pour que le mou-
vement soit uniforme. Par conséquent, aussi longtemps que le cylindre est
immobile, la surface exerce sur le cylindre des forces dont les éléments de ré-
duction sont

F=-mg—F* et M,=—ACAF™

Par ailleurs, si le cylindre se met & rouler sans glisser, on aura F'™ < [N |.
Remarquons que dans cet exemple, le torseur des forces exercées par la
surface est équivalent a un seul vecteur F 1ié au point B, a une distance d du
point A oit F™'R = mgd (fig. 12.25 b).
I’expérience montre que F™*, et par conséquent M, sont approximati-
vement proportionnelles 4 la réaction normale :

M;\nax —_ quszalN[.
A titre d’illustration, une roue de bois sur du bois a un § de I’ordre de 0,5 mm ;

pour une roue d’acier sur de 'acier, § = 0,05 mm, et § = 0,005 mm dans le
cas de I’acier dur, poli; pour une roue de voiture sur I’asphalte § = 20 mm.
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De facon générale, décomposons les vecteurs @ et M, en une composante
(t) tangente a la surface, et une composante (n) perpendiculaire a cette surface :

o=0"+0™ M, =M +MD. (12.64)

Les lois des frottements s’expriment par les relations suivantes :

sie® =0 |MP|<8INI; sie®£0 MY =-5IN|&®

sio® =0 |MP|<yINI; sio®£0 M =—v|N|6®

ol § et v sont des coefficients qui ont la dimension d’une longueur, mais
pour lesquels on ne connait pas de loi générale.

Dans le cas du roulement avec glissement, il ne sera pas nécessaire de tenir
compte de la résistance au roulement, car §_/ R est trés inférieur a p .

Mesure de 3

Posons un cylindre de rayon R sur un plan incliné et cherchons pour quel angle
B, le cylindre commence & rouler (fig. 12.26).

Mesure de S,
(imminence
de roulement)

Fig. 12.26 Détermination expérimentale de §,.

Tant que le systéme est au repos, nous avons :

fr __ :
mag=0=F"+N+P Fr=mgsinp
d > N =mgcosp
—L,=0=AGAP+M,
dt M, = Rmgsin 8
d’ou
M = 8 mgcos B, = Rmg sin
et
Relation entre
3, = Rtanf,. (12.65)

B, etd
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12.5 ILLUSTRATIONS DES FROTTEMENTS SECS

12.5.1 Glissement sur un plan incliné

Analysons I’évelution d’un bloc sur un plan incliné (fig. 12.27 a) et compa-
rons les orbites avec celles associées aux frottements visqueux (fig. 12.14) (le
mouvement est supposé rectiligne).

(a) (b)

Fig. 12.27 Evolution d’un bloc (a) et d’un cylindre (b) sur un plan incliné (§ = 0).

De I'équation du mouvement ma = mg + N + F', on a

mi = F" + mgsina

0=N —mgcosa

Si la vitesse est non nulle, on obtient de la loi de Coulomb

% = g[sina — (signv)u, cos o] (12.66)

et le mouvement est uniformément accéléré (aussi longtemps que la vitesse ne
change pas de signe).

De plus, si tana < u,, le solide s’arréte apres avoir parcouru une distance
finie; si . < tana < g, le solide ne s’ arréte que pour v, négatif ; finalement,
sitana > i, il n’y a pas de position d’équilibre (fig. 12.28).

Evolution temporelle
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\Eﬁc\\ S

(a (b)

/

& :

(© (d
Fig. 12.28 Orbites dans le cas du glissement sur un plan incliné : (a) tana < pu_ ; (b)
tane = u ;(c) u, 2> tane > p ;(d)@ana > u,.
12.5.2 Roulement sur un plan incliné
Etudions le mouvement d’un cylindre homogene posé sans vitesse initiale

sur un plan incliné (fig. 12.27); on supposera que la résistance au roulement
est négligeable.

Nous avons déja obtenu (§ 11.6.1) les équations du mouvement du cylindre :

d " , .
Z(Mv) =F"+ Mgsina ol v=1g,

Equations 0=N — Mgcosa
du mouvement

d
—(w) = RFfT
dt( )

avec I = MR? pour le cylindre creux (11.24) et I = 3 M R? pour le cylindre
plein (11.27).

En éliminant la force de frottement, on obtient

d(MR) d(l ) + MgR si

— V) = — sin

d PRt E
c’est-a-dire

, d .
Evolution temporelle p (MRv — Iw) = MgR sina

équation que nous devons intégrer avec les conditions initiales U(O) = 0,
a)(O) = 0, d’ou
- — = i a)t 12.67
v = S . .
MR gst ( )
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Si 'on suppose que le cylindre roule sans glisser,on av = —wR etde (12.67)

vl1+ ! = (gsina)t Roulement
MR?) § ’ sans glissement

Dans ce cas, le mouvement de G est uniformément accéléré, d’accélération

a=(1+

)_lg sina, et

MR?

MR\
Ffrz—MgsinaI:I+ ] )

Pour que I’hypothese de roulement sans glissement puisse étre satisfaite, il
faudra que

t Ffr | < uMgcosa
soit

tana < 3u..

Sitana est supérieur a 3j,, le cylindre roule avec glissement ; dans ce cas
la force de frottement est connue et I’on obtient Roulement

. . avec glissement
v = g(—u cosa + sina) £

) R
w= —MCTMg cosa.

La vitesse du point du solide en contact avec le plan est donnée par

. 228
v, =v+wR = sma(l—3 ‘)t;
A + g tan o

comme v, reste positif pour tout ¢, le cylindre n’aiteindra jamais un régime de
roulement sans glissement.

12.5.3 Frottement d’un cable sur une poulie

Un céble souple (de masse négligeable) est enroulé autour d’un cylindre
immobile. Calculons les tensions T;, T, aux extrémités de cable quand il y a
imminence de glissement (fig. 12.29).

Fig. 12.29 Frottement d’un céble sur une bitte d’amarrage.
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Soit T(#) la tension de la corde en 8 (= force exercée par la partie 8’ > 8 sur
la partie 8’ < 8). Considérons la portion de cible entre 8 et 6 + 86 et posons
T(6 + 80) = T(0) + 6T ; désignons par §FT(6), SN(8) la force de frottement
et la réaction normale sur la portion considérée.

Dans le cas statique, la somme des forces agissant sur la portion de cable
doit étre nulle, d’ou

SF" + T(© +80) — T(O)+SN=0

soit, en projetant sur les axes (e,, €,),

. 60 . 66
SN — (T +8T)sin— —Tsin— =0
2 2
66 80
SFf‘+(T+6T)cos7—T0057 =0

et

80 50
SN =2Tsin7 +8Tsin7

60
SF™ = —§T cos >

Par continuité de 7 () nous avons

SFT 1dT
—— (12.68)

lim =
360 SN T do

et, a I’'imminence de glissement,
SF™ =+u 8N.

On obtient ainsi

1dT

7oy = EH, (12.69)

et, par intégration de 6, a 0,,

T2
In > = %46, ~ 6)) (12.70)
1

ou 8, — 6, est I’angle de contact du céble sur la poulie.
En conséquence, dans le cas statique, on a I’inégalité

T.
e HsB270) 72 < =0 (avec [#] = radian). (12.7D)
1

Dans le cas ou le cdble glisse sur la poulie, nous obtenons de fagon similaire

T, = ™ &0, (12.72)
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En conclusion, le rapport des tensions aux extrémités croit exponentiel-
lement avec I’angle de contact et ne dépend pas du rayon.

Par exemple, pour u, = 0,5etf =37 (= 1,5tour),ona T, = 1127, pour
6 =5 (=2,5tours),ona T, = 2576T,.
12.5.4 Roues motrices et roues porteuses

Cherchons le coefficient de frottement des pneus d’une moto nécessaire pour
obtenir une accélération maximale (fig. 12.30). Pour simplifier, nous néglige-
rons la masse des roues, la résistance de I’air et la résistance au roulement.

Ny Ng

Ng Ny

(@ (b)

Fig. 12.30 (a) Freinage ; (b) accélération.

Le systtme considéré est défini par la moto et ie conducteur. Les forces
extérieures sont les frottements secs, les réactions normales de la route et le
poids.

o Equations du mouvement

Ma,=F,+N, +Fy; +Ng+ Mg (12.73)
d
E;LG=GA/\(FA+NA)+GB/\(FB+NB)' (12.74)

o Loi de Coulomb (absence de glissement)
lFAlgl‘L:‘NA sivy, =0
|Fg | < uBNg si vy = 0.

e Absence de culbute (= contact des roues sur la route)
zg=h et Lg= LG)JZ(; =0.

(car nous avons supposé la masse des roues négligeable).
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Accélération

et

Les équations du mouvement s’écrivent alors

0= N, + N, — Mg (12.75)
Mag = F, + Fy (12.76)
0= N,&, +h(F, + Fg) — Nytg (12.77)

d’ol

1
Mag = +(Nyly — NxL,)

1N,
ag = [ﬁ(eA +€5) — eAg] (12.78)

L’équation (12.78), qui fait intervenir la géométrie de la moto, exprime la
réaction normale Ny (et N, = Mg — Np) en fonction de I’accélération
(fig. 12.31).

Accélération (roue arriere motrice)

Ayant suppos€ la masse des roues négligeable (L. = 0), nous avons pour la
roue avant (roue porteuse)

d
TLc=CAAF, =0

(C = centre de la roue avant) ce qui implique F, = 0. Les équations du
mouvement sont ainsi

Mag = Fy
1[N, (12.79)
ag =y H(ZA+€B)—ZAg
avec les conditions
0< Ny < Mg (contact des roues sur le sol) (12.80)

—;L?NB < Fy = Mag < M?NB (roulement sans glissement). (12.81)
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Ng Ty
perte de contact

1
glissement ~—glissement
| |

- dag

-uBs Wi nee

Fig. 12.31 Réaction normale sur la roue arriére en fonction de I’accélération pour
différentes géométries : (a) £, > uPh; () &y = ulh; () 45 < wPh. Larégion
hachurée est celle ol il n’y a ni glissement ni perte de contact des roues sur la route.

Comme nous le voyons sur la figure 12.31, I’accélération maximale corres-
pond & N = Mg (tout le poids est sur la roue arriére) et ag = gy /h = u?g
implique

ub=1ty/h,  af™ =gty/h. (12.82)

Par ailleurs, la figure 12.31 conduit aux résultats suivants :

o sily > ,u,fh (centre de gravité bas, courbe a), I’accélération maximale est
déterminée par Ny, ¢’est-a-dire par la limite d’adhérence ;

e sify < u?h (centre de gravité haut, courbe ¢), I’accélération maximale
correspond & Ny = mg, N, = 0, et I'on est & la limite de la culbute o
la roue avant décolle.

12.5.5 Remarques

e L’accélération maximale au départ n’est pas limitée par le moteur mais par
la force de frottement maximale : au départ, il n’est pas possible d’utiliser Ie
couple moteur maximal, sinon les roues motrices perdent I’adhérence.

e L’accélération d’une moto pourra étre égale a a™* aussi longtemps que la
vitesse est inférieure & une certaine vitesse limite qui dépend du couple et de la
puissance du moteur (§ 13.8.2). Au-dela de cette vitesse limite, I’accélération
maximale dépend du couple et de la puissance du moteur et il n’est plus
possible de négliger les frottements de 1’air.

e La traction maximale que peut fournir un véhicule autopropulsé est propor-
tionnelle au poids porté par les roues motrices et au coefficient de frottement.
D’ot I’intérét des voitures a 4 roues motrices, de I’introduction de pneus sur
les métros et de 1’accouplement des roues d’une locomotive par des bielles.

12.5.6 Billard, bowling...

Etudions le mouvement d’une boule (masse m, rayon R) lancée sur un plan
horizontal, avec les conditions initiales (v;(0), @(0)).

Limitation de
I"accélération
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trajectoire
rectiligne

trajectoire
parabolique

(a) (b)
Fig. 12.32 Billard : (a) conditions initiales ; (b) trajectoire de G.

Les forces extérieures sur la boule sont le poids et 1a force exercée par le plan
(on néglige les couples de résistance au roulement et au pivotement).
Soit A = A(¢) le point de la boule en contact sur le plan.

o Solide indéformable

v, = U5+ o0 ANGA. (12.83)

e Equations du mouvement d’une sphére

mag =mg + N+ F" (12.84)
d fr N 2 2
Lo =GANF" ol Lo=3mR'o (1424). (12.85)

e Loi de Coulomb
F'=—p |N|D, sivy#0; |F"|<u|N| siv, =0.
e Contrainte
=R, dou wv5-e;=v, ¢;=0.
Par conséquent, (12.84) devient
N+mg=0,  mig=F" (12.86)

De (12.83) et des équations du mouvement (12.85) et (12.86), on tire

5
mi, = F" + 724 AF™ A GA

mv, = 2F". (12.87)

Il nous faut résoudre le probléme en deux étapes.



Ilustrations des frottements secs

1¢* temps : Roulement avec glissement

Si v, (0) est non nul, alors dans un premier temps v, (f) # 0; de I’équa-
tion (12.87) et de 1a loi de Coulomb nous avons

mv, = —%ucmgﬁA (12.88)

ce qui entraine v, (1) = ,(0) (voir la remarque § 5.3.4); par conséquent
U, (1) = v, (0) — 51,810, (0) et de (12.86), avec la loi de Coulomb,

(1) = —1u, 89, (0). (12.89)

Le mouvement de G est ainsi uniformément accéléré, d’accélération a; =
—u 80, (0) et sa trajectoire est une parabole d’axe paralléle a v, (0). De
(12.83), si @(0) Aey n’est pas paralléle a v;(0), alors v;(0) n’est pas paralléle
aa(0) et la trajectoire n’est pas rectiligne. Cette évolution se poursuit jusqu’a
Iinstant ¢, ou v, (¢;) = 0, soit

v, (0
[#a€ "—. (12.90)
".g

)
=3

Attention ! Dans (12.88) ¥, n’est pas I’acc€lération du point A du solide.
2¢ temps : Roulement sans glissement

Alinstant £ la vitesse du point A s’annule ; pour £ > ¢,, la force de frottement
est nulle et le mouvement de G est rectiligne uniforme

v (1) = v5(t) = v5(0) — 2v,(0) pours > 1. (12.91)

Conclusions

e Le mouvementd’une sphére sur un plan horizontal n’est en général pas
rectiligne mais devient rectiligne et uniforme apres un certain temps.

o Les problémes faisant intervenir des frottements secs doivent €tre ré-
solus en deux étapes : dans un premier temps, il y a glissement et F* =
—p, | N |©, ; puis, dans un deuxi®me temps, le solide roule sans glisser.

Remarque. Autre méthode

En choisissant le point de contact A pour écrire le théoréme du moment
cinétique, nous avons

d
ELA =0 avecL, =L;+AGAmy; =

= %mRQw +mRe; Avg
Par conséquent, L, (1) = L,(0), d’ou

2Ro + e, A g = ERw(0) + €5 A vg(0)

F'" = —p mgi,

Le mouvement est
rectiligne uniforme
dés que Ia sphere
roule sans glisser
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et de (12.83), on obtient :
v (1) — v, (0) = Z[vg(1) — v5(0)]

ce qui donne immédiatement (12.88), et (12.91) lorsque v, (t) = 0.

12.6  FORCES DE LIAISON

12.6.1 Définitions

Nous disons qu’un systéme est soumis a des liaisons s’il existe des contrain-
tes, c’est-a-dire des conditions qui limitent les mouvements possibles du
systéme (sect. 5.5,5.6,9.7, 10.5, 11.6).

Dans le cas du pendule , étudié au paragraphe 10.5.1, la contrainte | OP | = ¢
conduisait a une force T, exercée par le fil sur la masse, que nous avions cal-
culée. Nous avons également analysé (§ 10.5.2) ’exemple de la centrifugeuse,
dans lequel un point se déplace sans frottement a I’intérieur d’un tube tournant
a vitesse constante autour d’un axe vertical (fig. 12.33). Nous avons vu que la
contrainte se traduisait a2 nouveau par une force R perpendiculaire au tube, force
que nous avions calculée a partir des équations du mouvement.

Fig. 12.33 Centrifugeuse : ¢ = cste, ¢ = §21. Force de liaison R ; dx = déplacement
réel pendant dt ; 6x = déplacement virtuel compatible a I’instant ¢.

De facon générale, on admettra qu’il est toujours possible de remplacer les
liaisons par des forces, appelées forces de liaison, et de considérer le systéme
comme un systéme sans contraintes soumis a I’action des forces appliquées et
des forces de liaison. Ces forces de liaison sont des forces qui s’adaptent  tout
instant pour que les conditions imposées au systéme soient satisfaites. De cette
maniere, on peut décomposer la résultante des forces agissant sur tout point
matériel P, (ou tout solide) en deux contributions, et I’on écrira

maa(a) = F@ 4 p@ (12.92)



Forces de liaison

avec R la résultante des forces de liaison et F@ la résultante des forces
appliquées.

12.6.2 Classification des liaisons

Considérons un systeme décrit par les coordonnées généralisées (¢, ..., ¢,),
¢’est-a-dire que pour tout point matériel P, on a

X =x9g,, ... q, . (12.93)

Le systeme est dit holondéme a k degrés de liberté s’il peut étre décrit par

{c coordonnées ge’nerallsé.es { ?f }, tfalle.s que les {qi, q; }.spnt des variables Systeme matériel
indépendantes, c’est-a-dire s’il n’existe aucune condition entre ces 2k holondme 2 k degrés
variables. de liberté

Si les 2k variables {g;, ¢,} ne sont pas indépendantes, on dit qu’il existe
des ligisons.

On distingue deux types de liaisons.
Les liaisons unilatérales sont des liaisons définies par des conditions qui  Liaisons unilatérales
s’introduisent — ou qui cessent — brusquement au cours du temps : particule a
I’intérieur d’une enceinte, point matériel attaché a un fil souple, skieur sur un
tremplin (§ 12.6.4). Ces liaisons s’expriment généralement au moyen d’inéga-
lités

F@ys ooor G Gy oonr Gr 1) 2 0. (12.94)

Les liaisons bilatérales sont des liaisons qui persistent au cours du temps;  Liaisons bilatérales
elles s’expriment par des fonctions, appelées équations de liaison, de la forme

F2G) o @ Gys o G ) =0, v=1, ., m. (12.95)

Siles 2k variables {g,, q,} sont soumises a des liaisons bilatérales, on pourra
chercher s’il existe (k — m) nouvelles coordonnées {q}} telles que le systéme
soit holonéme a (k — m) degrés de liberté.

Le cas le plus simple est celui ou I’ équation de liaison (12.93) ne dépend pas
des variables {g;}, soit

£ o g 1) =0. (12.96)

De telles liaisons sont dites holondémes ; elles permettent de diminuer le Liaisons holondmes
nombre de coordonnées généralisées.

Par exemple, dans le cas du pendule plan, en choisissant les coordonnées
cartésiennes (x, v, z), on aura les liaisons holondmes

x=0 et x4y 4+z2=1¢% Pendule plan

Au contraire, en choisissant les coordonnées polaires dans le plan du mou-
vement, il suffira d’une seule coordonnée 6 et {A, 6} sont des variables
indépendantes : le systeme est holonéme 4 1 degré de liberté.
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Dans le cas de la centrifugeuse (fig. 12.33), en choisissant les coordonnées
cartésiennes (x, y, z), on aura les liaisons holondmes

Centrifugeuse z—yJx?+y’tana =0 et y—xtan(2r) =0.

Au contraire, en choisissant les coordonnées sphériques, il suffit d’une coor-
donnée r et {r, r} sont des variables indépendantes : le systéme est holonéme
a 1 degré de liberté.

Remarquons que I’équation de liaison (12.96) peut s’écrire sous la forme

k
af(V) ] af(v)
) =0. 12.97
T (12.97)

i=

De fagon générale, on introduit I’ hypothése que toutes les liaisons bilaté-
rales s’expriment au moyen d’équations de liaison de la forme

k
Equations de liaison Zfi(v)(ql, ooy Gy )G, + fo(v)(ql, v @ 1) =0 v=1, ..., m
i=1
(12.98)

dont (12.97) est un cas particulier.

Avec cette hypothese, pour tout intervalle de temps dt infinitésimal, le dé-

placement (réel) (dq,, ..., dq,) a partir de Iétat (q,, ..., q,, t) satisfait les
équations

k

S 5@y o 4 g+ £y, s @y DdE=0. (12.99)

i=1

et le déplacement (réel) du point matériel P, est donné par

k
ox@ ox(@
Déplacement réel dx® = Z 9a q; + o

i=1 H

dt. (12.100)

Une liaison bilatérale de la forme (12.98) est dite intégrable si elle peut
s’écrire sous la forme d’une Haison holonéme

FOGg,, o g ) =C (12.101)

Une liaison intégrable permet ainsi de diminuer le nombre de variables,
mais, contrairement a (12.96), C est ici une constante qui peut dépendre des
conditions initiales {g,(0), ¢,(0)}.

Pour vérifier si la liaison (12.98) est intégrable, on a le critére d’intégrabilité
suivant.
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Une condition nécessaire et suffisante pour que la liaison (12.98) soit inté-
grable est que pour tout triplet (£, m, n) C {0, 1, ..., k}, on ait

o (U \
Zfe()(‘ﬁ_v):() ou  gy=1

et ol y ° signifie « somme sur toutes les permutations cycliques des indices
(Emn)».

Si les m liaisons sont intégrables et indépendantes, on est ramené 2 un
systeme holondme a (k — m) degrés de liberté.

Les liaisons non intégrables sont appelées liaisons non holonémes. Dans
ce cas, la dimension de I’espace des vitesses est strictement inférieure & la
dimension de I’espace de configuration.

On dit que le systeme est 2 laisons indépendantes du temps si les
fonctions (12.93) et les équations de liaison (12.98) ne dépendent pas ex-
plicitement du temps.

Dans le cas d’un systeme a liaisons holondémes indépendantes du temps, on a

x@ =x9,, .., q) a=1, .., N
f(v)(ql, ceey qk) = C(U) v = 1, .y m

Si I'une des équations (12.93), (12.98) dépend explicitement du temps, on dit
que le systeme est a liaisons dépendantes du temps.

12.6.3 Déplacement virtuel et liaisons parfaites

Les forces de liaisons sont des forces inconnues a priori. Dans ce paragraphe,
nous introduisons une condition qui reflete deux propriétés que ces forces
devraient posséder :

1. elles obéissent a la troisieme loi de Newton ;

2. leur seul effet est d”assurer que les contraintes sont satisfaites.

Pour commencer, il nous faut introduire le concept de « déplacement virtuel
compatible avec les liaisons 4 I’instant ¢ », ou, plus simplement, « déplacement
virtuel compatible ».

Liaisons non
holondmes

Liaisons
indépendantes
du temps

Liaisons
dépendantes
du temps

Propriétés des forces

de liaisons
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Déplacement réel

On appelle déplacement virtuel compatible a partirde (g,, ..., q;, t) tout
déplacement que I’on pourrait imposer au systeme en tenant compte des
liaisons telles qu’elles existent & I’instant 7, c’est-a-dire

k
ax@
5x® =" ;‘q 8, oa=1,.,N (12.102)

i=l i
oit les &g, sont solutions des équations

k
Y PG 08q,=0 v=1.,m (12.103)

i=1

Ces expressions sont & comparer avec le déplacement infinitésimal réel
qui satisfait les équations (12.99) et (12.100).

Propriété. Si le systeéme est a liaisons holondmes indépendantes du
temps, tout déplacement infinitésimal réel est un déplacement virtuel
compatible.

Le pendule plan discuté plus haut est un systéme holondme a liaisons indé-
pendantes du temps.

Dans I’exemple de la centrifugeuse on a un systéme holondme a 1 degré de
liberté, mais a liaisons dépendantes du temps car

X =rsina cos 2t
y = rsino sin £2¢

I =rcosaua.

Dans ce cas, les déplacements virtuels compatibles 4 I’instant ¢ sont de la forme

d
ox = —éfSr =dre, (1) avec dreR
r

alors que le déplacement réel pendant dt est donné par
dx = v(t)dt =dre,(t) + dt 2rsina ew(t) (fig. 12.33).

De plus, on constate dans cet exemple que la condition d’absence de frottement
(R, = 0) est équivalente 2 la condition « R - éx = 0 pour tout déplacement
virtuel compatible » (alors que pour le déplacement réel R - dx = R pSerdi #
0). Cette remarque nous conduit & introduire la définition suivante.
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Les liaisons sont dites parfaites si elles satisfont la condition des travaux
virtuels suivante :

N
D> R® .5x@ =0 (12.104)
a=t1

pour tout déplacement virtuel compatible.

Cette condition s’exprime en disant que la somme des travaux effectués
par les forces de liaison est nulle pour tout déplacement virtuel compa-
tible (§ 13.1.1).

Vérifions que cette condition correspond aux deux propriétés mentionnées
au début de ce paragraphe.

Considérons par exemple une molécule diatomique rigide dont I’équation
de liaison est :

2
]x(z) —x | = d* (= constante).
Dans ce cas, les déplacements virtuels compatibles sont définis par
(x(2) __x(l)) . (sx(Z) _ 8x“)) =0

c’est-a-dire 6x@ = sxV +bavech - (x@ —xV)y = 0.
La condition des travaux virtuels R©" - 8xV + R® . §x® = 0 devient

(R(l) +R(2)) _ax(l) +R(2) b=0
pour tout b perpendiculaire 2 (x® — x‘1) et pour tout 8x', ce qui implique

RV +R? =0 et R?=xrax® —x").

En conclusion, la condition des travaux virtuels exprime la condition
que les forces inconnues RV et R® — responsables de la rigidité de la
molécule — satisfont le principe de I’action et de la réaction.

Dans le cas d’un solide, les déplacements virtuels compatibles infinitési-
maux sont définis par

8x@ = §xN 4 8 A AP

Soit (R, M) les éléments de réduction des forces de liaison dans le solide ; la
condition des travaux virtuels devient

R-6x=0, M, 8&=0 (12.105)

Condition des
travaux virtuels

Molécule diatomique

Solide

Condition des
travaux virtuels

le torseur des forces
intérieures est nul
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pour toute translation dx et toute rotation & compatibles avec les liaisons a

I’instant ¢. Ces conditions impliquent R = 0 et M, = 0, ce qui exprime le fait
phq A q p

que, pour un solide, le torseur des forces intérieur est nul.

Dans le cas d’un solide en translation sur une surface, la liaison sera parfaite
si R est perpendiculaire 4 la surface, ¢’est-a-dire s’il n’y a pas de frottement.
Dans le cas d’un solide en rotation autour d’un axe, la liaison sera parfaite si le
moment des forces de liaison est perpendiculaire & I’axe, c’est-a-dire s’iln’y a
pas de frottement.

En présence de frottement, on considérera la liaison parfaite qui réalise la
contrainte et I’on introduira les frottements dans les forces appliquées.

12.6.4 Classification des liaisons

Fil souple

o fil

Particule dans une enceinte

X

%

Skieur sur un tremplin

e

Liaison ‘/x12+x§+x§—L<0 a <x; < b 7= —xtana,six <0
i=1,2,3 z2~h—xtanfB,six >0
Etat | (x), Xy, X3, %;, Ay, 53) | (Xp, Xp, Xy, Xy, Xy, £3) (x, z, X, 2)
Fig. 12.34 Liaisons unilatérales.
point sur cdne
Pendule < Grand huit A
I - e
0, A - L )
| L el
Fé\
A~ - L
AN
i 2 !
I
Liaison ‘/x12+x§+x§—L:0 Slxp, x5, x3) =0 x3tana—,/x,2+x§:0
g(xy, x5, x3) =0
Etat ©, ¢, 8, 9) (s, §)

(o, 9, 0, @)

Fig. 12.35 Liaisons bilatérales, holondmes, indépendantes du temps.
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Centrifugeuse
3

Ressort excité

Liaison

x3=0;x;, —x;tanwt =0

xq — £coswt =0

Etats (o, 0)

(xp, Xp)

Fig. 12.36 Liaisons bilatérales, holondmes, dépendantes du temps.

Poursuite
Fusée et satellite

Roue verticale roulant
sans glisser sur un plan

Patin a glace

(@) ) (©
Liaison | A a un mouvement zg=R v5=0ArAG v;//AB
donné o = ge; + 6 cos pe,+ soit y; — tan @i = 0
vy = vlfA, v = cste +6 sin we,
soit X5 = HRsing
yg = —6Rcos¢
Ftat (x, v, 2) (xg» Yg. 0, @, 6, ¢) (xg» Y5 95 XG> 9)

Fig. 12.37 Liaisons bilatérales, non holondmes, dépendantes (a) et indépendantes (b)

et (c) du temps.

12.6.5 Exemple. Mouvement le long d’une droite mobile

Considérons un systeme formé de deux points matériels de masse m ,, my
se déplacant sans frottement sur une droite rectiligne, horizontale, tournant &
vitesse angulaire £2 constante autour d’un axe vertical (fig. 12.38). Les deux

points interagissent au moyen de la force

FB%A — __FA—->B — _k(|x| —Z)if

Liaisons holonémes
dépendantes du
temps

Liaisons non
holondémes
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ol x = x, —x. Etudions I'évolution en supposant qu’a I’instant initial (1 = 0)
le systéme est immobile par rapport a la droite mobile.

Systéme holondme
a deux degrés
de liberté

mag

Fig. 12.38 Centrifugeuse.

® Référentiel : laboratoire.
e Forces extérieures : poids et forces de liaison (exercées par la droite).

e Forces intérieures : FA~B FB—A,

e Liaisons :
a=25=0, ¢, =¢p=5. (12.106)
e Absence de frottement :

R, £, =Ry £, =0. (12.107)

o Equations du mouvement :

myx, =m,g+R, + FBA
(12.108)
mgky = mpg + Ry — FB=A,
Introduisons les vecteurs x; et x, ol
1
Xg = M(mAxA+meB), X=X,—x;, M=m,+mg (12.109)
Des équations (12.108) et (12.109), on obtient :
Mig = Mg +R, +Ry
12.110)
w_ Mp m B— (
M= Ry Ry FOE
oil
May
= ——— 12.111
g o fmy ( )

(C’est la forme générale du probléme a 2 corps discuté au chapitre 18.)

358



Forces de liaison

Le systéme est holondme a deux degrés de liberté et les liaisons sont dépen-
dantes du temps.

Nous choisissons les variables p; = | x| et p = | x |. En tenant compte des
liaisons (12.106), (12.107) et de I'expression de la force FB~4, on obtient, en
projetant (12.110) sur 'axe £,

M(pg — $2%pg) =0

w(p — 2%p) = —k(p — €)

avec les conditions initiales p;(0) = p(0) = 0. D’ou

;50292,00

. k 5 ke , 5

PZ‘(;—Q)[P‘W]* Sik # us2 (12.112)
ki

p=—, sik=puR%

On obtient ainsi I’évolution du centre de masse
0G(1) = pg(0) cosh 21.

Pour la variable relative p = p, — p. il faut distinguer les trois cas suivants :

p(t) =€ + (py — £') cos wt

I. Si 2°< i : ‘ P Etat lié
ol ———t, o= |- —2?
k—pu§2+ 7!

(pour autant que p, < 2¢€').

C’est un mouvement oscillatoire harmonique de pulsation , centré en €',
d’amplitude | p, — €' |. En particulier, si p, = €', le systeme s’éloigne de I'axe
de rotation sans se déformer.

1k
2. Si %= ;]i— D pt)=py+ E;th. Dissociation
pt) =—|€ |+ (py+ | |)cosha't
3. Si 27> 5 : X Dissociation
o= [ —.
U

En conclusion, il y a une vitesse de rotation critique : si §2 est inférieure
a la pulsation propre w, = +/k/u, le systéme reste li€ et oscille avec
une pulsation w inférieure a ), ; au contraire, si §2 est supérieure 2 wy,
le systéme se dissocie (o () — 00).
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Tensions internes

La vitesse de rotation critique est ainsi égale a la pulsation propre w, du
ressort, résultat analogue & celui du paragraphe 14.3.2.

12.7 TENSIONS INTERNES, DEFORMATIONS ET LOI DE HOOKE

12.7.1 Tenseur des tensions

Considérons un petit élément de volume AV a l'intérieur d’un solide
(fig. 12.39). Il est soumis a des forces extérieures qui sont soit distribuées dans
le volume, soit appliquées en des points. De plus, il est soumis 2 des forces in-
térieures exercées par le reste du solide sur AV : ce sont les fensions internes.
Comme ces forces sont de trés courte portée, nous admettrons qu’elles agissent
sur la surface de I’é1ément de volume en question.

route

Fig. 12.39 Systeme : le tablier du pont. Les forces extérieures sont les forces gravi-
fiques et celles exercées par les cables.

Pour définir les tensions au point P, on introduit un systéme d’axes carté-
siens Pe, e e, et on « coupe » le solide en deux parties par le plan passant par
P, perpendiculairement & I'axe 1 (fig. 12.40). La surface telle que e, est dirigé
vers ’extérieur est appelée surface positive dans la direction e, et]’autre, sur-
Jace négative.

5 Surface positive
selon l'axe 1

e '

t Surface négative
selon l'axe 1

Fig. 12.40 Surface positive et négative selon I’axe 1.

Fig. 12.41 Force AF exercée par la partie 1I sur I'élément de surface AS.



Tensions internes, déformations et loi de Hooke

Considérons alors un petit élément AS'" de la surface positive, d’aire AS |
(fig. 12.40). On introduit AFV, résultante des forces exercées par la partie II
sur cet élément,

3
AFD =" AFVe, (12.113)  AS® = 4S.e,
i=l

ainsi que les trois nombres

AF) AF," AF
— o= — e, o= :
AS, AS, 3TAS,

o = , (12.114)

dont la dimension est celle d’une force par unité de surface, c’est-a-dire d’une
tension. Si I’on répéte cette construction en prenant la direction 2, on obtient
trois nombres o,,, 0,,, 0,3, €t en prenant la direction 3 on obtient trois autres
nombres 0y,, O3, 033

Le tenseur des tensions au point P est la matrice 3 x 3 définie par

F9
0,;(P)= ASI‘. (12.115) Tenseur des tensions

od AF® est la force exercée par le reste du solide sur 1’élément de surface
perpendiculaire 2 ¢;, d’aire AS;, contenant P.

En conclusion, le tenseur des tensions au point P, permet d’exprimer la force
exercée sur la surface AS; perpendiculaire a e;, sous la forme

3
()
AF® = Z;aij(P)ASiej. (12.116)
j:
12.7.2 Propriétés du tenseur des tensions

Etant donné un élément de surface, on introduit le vecteur AS, perpendicu-
laire a I’élément de surface, de norme égale a Iaire.

e Le tenseur des tensions est une matrice symétrique

o, =0, (12.117)

définie en chaque point P du solide.

e Soit AF la force interne exercée sur I’élément de surface AS contenant
P, alors

AF = Zaij(P)ASjei avec AS = ZASjej (12.118)
i,J J
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ou encore, en utilisant la notation matricielle,

AF = o(P) - AS.

e La matrice {o; ; (P)} est un tenseur.

(12.119)

DEMONSTRATION. Il suit de la troisi¢me loi de Newton que la force exercée
par la partie I (fig. 12.40) sur la surface négative de la partie II correspondant
2 ASD est égale 3 —AF. Considérons alors un petit parallélépipéde centré
en P, de coté a,, a,, a, (fig. 12.42). La condition d’équilibre appliquée a ce
parallélépipede, soit ZL Ml(,") = 0, ou Mr(,a) est le moment résultant par
rapport a P des forces internes exercées sur la face «, entraine

6
(@) 1 1 _ —
Z Mp'| = 50,(05,a,03)2 — 5a5(0,30,a,)2 = a,a,a;(0); — 03,) =0

a=]

Matrice symétrique d’oll 053 = 03,.

A[“g(l):(ﬁ,zu](l} t
2 J_
a
£

¢)

Y a

Fig. 12.43 Force interne exercée sur AS.

Considérons maintenant un petit élément de volume ayant une surface per-

pendiculaire a n (fig. 12.43). Nous avons

_ 1 _ 1
AS = 5((13133 —ae,) A(ae, —a,e,) = 5((1,c13e2 + a,a5e, + a,a,e4).

Ce petit €lément de volume étant en équilibre, la condition d’équilibre entraine

AF —AFY —AFD —_AF® — 0.
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(Il faut prendre le signe négatif car les surfaces selon e; sont négatives. Nous
avons négligé les forces proportionnelles au volume car AV /AS tend vers zéro
lorsque AV tend vers zéro.) Nous obtenons ainsi, en utilisant (12.116) et la
symétrie o;; = 0,

3 3 3
AF =) "AF" =% "% "ASo,e, = ZajiAS,.ej. AF = o(P)-AS
iof

i= j=1i=1

Finalement, il suit de (12.118) que pour tout vecteur unité #2, la grandeur

AF -n
E o nn; = 5 ou AS = ASn, 0,; est un tenseur

est un scalaire et, par conséquent, la matrice symétrique o,; est un tenseur

(Appendice B). Nous avons établi ces propriétés a partir des lois de la statique ;
si le solide est en mouvement, ces propriétés sont conséquences des équations
du mouvement car p et L; sont proportionnels au volume.
. L3 . E

12.7.3 Observations expérimentales et loi de Hooke

Le concept de « solide » introduit & la section 8.1 est une idéalisation, tres
utile en mécanique, qui est souvent une approximation suffisante. Cependant, | *—
un solide réel est un systéme composé d’atomes maintenus dans une certaine ? 1
configuration (moyenne) grice aux interactions interatomiques; sous I’effet ‘
de forces extérieures, la position des atomes se modifie et le solide subit une I
déformation. Effectuons les expériences suivantes et observons les résultats. (3 Déformation

- . réversible d'un

Expérience 1. Traction élastique

On mesure 1’élongation §¢ d’un élastique, puis d’un ressort, en fonction de la
force appliquée F (fig. 12.44).

F F £
200 200 A
C N
150 150 AB 1
100 100 I 0
50 50
8¢ 8¢
2 4 6 8 A2 4 6 8
enA en A’
(a) (b)

(b) Déformation
Fig. 12.44 Expérience de traction : (a) un élastique ; (b) un ressort : les courbes irréversible d’un
successives sont obtenues en diminuant la force a partir des points A, B, C. ressort

Expérience 2. Fléchissement

On mesure le fiéchissement 4 d’une lame métallique en fonction de la force
appliquée F (fig. 12.45).
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~

w

W

Fig. 12.45 Fléchissement.

Expérience 3. Cisaillement

Un rectangle de caoutchouc est soumis a une force F appliquée au milieu d’un
des c6tés ; on observe I’angle 8 que font des droites initialement horizontales
en fonction de F (fig. 12.46).

VAR

»
(2

'
v
|
‘
'
'
'
)
'

F

Fig. 12.46 Cisaillement pur.

Expérience 4. Torsion

Un cylindre est soumis a un couple F'd on observe 1’angle de rotation 6 d’une
section en fonction de F (fig. 12.47).

Fig. 12.47 Torsion.

HOOKE Robert Des observations similaires conduisirent Hooke & énoncer une loi qu’il

Astronome anglais  exprima sous forme d’anagramme, « ceiiinosssttuv », dont I'énoncé en clair

1635-1703 gyt donné deux ans plus tard, soit « ut tensio sic vis », et que 1’on exprime
aujourd’hui sous la forme suivante.

Loi de Hooke (1676)

Pour de faibles déformations, la déformation est proportionnelle a la
tension.
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12.7.4 Déformations élastiques et plastiques

Considérons I’expérience simple de la traction et regardons plus en détail ce
qui se passe lorsque nous augmentons lentement la force (fig. 12.48).

F
. L R+0R

+6¢ aene

| S ————
région  région \rupture
élastique  plastique

Fig. 12.48 Cylindre homogene soumis a deux forces égales et opposées.

Nous voyons que dans une premiére partie la loi de Hooke est bien vérifiée.
Nous observons par ailleurs que pour des tensions inférieures a une certaine
valeur critique, le solide reprend sa forme initiale lorsque la tension est suppri-
mée ; dans ce cas, la transformation est réversible et de telles déformations sont
dites élastiques. Pour des tensions supérieures, il apparait une déformation per-
manente lorsque la tension est supprimée et la déformation est dite plastique.  Déformation
De plus, nous constatons que méme dans le domaine élastique, il apparait un  Pplastique
temps de retard : immédiatement apres I’application de la tension, le solide su-
bit une premiere déformation, mais il n’atteint la déformation finale qu’apreés
un temps assez long.

Un phénomene intéressant se manifeste lorsque I’on applique une tension
périodique de moyenne o, ; on observe en effet que la rupture apparait pour
une valeur o, beaucoup plus faible que la tension de rupture dans le cas
statique : c’est le phénoméene de fatigue. Nous observons aussi que lorsque la  Fatigue
tension qui cause la rupture a ét€ appliquée lentement, la surface de fracture est
irréguliere. Au contraire, dans le cas de rupture due a une tension périodique,
une partie de la surface de rupture est lisse, le reste étant comme dans le cas
statique tres irrégulier. On peut ainsi admettre que dans le cas périodique et
juste avant rupture, seule une partie de la surface contribue au support de la
charge.

12.7.5 Traction

Considérons un cylindre en équilibre soumis a I’action de deux forces F et
—F ayant pour support I’axe du cylindre. Soit S I’aire de la surface perpendi-
culairea Feto = |F| /S latension.
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Loi de Hooke (Traction)

Pour de faibles tensions, les variations relatives de longueur sont propor-
tionnelles a la tension, ¢’est-a-dire

501 SR
o o =24 (12.120)
¢t E R E

olt §¢ = £’ — £ est la variation de longueur d’un segment parallele 3 F
de longueur initiale £, et R = R’ — R est la variation de longueur d’un

segment perpendiculaire & F de longueur initiale R.

Module Le facteur de proportionnalité E est une grandeur positive, appelée module
d’Young: £ d’Young, de dimension [E] = [F][L] 2. Le facteur sans dimension v est
Coefficient appelé coefficient de Poisson ; comme nous le verrons (§ 12.7.7 et 12.7.13),
de Poisson: v on peut démontrer que v est compris entre —1 et 1/2, mais expérimentalement

on observe toujours 0 < v < 1/2.

Nous avons ainsi la relation, appelée loi de Poisson,

SR 8¢

=—v—.

R £

traitement qu’a subi le matériau.

(12.121)

Le tableau (12.50) donne quelques valeurs de E et v ; les valeurs de la limite
d’élasticité et de la charge a la rupture sont indicatives car elles dépendent du

Tableau 12.49 Constantes élastiques de quelques solides.

E v Limite Charge de rupture
d’élasticité
YOUNG Thomas Nm?2=Pa Nm? Nm2
Physicien et médecin A1(995) | 70610 | 0345 | 11213107 4215107
anglais Acier 21,5-10'0 0,283 | 25280107 40 a 150-107
(1773-1829) i
Cuivre 12,98-10'° | 0,343 | 3212107 10 2 40-107
Verre 610 0,3

Plomb 1,61-10'0 044 | 04al-10 122107

Bois 1221010

Nylon 0,3-10'°

107 N/m? = 1 kgf/mm?

12.7.6 Compression

Considérons un solide soumis a une pression p hydrostatique uniforme :

p=|AF|/AS=—0 > 0.
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Ny,
.

O 1 P - D

Fig. 12.50 Pression hydrostatique.

Loi de Hooke (compression)

Pour de faibles pressions, la variation relative de volume est proportion-
nelle a la pression, soit

1% fficient d
7 = —xp (12.122) Coefficient de

compressibilité : x

oudV = V' — V, le facteur de proportionnalité » est une grandeur
positive appelée coefficient de compressibilité.

12.7.7 Relation entre les coefficients (E, v, x)

Pour un solide isotrope, nous pouvons relier les 3 constantes élastiques
(E, v, x) en utilisant le principe de superposition.

« La déformation due a 1’action de plusieurs forces est égale a la somme
des déformations causées par chacune d’elle agissant séparément. »

Pour cela, faisons agir successivement les forces dans les directions 1, 2 et
3 : nous avons

sV 8, 8L, 8ty <1 v v)
—=—+4+——=+—==3|-0——0— =0
14 Z Z, £, E E E

d’ot
1 -2v
3

12.123
z ( )

X =

et la condition x positif implique v < 1.
I

La valeur v = 3, soit % = 0, caractérise un solide incompressible.

12.7.8 Cisaillement

Considérons un solide en équilibre, soumis a I’action de forces tangentielles,
et introduisons

o=|F|/S.
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Module de
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Comte Lonis

DE LAGRANGE
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mathématicien frangais
(1736-1813)
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(a) (b)
Fig. 12.51 (a) Solide non déformé ; (b) solide déformé.

Loi de Hooke (cisaillement)

Pour de petites déformations, I’angle de cisaillement y est proportionnel
- ala tension, soit

y = —o0. (12.124)

Le coefficient de proportionnalité G est appelé module de cisaillement ;
c’est une grandeur positive, de dimension égale a celle de E, soit [G] =
[FIL]2

12.7.9 Tenseur des déformations (formulation de Lagrange)

On considere un solide déformé sous I’action de forces extérieures. Dési-
gnons par y(x) le déplacement du point P (du solide) de vecteur-lieu x avant
la déformation (fig. 12.52). Aprés la déformation, le vecteur-lieu de P sera
X' =x+yx).

En introduisant le tenseur des déplacements au point P défini par

ay,; (x)

D..(x) = , 12.125
9= "or, (12.125)

nous pouvons exprimer le déplacement y(x + Ax) d’un point Q voisin de P,
sous la forme

3
yi(x+Ax)=yi(x)+ZDij(x)ij Ax = PQ, |[Ax| < 1
j=1

soit, sous forme matricielle,

y(x +Ax) = y(x) + DAx. _ (12.126)
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Qj Q V21,1
< (x) P l\\\
2 > % O
P Axy O 7
x VY v Ax N7
o 1
(@) (b)

Fig. 12.52 (a) Systéme non déformé ; (b) systéme déformé.

Pour donner I’ interprétation du tenseur { D, ;}, décomposons-le en ses parties
antisymétrique et symétrique

D;=R;+e;
avece
R, = %(Dij -D;)=-R} (12.127)
_1 _
&= E(Dij + Dji) = +8ji (12.128)

Nous avons ainsi
DAx = RAx + €EAx

o Le tenseur antisymétrique R est de la forme

0 —0;
R=1] o, 0 —a, Rotation
-, q 0

ol @ = (a,, a,, ;) est un pseudo-vecteur. Par conséquent, RAx = a A Ax,
et le déplacement R Ax est une rotation d’angle | « | autour de I’axe « passant
par P (§ 8.2.2).

o Par définition, le tenseur symétrique € est le tenseur des déformations. Nous  Déformation
donnons sans démonstration les propriétés de ce tenseur.

12.7.10 Propriétés du tenseur des déformations

e La variation relative de longueur du segment PQ = Ax est donnée par

5| P 1
PO _ Y e, AxAx; i |Ax| < 1. (12.129)
ij

|PQ|  |Ax|* &

En particulier, ¢;; représente la variation relative de longueur d’un segment
parallele a Paxe e;

g, = —1t, (12.130) Allongement
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e Pouri # j:
£ = %yij (12.131)

ol y,; est la variation de ’angle entre deux droites issues de P, initialement
paralleles aux axes e; ete; ; y;; est positif si I’angle final est aigu, négatif si
I’angle final est obtus.

e La variation relative de volume d’un parallélépipéde centré en P est donnée
par la trace du tenseur €, c’est-a-dire

8V
7 => 6, =Tr& (12.132)

e Décomposons le tenseur € en une partie proportionnelle a I’identité et une
partie €9 2 trace nulle

£, = HTr€)8, + [sij — X(Tr s)aij] = §(Tr€)5;; + sfj.”. (12.133)
Nous aurons alors
€Ax = 1(Tr §)Ax + €PAx.

Le terme %(Tr €)Ax représente une déformation isotrope : ¢’est une dilatation
si Tr € > 0, une compression si Tr € < 0. Le terme €PAx représente une
déformation sans variation de volume (car Tr €9 = 0) : ¢’est un cisaillement
pur. En conclusion, nous avons le résultat suivant.

Théoréme de Helmoltz (1858)

Le déplacement de tout point Q voisin de P est la superposition d’une
translation y(x), d’une rotation R Ax, et d’une déformation € Ax. De plus,
la déformation est la superposition d’une dilatation ou compression et
d’un cisaillement pur

y(x +A4x) =y(x) + RAx + €EAx =
=y(x) + RAx + 1(Tr £) Ax + €0 Ax.

12.7.11 Exemples de tenseur des déformations
Les tenseurs des déformations dans les cas simples discutés plus haut sont
les suivants.

o Pour un cylindre homogene et isotrope soumis & une force de traction paral-
1ele a'axe e5 (§ 12.7.5):

SR
x 00
SR
€ = 0 ? 0
Y4
0 _
0 ?
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e Pour un solide homogeéne et isotrope soumis & une pression hydrostatique
(§12.7.6):

2% Lo 3V
_ 1%V _ 19V Pression
€= Iy 01 0]=3 vV 1 hydrostatique
0 0 |
o Pour un solide homogene et isotrope soumis a des forces tangentielles
(§ 12.7.8) : de y(x) = yx,e, (fig. 12.51), valable pour de petites déformations,

on a Forces tangentielles
0O y 0O
ay;
{D,'j} = {_} =10 0 O
ax
/ 0 0 O
d’olr
| 1
R = —%y 0 0 et €= %y 0 o
0 0 0 0 0 o
Le déplacement est la superposition d’une rotation d’angle = — % y etd’un

cisaillement pur d’angle y = —2« (fig. 12.53).

Fig. 12.53 Solide soumis a des forces tangentielles.
12.7.12 Formulation générale

Loi de Hooke

Pour de petites déformations, le tenseur des déformations d’un solide
homogéne et isotrope est proportionnel au tenseur des tensions, c’est-a-
dire

0 = 2;/,*817 + A(Tr 8)6,.].. (12.134) Coefficients de Lamé

Les coefficients de proportionnalité u* et A sont appelés coefficients de
Lamé.
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Swiss métro

12.7.13 Relations entre les coefficients élastiques

Considérons un repere qui diagonalise o, ;. Nous avons

o, =2u"e, + MTr &) (12.135)
et

Tre=Qu*+30)Tr &€

En appliquant la loi de Hooke (§ 12.7.5) a un parallélépipede de cOtés
parali¢les a e;, on a

8¢, o, 1+v v

v
81=—KT=E—E(0’2+O’3)= E O'I—ETI'U
d’ou
+ Tro= 2 e + " (Qu* +30Tr €
= — Tr = — —_ .
“ 1+v£l 14+v I+v P 14w H

En comparant cette équation avec (12.135), nous obtenons finalement

i _E t A= vE (12.136)
B =2a+w & "Ta¥wa=2ny '

Par ailleurs, dans le cas de cisaillement pur, nous avons (§ 12.7.8)

0y =218y = Gy,
d’ol

G=u* (12.137)
et les conditions G = pu* > 0 et x > 0 impliquent

-1<v <y (12.138)

12.7.14 Conclusion

Les constantes €élastiques E et v caractérisent entiérement le comportement
élastique d’un solide homogéne et isotrope. Elles dépendent de la température
et de la maniere dont s’effectue la déformation (isotherme, adiabatique), mais
elles ne dépendent pas de la forme du solide étudi€.

12.8 PROBLEMES

12.8.1  Un tunnel rectiligne est creusé entre deux villes. Calculer le temps
mis par un corps pour aller d’une ville a I’autre, sous I’action du seul champ
de gravitation :



Probléemes

1. s’il se déplace dans le tunnel;

2. s’il se déplace sur une orbite circulaire autour de la Terre.

Négliger les frottements. Vérifier que si les villes sont diamétralement oppo-
sées les temps sont les mémes.

12.8.2  Evaluer la masse de la Voie Lactée sachant que la période de révo-
lution du Soleil autour du centre de la Voie Lactée est 250 millions d’années.
A quelle vitesse (par rapport a la Terre) doit-on lancer un satellite pour qu’il
puisse s’échapper de notre Galaxie 7 On admettra que toute la masse de ia Ga-
laxie est répartie de maniére homogene a I’intérieur d’une sphere.

12.8.3 Dans le modele de Thomson, I’atome d’hydrogeéne est constitué
d’une charge positive (= proton) uniformément distribuée a 'intérieur d’une
sphere de rayon ry, et d’un électron ponctuel se déplacant a I'intérieur de
cette sphére. Au contraire, dans le modele de Bohr, le proton est une parti-
cule ponctuelle. On suppose le proton immobile et I’on admet la condition de
quantification de Bohr : les seuls mouvements circulaires possibles de 1’élec-
tron sont ceux pour lesquels pr = n/i ol n est un entier, # est la constante de
Planck (r est le rayon de la trajectoire, p la quantit€é de mouvement). Trouver
les rayons des mouvements circulaires possibles dans les deux modeles (I’ex-
périence confirmera le modéle de Bohr).

12.8.4 On dispose d’un jet de 1 mm de diametre constitué de Hy et Dy,
ayant une vitesse v, = 103 m/s. Calculer ’intensité du champ magnétique
homogene B, et le diametre de 1’ouverture, pour obtenir un jet contenant du
D;“ uniquement dans I’expérience de la figure 12.54. Est-ce que I’intensité du
jet de D} sera diminuée ?

|_u 1
1mm ; '_'_-_'4__::_—_'_'::'_'_';\\\
AL I j
30 cm ——’// @ BO
I ouverture
Fig. 12.54

12.8.5 Trouver I’évolution d’une particule de masse m, charge g, se dé-
plagant sur un cercle de rayon R sous I’action du champ €lectrique oscillant
E = Esinyte, ou E, et y sont des constantes. Montrer que la grandeur

. E 1l
p:9+q—2—cosyt
mR y

est une intégrale premiére ; dans quels cas le mouvement est-il périodique ?

12.8.6  Donner une analyse qualitative du mouvement d’un électron en
présence du champ magnétique créé par un courant (§ 12.2.3) dans le cas ou
C # 0. Montrer qu’il existe un mouvement hélicoidal.

Notre Galaxie

Atome d’hydrogene

Séparation
isotopique

Champ électrique

Champ magnétique
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12.8.7 Unbateau de 1000 kg a une vitesse maximale de 25 km/h. On admet
que I’eau exerce une force de frottement FT = —AvavecA = 30 Nm™'s.
Calculer la force F exercée par I’hélice lorsque le bateau avance a vitesse
maximale. Le bateau est parti du port sous I action de cette force Fy ; calculer le
temps nécessaire pour atteindre 18 km/h et la distance parcourue. A cet instant,
le moteur tombe en panne; calculer la distance d’arrét.

12.8.8 Un avion volant horizontalement a la vitesse v doit larguer un colis
pour un village 2 métres au-dessous de la trajectoire de I’avion. Calculer a
quelle distance horizontale d il faut larguer le colis si I’on admet que la force
de frottement est linéaire en la vitesse. En introduisant I’ approximation Ad,, <
mv, ol d,, est la distance en I’absence de frotiement et m la masse du colis,
vérifier la relation

~ )\'d()

12.8.9 Une balle de fusil a une vitesse initiale de 430 m/s; quelle est la
vitesse de la balle lorsqu’elle atteint une cible située a 300 m ? On prendra
F'= _\v2pavecA =2-10Nm?2s2etm=5g¢g.

12.8.10 Un parachutiste pesant 80 kg, en chute libre, est soumis a une force
de frottement F™ = —\v2d. Trouver A et le coefficient C, sachant que la
vitesse maximale qu’il est possible d’atteindre est 190 km/h (S = 0,7 m?). Le
parachutiste saute d’un hélicoptere immobile et décide d’ouvrir son parachute
aprés 1000 m de chute. Calculer le temps de chute et la vitesse atteinte.

12.8.11 En admettant que Galilée ait l1aché deux spheres de méme rayon
R = 10 cm, I’une en bois, "autre en fer, depuis la tour de Pise, 2 une hauteur
de 45 m, quelle aurait été la différence des temps de chute ?

Py = 1,3 km/m*  p,. =07-10° km/m* p,, =8 10° km/m’.

12.8.12 Les roues motrices d’une voiture de 500 kg supportent un poids de
300 kg ; le coefficient de frottement entre les roues et la route est 0,6. Montrer
que la vitesse apreés 10 s (départ arrété) sera inférieure a 130 km/h. Calculer la
distance de freinage lorsque la voiture roule & 100 km/h.

12.8.13  Un motocycliste dans une foire désire effectuer une boucle verticale
de 2 m de rayon 2 vitesse constante (looping). Calculer la vitesse minimale
nécessaire sachant que p; = 1. Quelle est la vitesse minimale nécessaire au
bas de la boucle pour effectuer le looping en roue libre (= sans moteur) ?

(sin @ =+ cos @ = /2sin(8 + 7/4)).
12.8.14 Une moto Cagiva 650 a les données techniques suivantes :

e Puissance : S8 CV =43 kW
e Vitesse maximale : 210 km/h



Probléemes

Empattement : 1460 mm

e Poids : 188 kg + 20 1 + conducteur = 280 kg

o Centre de masse (fig. 12.30): £, = L5, h =70 cm
o Coefficient de frottement: u, = 0,8

Calculer la réaction normale sur la roue arriére et I’accélération maximale.

12.8.15 Calculer I’accélération de freinage maximale pour la moto du pro-
bleme précédent si ’on freine :

1. surlaroue arriere ;

2. sur laroue avant;

3. sur les deux roues;

4. en bloquant la roue arriére.

12.8.16 Quelle est la force nécessaire pour mettre en mouvement une
voiture de 500 kg si les roues sont :

1. blogquées;
2. libres.
(= 0,8; 6,/R = 0,04).

12.8.17 Calculer la force minimale pour faire monter la caisse du pro-
bleme 4.10.11 sachant que le coefficient de frottement de la caisse sur le plan
incliné est u . Entre quelles hauteurs peut-on placer la corde ?

12.8.18 Un point matériel se déplace a l'intérieur d’un tube horizontal
tournant a vitesse £2 constante autour d’un axe vertical (fig. 12.36). Esquisser
les orbites dans I’espace de phase (r, 7) lorsqu’il y a des frottements secs entre
le point et le tube, de coefficient 1 et 1, (on se limiteraa | r | < g/$2).

12.8.19 On pose une sphere homogene (masse m, rayon R) sur un tapis rou-
lant se déplagant a la vitesse u. Trouver I’évolution (coefficients de frottement
. et p ). Calculer le temps ¢, a partir duquel le mouvement devient uniforme,
et calculer les vitesses finales (@ = 0; @ = 0).

12.8.20  On lance une boule de bowling de maniére telle que vy’ = —1o®
(A > 0). Calculer I’angle (par rapport a vg”) sous lequel la boule frappe les
quilles (v = 4 m/s, @ = 1 ts, R = 15 cm, u, = 0,2), et le déplacement

perpendiculaire a v(GO) pour un déplacement parallele a vg) de 10 m.

12.8.21 Un cylindre homogene de rayon R = 50 mm est posé sur un plan
faisant un angle 6 avec I’horizontale. On demande pour quels angles 6 :

1. le cylindre reste immobile ;
2. le cylindre roule sans glisser;

3. il y a toujours roulement avec glissement.
8, =8,=05mm; u. =0,3;pu, =0,5).

Freinage d’une moto

Démarrage d’une
voiture

Caisse sur plan
incliné

Centrifugeuse

Tapis roulant

Bowling

Cylindre sur plan
incliné
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horizontal

12.8.22  Le cylindre du probléme précédent se trouve sur un plan horizontal
avec une vitesse initiale v(0) # 0, @(0) = 0. Décrire I’évolution.

12.8.23 Un point matériel se déplace sans frottement a I’intérieur d’un an-
neau circulaire horizontal. L’anneau tourne a vitesse angulaire §2 constante
autour d’un axe perpendiculaire a son plan (fig. 12.55). Montrer que le mou-
vement du point est similaire au mouvement d’un pendule mathématique dont
on trouvera la longueur.

Fig. 12.55



CHAPITRE 13

PUISSANCE - TRAVAIL — ENERGIE

Les équations décrivant I’évolution temporelle sont en général trés dif-
ficiles a résoudre et dans bien des problémes il est préférable de commencer
par chercher des constantes du mouvement. Nous avons déja vu que pour les
systémes isolés, la quantité de mouvement et le moment cinétique sont des
constantes du mouvement. Dans ce chapitre, nous trouverons une nouvelle
constante du mouvement, I’énergie, grandeur fondamentale associée a I’ho-
mogénéité du temps. Pour ce faire, nous devons d’abord définir les notions de
puissance et de travail.

Apres avoir montré 1’aspect tout a fait général du théoreme de I'énergie
cinétique, nous verrons par contre que I’énergie mécanique n’est conservée que
dans des systémes conservatifs, c’est-a-dire des systemes oul toutes les forces
internes et externes sont conservatives : ce concept est donc une notion clé de
ce chapitre.

13.1 PUISSANCE ET TRAVAIL

13.1.1 Définitions

Considérons une force F dont le point d’application x se déplace au cours
du temps, c’est-a-dire F = F(t) etx = x(¢) (fig. 13.1).

Iy
Fig. 13.1 Puissance P = F - vet travail AW = / F-vdt.
’l
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La puissance développée par la force F a I’instant ¢ est la grandeur
P=F-v (13.1)

ol v = x est la vitesse du point d’application. C’est un scalaire de
dimension [M]{L}*[T]~? dont I’unité dans le syst®me international est le
watt, | W = 1kgm?s™3,

Le travail effectué par la force F pendant I’intervalle de temps [r;, #;] est
défini par

AW, 1) = / "dtP() = f "dtF@) - v(r). (13.2)

5 %

C’est un scalaire de dimension [M1[L]*[T]~2 dont I'unité dans le systéme
international est le joule, 1] = 1kgm?s2 = 1Ws. Le kilowatt-heure est
I’unité qui correspond au travail effectué¢ pendant une heure par une machine
qui développe une puissance de 1 kW, d’ott 1 kWh = 3,6 - 10°].

Par définition, la puissance développée par un ensemble de forces a 1’instant
t est la somme des puissances développées par chacune d’elles; le travail
effectué par un ensemble de forces pendant I’intervalle de temps [¢,, #;] est la
somme des travaux effectués par chacune d’elles.

On introduit finalement le travail élémentaire W effectué par la foree F
lors du déplacement infinitésimal 8x,

W =F - dx. (13.3)

Il découle de ces définitions que la puissance représente le travail effectué
par unité de temps :

8x W
P(t) = lim F(t) - — = lim —. .
® arlin() @ 8t Erlino St (13.4)

La notation W vient de 1’anglais « work ».

13.1.2 Travail et forme différentielle

En (13.2) et (13.3) nous avons introduit la notation AW et §W. D’une
maniere générale, le symbole AA représente une grandeur associée a une
courbe orientée. Par exemple en (13.2), AW représente le travail effectué de
t; a t; suivant la ligne d’univers. Ci-dessous, dans I’équation (13.5), le travail
est calculé le long de la trajectoire. En thermodynamique, on utilise la méme
notation pour calculer le travail associé a une courbe de ’espace des états.

Au contraire la notation AA représente la variation de la grandeur A entre
un €tat « initial » et un état « final », soit AA = A; — A,. De méme, les
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symboles 5A et §A (ou dA) seront utilisés lorsque les grandeurs en question
sont infinitésimales.

Si la force est définie & partir d’un champ de force F(x), ¢’est-a-dire si
F(t) = F(x(1)), le travail ne dépend que de la trajectoire & et ’on a
(fig. 13.2)

AW, tf)=AW,(xi,xf)=/ F(x) -dx. (13.5)
[ A

< b
En effet, dans ce cas,

AW, 1) = / "Fe()) - v(t)dt = lim 3" F(x(,) - v(r,)8 =

= lim ZF(xa)-éxazf F(x) - dx.

| x, |—0 v

o

(IS

(a) (b)
Fig.13.2 (a) Travail de F(x) le longde ¥ ;(b) AW, | # AW, ) le travail dépend du

chemin parcouru.

Du point de vue mathématique, le travail élémentaire associé & un champ de
force, soit W = F - dx, est une forme différentielle.

Pour un chemin ¢ fixé, nous avons les propriétés suivantes (fig. 13.3) :

AW, (x,, x) = AW, (x,, X)) + AW, (x,, X;); (13.6)
AW, (x, x) = —AW, (x,, X)). (13.7)

Par contre, pour des chemins | et ¥, différents (fig. 13.2 b), nous avons
en général AWZl(xi, xp) # AW%z(xw x;) et(fig. 13.3¢)

AW, (x, x) + AW, (x; x) #0.

WATT James
Ingénieur écossais
(1736-1819)

JOULE James Prescott
Physicien anglais
(1818-1889)

Le travail d’une
force sur un chemin
fermé peut étre
différent de zéro
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Fig. 13.3 Travail d’une force : (a) propriété (13.6); (b) propriété (13.7); (c) AW“. +
AW, #0.

13.1.3 Forces centrales, actives et passives. Travail des forces de liaison

Si le champ de force est tel que
F(x)=Fx)e,, ol x=0Px=re,

on dit que la force est centrale (de centre 0).

Une force est dite passive si elle ne fournit aucun travail au cours de I’évo-
lution ; elle est dite active dans le cas contraire.

Par exemple, la force magnétique gv A B, toujours perpendiculaire a la
vitesse v, est passive. De méme, la réaction normale (force de liaison) exercée
par une surface immobile sur un solide est toujours perpendiculaire a la vitesse ;
cette force est donc passive.

D’une maniére générale, si les liaisons sont holonémes, indépendantes
du temps et parfaites (sect 12.6), alors le travail des forces de liaison est
nul pour toute évolution.

En effet, pour de telles liaisons, tout déplacement réel infinitésimal est un
déplacement virtuel compatible et par définition (12.103) le travail élémentaire
est nul.

Le cas du roulement sans glissement est particulierement intéressant. La
force de frottement sec est passive, car la vitesse du point d’application est
nulle ; la force de frottement s’identifie alors a une force de liaison que I’on
peut déterminer par les équations du mouvement. Par contre, dans le cas du
glissement, cette force de frottement sec est active : ce n’est plus une force de
liaison, on doit la considérer comme une force appliquée.

Lorsque les liaisons dépendent du temps, les forces de liaison sont actives
(§ 12.6.3).
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13.1.4 Travail d’une force : exemples
1. Travail d’une force constante, par exemple F = mg.

t x;
AW:/ F-va'tzF/ dx=AF -x). (13.8)
t, x

Le travail d’une force constante ne dépend pas du chemin parcouru. Force constante

2. Travail d’une force centrale dépendant de r et 6, par exemple

Acosf
F=-—s5—r. (13.9)
14

Considérons les deux chemins ¢ et #, définis sur la figure 13.4.

/ F-dx=0 car F Ldxsur?,
< (x,xp)

par contre,

" A R
/ F-dx:/ ——dr+0+0=Aln— #0.
£, (x;, x¢) R r r

x=(R,0)
xA=(0)
xg= (1, %)

=R

Acosf
Fig. 13.4 Travail de la force F = — e long des chemins ¥ | et © ,.

re

En général, le travail d’une force centrale dépend du chemin parcouru. Force centrale

3. Travail d’une force centrale ne dépendantqueder : F = F(r) e,.
Comme F = F(r), il existe une fonction U = U(r) telle que
dU(r)

F(r)y=-— P
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Ainsi

AW =/ F(rye, dx = / "Forydr =
(X, xp) r

—[Utrp — U] =-4AU (13.10)

cardx =dre, +rdfe, +rsinfdy e, (sect. 9.6).

Le travail d’une force centrale F = F(r)e, ne dépend pas du chemin
parcouru.

4. Travail de la force de frottement sec, par exemple F™ = — pu mgo.

Commev-v = |v],

1
AW:—,ucmg/ dt|v|=—umgs <0 (13.11)
t.

ol s est la longueur du chemin parcouru par le solide.

Le travail d’une force de frottement sec dépend de la trajectoire, mais pas
de 1’équation horaire. Il est toujours négatif lorsqu’il y a glissement; on
dit qu’il est dissipatif.

5. Travail de la force de frottement visqueux, F ft — 0" .

I
AW = —Af lv"*'dr < 0. (13.12)
t.

Le travail d’une force de frottement visqueux est dissipatif ; il dépend de
la trajectoire et de I’équation horaire.

En outre
l AW (L, 1) J LAvg,s ol v = max, . |w(t) |

et s est la longueur du chemin parcouru.

Par conséquent, on peut rendre le travail de ces forces négligeable en ef-
fectuant le déplacement infiniment lentement; au contraire, le travail des
frottements secs ne dépend pas de la vitesse avec laquelle on déplace le solide.
En thermodynamique, on exprime ce résultat en disant qu’une transformation
« quasi statique » est réversible en présence de frottement visqueux, mais irré-
versible s’il y a des frottements secs.
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Ordres de grandeur

Puissance pour monter 1 étage en 10 secondes
Voiture

Centrale solaire

Centrale nucléaire

Centrale hydroélectrique (Tarbela, Pakistan)
Combustion du charbon

Travail d’extraction de I’électron

d’un atome d’hydrogene

Travail d’extraction d’un nucléon du noyau

Fission de I’uranium

i~ 200W
:20-220kW
:2-10MW

: 1000MW = 1 GW
15000 MW = 5GW
: 4 eV (par molécule)

:13,6eV
: 8 MeV
: 200 MeV (par atome)

13.2 ENERGIE CINETIQUE

13.2.1 Définitions

Considérons un systtme formé de N points matériels de masse m_, @ =
I, ..., N, sur lesquels agissent des forces que nous décomposons en forces

extérieures et forces intérieures (fig. 13.5) :

Fa — F;:xt +F‘inl.

(F& est la résultante des forces extérieures et FI™ la résultante des forces

intérieures agissant sur le point P, .)

Fig. 13.5 Décomposition des forces appliquées sur un syst€me matériel (m; a =

I, ..., N) en forces intéricures et forces extérieures.

En mécanique newtonienne, pour chaque point matériel nous avons :

d I .
Pa _ peu f F™ (2° loi de Newton)

dt

avec p,=m,v,

(loi zéro § 10.2.2).

En multipliant & gauche et a droite I’équation de Newton par v, on a

i _ i ext int
va ’ dt (motvot) _vrx (Fo( +sz )
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m v2) = P 4+ P (13.13)

Puissance des forces
extérieures et

intérieures ext int . £ < ext int
avec P et P les puissances développées par F ' et F .

Point matériel En mécanique newtonienne, l’énergw cinétique du point matériel o cst
définie par o

,=lme (13.14)
Avec cette définition, (13.13) devient

d .
o h= P+ P (13.15)

En sommant (13.13) sur «, on obtient

it (Z %muvi) = P 4 pi (13.16)

P =3P et PM=0)"pM (13.17)

o o

sont les puissances développées par toutes les forces extérieures et toutes les
forces intérieures au systéme.

Systéme matériel L’ énergie cinétigue d'un systeme matériel est la grandeur positive, ex-
tensive, définie dans le cas discret par

N.
T=Y imn? (13.18)

o=l

et, dans le cas continu, par
T=4% ] dmv’. (13.19)

C’est un'scalaire de dimension [T] = [M1[L1’[T}72, c’est-a-dire que I’énergie
cinétique a la dimension du travail.
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13.2.2 Théoréme de Pénergie cinétique

La dérivée par rapport au temps de I’énergie cinétique est égale a la
somme des puissances développées par toutes les forces extérieures et
intérieures :

d ext int

—T = P™ 4+ P™. (13.20)
dt

La variation d’énergie cinétique pendant I’intervalle de temps [¢;, #;] est
égale a la somme des travaux effectués par toutes les forces extérieures et
intérieures :

AT =T(t) — T(t) = AW™(t,, 1) + AW™(, 1,). (13.21)

DEMONSTRATION. L’équation (13.20) procéde de la définition de I’énergie
cinétique (13.18) et de I’équation (13.16); la deuxiéme partie du théoréme
s’obtient en intégrant (13.20) de ; a ;.

Remarques

o Il est trés important de souligner que, contrairement aux équations géné-
rales de la dynamique o les forces intérieures n’apparaissent pas, les forces
intérieures jouent un role essentiel dans le théoréme de 1’énergie cinétique.
11 suffit de considérer une voiture qui accélere sur une route horizontale. Les
forces extérieures sont la force gravifique, les forces exercées par la route sur
les roues et les frottements de I’ air. Le travail des forces extérieures (d@i unique-
ment aux forces de frottement de 1’air) est donc négatif et la variation positive
de I’énergie cinétique est entierement due au travail des forces intérieures (le
travail du moteur). Paradoxalement les forces de frottement sec (les forces de
liaison entre les roues et le sol), qui sont responsables du mouvement dans les
équations de Newton, ne travaillent pas (car la vitesse du point de contact est
nulle) et par conséquent elles n’apparaissent pas dans le théoreme de I’énergie
cinétique (13.21).

e Le théoréme de I’énergie cinétique est toujours applicable, quelle que soit
la nature des forces. Au contraire, le théoréme de conservation de I’énergie
mécanique, que nous établirons dans la section suivante, ne s’appliquera que
si toutes les forces actives sont « conservatives », concept qui sera défini ci-
dessous.

e D’une manidre plus générale, en particulier si I’hypothése newtonienne
p = muv (loi zéro) n’est pas valable, on pourra définir I’énergie cinétique T a
partir du théoréme de 1’énergie cinétique (13.20), avec T = 0 si tous les points
du systeme ont une vitesse nulle. Comme nous I’avons vu ci-dessus, en méca-
nique newtonienne la loi zéro associée a (13.20) conduit a la définition (13.18).
Au contraire, en mécanique relativiste, la relation relativiste entre p , m et v,
conduit 2 une autre expression pour 7 (§ 21.6.4).

Role des forces
intérieures
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13.2.3 Théoremes de Konig

Considérons un référentiel .72 en translation par rapport a .2, de vitesse

Vo = Ve Nous avons étébll au paragraphe 11.5.2 le premier théoréme de
Konig que nous rappelons ici sous une forme un peu plus générale.

Premier théoréme de Kénig

Les moments cinétiques évalués dans.#2 et 72’ sont reliés par la relation
7

L,=AGAMv +L,.

En particulier, si %2 = .92 est le référentiel du centre de masse,

L, =AG A Myvg + L,

En effet,

L, = ZAPa Am, (¥, +v) =

= (ZmaAPa> Ay, +L, =
o

= MAG A v, +L,.

Second théoréme de Konig

Les énergies cinétiques évaluées dans. 72 et %2 sont reliées par la relation
T=iMZ+p v, +T. (13.22)
En particulier, 1’énergie cinétique T est égale a la somme de I’énergie
cinétique de la masse totale concentrée en G et de I'énergie cinétique T}

évaluée dans le référentiel du centre de masse :

T = IMv;, + T (13.23)

o .. P .
En effet, de la définition de T et de la condition vE(, W — v_, on tire

T=3im =3 km, (v +v,) =
[ o

=S b (T ot -
=T +p' v, + ;M. (13.24)

Finalement, si.#2' =.#2;, on ap’ = 0, ce qui conclut la démonstration.
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13.3 FORCES CONSERVATIVES ET POTENTIEL

13.3.1 Forces conservatives

Le champ de force F = F(x), ou plus simplement la force, est conserva-
tive si le travail (13.5) ne dépend que des extrémités x, et x; et non de la
forme du chemin, ¢’est-a-dire si Forces conservatives

AW, (x;, x) = AW(x,, x;) indépendantde . (13.25)

Parexemple, il découle des équations (13.8) et (13.10) qu’une force constante,
ainsi que les forces centrales ne dépendant que de r (§ 13.1.3), sont des forces
conservatives.

Propriétés

Les conditions suivantes sont toutes équivalentes (nécessaires et suffi-
santes pour que la force soit conservative).

1. Le travail de F(x) ne dépend que des extrémités x; et x; et non du
chemin parcouru (13.25).

2. Le travail de F est nul le long de toute courbe fermée, ce que I’on écrit
ygF-dx=0. (13.26)

3. Il existe une fonction U = U (x), telle que

AW, (x;, xp) = — [Ux) — Ux)]

c’est-a-dire 5 conditions
nécessaires et
AW = —AU. (13.27) suffisantes pour

qu’une force soit
conservative

oU(x .
4. H existe une fonction U = U(x) telle que F;(x) = —ja—(—. On écrit
X.
alors l
F = —gradU (13.28)
et gradU est appel€ gradientde U.
oFy _ oF
5. Le rotationnel de F est nul, ¢’est-a-dire dry iy
L
Fr T = I‘OtF
aF. oF. 3 i
—L_ 1 =9 i,j=1,2,3 ou rotF=0 (13.29) aF,  BF
ox f dx; FYSEFTS

et on dit alors que le champ est irrotationnel.
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Cette derniére relation (13.29) est importante car elle permet de vérifier
directement si un champ de force est conservatif ou non (irrotationnel ou non).
En outre, rot F = 0 peut également s’exprimer dans d’autres systemes de
coordonnées (cf. ouvrages d’analyse vectoriclle).

DEMONSTRATION

1 <=2 Lacondition 1 implique
AW, (x, x) = AW, (x;, x;)

et de (13.6) et (13.7) on obtient
AW, (x, x) + AW, (x, x) =0

c’est-a-dire (13.26) (fig. 13.2 b). Inversement, si la condition 2 est satisfaite, il
suffit de considérer la courbe fermée définie par deux chemins reliant x; & x;
pour déduire (13.25) des mémes relations (13.6), (13.7).

1 & 3 La condition 3 implique trivialement la condition 1. Inversement
supposons la condition 1 satisfaite ; soit x,, un point arbitrairement choisi et
U (x) 1a fonction définie par

Ux) = —AaW(x,, x). (13.30)
L’équation (13.27) est alors une conséquence de (13.6) et (13.7).

3 <=4 La condition 4 implique

U

dot AW, (x, x) = —[ dU = —[U(xp) - Ux))].

Pour établir la réciproque, considérons le chemin rectiligne parallele a I’axe
j,cest-a-direy =x + se;.
Nous avons ainsi

xj+s
AW, (x, y) =/ Fydx; =—[UG+se,) — Uw)

et par conséquent

1
lim -A =F =——.
lim AW, 5 = £

aU
4 &= 5 Lacondition4, F. = v implique
X

aF aF—O
8xij iji—'

Pour la réciproque le lecteur est renvoyé a un ouvrage d’analyse vectorielle.
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13.3.2 Potentiel

La fonction U (x) associée a une force conservative est appelée potentiel.
On dit alors que la force F dérive du potentiel U.

Remarques. Le potentiel U (x) est pour I’instant une grandeur extérieure au

systeme (car associé a une force appliquée).

Cette grandeur a la dimension du travail et elle n’est définie qu’a une
constante additive pres : les fonctions U (x) et U(x) = U(x) + C définissent
la méme force. La constante sera choisie en imposant que le potentiel s’annule

en un certain point x,,, par exemple I’origine ou Iinfini.

Nous voyons de (13.27) que le travail effectué par une force conservative
est I’opposé de la variation du potentiel associé.

Mentionnons encore que mathématiquement on dit que la force est conser-
vative si le travail est une forme différentielle exacte, et I’on écrit §W = —dU.

Propriétés
Considérons un point d’évolution x = x(¢) soumis a !’action des forces
conservatives {F, = —gradU,}, ainsi qu’a dautres forces ; alors :

¢ la résultante F des forces conservatives est conservative et le potentiel
U associé est la somme des potentiels U, ;

e la puissance développée par les forces conservatives est

d
P=—-— u U=) U, 13.31
7Y Z:, o (13.31)

a, i

U,
DEMONSTRATION. F_ . = -3—“ implique
X.

d’out F = —gradU avec U= ZUu

oU dx,  dU
et P=F.v=-% ——l=-"T.
— Bx, di di

Potenticl

Force conservative ct
puissance

Extensivité
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13.4 ENERGIE POTENTIELLE ET ENERGIE MECANIQUE
D’UN POINT MATERIEL

13.4.1 Définitions et théorémes fondamentaux

Considérons I’évolution x = x(¢) d’un point matériel soumis a I’action
des forces conservatives F, = —gradU,, « = 1, 2, ..., ainsi qu’a d’autres
forces, et désignons par F" la résultante de ces autres forces (en général
F(™ gera la résultante des forces non conservatives). Du théoréme de I’énergie
cinétique (13.20) et de I’équation (13.31) on obtient

d d .
ST=— (Z Ua> + PO (13.32)
ou
, d
pe) _ pne) d_’; (13.33)

est la puissance développée par les forces autres que les forces conservatives
F . Nous avons ainsi

d
—\T U | =pr, 13.34
dt( +Za: a) ( )

Energie potentielle On appelle énergie potentielle du point matériel la grandeur
E®'(x) =) U,x) (13.35)
o
Energie mécanique et énergie mécanique du point matériel la grandeur
E™(x, v) = T(v) + E®(x). (13.36)

Les grandeurs T, EP*, E™ ont toutes la dimension du travail.
I1 découle de la définition (13.35) que I’énergie potentielle du point matériel
s’identifie au potentiel des forces conservatives, soit

EPYx) = U(x) (13.37)
et I’on écrira

E™(x, v) = T(v) + Ux). (13.38)
L’équation (13.34) conduit alors aux résultats suivants.
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DEMONSTRATION.

Théoréme de ’énergie (point matériel)

[

La dérivée par rapport au temps de 1’énergie mécanique est égale
la puissance développée par toutes les forces qui ne contribuent pas
I’énergie potentielle :

d

EEméC — po (13.39)

[~

et, par intégration de £, 2 1;, la variation d’énergie mécanique est égale
au travail effectué par toutes les forces qui ne contribuent pas a I’énergie
potentielle

AE™ = AW 0O (13.40)

Théoreme de conservation de I’énergie (point matériel)

Si toutes les forces actives sont conservatives, 1’énergie mécanique est
une constante du mouvement :

E™(1) = E™ (1)) =T + U. (13.41)
Dans ce cas, la variation d’énergie cinétique est ’opposé de la variation
d’énergie potentielle

AT = —AU. (13.42)

On dit alors qu’il y a conservation de I’énergie, ou encore qu’il y a
conversion d’énergie potentielle en énergie cinétique (et réciproquement).

(passives) est nulle, d’ol

d .. .
TtEm“ =0 et AE™ =0.
d

13.4.2 Remarques

e La différence d’énergie potentielle entre les positions x,, et x est parfois
définie par le travail qu’il faut fournir au point matériel pour le déplacer
de I’état (x,, v, = 0) a l’état (x, v = 0) (fig. 13.6).

En introduisant toutes les forces actives dans la défini-
tion de I’énergie potentielle, 1a puissance P développée par les autres forces

Cas général

Forces conservatives

Autre définition de
I’énergic potentielle
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En effet, AT = 0 entraine AEP' = AW®™ ou la force non conservative
est la force appliquée nécessaire pour effectuer le déplacement.

Fig. 13.6 Autre définition de I’énergie potentielle : EP'(x,) ~ EP(x,) = AW,

o Les grandeurs énergie potentielle et énergie mécanique sont des scalaires qui
ne dépendent que de I’état du point matériel (x, v). Précédemment (§ 13.3.2),
nous avons introduit les potentiels U, comme des grandeurs associées a des
forces extérieures au systeéme. Or, en passant I’expression ) U, du membre
de droite (13.32) au membre de gauche (13.34), on a transformé une propriété
« de I’extérieur » en une propriété du point matériel. Ainsi, les théorémes ci-
dessus conduisent a considérer I’énergie potentielle et I’énergie mécanique
comme des grandeurs physiques associées au point matériel en présence des
forces conservatives {F, = —gradU, }. Remarquons en outre que la variation
de I’énergie potenticlle du point matériel est I’opposé du travail effectué par les
forces conservatives {F,}.

e Dans la partie cinématique (chap. 6), nous avons introduit une constante
du mouvement G(x, v) conséquence du lemme fondamental. Pour un point
matériel, cette constante correspond ainsi a I’énergie mécanique divisée par la
masse.

o En présence de forces actives non conservatives, il n’y a pas conservation
de I'énergie mécanique ; au contraire, la variation d’énergie mécanique sera
égale au travail effectué par ces forces. Ce sera en particulier le cas lorsqu’il
y a des forces exercées par des machines ou des hommes (A E™ 2 0), ainsi
que dans le cas de frottement. Le travail des forces de frottement étant toujours
négatif (ou nul), les frottements conduisent a une diminution de [’énergie
mécanique (sauf dans les cas tels que le roulement sans glissement). Des
forces dont le travail est toujours négatif sont dites dissipatives et 1’on appelle
puissance dissipée PY* 1’opposé de la puissance développée par les forces
dissipatives : P4 > 0. Mentionnons que si la variation d’énergie mécanique
est positive, on dit que le point matériel recoit du travail de I’extérieur; dans
le cas contraire (AE™¢ < ), le point matériel fournit du travail a I’extérieur
ou/et il « dissipe » de I'énergie.

e On écrira simplement E(x, v) au lieu de E™*(x, v) lorsqu'il n’y a pas de
confusion possible.
13.4.3 Exemples d’énergie potentielle

Le tableau 13.7, obtenu & partir du paragraphe 13.1.4, donne quelques
exemples d’énergie potentielle.
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Tableau 13.7

Force Energie potentielle
Pesanteur mg —mg - X
Champ électrique constant qE —qE - x
Champ électrique E = —gradd(x, 1) gEx, t) qgP(x, 1)
Force élastique —k(|x|—Oe, | 1k(lx]|~ )
M M
Force gravifique — ——n:x ¢z
[x |’ lx]
1 1
Force électrique qux gtl
ey x| 4we, |xi

13.5 ILLUSTRATIONS : FORCES CONSERVATIVES

13.5.1 Mouvement linéaire conservatif

Considérons un point matériel astreint & se déplacer sans frottement sur la
courbe x = x(s), paramétrisée par I’abscisse curviligne s, et soumis & I’action
d’un champ de force F = F(x) arbitraire. En projetant I’équation de Newton
surles axes Tetn (§ 5.1.6 et 5.2.5), on obtient

ms = Fr(S) oll FT(S) =F-1(s) (13.43)
m% =F G+ N o F,(s)=F-n(s), (13.44)

avec R le rayon de courbure et N la force de contrainte.
De la premiére équation on trouve [’évolution s = s(¢) et de la seconde on
obtient la force de liaison N.

On appelle mouvement linéaire conservatif le mouvement d’un systéme
a 1 degré de liberté dont I’évolution est définie par

mx = f(x) (13.45)

Constante du
mouvement

Dans ce cas, I’énergie mécanique
E(x, ) = imi*+Ux), ou f(x)=-U'(x), (13.46)

est conservée (c’est également ’expression du lemme fondamental). On com-
mence par étudier les différents mouvements possibles en appliquant I'analyse
qualitative du chapitre 7. On peut ensuite essayer d’intégrer I’équation

dt V m
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pour trouver I’évolution x = x(7) de maniere explicite (£ = %mvf) + U(xy)
et le signe de v est celui de v, jusqu’a Iinstant 7 o0 v(¢) = 0).

Comme nous I’avons déja vu a plusieurs reprises dans les chapitres pré-
cédents, I’équation (13.46) apparait souvent comme I’une des intégrales pre-
migres d’un systéme a plusieurs degrés de liberté avec f(x) une fonction de
x et des autres constantes du mouvement. Cette remarque sera illustrée par les
exemples de cette section.

13.5.2 Point matériel pesant sur une surface immobile

Considérons un point matériel de masse m se déplacant sous I’action de la
pesanteur sur une courbe, ou une surface, immobile et en ['absence de tout
frottement. Dans ce cas, la force de liaison non conservative est passive et la
seule force active est la force de pesanteur mg qui est conservative. Nous avons
ainsi le résultat suivant.

L’énergie mécanique du point matériel ci-dessus
E(x,v) =imv’ —mg-x (13.48)

est une constante du mouvement.

(@) (b) (c)

Fig. 13.8 Mouvement d’un point matériel pesant : (a) sur une courbe ; (b) sur une
surface quelconque ; (¢) sur une surface de révolution d’axe parallele a g.

Il faut souligner que (13.48) n’est pas une constante du mouvement si la
surface est mobile, ou s’il y a des frottements, car dans ces cas, les forces non
conservatives (liaison ou frottement) sont actives.

Dans le cas d’un point matériel sur une courbe (§ 13.5.1), on a un systeme
a un degré de liberté pour lequel (13.48) donne une constante du mouvement
c’est un systéeme intégrable. La recherche de I’évolution se raméne A une
quadrature :

%m.&z +mgz(s)=F (s = abscisse curviligne)

entraine

s(t) d
R S -
2 s VE—mgz(s)
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Pour illustrer e mouvement d’un point matériel sur une surface, analysons
le mouvement d’un point sur la surface de révolution d’axe parallele a g,
d’équation (en coordonnées cylindriques) :

7= —— (13.49)
P
ou A et « sont des constantes positives (fig. 13.8 ¢).
Cet exemple, relativement long, est intéressant pour deux raisons : il met
en évidence I'existence d’une valeur critique du parametre o et nous

verrons que 1’analyse qualitative est plus complexe car le coefficient de
/% est une fonction de p (et non une constante comme dans (13.46)).

La résultante des forces (liaison et pesanteur) agissant sur le point étant
dans le plan vertical défini par x et ’axe O3, onae; - (x AF) = Oet, par
conséquent, L, 5 est une constante du mouvement. On a ainsi deux constantes
du mouvement pour un systéme a deux degrés de liberté : ¢’est un systeme
intégrable. De

Lo,=mp*p=L (= cste) (13.50)
et
Ex, v)=im (5* + p°¢° + &) + mgz = (= cste) (13.51)

avec la contrainte (13.49) qui entraine

. A
Z :(x;xﬂp, (13.52)
on obtient
a?AT | L? A .

o Sig, =0, alors L = 0, ce quientraine (1) = ¢, etdans ce cas la trajectoire
est une génératrice.
e Si g, # 0, alors L s 0 et la particule tourne toujours dans le méme sens
autour de I'axe O3 (signg = signg,).
En introduisant le potentiel effectif (13.62)
L? A
—mg—; (13.54)
2mp2 pa

Ucﬂ'(p) =

I’équation (13.53) devient

oA |
im (1 + ;m) pr = E — U(p). (13.55)

Ilustration

Constantes du
mouvement
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Attention ! Ici le coefficient de 6 est une fonction de p. Toutefois de (13.55)
nous avons toujours la relation

E—-Ug(p) 20 avec E=Ugkp) < p=0.
Plusieurs cas  Nous pouvons ainsi esquisser I’allure qualitative des orbites, en distinguantles
aconsidérer  différentscas 0 < o < 2, @ = 2, eta > 2.
Cas1
min N

Si0 < o < 2(fig. 13.9), le mouvement du point est tel que p = p™" ou

™" > 0 est solution de U, (p™") = E.

Ut

Fig. 13.9 Allure qualitative des orbites pour L fixé et 0 < o < 2.

Pour L fixé, la valeur minimale de E, soit E, = min U4 (p), correspond au
mouvement circulaire uniforme :

dU g . - ngA

—d—;— =0 entraine p;j =« I et de (13.50)

. agA

(/JO = a—” = C’)O' (]356)
Py

Cette relation exprime la vitesse angulaire w, du mouvement circulaire de
rayon p,. Dans ce cas, le mouvement circulaire est stable (fig. 13.9).

Pour E;, < E < 0, le mouvement est tel que p oscille entre p; et o,

O<a<2 et, par conséquent, de (13.49) z oscilleentre z ;, etz , : c’estun état lig.
Au contraire, pour E 2> 0, la particule part a I'infini (0 — coetz — 0):
c’est un état de diffusion.

Cas I

Sia = 2 (fig. 13.10), U (p) =

2mp? (L2 — 2n12gA).
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Uc ff Ucl'f

(a) (b (c)
Fig. 13.10 Allure qualitative des orbites pour « = 2 : (a) L? < 21112gA by L? =
2mPgA i (c) L? > 2m?gA.
L’analyse qualitative donne les résultats suivants.

e Si L2 < 2m’gAet E < 0, le point tombe finalement au fond du puits
(z — —o0); pour p — 0 (soit 7 — —oo) on a, de (13.55) et (13.52),

3 2
P 2 P 2
= —— U (p)=———4/2 A— L
P 2A m ar(P) 2mA e
11 L?
X ———/2mgA— L7, d’olt L"f_“—_’—g<]———,—).
m 2m-gA

0

Le mouvement vertical tend vers un mouvement uniformément accéléré, o =2
d’accélération inférieure 2 g, et | ¢ | tend vers V'infini (mg?¢ = L).

e Si L? =2m’gA, alors U (p) = O etsoit il y a des mouvements circulaires
uniformes instables (E = 0), de vitesse angulaire

[
%:%:Fﬂm (13.57)

0
soit la particule part a 'infini, soit elle tombe au fond du puits. Dans ce
dernier cas on a pour p — 0
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a=2 Le mouvement vertical tend vers un mouvement uniforme.

e Si L > 2m?gA, la particule descend jusqu’a une profondeur z_. (soit

P = pp,;,) Puis remonte jusqu’a z = 0 (soit p — 00).

min

Cas III

Sia > 2(fig. 13.11), le maximum E, de U(p) caractérise un mouvement
circulaire uniforme instable de rayon p, et de vitesse angulaire ¢, (13.56).
Par ailleurs, au voisinage de p= 0, nous aurons de (13.55),(13.54) et (13.52)

Ot+1
\/ eﬁw)—ﬂ:\/—— :

3
2

IIZ

2gA dou zZ-—

o>2 Au voisinage de I’axe 3, le mouvement vertical tend vers un mouvement
uniformément accéléré, d’accélération égale a g.

Fig. 13.11 Allure qualitative des orbitcs pour o > 2.

En conclusion, on voit que le mouvement du point est tres différent selon
que 0 < a < 2,0 = 2oua > 2. En particulier, les mouvements
circulatres sont stables si o < 2, instables sia > 2.

Valeur critique De plus, st @ # 2, les différents mouvements circulaires correspondent a
différentes valeurs du moment cinétique L et £ = Ey(L). Au contraire,
pour @ = 2, tous les mouvements circulaires ont les mémes constantes
du mouvement L> = 2m?gAet E = 0.

Ainsi o = 2 est une valeur critique de ce probléeme.
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13.5.3 Mouvement central conservatif

Au chapitre 6 nous avons dit que le mouvement d’un point est central si le
support du vecteur accélération passe constamment par un point O fixé. Il suit
de la loi de Newton que le mouvement d’un point P est central de centre O si
et seulement si la force agissant sur ce point est une force centrale (§ 13.1.3),

¢’est-a-dire de la forme

F=Fx)e, ot x=0P=re,.

De plus, comme nous I’avons vu (§ 13.3.1), si F(x) ne dépend que de r, la

force centrale est conservative, et ' dérive du potentiel

Ua) =Ur) o Fry =290
dr

On appelle mouvement central conservatif le mouvement d’un point P
soumis A une force centrale conservative, ¢’ est-a-dire une force centrale
quine dépend queder = [OP | :

F=F(@)e,. (13.58)

Théoréme

Il existe deux constantes du mouvementassociées a 1’évolution d’un point
matériel soumis & une force centrale conservative de centre O : le moment
cinétique L, = x A mv et I’énergie mécanique

[x]
Ex, v)=im’+U®x ot U =- f drF(ry = U(r)
P
(13.59)
et o est un nombre arbitrairement choisi. (En général on prendra p = 0
ou p = 00.)

En particulier, le mouvement sera plan et

mr?d =L,  (=mrib) (13.60)
2

, L
tmi* 4 %mﬂr"z+0(r) =E (= imvj+Uxy)). (13.61)

En effet, de F = F(r) e,, on obtient

d
T Lo=My=xAF=0

Mouvement central

Mouvement central
conservatif
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résolution
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et par conséquent L, est un vecteur constant. On retrouve ainsi les propriétés du
mouvement central (§ 6.5.3) : le mouvementest plan et mr20 est une constante
du mouvement. Par ailleurs, la force étant conservative, I’énergie mécanique
est une constante du mouvement. Finalement en coordonnées polaires, nous
obtenons a partir de (13.60)

2
L
m2r

v =i+t =i+ =%

ce qui conduit de (13.59) a (13.61).

La fonction L2/2mr? est appelée barriére centrifuge et 1a fonction

L§
Ugr)=U(r)+ r? (13.62)
est le potentiel effectif .
L’équation (13.61) s’écrit alors
Imi? + Uy(r) = E. (13.63)

Evolution et trajectoire

Pour étudier I’évolution d un point matériel soumis a une force centrale conser-
vative, on procede comme dans 1’exemple du paragraphe précédent. Ayant
choisi une valeur L, on commence par une analyse qualitative du mouvement
défini par (13.63). On essaie ensuite d’intégrer analytiquement ou numérique-
ment (13.63) pour obtenir ¢ = t(r) puis, en inversant, r = r(¢) ; et enfin 6(t)
par intégration de (13.60) :

dr 2 de L,

=4 /2 (E=U_,r)): — = 13.64

dt m ( ) dt  mr? ¢ )

d’ou

' t—j:/m/r ar (13.65)
° 2 IRY E— Ueff(r) '

o H—j:LO/Z a (13.66)
0 m Ji, ri(y’ .

Finalement, I’équation de la trajectoire s’obtient a partir de

de dodr 6 L 1

52537:;::&—02 - (13.67)

mr m (E Ucff)
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d’ou

6 — 6, _iL/ (13.68)
o rt2m E Un(r))

En conclusion, la résolution du probléme d’un point matériel soumis a
une force centrale se ramene a des quadratures. (Nous reviendrons sur
I’analyse qualitative du mouvement au paragraphe 18.2.2.)

13.6 ENERGIE POTENTIELLE ET ENERGIE MECANIQUE
D'UN SYSTEME MATERIEL

13.6.1 Définitions et théoréemes fondamentaux

Considérons un systtme formé de N points matériels de masse m_, « =
1,2, ..., N, etdécomposons toutes les forces actives en forces « conserva-
tives » et « non conservatives » (les forces passives n’apparaissent pas dans le
théoreme de !’énergie cinétique).

Le théoréme de I’énergie cinétique (§ 13.2.2) s’écrit alors

d

= PO 4 P o PO = pO g pit© (13.69)

AT = AW© 4 AW o), AW© = AWSN© L AWN© - (13.70)
En ce qui concerne les forces non conservatives, il n’est pas nécessaire de

décomposer entre contributions intérieures et extéricures.
Pour les forces extérieures conservatives, 1’équation (13.31) implique

chl(c)__i XN:U
oAt \=

ot U, = U,(x,) est le potentiel associé & la résultante des forces extérieures
conservatives agissant sur le point o.

On appelle énergie potentielle extérieure du systéme la somme des éner-
gies potentielles associées aux forces extérieures conservatives :

N
U™y, o X)) = ) U, (x,). (13.71)
a=]

Nous avons ainsi

d
chl(c) - _.- UeX[. 13.72
r ( )

Forces extérieures

Energie potentielle
extérieure
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Forces intérieures Considérons ensuite la contribution P} des forces intérieures conserva-
tives. Nous supposons que ces forces sont centrales conservatives, ¢’est-a-dire
que la force FA~¢ exercée par 8 sur « est parallele ax = x, —Xg, etne dépend
queder =[x/,

FF(x) = — (j—ruaﬁ(r)) ’;‘ = —Fet (13.73)

ou

P tiel
I U (1) = Uy (1) = Uy, — x,) (13.74)

d’interaction

est le potentiel dont dérive la force FF—.
Nous avons par exemple (tab. 13.7) :

 pour la force gravifique U,p(x) = — ] (13.75)
1 g,
e pour la force électrique Uypx) = up (13.76)
dme, x|
e pour une force harmonique Uaﬂ (x) = %kaﬁ(lx | — ZW‘)Z. (13.77)

dx __ -
i v, Uﬂ, nous avons

Fﬁ_’a-va+Fa_)ﬁ~vﬂZFBHQ'(UQ—Uﬁ)ZFﬂHQ-v:

Fﬂﬁa dr d U () dr
= — T — _— r [—
Tdt dr ¢ dt

d
FFre oy, + FF oy, = — 7 Uapx, — xp) (13.78)

Avec la condition (13.73), et en introduisant v =

Par conséquent

et

a=]

i

a=1

.\n—

Pim(c) — i (Z Fﬂ——)a . ) —
B+
{

FPe v, + ) Ff ~vﬂl =
aF#p

Z Uapo = Xp) =
pad

) |

a=I

__4d Y
T dr ﬂ(x —xﬁ)

ISa<BN
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On appelle énergie potentielle d’interaction du systéme la grandeur Energie potenticlle
définie par d’interaction
UM, cn X)) = Y Uyplx, —Xp) (13.79)

I<a<BEN

Avec cette définition, nous avons finalement

nt(c) __ d int
P =-—-—U (13.80)
dt

En introduisant les expressions (13.72) pour P et (13.80) pour PN
dans I’équation (13.69) on obtient

iT = _iUCX‘ . iUim + p o
dt dt dt
d’ou

%(T + chl + Uinl) — P(nc)
[¢

On appelle énergie mécanique du systéme la grandeur définie par Encrgie mécanique

E™0 o Xy, Uy, 0y =T + U+ U™ (13.81)
En conclusion, nous avons établi les théorémes de I’énergie suivants.

Théoréme de ’énergie (Cas général)

La dérivée par rapport au temps de 1’énergie mécanique d’un systéme
matériel est égale a la puissance développée par toutes les forces qui ne
contribuent pas a ’énergie potentielle, soit

d méc (nc)

—E™¢ =p (13.82)
dt

ou encore, par intégration de ¢, & #,, la variation de I'énergie mécanique
est égale au travail effectué par toutes les forces qui ne contribuent pas a
I’énergie potentielle

AE™ = AW™.
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Théoréme de conservation de énergie

Si toutes les forces actives sont conservatives, 1’énergie mécanique est
une constante du mouvement,

T+ UM+ U™ = E =cste (13.83)

ce que I’on &crit aussi sous la forme

N
AT +) AU+ ). AU, =0. (13.84)
a=1 ISa<fEN

13.6.2 Mlustration expérimentale : Pendule de Wilberforce

En lachant le pendule de Wilberforce (fig. 13.12) sans vitesse initiale, on ob-
serve que I’énergie potentielle gravifique se transforme en énergie potentielle
élastique et en énergie cinétique ; par ailleurs, 1’énergie cinétique se transforme
périodiquement en énergie cinétique de translation (le systéme oscille verti-
calement sans rotation), puis en énergie cinétique de rotation (les oscillations
verticales cessent et le pendule oscille autour de I’axe du ressort).

5]

Y

Fig. 13.12 Pendule de Wilberforce : E™ = Imz?+ 116° —mgz+ 1kz* + 3 C6% +Az6

olt k = constante du ressort ;
C = constante de torsion ;
A = constante de couplage.

13.6.3 Conclusions

I’ énergie mécanique apparait comme une somme de diverses formes d’éner-
gie. Au cours de I’évolution, il y a transformation d’une forme d’énergie en
une autre, mais, si toutes les forces actives sont conservatives, I’énergie totale
est conservée. Par contre, la présence de forces de frottement (intérieures ou
extérieures) conduit & une diminution de I’énergie mécanique : on parle de dis-
sipation de I’énergie mécanique.
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L’intérét pratique du théoréme de conservation de I’énergie est qu’il fournit
immédiatement une intégrale premiere des équations du mouvement.

Toutefois, I’importance du théoréme de conservation de I’ énergie mécanique
réside dans le fait qu’au niveau des particules élémentaires toutes les forces
sont conservatives. Par conséquent, si nous considérons le systéme matériel
au niveau microscopique, nous arrivons au résultat fondamental que 1’énergie
d’un systéme isolé est toujours conservée.

Du point de vue conceptuel, la notion d’énergie est fondamentale. En effet,

si toutes les forces dérivent du potentiel U = U(x|, ..., x,), alors il découle
des équations du mouvement

d J d

—_—) = =% —p. = —grad_ U, =1, .., N

dt* m, dr*® gracs,

que pour toute solution {x,(z), p, (1)} de conditions initiales {x, p©} les
fonctions {x;(t) =x,( —1), p;(t) =p,(t— tl)} sont les solutions de ces
équations associées aux conditions initiales {x),(1,) =x©, p (t,) =p©®} a
I'instant #,.

En effet, nous avons p), (1) = p,(t — 1)) =m Lx (t ~ 1)) =m Lx/ et

d

L) = py e —1,) =
arPe” = qPe v

= —gradxaU ({xﬁ(t — 11)}> =

= —gradxuU ({x’ﬁ (t)}) )

Par conséquent
d ' d
—x, = Py £ = —grad _U.
dt m, dt o

Ainsi, en répétant I’expérience a I’instant ¢, sous les mémes conditions
qu’a 'instant 1 = 0, on observera la méme évolution : ¢’est I’homo-
généité du temps, concept intrinséquement li€ a celui de conservation de
I"énergie.

13.7 ILLUSTRATIONS : FORCES ACTIVES CONSERVATIVES

13.7.1 Modé¢le d’un choc élastique, inélastique et mou (2 une dimension)

On considere le systeme mécanique de masse m, décrit sur la figure 13.13 :
le butoir sous I’effet d’un choc, peut se bloquer a I’une des positions £,,.

066t ¢

Fig. 13.13 Butoir a cran d’arrét.

Homogénéité du
temps
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Le systtme de masse m, étant au repos, une particule de masse m; et de
vitesse initiale v, provoque un choc sur le butoir. Comme le systeme est isolé,
la quantité de mouvement est conservée

mv, = mv; +m,v, (13.85)

ol v}, v; sont les vitesses apres le choc.
Par ailleurs, la force élastique étant conservative et le butoir de masse négli-
geable, I’énergie mécanique est conservée
1 2 _ 1 21 2
V] = smvT + smyvy” + U, (13.86)
ot U, est le travail nécessaire pour comprimer le ressort d’une distance £,
U, =0).
Si les deux masses ont méme vitesse apres le choc — on parle alors de choc
Choc mou mou (§ 19.1.2) ~ la condition v| = v} associée a (13.85) entraine

et de (13.86) le butoir se bloquera a la position £, si la vitesse initiale v, est
égale a
m,m,

2
v = [ZU  avee p=-—2—. (13.87)
H my+m,

Si v, est inférieure 2 v!" = |/2U,/u, le ressort reviendra a sa position
Choc élastique  initiale ; on a alors T; = T, et le choc est dit élastique ; dans ce cas, on obtient

m, —m 2m
v; = (;———2 v, et vp=—-> "y
m,; +m, m;+m,
Finalement, si la vitesse initiale est telle que

(n)

W<y < pirth (13.88)

le ressort restera bloqué a la position £, ; nous aurons 7, — T; = —U, < Oetle
Choc inélastique  choc est ditinélastique (le choc mou est un cas particulier de choc inélastique).
On obtient alors

, 1 20,
V= ———\m —m, 1- 7 1Y
m, +m, uvy
m 2U
» = : 1+ [1——2 )y
m; +m, 1Atk

En conclusion, la vitesse v représente une vitesse seuil pour qu’il y ait
collision inélastique.
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13.7.2 Diffusion élastique de particules identiques

Considérons la diffusion d’une particule de vitesse v par une particule iden-
tique initialement au repos (fig. 13.14) (les deux particules sont assimilables a
des points matériels).

Fig. 13.14 Diffusion élastique de deux particules identiques.

Supposons que I'interaction entre les particules soit centrale conservative et
de portée finie, c’est-a-dire F = 0 si |xl - X, ‘ > r,. Le systeme étant isolé ~ Constantes
et les forces intérieures conservatives, il y a conservation de la quantité de ~du mouvement
mouvement, du moment cinétique et de I'énergie. Par conséquent, si la distance
initiale entre les particules est supérieure a r;, nous avons

mv = mv, + muv, (13.89)
mMX AU =mx, AV +mx, AV, (13.90)
Imv* = tmv} + Jmv} (13.91)

oll v, et v, sont les vitesses finales des particules 1 et 2 torsqu’elles sont
séparées d’une distance supérieure a r,).

De (13.89) et (13.90), on constate que le torseur (—v, v, v,) est {quivalent
a zéro ; ainsi les trois vecteurs sont coplanaires (§ 4.7.1) et le mouvement a lieu
dans un plan. D’ autre part, de (13.89) et (13.91), on obtient :

V=@, +v,)’ =@ +v3) donc v, -v,=0.

En conclusion, il y a soit diffusion dans la direction de la particule Particules identiques
incidente (v,=v, v;=0), soit les vitesses finales v, et v, sont perpendi-
culaires.

13.7.3 Mouvement d’une corde pesante

Etudions le mouvement d’une corde pesante souple (§ 16.4.1) posée sans
vitesse initiale sur une roue mobile sans frottement autour d’un axe horizontal
(fig. 13.15). On admettra qu’il n’y a pas de glissement de la corde par rapport
alaroue.
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Evolution
exponentielle
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Fig. 13.15 Mouvement d’une corde de longueur £ sur une roue en rotation libre autour
de son axe.

Soit m la masse de la corde, £ sa longueur, M la masse de la roue et R son
rayon.

Toutes les forces extérieures actives (= poids) sont conservatives et le travail
des forces intérieures est nul (car il n’y a pas de glissement de la corde sur
la roue, la corde n’est pas élastique, et la roue est un solide). Par conséquent,
I’énergie est une constante du mouvement et comme tous les points de la roue
ont méme vitesse v = wR = Z (fig. 13.15),0na

T = 3(m+ M2

0=~ (e) o} - [pee-na=s]s (<5%)

et

. m m
%(m+M)zz—%Ygzz—%zg(ﬁ—nR—z)zzE. (13.92)

Ainsi, en dérivant (13.92) par rapport a ¢, on obtient

(m+M)Z—%g(21—€+JTR)=O.

£—7mR ) y 2m g
Introduisant 1 iabl =z ) btient = -
ntroduisant la variable & =7z > on obtient £ —" ZE
dod  E(f) = £, cosh 21 o= 2" 8
ol = &, COS avec = =,
0 m+MZ£e
En conclusion, I’évolution du systeme est donnée par
£—maR £—7mR
z(t) = 3 + (zo — > )cosh $2t. (13.93)

13.8 ILLUSTRATIONS : FORCES ACTIVES NON CONSERVATIVES

13.8.1 Patineurs

Un patineur ayant une vitesse v saisit la perche de longueur £ que lui tend
un autre patineur initialement immobile (fig. 13.16). Puis les deux patineurs
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se tirent ’un vers 1’autre. Cherchons I’évolution et le travail effectué par les
patineurs. On supposera que la masse de la perche est négligeable et que les
patineurs peuvent étre assimilés & des points matériels.

A P’instant ou le patineur saisit la perche, nous avons

|GP | = —2 4.
m, +m,
Py

Fig. 13.16 Mouvement de la barre avant que les patineurs se rapprochent.

En négligeant les forces de frottement, il y a conservation de la quantité de
mouvement et du moment cinétique. Par conséquent, le mouvement de G est
rectiligne uniforme, de vitesse

m
vg=—"—0
m; +m,
et les deux patineurs auront un mouvement autour de G de vitesse angulaire o’
ol

‘ m .
|LL | :ml—%mzevsma-—— |L§ Z‘Lg)./za |=

myt : m ¢ ? / mnm, .,
=™ m,+m +m2m+m w=m+m€w
1 2 | 2 1 2

N v .
c’est-a-dire ' = - sina.
On peut facilement calculer la variation d’énergie lors du choc etl’on trouve

mm
2 32 cos’a
ml—i—m2

choc _ _ 1
AEN = ]

En conclusion, il y a conservation de I’énergie lors du choc si et seulement
sia = /2, c’est-a-dire si v est perpendiculaire a la perche.

Au fur et a mesure que les patineurs se tirent ’un vers I’ autre, la conservation
du moment cinétique implique w(¢) = w'(£/ £(1))2, et le travail effectué parles
patineurs s’obtient & partir du théoréme de I'énergie

‘ 2\’
AE = AWM = E() — E; = 1 172 24in2g (—) -1
m, +m, £(t)

Constantes
du mouvement

Energie dissipée
lors du choc
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13.8.2 Temps nécessaire 2 une moto pour atteindre la vitesse v

Evaluons le temps minimal nécessaire 4 une moto Cagiva 650 (§ 12.8.14)
pour atteindre les 100 km/h sur une route horizontale rectiligne.

Pour cette évaluation, nous négligeons la masse des roues et les frottements
de I'air. Nous supposerons de plus qu’il est possible d’utiliser la puissance
maximale du moteur & tout régime.

Pour cette moto, I’accélération maximale est limitée par la perte d’adhérence
etl’ona(§ 12.8.14) aT™ = u Ny /M (= 6,4 ms ). De

dT

— =P@¢) < P™
yr ()

ol P egt 1a puissance du moteur (= 43 kW), il vient

dvy
§ =y Fy = P(t) < P™

MUGW

(avec Fy la force de frottement exercée par la route sur la roue arriere).
De la condition d’adhérence, Fy < Ny, on doit ainsi avoir

Vo Fg = P < ugu Ng.
Aussi longtemps que vgu Ny est inférieur 2 P™, il n’est pas possible

d’utiliser toute la puissance du moteur sans perdre 1’adhérence, mais
I’accélération peut étre maximale (= u Ng/M).

Ainsi, dans un premier temps, le mouvement est uniformément accéléré et

o NBt
v ft “<——— .
G M

A D'instant ¢; tel que

Pmot MPmol
=7 soit t,=—-
1 Ny ! (MSNB)2

S

'l)G(tl) -

le moteur n’est plus assez puissant pour pouvoir utiliser la force de frottement

maximale.
Pour ¢ supérieur a ¢,, on utilisera la puissance maximale du moteur et de

aTr
- = p™ (= cste)

ona IM[vE(t) —v§(t)] = P™ - (t —1t)

2Pm0l Pmol 2
soit vé(t): i t—( N ) .
/’Ls B




Au-dela de la mécanique

En conclusion, le temps minimal pour atteindre la vitesse v (sans tenir
compte du frottement de I’air) est donné par

M i pmet
t = LN, v st v < N, = v;
t:—Ai— v2+(Pmm)2 siov2>2 P =7
2pmet 1 Ny ‘ T ou Ny

Avec les données numériques de la moto Cagiva, on trouve v = 87km/h

ett = 4,4s. Remarquons pour terminer que lorsque la moto roule 2 vitesse
maximale, on a

dT 1.
E:O:PmOI-Pmrax

ol P;fax est la puissance dissipée par les frottements 