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Avant-propos

Ce livre présente l'optique de Fourier de fagon originale : il se fonde en
effet sur la théorie métaxiale du professeur Georges Bonnet et tient compte
des récents apports de la transformation de Fourier fractionnaire. Il n’est pas
classique en ce sens qu’il s’écarte du point de vue, universellement adopté,
dont louvrage du professeur J. Goodman [97] reste la meilleure expression. Il
est né du besoin de disposer d’un texte détaillé qui puisse servir de référence
aux recherches (non classiques!) que je méne dans le domaine, afin de m’éviter
de devoir rappeler en préambule & chaque nouvelle publication des résultats
déja publiés, mais malheureusement peu connus. Ce n’est pas par gout de
Poriginalité que j’ai choisi le cadre métaxial, puis fractionnaire, mais bien parce
que je suis convaincu des avantages qu’offre la doctrine métaxiale pour décrire
la diffraction et ses applications, dans les limites d’une théorie scalaire. J’espére
bien que ce livre contribuera & convertir les lecteurs & cette opinion.

L’ouvrage est la transcription de cours d’optique de Fourier donnés depuis
une quinzaine d’années dans diverses formations universitaires ! et écoles d’in-
génieurs 2 Il constitue également la version francaise, notablement étoffée, d’un
livre publié en Colombie [187], dont la majeure partie a accompagné des cours &
I'université industrielle du Santander, & 'université du Cauca et & I'université
de Pamplona (Colombie), un séminaire & l'université fédérale de Rio de Ja-
neiro, et derniérement des cours intensifs & 'université d’Antioquia (Medellin)
et & Puniversité catholique du Pérou (Lima), dans le cadre d’une coopération
avec I'université Paris-Sud (Orsay). Ces cours m’ont conduit & rechercher une
présentation du sujet qui soit didactique et cela devrait, je crois, se refléter
dans le texte. C’est aussi dans cette perspective didactique que j’ai inclus des
exercices, dont certains proposés comme sujets d’examens dans les formations
et institutions déja mentionnées.

Compte tenu de la toute récente réforme du systéme universitaire francais,
les chapitres 1 & 5 peuvent servir de support & un cours de premiére année de
mastére de physique (ancienne maitrise). Quelques éléments choisis dans les

! Maitrise de physique 3 l'université de Bretagne-Sud (UBS, Lorient et Vannes),
D.E.A & D'université de Bretagne occidentale et & l'université de Rennes 1, et
deuxiéme année du mastére « Physique, photonique et optique des télécommu-
nications » commun & PENSTB et PENIB a Brest, PTENSSAT a Lannion, 'INSA
de Rennes et 'UBS.

2 Ecole nationale supérieure des télécommunications de Bretagne (ENSTB, Brest)
et Ecole supérieure d’électricité (Supélec, Rennes).
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chapitres 9 et 10, si 'accent est mis sur la cohérence, ou le début du chapitre 8
pour la formation des images, voire le chapitre 7, pour I’étude des faisceaux
gaussiens, fournissent des compléments envisageables & ce niveau. Certains
approfondissements correspondent davantage & des cours de deuxiéme année
de mastére orienté vers l'optique (ancien D.E.A). L’ensemble me parait en-
core convenir & des formations d’ingénieurs comportant un enseignement d’op-
tique. Les chapitres se rapportant a la transformation de Fourier fractionnaire
s’adressent & des chercheurs qui souhaiteraient poursuivre ’étude de 'optique

de Fourier fractionnaire (en suivant la logique métaxiale).

*
* X

La composition de cet ouvrage résulte de mon propre cheminement en op-
tique et, au moment d’envoyer le texte & I'imprimeur, je me rends compte que
mon premier contact avec 'optique de Fourier remonte & plus de trente ans.
J’ai bénéficié de ce que j'estime étre des circonstances heureuses pour déve-
lopper I'étude de ce domaine. Ma premiére chance fut sans doute de découvrir
le sujet & travers les cours dispensés a 1’'Ecole supérieure d’optique par le pro-
fesseur André Maréchal et par le professeur Serge Lowenthal, sans oublier le
cours de microscopie de M. Georges Nomarski, ni les conférences du profes-
seur Joseph Goodman, alors en séjour sabbatique a I'Institut d’optique! Ce
fut une autre chance que de pouvoir mettre immédiatement en pratique ce que
je venais d’apprendre, en donnant moi-méme un cours d’optique de Fourier &
luniversité industrielle du Santander (Colombie), ou je fus professeur d’optique
pendant deux ans. J’enseignais alors la forme classique de la théorie dont j’eus
ainsi I'occasion d’approfondir la connaissance, comme il arrive quand on pré-
tend enseigner quelque chose. La troisiéme chance, la plus déterminante, sans
doute préparée par mon parcours antérieur, fut d’obtenir un poste de chercheur
a Puniversité de Toulon et du Var, dans le laboratoire du professeur Georges
Bonnet. J’ai ainsi découvert la théorie métaxiale de la bouche méme de son
inventeur. Et, pur produit de ’Ecole d’optique francaise, j’ai été enthousiasmé
par la vision du professeur Bonnet, si bien que, quelques années plus tard,
lorsque je donnai un cours d’introduction & ’optique de Fourier & PENST de
Bretagne, il me parut naturel de tenter de suivre la voie si magnifiquement
ouverte par Georges Bonnet.

Tout cela se ressent certainement dans la présentation adoptée pour le texte,
dans le choix des matiéres et des applications qui y sont abordées. Outre les
sujets classiques de 1'optique de Fourier (formation des images, transfert de
la cohérence, holographie, traitement du signal), j’ai inclus dans le livre des
thémes qui ne sont pas rattachés traditionnellement & ce domaine : résonateurs
optiques, faisceaux gaussiens, spectrométrie instrumentale. L’optique de Fou-
rier apparait ainsi comme un cadre trés général, au sein duquel s’expliquent
et se modélisent un grand nombre de phénomeénes optiques. J’espére que cet
effort de synthése sera apprécié.
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L’optique n’est pas une branche isolée de la physique, et le livre sort parfois
de ce domaine en montrant comment les techniques de ’optique de Fourier per-
mettent de comprendre, par exemple, quelques propriétés des antennes radio-
électriques. En établissant ces paralléles, je suis certain d’étre fidéle & I'esprit
méme qui a guidé Georges Bonnet dans I’élaboration de la doctrine métaxiale.
Je crois de plus que cela sera utile aux étudiants et les aidera & acquérir une
vue unifiée des problémes de propagation électromagnétique en espace libre, du
moins dans leurs grandes lignes. L’histoire des sciences montre que de tels rap-
prochements sont souvent fructueux : des progrés accomplis dans une discipline
sont suivis de progrés similaires dans une discipline connexe, pour peu qu’on
ait pris soin de faire le lien entre les procédés propres & chacune d’elles. J’en
veux pour preuve 'optique astronomique actuelle, qui repose sur la méthode
de Handbury Brown et Twiss, mise au point en 1954 pour la radio-astronomie
— qu’on peut d’ailleurs voir elle-méme comme une extension de la méthode de
Michelson et Pease de 1921, purement optique —, et sur la technique de synthése
d’ouverture développée pour le radar.

Dans la forme, j’ai cherché & étre consistant sur le plan mathématique et
la lecture du livre exige une bonne connaissance de la transformation de Fou-
rier. L’étudiant débutant ne doit pas se décourager : 'ouvrage offre aussi un
moyen d’acquérir la pratique de cet outil si important en mathématiques et en
applications des mathématiques (physique, traitement du signal). Pour réduire
les difficultés, la rédaction des calculs est souvent trés détaillée, et, préférant la
clarté a I’élégance, j’ai eu recours a quelques répétitions.

Chaque fois que je I’ai pu, j’ai accompagné les calculs et la théorie d’ex-
plications intuitives — quand j’en avais! — et j’ai mentionné des considérations
techniques pour illustrer comment 'optique de Fourier s’appliquait effective-
ment & des situations réelles. Je n’ai pas hésité non plus & contredire parfois la
doctrine classique quand je pensais avoir meilleure explication. Cela concerne
par exemple le transfert de la cohérence par imagerie, ou encore le lien entre
le théoréme de Zernike et la diffraction. Le lecteur jugera du bien-fondé de ma
thése.

La rédaction de ce livre s’est échelonnée sur de (trop) nombreuses années,
et j’ai souvent fait part de mon projet & des collégues et amis qui ont tou-
jours consenti & écouter mes explications sur certains points délicats, ou encore
en chantier, favorisant de la sorte la maturation des sujets exposés. Je remer-
cie pour cela Raymond Chevallier, Yves Defosse et Renaud Moignard, alors
a PENSTB, pour leur écoute et leurs remarques. Des collégues colombiens,
avec leur cordialité coutumiére, ont joué le méme role lors de mes séjours dans
leur pays : je remercie Yezid Torres, & l’origine de la version castillane (colom-
bienne!) du livre ; Jader Guerrero avec qui j’ai eu des discussions passionnées ;
Rafael Torres pour le développement d’applications originales et prometteuses.
Je remercie également Guillermo Baldwin (Lima) dont la finesse des questions
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a souvent permis un enrichissement des sujets en débat entre nous; Paulo Ri-
beiro, de I'université fédérale de Rio de Janeiro, et les membres de son équipe,
Marcelo Almeida, Daniel Tasca, Stephen Walborn, de m’avoir fait découvrir les
images quantiques, dont je ne doute pas qu’elles offriront de nouvelles applica-
tions & 'optique de Fourier.

D’autres collégues m’ont fait part de leurs remarques sur le manuscrit méme,
dont j’ai la plupart du temps tenu compte. Il va de soi cependant qu’ils ne
sont pas responsables de la mauvaise interprétation que j’aurais faite de leurs
idées, ni des erreurs qui peuvent encore exister dans mon texte. Ils ne sont pas
supposés non plus adhérer nécessairement aux opinions que j’exprime. Pierre-
Emmanuel Durand, trés critique, et Eric Fogret, trés minutieux, sont 4 'origine
d’un grand nombre d’améliorations de mon texte et je les en remercie. Je re-
mercie Jean-Jacques Bellanger pour ses indications essentielles sur les variables
et fonctions aléatoires et pour le temps qu’il a bien voulu consacrer 4 me les
faire comprendre; Michel Ney pour son éminente expertise sur les antennes;
Denis Battarel, Christian Boisrobert, Yann Boucher et Yves Souche pour leurs
remarques générales et leurs conseils. Je suis particuliérement reconnaissant
envers Pierre Chavel, de I'Institut d’optique, de m’avoir fait part de ses re-
marques et de son point de vue critique et stimulant sur ’optique métaxiale et
fractionnaire.

De multiples passages de ce livre, notamment les chapitres 9 et 10, son fond
théorique méme, s’inspirent directement du cours dispensé par le professeur
Georges Bonnet & 'université de Toulon et du Var, cours auquel j’ai assisté
en 1982-83. Il est certain que je n’aurais pas développé 'optique de Fourier
fractionnaire comme je I’ai fait & partir de 1993, que je n’aurais pas écrit ce livre,
si je n’avais connu la théorie métaxiale et si le professeur Bonnet ne m’en avait
expliqué les grandes lignes de vive voix. Je ne saurais étre trop reconnaissant
envers le professeur Bonnet de tout ce que mon passage dans son laboratoire
a eu d’enrichissant pour moi-méme. Je lui adresse mes vifs remerciements et
I’assure de mes plus sincéres sentiments d’admiration et de respect.

Pierre Pellat-Finet

Guidel, Saint-Marcellin, janvier 2009.
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Guide de lecture'!

Les fondements de la théorie exposée dans ce livre se trouvent pour la plu-
part dans les quatre premiers chapitres ; leur assimilation parait indispensable
a la lecture de la suite de 'ouvrage.

Outre une formulation pratique du principe de Huygens—Fresnel, le cha-
pitre 1 fixe le cadre de la théorie scalaire dans lequel se situe tout 'ouvrage. La
notion de fréquence spatiale (§2.1), celle de spectre angulaire (§2.2), la propa-
gation de ce dernier, sont des éléments fondamentaux, abordés au chapitre 2.
L’association entre fréquence spatiale et onde plane (§2.1.2), résumée par la
relation (2.11), est un point essentiel de la théorie.

De nombreux développements (pratiquement tous!) reposent sur le théo-
réme 1 (Diffraction de Fraunhofer), exposé au chapitre 3 (§3.2.2), qui constitue
un résultat fondamental de la théorie métaxiale. Complété par la notion de
transparence de courbure (§3.2.1), il conduit a la relation (3.31) qui résoud
le probléme général de la diffraction—propagation dans un milieu homogéne et
isotrope. La notion de sphére de Fourier (définition 3.2.1 §3.2.2) est constam-
ment employée par la suite. Celle d’émetteur sphérique équivalent (§3.4) revét
un aspect technique, utile & la compréhension des montages expérimentaux.

Le théoréme 2 (Imagerie cohérente, §4.2.1), élément central du chapitre 4,
représente un résultat capital. Le paragraphe 4.1, consacré au dioptre sphérique,
a pour but de conduire au théoréme 2, tout en illustrant les résultats du cha-
pitre 3. Le paragraphe 4.2.2 fournit une justification & I’emploi d’émetteurs et
récepteurs sphériques. Le théoréme 3 (Loi du grandissement des rayons, §4.2.3)
énonce un joli résultat d’optique géométrique, et c’est pour cela qu’il est élevé
au rang de théoréme. Toutefois son role dans la théorie n’est pas fondamental,
méme s’il est utilisé parfois dans des calculs et §’il rend de grands services en
de telles occasions (I'exercice 4.15 en fournit un exemple). Le probléme de la
diffraction—propagation dans deux milieux homogénes et isotropes séparés par
un systéme optique est résolu au paragraphe 4.3.

Une fois les éléments précédents assimilés, la lecture du livre peut échapper
A une progression linéaire, comme 'indique le plan de la page précédente.

Le chapitre 5, qui expose le calcul de I'amplitude du champ et de I’éclaire-
ment d’'une figure de diffraction, ou encore celui du diagramme de rayonnement
d’une antenne, est un chapitre d’applications dont la lecture n’est pas indispen-
sable pour la suite. La plupart des résultats établis dans ce chapitre sont cepen-
dant des classiques qu’il est souhaitable de connaitre : trous d’Young (§5.2.3),
diffraction par une ouverture circulaire (§5.2.4), rendement de diffraction d’un
réseau (§5.5), pour n’en citer que quelques-uns.

! Nous ne donnons pas de guide de lecture des appendices : la consultation de la table
des matiéres, qui indique leur ordre et le titre de chacun d’eux, semble suffisante
pour orienter le lecteur. Certains chapitres se terminent par un complément dont
la connaissance n’est clairement pas indispensable & la compréhension du texte qui
le suit.



Plan de 'ouvrage et guide de lecture XXV

Les chapitres 6 et 7 exposent les principes de 'optique de Fourier frac-
tionnaire, en compatibilité avec la théorie métaxiale. Leur lecture n’est pas
indispensable & celle de la plupart des chapitres ultérieurs, sauf en quelques
endroits qui seront précisés. Il est donc possible de revenir & ces chapitres plus
tard ; ne pas les aborder serait cependant passer & coté de 1’objectif que s’est
fixé 'auteur, qui est de présenter I'optique de Fourier fractionnaire. L’élément
clé réside dans le lien établi entre diffraction de Fresnel et transformation de
Fourier fractionnaire : il se comprend par la seule lecture du paragraphe 6.1.
Les autres paragraphes de ce chapitre ont un caractére technique ; ils sont utiles
si on veut vraiment mettre en ceuvre la théorie fractionnaire.

Comment lire le chapitre 7?7 Indiquons d’abord les prérequis : paragraphes
6.1 et 6.2.1 (notion de transfert réciproque). Le paragraphe 7.1, indépendant des
deux qui le suivent, reprend la théorie du dioptre sphérique, exposée au chapitre
4, mais par la méthode de la transformation de Fourier fractionnaire dont il
donne une idée de ce qu’elle est. Les paragraphes consacrés aux résonateurs
optiques (§7.2) et aux faisceaux gaussiens (§7.3) sont 1a pour illustrer cette
méme méthode. A bien des égards, ils forment un tout (ordonné) et la priorité
a intentionnellement été donnée & ’exposé de la méthode, en conformité avec le
titre du chapitre. Le lecteur peut toutefois souhaiter connaitre et appliquer les
propriétés des résonateurs et celles des faisceaux gaussiens sans devoir étudier
en détail leur démonstration! Pour cela la rédaction est volontairement trés
hiérarchisée et devrait autoriser une lecture & un niveau plus élevé, permettant
de dégager les principaux résultats, pour la plupart connus par ailleurs. La
théorie des résonateurs optiques et des faisceaux gaussiens est complétée au
chapitre 14 ; les résultats établis dans ce chapitre ne sont pas directement liés &
la transformation de Fourier fractionaire (certaines conditions de stabilité par
exemple) ou bien représentent des approfondissements assez détaillés (étude
des résonateurs instables) : ils sont placés 14 pour ne pas alourdir le chapitre 7
dont la finalité vient d’étre expliquée.

Le chapitre 8 fait suite au chapitre 4 : il aborde I'influence de la pupille
d’un instrument d’optique sur la formation d’une image. Il ne pouvait pas étre
placé avant, parce que la fin du chapitre évoque le role de la transformation
de Fourier fractionnaire dans la description de la formation des images (§8.5)
et se fonde, a ce titre, sur le chapitre 6. La formation d’une image en lumiére
cohérente se traduit par le théoréme 4 (§8.2.2), qui constitue un des résultats
centraux de I'optique moderne.

Les chapitres 9 et 10, dont le sujet est I’étude de la propagation de la cohé-
rence — théme capital, lié au caractére spatio-temporel de la diffraction poly-
chromatique —, font eux aussi suite au chapitre 4 et peuvent étre abordés aprés
la lecture de celui-ci. Ce n’est pas le cas des chapitres 11 et 12 qui prolongent
& la fois les chapitres 6 et 7, mais aussi le chapitre 9. Toutefois, le début du
chapitre 11 est relativement indépendant des autres chapitres et ce n’est qu’au
paragraphe 11.3.6 qu’est utilisée la transformation de Fourier fractionnaire, et
que la connaissance du paragraphe 6.1 est utile. La lecture du chapitre 12 ne
semble possible qu’a la suite de celle du paragraphe 7.3.
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Pour lessentiel, les chapitres 13, 15 et 16 font suite au chapitre 4, et au
chapitre 7 pour ce qui concerne le chapitre 14, comme il a été dit; ils sont
indépendants les uns des autres. Le paragraphe 15.4, consacré aux dispositifs
de modulation de la lumiére, a une portée universelle (I’'univers étant le livre!).
Il a été placé au chapitre 15 pour des raisons qui sont expliquées dans le texte.
Sa lecture présente toutefois de l'intérét en préalable a celle du chapitre 5.

Finalement, on voudra bien constater que les calculs relatifs & la trans-
formation de Fourier fractionnaire, souvent techniques, occupent peu de place
dans le livre; ils ne sont pas indispensables & la lecture d’une grande partie du
texte, ni méme & la compréhension de nombreux résultats qui relévent de la
seule optique métaxiale, voire méme parfois de 'optique de Fourier classique.
Ils restent toutefois utiles & qui veut poursuivre dans la voie de I'optique de
Fourier fractionnaire, peut-étre en deuxiéme lecture. ..



Symboles et notations

1 Symboles

Voici, avec leur signification, les symboles utilisés, pour la plupart univer-
sellement (dans la mesure du possible), dans ce livre.

N Ensemble des nombres entiers positifs

Z Anneau des nombres entiers

R Corps des nombres réels

C Corps des nombres complexes

R? Ensemble des paires de nombres réels

[a, b] Ensemble des nombres réels = tels que a <z <b
la, b] Ensemble des nombres réels z tels que ¢ < x < b
reA x est un élément de A

ACB  Aestinclus dans B
z Complexe conjugué de z
R{z} Partie réelle de z

s(a) Signe de a

d Différentielle

i Nombre imaginaire tel que i> = —1

e Base du logarithme népérien (e = 2, 718281 828459...)

Ln Fonction logarithme népérien

log Fonction logarithme de base 10

n! Factorielle n

(2n — 1) Notation condensée de (2n —1)- (2n—3)---5-3-1

{,) Crochet de dualité

() Moyenne temporelle

M Matrice M transposée

E Espérance mathématique

P Probabilité

O Fin de preuve (C. Q. F. D.; Quod erat demonstrandum)

<& Fin d’une remarque ou d’un exemple (si ambiguité avec la suite)
S.I. Systéme d’unités international

£y Unité de longueur (¢p = 1m en S.1.)

to Unité de temps (tp = 1s en S.I.)

X Suite d’une expression mathématique (écrite sur plusieurs lignes)

X Produit vectoriel
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Différence de chemin optique. Dioptrie

Distribution de Dirac

Peigne de Dirac

Fonction de Heaviside

Fonction rectangle de largeur ¢ (ou fonction porte)
Fonction triangle de base 2¢ (sa hauteur est )

Fonction sinus cardinal (sincx = sin mx/7x)

Fonction sinus cardinal de « largeur » 2/¢ (sinc, x = sinc /x)
Dérivée d’ordre j de la fonction f

Fonction f symétrisée : f(z) = f(—x) (sauf appendice D)
Transformée de Fourier de f

Transformée de Fourier inverse de f

U et u forment une paire de Fourier : v = U
Transformée de Fourier fractionnaire d’ordre « de f
Produit tensoriel de f et g

Produit de convolution de f et g

Produit de convolution fractionnaire d’ordre o de f et g
Corrélation de f et g

Permittivité du vide (sauf chapitre 7)

Vitesse de la lumiére (dans le vide) : ¢ = 299792458 m/s
Vitesse de phase dans un milieu homogéne et isotrope

Indice de réfraction (n désigne parfois un nombre entier)
Vitesse de groupe

Indice de groupe

Vecteur d’onde

Nombre d’ondes (k désigne parfois un nombre entier, variable)
Constante de propagation (chapitres 11 et 12)

Longueur d’onde dans le vide

Longueur d’onde

Longueur d’onde caractéristique d’un spectre étroit

Fréquence (temporelle)

Fréquence caractéristique d’un spectre étroit

Fréquence spatiale

Fréquence angulaire

Fréquence spatiale longitudinale (chapitre 11)

Emetteur ou récepteur sphérique (calotte sphérique)

Sphére de Fourier (d’une calotte sphérique)

Rayon de courbure de A (grandeur algébrique)

Courbure de A (€4 =1/R,)

Amplitude du champ sur A (onde monochromatique)
Eclairement ou intensité vibratoire sur A

Signal champ électrique sur A

Amplitude du champ électrique sur A (onde polychromatique)
Composante spectrale du champ sur A4

Grandissement transversal entre deux points A et A’ conjugués
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Js Grandissement transversal aux sommets (S et S')

Je Grandissement transversal aux centres (C et C”)

dp Grandissement, transversal pupillaire

Wo Col d’un faisceau gaussien

Wo Rayon transversal du col d’un faisceau gaussien

¢o Distance de Rayleigh d’un faisceau gaussien

Iy Cohérence mutuelle ou cohérence propre sur A

YA Densité spectrale d’interaction ou de puissance sur A

La typographie permet de distinguer :

— d (différentielle) de d (distance);

— E (espérance mathématique) de E (amplitude du champ électrique) ;

— e (base du logarithme népérien) de e (distance ; composante spectrale) ;
— 1 (nombre imaginaire) de ¢ (nombre entier variable) ;

— O (chemin optique ; dioptrie) de ¢ (distribution de Dirac) ;

X (produit vectoriel) de x (suite d’une expression écrite sur deux lignes).

2 Notations

Les vecteurs sont indiqués par des lettres grasses, par exemple r. Le produit
scalaire euclidien de r et s est noté r-s et leur produit vectoriel rXxs (dans
R3).

On utilise souvent un espace vectoriel euclidien de dimension 2. Si on choisit
des coordonnées cartésiennes orthogonales = et y, on écrit r = (z,y) et le
module (norme euclidienne) de ce vecteur est r = | ||| = (z24y?)!/2. L’élément
de surface au point 7 est noté dr (dr = dx dy).

Les fréquences spatiales sont représentées comme les éléments (vecteurs)
d’un espace vectoriel de dimension 2 : on écrit F' = (Fy, Fy) dont le module est
F =||F|| = (F,* + F)'2. On a aussi dF = dF, dF,.

+oo
Pour les intégrales, on écrit / ou / . L’écriture f(r)dr désigne une
R —00 R2

intégrale double, ce qu’indiquent 3 la fois R? et I’élément différentiel dr.

Dans ’espace affine de dimension 3, on désigne par PQ le vecteur d’origine
P et d’extrémité @, et par P(Q sa longueur.

On note AB la mesure algébrique du segment orienté AB. Conformément
aux conventions traditionnellement adoptées en optique en France, les mesures
algébriques sont comptées positivement dans le sens de propagation de la lu-
miére (les formules et relations algébriques qu’on écrit sont bien str indépen-
dantes de ce choix). Par abus nous disons parfois distance de A & B pour mesure
algébrique du segment orienté AB. Il arrive ainsi, abusivement, que la distance
d’un point & un autre soit négative.

Si la fonction h est le produit de convolution des fonctions f et g, on écrit
fxget h(t) = f=*g(t). Pour éviter des ambiguités, on écrit parfois

h =
h(t) = [f = g](t) ou encore h(t) = [f(t') * g(t')](t), la variable ¢’ étant muette.
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Les notations relatives aux distributions et & la transformation de Fourier
sont précisées dans les appendices A et B.

3 Symboles graphiques

Voici les principaux symboles utilisés pour représenter certains composants
optiques. Dans la plupart des figures, s’il n’y a pas de miroir, la lumiére se
propage de gauche & droite.

Lentille mince convergente
Lentille mince divergente
Miroir

|
|
| Miroir semi-transparent
|
|

S Systéme centré S

Calotte sphérique de sommet S et centre C

Verre (matiére)




Introduction

L’optique de Fourier doit son nom & I’emploi délibéré de la transformation
de Fourier dans la représentation de phénomeénes fondés sur la diffraction de
la lumiére !. Inscrite dans les limites d’une théorie scalaire, elle est, tradition-
nellement, liée & I'optique cohérente et les sujets développés dans ce livre se
rattachent & ce théme. Le domaine et les applications usuelles de 'optique de
Fourier concernent la formation des images, la résolution des instruments d’op-
tique, le traitement du signal optique, ’holographie, le transfert de la cohérence.
Nous verrons comment y inclure la théorie des résonateurs optiques et celle des
faisceaux gaussiens ; celle de la dispersion dans les fibres optiques. L’optique de
Fourier fournit ainsi un cadre général & la modélisation d’un grand nombre de
phénomeénes optiques 2

Aujourd’hui, I'optique de Fourier constitue une branche classique de 1’op-
tique moderne. Son apparition dans les années 1950 résulte de la description
de phénoménes optiques & ’aide de la théorie des signaux et systémes dont
les notions et le vocabulaire se sont imposés en optique. L’apparition du laser
en 1960 s’est traduite par une nouvelle impulsion pour 'optique cohérente et
a donné lieu & de nouvelles applications : holographie, traitement du signal.
L’optique de Fourier a atteint désormais une certaine maturité.

Quel est alors lintérét d’un nouvel ouvrage sur le sujet 7 Deux raisons le
suscitent. La premiére réside dans I'utilité, que nous croyons toujours actuelle,
de présenter une théorie originale : la diffraction métaxiale. Inventée dans les

! Joseph Fourier n’a pas travaillé dans ce domaine de 'optique qui porte son nom.

Et si 'on voulait rendre hommage & un contemporain de Fourier qui, lui, a étudié
la diffraction, le nom illustre d’Augustin Fresnel viendrait immédiatement & l'es-
prit [88]. « Optique de Fresnel » 7 Ce serait restrictif tant les travaux de Fresnel
dépassent le cadre de 'optique de Fourier. De plus, c’est bien la transformation de
Fourier qui lie tous les sujets abordés dans ce livre (méme si on utilise les intégrales
de Fresnel et si certains auteurs parlent parfois de transformation de Fresnel, ce
qui illustre d’ailleurs la richesse de 'ceuvre de Fresnel). De toutes fagons, le terme
d’« optique de Fourier » semble désormais consacré par 1'usage.
Nous attribuons a 'optique de Fourier un domaine d’étude plus vaste que celui qui
lui correspond habituellement et qui se limite & peu prés a la description spatiale
de la diffraction (c’est-a-dire a la premiére partie de ce livre et & la plupart des
applications de la troisiéme partie). En particulier, de notre point de vue, 'aspect
spatio-temporel de la diffraction reléve manisfestement de optique de Fourier,
comme nous le verrons par la suite. Cette remarque ne constitue pas un jugement
de valeur sur les ouvrages d’autres auteurs; elle précise seulement le sujet méme
de ce livre et la facon dont il doit étre entendu.
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années 1975-1978 par G. Bonnet [19-24], approche métaxiale mérite, de notre
point de vue, d’étre mise a la portée de ceux qui, étudiants, enseignants, cher-
cheurs ou ingénieurs, s’intéressent & l'optique de Fourier. Outre la synthése
théorique qu’elle représente, la doctrine métaxiale offre, nous espérons le dé-
montrer, un grand avantage pratique pour de nombreuses applications.

La deuxiéme raison résulte de 'apparition, plus récente, de méthodes de
calcul fondées sur la transformation de Fourier fractionnaire, qui se sont consi-
dérablement développées depuis 1993 [5,144, 161,169, 181-183]. Nous verrons
qu’il existe un calcul opérationnel, lié & la transformation de Fourier fraction-
naire, particuliérement bien adapté a 'optique métaxiale. Plus généralement,
nous montrerons qu’il existe désormais une facon de traiter les problémes de
diffraction métaxiale, et par la-méme d’optique cohérente, par la transforma-
tion de Fourier fractionnaire, & tel point que nous pourrons parler d’« optique
de Fourier fractionnaire ».

La littérature classique relative a ’optique de Fourier [92,97,175,223] ou &
loptique cohérente [85,147,157,168] manque d’éléments portant sur son aspect
métaxial ou fractionnaire. En conséquence il nous parait nécessaire de renouve-
ler la présentation du sujet et de prendre en compte ses récents développements.
Ce livre est une tentative originale de présenter ’optique de Fourier sous une
forme tout & la fois moderne, synthétique, concréte et riche d’applications po-
tentielles.

*
* %

Pourquoi cependant une nouvelle approche de 'optique de Fourier ? Pour-
quoi travailler « en métaxial » 7 Car I'objet de la diffraction métaxiale est
celui-la méme de la théorie classique % : exprimer le transfert du champ électro-
magnétique et de sa cohérence par diffraction, dans un milieu homogéne ou a
travers un systéme optique. Dans les deux cas, le cadre est celui d’une théorie
scalaire de la diffraction. Toutefois, alors que la théorie classique, conformément
au modéle de 'optique géométrique paraxiale, se restreint & des objets* plans,
loptique métaxiale considére des émetteurs et récepteurs sphériques °. Plus gé-
néralement, la théorie métaxiale approche les émetteurs et récepteurs par leur
sphére osculatrice® en leur sommet et constitue de ce fait une approximation

3 Nous appelons « classique » la théorie telle qu’elle est développée dans le livre
de Goodman [97]. C’est aussi, & peu prés, le point de vue adopté par Maréchal
et Frangon [157]. Pour nous, ce qui est métaxial n’est pas classique. Une récente
relecture des notes prises en suivant ses cours, laisse penser que S. Lowenthal
exprimait parfois des idées proches du point de vue métaxial.

« Objet » est & prendre ici dans un sens large qui inclut les images, et plus géné-
ralement toute surface sur laquelle on cherche & calculer I'amplitude du champ.

Il s’agit, de fait, de calottes sphériques, c’est-a-dire de portions de sphéres, ayant
(en général) la symétrie de révolution. Une généralisation a des surfaces localement
toriques est possible [184].

La sphére osculatrice n’est pas forcément la sphére « la plus proche » d’une portion
de surface donnée. Elle ne I'est que localement, au voisinage du sommet (voir la
note 3 p. 43).

IS
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du deuxiéme ordre par rapport aux dimensions transversales des objets et aux
angles d’ouverture. De 1a le terme de « métaxial » qui indique qu’on va au-dela
du premier ordre qui caractérise I'optique paraxiale ”.

On sait que le premier ordre ne constitue qu’une approximation et qu’il faut
aller au-dela pour prendre en compte les aberrations géométriques des systémes
optiques. On sait également que, pour des raisons de symétrie [156], ces der-
niéres n’interviennent qu’a travers des développements limités ne comportant
que des ordres impairs, c’est-a-dire au moins d’ordre 3 (on parle d’aberrations
du troisiéme ordre® du cinquiéme ordre, etc.). L’ordre 2 est anormal en op-
tique! Il n’est pas dans la culture de 'opticien! On ressent cela a la lecture
des ouvrages classiques dans lesquels est baptisé de paraxial 'usage de termes
de phase quadratique nécessaires & la description du transfert « cohérent » du
champ par diffraction. Pour nous, ces termes sont métaxiaux et nous voyons
une contradiction & les inclure dans ’approche paraxiale.

Le nceud de la question se percoit & 1’aide d’une bréve analyse historique
et technique de la formation des images %. Méme si les propriétés de la lumiére
partiellement cohérente ont été étudiées et mises & profit depuis la fin du X1x*®
siécle (travaux d’Abbe) puis tout au long des deux premiers tiers du xx° siécle,
que ce soit en microscopie (Zernike), en optique astronomique (Michelson),
en formation des images (Abbe, Hopkins, Maréchal) et méme en holographie
(Gabor), il est indéniable que l'apparition du laser en 1960 a donné un élan
incomparable & 'optique cohérente, notamment & travers de nouvelles applica-
tions (holographie, traitement du signal). Or, tant que I'optique se sert d’objets
incohérents, la courbure!'® de ces derniers n’a pas d’influence ! sur la forma-
tion d’une image, et 'optique paraxiale, qui se limite & examiner la formation
de I'image plane d’un objet plan, fournit un cadre acceptable & la formation

" L’optique géométrique paraxiale, ou optique de Gauss, approche les surfaces objets
ou images par des plans et se développe dans les limites du premier ordre par
rapport aux dimensions tranversales et aux angles d’ouverture.

Nous utilisons cette dénomination, consacrée par 'usage, qui caractérise 'aberra-
tion transversale, malgré 'ambiguité qu’elle introduit pour notre propos. Il existe
une classification des aberrations a la fois plus générale et plus précise (classification
de Nijboer [156]), qui repose sur la notion d’écart normal aberrant (par rapport
a une sphére). Par exemple, ’aberration sphérique dite du « troisiéme ordre » est
caractérisée par un écart normal aberrant du quatriéme ordre en fonction du rayon
de l'ouverture. De ce point de vue, les calculs des paragraphes 3.2.1 et 3.2.2 ou
encore 9.4.1 montrent que 'approximation métaxiale est une approximation du
chemin optique d’ordre 2, intermédiaire entre 'approximation paraxiale et celle
qui traduit les aberrations.

L’analyse de la formation des images n’est pas aussi restrictive qu’il y parait :
elle nécessite de disposer d’un modéle pour la propagation et inclut ipso facto une
théorie de la diffraction.

La différence de courbure entre deux surfaces tangentes entre elles engendre une
différence de phase entre les champs sur chaque surface. Elle n’affecte pas ’éclai-
rement, grandeur prise en compte en optique incohérente.

Sauf pour les aberrations, mais nous avons vu qu’il fallait aller au moins au troi-
siéme ordre pour en tenir compte.

4]
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d’une image géométrique ' Grosso modo — c’est-a-dire mis & part les travaux
évoqués précédemment —, c¢’était le seul cas qu’il y avait lieu d’examiner avant
1960.

La situation changea en 1960 : il fallut s’intéresser au transfert de 'am-
plitude du champ, mais aussi de sa phase '2. Curieusement, les physiciens ont
conservé le schéma traditionnel de 'optique paraxiale, en étudiant des transferts
plan & plan entre objets et images'® Nous verrons que ce modeéle, sur lequel
repose I'optique de Fourier classique, doit étre modifié : sauf cas particulier que
nous exposerons, I'image cohérente d’un objet plan (nous disons un émetteur
plan) n’est pas sur un plan, mais sur une sphére (calotte sphérique). Etudier
le transfert du champ d’un émetteur sphérique '® vers un récepteur sphérique
devient une nécessité logique, & laquelle satisfait la doctrine métaxiale et dont
nous déduirons des conséquences fondamentales pour I'imagerie cohérente .

Certes, 'introduction d’émetteurs et de récepteurs sphériques peut paraitre,
4 qui ne connait pas la théorie métaxiale, comme une abstraction théorique.
Il n’en est rien et nous montrerons que de tels émetteurs et récepteurs se ren-
contrent fréquemment dans la pratique expérimentale et instrumentale. Certes,
on peut y voir une facon de manier les termes de phase quadratique qu’on ren-
contre en diffraction et dont la théorie classique tient d’ailleurs compte (tout
en les qualifiant de paraxiaux). De notre point de vue la doctrine métaxiale ne
saurait étre réduite a cela et c’est une des ambitions de ce livre de le montrer.
Nous verrons que rester dans des plans, refuser de se placer sur des sphéres,
introduit des erreurs d’appréciation dont les conséquences se font sentir dans
les calculs mémes (voir par exemple le transfert de la cohérence par imagerie,
chapitre 10).

Ce qui précéde veut justifier le recours a la théorie métaxiale du point de
vue de l'optique pure. Cependant cette théorie plonge également ses racines
dans la théorie du signal et constitue, de ce fait, une synthése de travaux liant
l'optique au signal 17. C’est essentiellement la cohérence, parce qu’elle introduit

12 Avant la prise en compte des phénomeénes de diffraction dus & I'ouverture limitée
des instruments d’optique.
'3 En toute rigueur 'amplitude contient la phase. Nous énumérons les deux pour
insister sur la prise en compte de la phase, nécessité de 'optique cohérente.
Certains travaux de Kogelnik [125] sur les résonateurs optiques constituent, a notre
sens, une exception. A Popposé de cette exception, mentionnons Pexistence univer-
sellement reconnue de la méthode des « matrices ABCD » qui fait le maximum
imaginable pour décrire les résonateurs par les lois de optique géométrique pa-
raxiale [126,216].
Un plan est une sphére de rayon de courbure infini. L’étude des émetteurs sphé-
riques inclut celle des émetteurs plans. L’inverse est faux (en géméral).
Comme par exemple la conjugaison des sommets et la conjugaison des centres
de courbure dont nous verrons qu’elles permettent de comprendre simplement les
curieuses propriétés de « conjugaison » des faisceaux gaussiens (chapitre 7).
Si Papport états-unien est connu et reconnu (citons les travaux de Goodman), tout
comme l'apport britannique (Gabor par exemple), 'Ecole francaise a joué un role
de pionniére en la matiére [24], que ce soit du coté du signal (Blanc-Lapierre, Du-
montet) ou du coté de optique, avec ’Ecole de Besangon (Duffieux [71], Viénot et
leurs successeurs), ou celle de Institut d’optique (Maréchal, Frangon, Lowenthal).

14
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17
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les phénoménes aléatoires en optique, qui exige le rapprochement avec la théo-
rie du signal et le recours aux méthodes statistiques de cette discipline ! La
magistrale synthése réalisée par G. Bonnet parachéve cette évolution tout en
ouvrant de nouvelles perspectives. L’optique de Fourier acquiert ainsi une di-
mension supplémentaire et devient une théorie de la propagation de la lumiére
proprement spatio-temporelle, un fait dont ce livre se veut le reflet.

Reste ’approche fractionnaire. Nous la croyons bien adaptée a 'optique
métaxiale sans doute parce qu’elle permet de gérer facilement les termes de
phase quadratique — et par conséquent les émetteurs et récepteurs sphériques.
Mais une fois encore, son réle ne saurait se réduire & cela : la méthode de
la transformation de Fourier fractionnaire parait assez générale pour mériter
qu’on la décrive, et c’est au fond le but de cet ouvrage. De tout effort de
synthése résulte une économie de moyens qui seule permet le dépassement de
la « frontiére » que constitue ’état actuel de notre connaissance du monde
physique. L’optique de Fourier fractionnaire est en construction : elle constitue
pour cette raison un domaine de recherche actif.

*
* %

La présentation de I'optique métaxiale adoptée dans cet ouvrage est assez
différente de celle suivie par l'inventeur de la théorie (G. Bonnet) dans son
cours ou ses articles. Il nous a paru plus simple — plus pédagogique ? — d’intro-
duire le plus rapidement possible la transformation de Fourier dans ’expression
mathématique des phénoménes de diffraction, et pour cela de commencer par
une étude du transfert du champ limitée aux variables d’espace!® (ce qui re-
vient & examiner d’abord les ondes monochromatiques). Cela concerne toute la
premiére partie du livre et permet de réduire au maximum les aspects fonda-
mentaux de la diffraction, puisque tout est déduit de I'analyse harmonique de
I’amplitude du champ et d’une formulation intuitive du principe de Huygens—
Fresnel. La diffraction constitue un domaine d’étude trés vaste et il n’était
pas possible de donner une formulation mathématique du principe de Huygens
sans des développements conséquents. La lecture du livre de Goodman [97], de
celui de Born et Wolf [29], ou de Nieto-Vesperinas [166], pourra fournir une
connaissance plus détaillée des fondements de la théorie scalaire (classique).

Les propriétés temporelles (ou, par dualité, spectrales) de la lumiére as-
socient les phénoménes aléatoires au transfert du champ par diffraction. Leur
étude fait I'objet de la deuxiéme partie de 'ouvrage, consacrée d’abord aux
propriétés temporelles de la diffraction. La transformation de Fourier y tient
encore un role central, puisque c’est elle, mais dans le domaine temps—{réquence
cette fois-ci, qui permet de passer d’une représentation du champ a une autre.

8 Ce livre se limite aux aspects statistiques temporels du champ électromagnétique.
Les phénoménes liés au speckle, dont I’étude reléve éminemment de méthodes sta-
tistiques [99], n’y sont pas abordés.

19 11 est possible que cela traduise, inconsciemment sans doute, un réflexe d’opticien,
pas toujours trés A ’aise avec la cohérence ni la statistique!
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La diffraction apparait comme un filtre linéaire spatio-temporel, que ce soit
pour le transfert du champ ou pour celui de la cohérence.

On congoit dés lors la possibilité d’'une approche théorique fondée d’em-
blée sur la représentation spatio-temporelle d’un signal optique (en général
polychromatique) et de sa cohérence. Le transfert par diffraction n’apparait
qu’ensuite, comme un cas particulier de filtrage. C’est I’approche suivie par
G. Bonnet dans ses articles. Elle nous parait plus abstraite et nous croyons que
son étude sera facilitée par I’assimilation préalable des résultats établis dans ce
livre.

Mentionnons pour terminer qu’un effort particulier a été accompli pour
étendre autant que possible la théorie métaxiale — plus précisément son champ
d’application —, et cela de plusieurs fagons. Tout d’abord en examinant en
détails des problémes classiques d’optique cohérente, comme la formation des
images par les systémes optiques & ouverture limitée (chapitre 8), en montrant
sur des exemples l'intérét technique de loptique métaxiale (maniement des
phases quadratiques, recherche du centre de courbure des ondes, chapitre 13),
ou encore en donnant quelques calculs relatifs au rayonnement des antennes
en champ lointain (chapitre 5). Ensuite, en rattachant a 'optique de Fourier
des domaines qui ne s’y rapportent pas classiquement : c’est le cas de la spec-
trométrie instrumentale (chapitre 13). Enfin, & I’aide du calcul fractionnaire,
en développant une théorie métaxiale des résonateurs optiques et des faisceaux
gaussiens (chapitres 7 et 14), ou encore en synthétisant, dans une méme dé-
marche, les aspects spatiaux de la diffraction et ceux temporels de la dispersion
— que ce soit dans les lignes de transmission ou en diffraction méme, comme
cela est exposé aux chapitres 11 et 12.



Premiére partie

Diffraction monochromatique



L’optique de Fourier se fonde sur une théorie scalaire de la diffraction selon
laquelle la propagation d’une onde électromagnétique s’exprime essentiellement
— c’est-a-dire & des termes de phase quadratique prés — par une transformation
de Fourier spatiale (portant sur des variables d’espace). C’est exactement le
cas pour la diffraction de Fraunhofer, et la diffraction de Fresnel se raméne 4
ce schéma, une fois adaptées la courbure de ’émetteur et celle du récepteur,
comme le montre 1’étude du chapitre 3. Ce résultat sert, au chapitre 4, & dé-
gager les conditions d’obtention de l'imagerie cohérente puis, au chapitre 5,
& calculer I’éclairement de figures de diffraction classiques. La notion de fré-
quence spatiale, introduite au chapitre 2, est omniprésente dans cette partie.
Elle sert & ’analyse de la formation des images par les objectifs et & ’étude de
la résolution des instruments d’optique (chapitre 8).

La diffraction de Fraunhofer se rencontre quand un champ électromagné-
tique se propage d’un émetteur sphérique a la sphére de Fourier de ce dernier et
elle s’exprime mathématiquement par une transformation de Fourier. Si on ob-
serve le champ sur un récepteur intermédiaire, on accomplit, par propagation,
une « fraction » de la transformation de Fourier, et il parait naturel de traduire
cela & I'aide d’une transformation de Fourier « fractionnaire ». Ce point de vue
fait I’'objet du chapitre 6 ; il est développé au chapitre 7 et conduit & une théorie
scalaire des résonateurs optiques et des faisceaux gaussiens.

Toute cette partie se rapporte & des transformations de Fourier fraction-
naires ou standard ne portant que sur des variables d’espace ou sur leurs va-
riables conjuguées (fréquences spatiales). Les ondes électromagnétiques consi-
dérées sont monochromatiques et leur dépendance temporelle n’est pas écrite.
De fagon générale la propagation, que ce soit la diffraction au sens strict ou la
formation des images, est décrite comme un filtre linéaire spatial au sens de la
théorie des signaux et systémes.



Chapitre 1
Le principe de Huygens—Fresnel

Le principe de Huygens—Fresnel est a la base de la théorie de la diffraction
des ondes électromagnétiques. Il est une conséquence des équations de Max-
well et peut s’exprimer sous une forme mathématique rigoureuse. Son étude
détaillée reste cependant en dehors de I'objectif de cet ouvrage : une formula-
tion intuitive plus directement applicable & ’optique de Fourier suffira ici. On
trouve des développements théoriques complémentaires dans un certain nombre
d’ouvrages classiques [29,58,97,166,221].

1.1 Diffraction—propagation

Imaginons une source de lumiére quasi ponctuelle (et quasi monochroma-
tique), éclairant un écran opaque percé d’une ouverture (fig. 1.1). Sur un
deuxiéme écran (« blanc ») on observe une zone éclairée qui se détache sur un
fond sombre, résultat de la projection de 'ouverture par le faisceau lumineux
issu de la source. La transition de 'ombre & la lumiére n’est pas parfaitement
nette : elle comporte de fines franges. Un tel phénoméne ne s’explique pas
en termes d’optique géométrique, théorie fondée sur la notion de rayon lumi-
neux. Selon cette théorie, les rayons lumineux sont portés par des droites, si le
milieu est homogeéne, et nous devrions observer une figure lumineuse homothé-
tique de Pouverture : les franges sont inexplicables. Dans la réalité, la source
n’est certes pas strictement ponctuelle et on comprend qu’il puisse se créer, sur
I’écran d’observation, une zone de pénombre entre 'ombre et la lumiére ; mais
cela ne rend pas compte des franges effectivement observées, qui s’apparentent
& des interférences.

Ombre

FiG. 1.1. Phénoméne de diffraction par
une ouverture. La transition de 'ombre a
la partie éclairée n’est pas brusque et se
Source compose de fines franges. La figure repré-
sente schématiquement, dans le cercle, le
profil de ’éclairement sur I’écran d’obser-
Ouverture  Ecran vation, au voisinage de la zone de transi-
d’observation tion (voir le paragraphe 5.3.2).

Lumiére
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Ce qui précéde est un exemple de phénoméne de diffraction. Un tel phé-
noméne fut décrit pour la premiére fois!, en termes assez précis, par Gri-
maldi? au xvI°® siécle (Physico-Mathesis de Lumine Coloribus et Iride, 1665
[117,199,228]). Parallélement, Huygens batissait une théorie ondulatoire de
la lumiére® sans pour autant, semble-t-il, appliquer lui-méme 3 la diffrac-
tion [117]. La théorie de Huygens allait & ’encontre de la théorie corpusculaire
de Newton?; elle connut son triomphe au XI1x¢ siécle & la suite des travaux
de Fresnel et plus tard de Kirchhoff, précisément en fournissant une expli-
cation de la diffraction. La théorie ondulatoire de la lumiére regut enfin une
confirmation « définitive » de la part de Maxwell qui 'inclut dans sa théorie
électromagnétique 5. Tout cela & tel point que méme ’hypothése des « quanta
de lumiére » (les photons), émise en 1905 par Einstein et qui redonnait force
au point de vue corpusculaire, ne put ébranler la théorie ondulatoire. Tout au
contraire les physiciens durent s’attacher & construire une nouvelle théorie qui
put inclure & la fois les aspects ondulatoires et corpusculaires de la lumiére.
Ils en vinrent également & attribuer des propriétés ondulatoires a la matiére
et a concevoir la diffraction de particules massiques (électrons par exemple) ;
cela fut & Porigine du développement de la Mécanique quantique® La notion
de diffraction apparait comme un paradigme de toute théorie ondulatoire.

L’expérience schématisée par la figure 1.1 conduit & définir la diffraction
comme un phénoméne relatif aux ouvertures qu’on rencontre en optique (on
parle de diffraction par un bord d’écran). Cela est quelque peu restrictif : c’est
sans doute la conséquence de ce qu’en optique les objets étudiés sont pour la
plupart des émetteurs secondaires (ou des sources de lumiére secondaires) qui
n’émettent pas la lumiére par eux-mémes mais réfléchissent ou diffusent celle
émise par une source primaire. Pour donner un exemple, le Soleil est une source
primaire alors que la Lune est une source secondaire, qui n’est vue de la Terre
que parce qu’elle réfléchit et diffuse la lumiére du Soleil (si on s’en tient au
spectre visible). Les ouvertures diffringentes sont ainsi des sources secondaires,
éclairées par des sources primaires. La situation est en partie différente dans
le domaine des hyperfréquences ou de la radio-électricité, puisque, outre les

! Selon Born et Wolf [29], Léonard de Vinci aurait mentionné le phénoméne bien
plus tot.

Grimaldi a, semble-t-il, observé des phénoménes de diffraction par des fils [230],
complémentaires de celui décrit par la figure 1.1.

Cette théorie concevait la lumiére comme une vibration longitudinale du milieu de
propagation, 1’éther [60].

Newton avait sans doute un point de vue sur la lumiére plus nuancé, qui ne se
limitait pas a la seule théorie corpusculaire dont il fut le défenseur [60,228]. La
décomposition de la lumiére blanche par un prisme (phénoméne de dispersion),
la coloration des lames minces (anneaux de Newton) le conduisirent & compléter
sa, conception corpusculaire par des éléments ondulatoires. Cependant, méme sous
cette forme, sa théorie s’opposait a celle de Huygens; elle prévoyait par exemple
une vitesse (de phase) d’autant plus grande que le milieu de propagation était plus
dense [199].

Le Traité d’électricité et de magnétisme de Maxwell fut publié en 1873.

Terme qui remplaga 'oxymoron « Mécanique ondulatoire ».

2
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obstacles qui diffractent comme des écrans, il existe des antennes & ouverture,
c’est-a-dire des émetteurs ayant des formes variées (rectangulaires, circulaires),
qui sont équivalentes aux ouvertures percées dans des écrans opaques en op-
tique. Ainsi le probléme de la propagation de la lumiére au-dela d’une ouver-
ture circulaire est équivalent” & celui de la propagation, en radio-électricité,
du champ électromagnétique & partir d’une antenne (source primaire) dont la
forme est celle d’un disque (si on suppose le courant électrique d’amplitude
homogéne sur I’antenne). La répartition spatiale de I'onde qui se propage est
la méme dans les deux cas. La figure 1.2 illustre cela.

Antenne radio-électrique
Ecran a ouverture circulaire a ouverture circulaire

F1G. 1.2. Analogie entre diffraction par un bord d’écran circulaire en optique (partie
gauche de la figure) et rayonnement d’une antenne & ouverture circulaire (partie
droite). (Les ondes se propagent de gauche & droite.)

En résumé, le probléme de la diffraction par une ouverture, en optique,
est comparable & celui de la propagation d’une onde électromagnétique issue
d’un émetteur qui a la méme forme que 'ouverture. C’est pour cela que nous
parlerons de diffraction—propagation, de telle facon qu’un probléme de propa-
gation d’une onde électromagnétique en espace libre est, fondamentalement, un
probléme de diffraction. Nous reviendrons plus loin sur cette question (voir la
remarque 2.3.6 p. 37).

1.2 Formulation intuitive du principe de Huygens—Fresnel

Pour expliquer la propagation de la lumiére, Huygens s’attache & 1’état
vibratoire de ’onde, & un instant donné, sur une surface d’onde et il imagine
que chaque point de cette surface se comporte comme une source secondaire
qui réémet la lumiére. Si on applique cette propriété a& une onde qui arrive sur
louverture d’un écran, on explique ainsi® de facon élémentaire, qu’il puisse

" Dans certaines limites : Uonde diffractée par une ouverture percée dans un écran
dépend aussi de la nature de ce dernier (écran métallique ou diélectrique), de son
absorption.

8 Ce que n’a pas fait Huygens, rappelons-le. Il a surtout appliqué sa théorie a la
réfraction, a la réflexion et a la polarisation de la lumiére [117,199].
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Ombre
Source géométrique
- %: 21000 i 71T Fi1G. 1.3. La théorie ondulatoire permet
- A Iy d’expliquer la présence de lumiére dans

Pombre géométrique (Huygens). La prise
en compte des interférences permet d’affi-
Ouverture ner le modele (Fresnel).

y avoir de la lumiére dans des régions inaccessibles aux rayons lumineux de
Poptique géométrique (fig. 1.3).

Les idées ondulatoires de Huygens furent complétées, au début du xix°©
siécle, par Fresnel (1815, 1818) [88] qui pensa & leur adjoindre la possibilité
qu’a la lumiére d’interférer — propriété démontrée peu avant par Young (1801)
— et qui parvint de cette facon a expliquer certains phénoménes de diffraction.
Fresnel put calculer le champ diffracté par des obstacles de forme simple, et il
est juste d’associer son nom & celui de Huygens quand on traite des fondements
de la théorie de la diffraction, tant son apport fut décisif pour fournir un modéle
précis des phénomeénes °.

Comme souvent en physique, on baptise un principe ou un théoréme du nom
du premier auteur qui les a formulés, méme s’ils se traduisent de nos jours sous
une forme plus moderne que leur forme initiale. C’est le cas par exemple du
principe de Fermat, qui a évolué du principe du temps de parcours minimum a
celui de chemin optique stationnaire ; c’est aussi le cas du principe de Huygens—
Fresnel qui revét aujourd’hui une forme plus générale que celle donnée par
ses deux auteurs. Remarquons encore que ce principe, au sens strict, n’en est
plus un puisqu’il se déduit des équations de Maxwell et entre dans le cadre
de ’électromagnétisme. Il n’y a cependant aucun inconvénient & continuer a
I’appeler principe.

Ainsi, une expression du principe de Huygens—Fresnel assure que si 'on
connait le champ électromagnétique, engendré par une source'®, en chaque
point d’une surface fermée délimitant un volume « intérieur » ne contenant
pas la source, alors le champ en tout point de cet intérieur est parfaitement
déterminé.

Si, comme c’est souvent le cas en optique, on dispose d’un écran plan, percé
d’une ouverture, qui sépare la source S du point d’observation M (fig. 1.4),
on obtient une surface fermée en complétant ’écran (qui inclut Pouverture)
par une portion de sphére centrée en M. Puis on fait tendre vers 'infini le
rayon de cette sphére : on montre que la contribution du champ sur la sphére
au champ en M tend vers 0, sous la condition connue comme condition de

9 Fresnel réalisa des expériences de diffraction de la lumiére par des fils. La lecture du
mémoire qu'il soumit & ’Académie des sciences en 1818, avec le soutien d’Arago,
suggéra & Poisson qu’il devait y avoir un point lumineux au centre de ’'ombre géo-
métrique engendrée par un petit écran circulaire éclairé par une source ponctuelle,
ce qui paraissait une absurdité. Averti, Fresnel fit ’expérience et vérifia I’existence
du point lumineux prévu par les calculs de Poisson, fondés sur sa théorie [229,238].

10 Crest-a-dire des charges, des courants électriques ou des atomes.



1. Le principe de Huygens—Fresnel 15

L < F1G. 1.4. Choix d’une surface fermée entourant
N le point M ot on souhaite connaitre le champ
. électromagnétique. Cette surface est constituée
S , . par une partie de écran (trait plein épais), ’ou-
. ) ! M \ . .. -
) ! . verture diffractante (segment rectiligne en poin

| i tillés) et une portion de sphére centrée en M (en

| '+ pointillés). Le volume intérieur délimité par la

X ; surface ne contient pas la source S. Le principe
. . de Huygens—Fresnel affirme que le champ en M

JER est entiérement défini par le champ qui existe
Ecran sur la surface précédente.

Sommerfeld [97,221]. Finalement, la connaissance du champ sur 'écran suffit
seule & déterminer le champ en M, c’est-a-dire en un point quelconque situé
au-dela de ’écran par rapport a la source [29,97,221]. L’écran devrait avoir une
étendue infinie, mais en pratique on admet que le champ est nul sur la partie
opaque de I’écran et que seul le champ sur 'ouverture importe, c’est-a-dire le
champ sur une surface placée entre la source S et le point M ou s’observe le
champ diffracté.

Une forme simplifiée du principe de Huygens—Fresnel, inspirée de ce qui
précéde et qui est celle que nous utiliserons dans cet ouvrage (chapitre 2), est
la suivante. Soit S une source de lumiére et soit A un point de ’espace. La
source engendre en M un champ électromagnétique. Soit X' une surface (en
pratique limitée) située entre la source et M (fig. 1.5). Supposons étre capables
de reproduire sur X' le champ qu’y engendre S et enlevons la source. Le principe
de Huygens—Fresnel affirme que le champ en M n’a pas changé.

La propagation d’une onde électromagnétique de la source S au point M se
concoit dés lors de deux fagons équivalentes : directement, en une seule étape;
ou bien en deux étapes si on introduit une surface intermédiaire arbitraire. Ces
deux points de vue auront chacun une traduction mathématique, une fois qu’on
aura associé un opérateur a la propagation d’une onde électromagnétique :
lopérateur qui traduit la propagation de S & M devra étre le composé de deux
opérateurs, associés respectivement (a) a la propagation de 'onde de la source

M M

Sé)

F1G. 1.5. Selon le principe de Huygens—Fresnel le champ engendré en M est le méme
dans les deux situations présentées : & gauche, la source S éclaire directement M ; a
droite, on dispose d’une surface 2 sur laquelle le champ est exactement celui qu’aurait
engendré la source S, si elle était présente.
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a la surface intermédiaire; et (b) & la propagation de l'onde, de cette méme
surface & M.

Nous verrons par la suite comment utiliser le principe de Huygens—Fresnel
sous 'une ou l'autre des deux formes précédentes. Cependant nous pouvons
d’ores et déja en citer une application fameuse : I’holographie [91,97] dont le
principe se fonde sur la figure 1.5 (voir le chapitre 15).

1.3 Eléments pour une théorie scalaire

1.3.1 Ondes localement planes

Nous étudions des ondes qui ont localement la structure d’une onde plane
(fig. 1.6). Le champ magnétique H en un point d’une surface d’onde (c’est
une surface équiphase) se déduit du vecteur champ électrique E de la fagon
suivante : F, H et s (unitaire, perpendiculaire & la surface d’onde ! et orienté
dans le sens de propagation) forment un triédre rectangle direct et

Bl (7
nel e, 1.1
Ve (1)

ou Z est 'impédance du milieu de propagation, p sa perméabilité et ¢ sa per-
mittivité. Dans ces conditions, I'onde est caractérisée par le seul vecteur E (et
la normale & onde). C’est ce vecteur que nous considérons désormais. Le choix
du vecteur F est a la fois historique (c’est E qui s’identifie au « vecteur de
Fresnel » [40]) et technique : on montre que c’est lui qui a des effets sur les
détecteurs quadratiques utilisés en optique '2

Tout le livre reste dans le cadre d’une théorie scalaire de la diffraction qui
ne prend pas en compte ’aspect vectoriel du champ électromagnétique, c’est-a-
dire les phénoménes de polarisation !> Le champ électromagnétique est supposé
posséder une polarisation fixe qui ne change pas par diffraction. Cela correspond
bien & la réalité tant que les détails des objets étudiés sont relativement plus
grands que la longueur d’onde (disons une vingtaine de fois, soit typiquement
supérieurs & 10 pm) et suffit & expliquer déja un grand nombre de phénomeénes
optiques.

! Le milieu est supposé isotrope. Le vecteur s est colinéaire au vecteur de Poynting
P=ExH.

12 Cela est mis en évidence par ’étude d’ondes stationnaires pour lesquelles les champs
FE et H ont des ventres et des nceuds en quadrature : une émulsion photographique
est impressionnée seulement sur les ventres du champ F et non sur ceux de H (qui
sont les noeuds de E) [121,158]. Cela est vrai pour un milieu non magnétique. La
question se présente différemment en radio-électricité dans la mesure ou on sait
détecter le champ H, par exemple & ’aide du courant qu’il engendre dans une
boucle métallique.

Nous décrirons cependant quelquefois des phénoménes de diffraction liés a la polari-
sation de la lumiére : voir les paragraphes 5.1.1, 5.4.3, 15.4.4. Cela concerne surtout
les composants optiques & base de cristaux liquides : écrans plats, modulateurs de
lumiére spatiaux.

13
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Fic. 1.6. Onde localement plane dans un milieu iso-
trope. Les vecteurs E (champ électrique) et H (champ
magnétique) au point M sont dans le plan tangent en
M & la surface d’onde. Le vecteur de Poynting P est
orthogonal au plan tangent.

Une autre facon de considérer les choses consiste & dire qu’on ne s’intéresse
qu’ad une composante du champ électrique et & supposer qu’il n’y a pas de
couplage entre les composantes de ce champ, ni entre elles et celles du champ
magnétique (le seul couplage vient de la relation (1.1) et de 'orthogonalité
des champs). Ce point de vue autorise la composition des composantes, apres
qu’elles se sont propagées, de maniére & reconstituer le vecteur champ élec-
trique. Cela est fait au paragraphe 5.4.3; mais ce n’est qu’une approximation.

Dans une théorie scalaire, ’amplitude du champ électrique associée a une
onde monochromatique de fréquence v et considérée au point M et & l'instant
t s’écrit

E(M,t) = U(M)e* ™t (1.2)

ou U(M) est 'amplitude complexe du champ électrique (elle se mesure en
V/m). Dans la premiére partie du livre nous n’utiliserons que U (M), que nous
désignerons comme amplitude du champ (électrique), et n’écrirons pas la partie
temporelle de amplitude de l'onde (le terme exp[2invt] serait en facteur dans
toutes les expressions de l’amplitude du champ que nous écrirons). Faire ainsi
sera possible tant que nous n’aurons pas a traiter des ondes polychromatiques,
qui exigent le recours a I’écriture compléte (chapitres 9 et 10, deuxiéme partie).

La notation complexe est d’usage courant, mais il ne faut pas oublier que
le champ électrique « physique » est la partie réelle du champ complexe. Si E;
est "amplitude du champ réel, alors

E (M, t) = R{E(M,t)}, (1.3)

ou R signifie « partie réelle ». Tout cela reste valable pour des champs qui ne
sont pas nécessairement monochromatiques (notion de champ analytique, voir
le paragraphe D.2 p. 495).

Les milieux de propagation considérés dans cet ouvrage sont isotropes et
homogénes '* (et transparents). La vitesse de la lumiére (dans le vide) est ¢
(¢ =299792458 m/s). Nous notons v la vitesse de phase d’une onde lumineuse
monochromatique (fréquence v) dans un milieu de propagation d’indice de

14 1isotropie traduit une invariance par rotation, ’homogénéité une invariance par
translation.
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réfraction n. La longueur d’onde est A dans le milieu de propagation et le
nombre d’ondes est k = 27/A. Le vecteur d’onde est k = ks, ou s est un
vecteur unitaire dans la direction de propagation (perpendiculaire & la surface
d’onde). Si Ag est la longueur d’onde dans le vide, alors A\g = nA et k = 27an/Ao.

1.3.2 Eclairement, intensité vibratoire

Les détecteurs optiques ne sont pas sensibles directement au champ élec-
trique mais & ’éclairement associé. L’éclairement en un point d’un détecteur
éclairé par une onde lumineuse est homogéne (d’un point de vue dimensionnel)
au module du vecteur de Poynting et se mesure en W/m? (voir 'appendice
E). 1l est aussi proportionnel & la moyenne temporelle du carré du module du
vecteur champ électrique '° et vaut, au point M du détecteur,

1
I(M) = §€0nc<\E(AL t)|?)¢ cos b, (1.4)

ol gg est la permittivité du vide (g9 = 8,854 187817- 10712 F/m [118]), ¢ la
vitesse de la lumiére (dans le vide), n l'indice de réfraction du milieu; ( ),
désigne la moyenne temporelle. L’angle 8 est ’angle que fait la normale au
détecteur en M avec le rayon moyen du faisceau incident en M (fig. 1.7). La
relation (1.4) vaut pour un milieu non magnétique (de perméabilité relative
pr = 1). Le coefficient egnc est l'inverse de I'impédance ' du milieu, définie
par la relation (1.1).

Pour un champ représenté par amplitude de la relation (1.2), la relation
(1.4) ’écrit

1
(M) = Fcone \U(M)|? cos . (1.5)

FiG. 1.7. L’éclairement au point M d’un détecteur
est proportionnel a |U(AM)|? cos 0.

5 Pour cette raison on parle de détecteurs quadratiques. On ne mesure d’autre part
que des moyennes temporelles, car les détecteurs optiques sont lents & ’échelle des
périodes d’oscillations des ondes lumineuses, de Pordre de 107 s; les mesures sont
effectuées sur un trés grand nombre de périodes.

16 Cela vaut pour un milieu non magnétique, de perméabilité x4 = po (la perméabilité
du vide est pio = 47- 1077 H/m); si go est la permittivité du vide, e, la permittivité
relative du milieu (¢ = goe, = 50112)7 on déduit en effet de (souo)l/2 = 1/c que
I'impédance du milieu est Z = (uo/c0er)'/? = 1/(sonc). L'impédance du vide est
Zo = 377 Q.
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Pour alléger les formules, nous prendrons parfois égal & 1 le coefficient pré-
cédent et supposerons l'incidence normale sur le détecteur. Plus précisément,
nous définissons l'intensité vibratoire de 'onde au point M par [135]

I(M) = |UM)|?. (1.6)

L’intensité vibratoire est égale & 1’éclairement & un facteur d’obliquité et un
coefficient prés (respectivement cos 6 et egne/2). Son intérét est de pouvoir étre
calculée indépendamment de la position ou de 'orientation du détecteur, et plus
généralement sur toute surface aérienne (qui n’est pas une surface matérielle).

Une grande partie du livre s’attache au calcul de I’amplitude du champ
diffracté dans diverses situations. L’intensité vibratoire associée s’obtient en
calculant le carré du module de I’amplitude du champ. Il est entendu que 1’éclai-
rement sur un récepteur donné s’en déduirait simplement en tenant compte du
facteur d’obliquité et de I'impédance du milieu de propagation. Par la suite
nous emploierons souvent le terme d’éclairement, méme si nous calculerons
seulement 'intensité vibratoire. Nous ferons ainsi pour insister sur la grandeur
qui serait effectivement mesurée, espérant éviter de cette maniére la grande
confusion qui existe & ce propos dans la littérature.

1l ne faut pas confondre en effet U'intensité vibratoire (ni surtout 1’éclaire-
ment) avec I'intensité définie en photomeétrie ou radiométrie, laquelle se mesure
en W /sr (watts par stéradian), comme il est précisé a 'appendice E. L’intensité
vibratoire est en quelque sorte une grandeur « aérienne », comme un éclaire-
ment potentiel. Ce qui est détecté, ce qui est mesuré, c’est I’éclairement (ou
Pexitance si on se place du point de vue de I’émetteur). Mais pour 'obtenir, il
faut intercepter le rayonnement par une surface matérielle.

1.3.3 Spectre électromagnétique et domaine optique

Le spectre de la lumiére visible correspond a des longueurs d’ondes (dans le
vide) allant de 0,4 um & 0,78 pm environ, ¢’est-a-dire & des fréquences comprises
entre environ 7,5 - 10'* Hz (bleu extréme) et 3,8 - 10 Hz (rouge extréme). Le
domaine ultra-violet s’étend typiquement de 0,01 pm & 0,4 um et le domaine
infra-rouge (optique) de 0,78 um a 1 mm environ. Ces bandes spectrales consti-
tuent le domaine de 'optique. On leur adjoint éventuellement les rayons X, dont
les longueurs d’ondes sont situées en decd de celles du domaine de 'ultra-violet
(jusqu’a des longueurs d’ondes de 0,1 nm).

Le spectre des ondes électromagnétiques comprend encore les rayons v dont
les fréquences sont supérieures A celles des rayons X. Au-dela de l'infra-rouge,
pour des fréquences allant de 300 GHz (1 mm de longueur d’onde dans le vide)
4 300 MHz, on parle d’hyperfréquences. La radio-électricité reléve de fréquences
encore plus basses (allant jusqu’a quelques kHz).
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1.4 Représentation de ’amplitude du champ

Dans ce livre nous appliquons trés souvent la transformation de Fourier &
l'amplitude du champ, dans des conditions qui seront précisées dans les pro-
chains chapitres. Au plan mathématique, I’écriture de la relation (1.2) suppose
implicitement que E et U sont des fonctions; or le cadre fonctionnel est insuf-
fisant pour ’analyse harmonique, puisque des fonctions aussi « simples » que
les fonctions sinusoidales ont pour transformée de Fourier la somme de deux
distributions de Dirac (affectées de coeflicients appropriés) ; cette constatation
fournit un des arguments les plus forts pour justifier I’emploi des distributions
en optique : vouloir utiliser la transformation de Fourier sans les distributions,
c’est se priver, en pratique, des fonctions circulaires sinus, cosinus et de la
fonction exponentielle & argument imaginaire (fonction cissoidale), ¢’est-a-dire
des ondes planes et des ondes monochromatiques! Il semble plus raisonnable
d’adopter ces modéles, certes modéles limites d’ondes réelles, et de travailler
avec les outils mathématiques qui leur sont adaptés.

Le point de vue précédent conduit & représenter ’amplitude du champ élec-
trique, grandeur physique, par une distribution, et plus précisément par une
distribution tempérée, de facon & garantir I'existence de la transformée et de
I’antécédent de Fourier de amplitude du champ. L’appendice A donne des élé-
ments de la théorie des distributions et précise les notations que nous utilisons.
L’espace des distributions tempérées, noté S’ et présenté dans I'appendice B,
est trés vaste : il contient notamment les fonctions de carré sommable et suffit,
en général, aux besoins de la physique et & la représentation des signaux aléa-
toires (utiles au chapitre 10) [18]. Il est clos pour la transformation de Fourier.

Par conséquent, dans la relation (1.2), les amplitudes E et U doivent étre
considérées, a priori, comme des distributions tempérées!”. Cela pose d’abord
un probléme d’écriture : tout au long du texte nous emploierons le plus souvent
une notation fonctionnelle — la relation (1.2) en est un exemple; nous conti-
nuerons & ’écrire — et des intégrales (notamment pour la transformation de
Fourier), tout en sachant que cela n’est pas toujours rigoureux et qu’il serait
plus correct d’avoir recours & la notation habituelle utilisée pour les distribu-
tions ; le paragraphe 3.5 donne un exemple de ce qu’il serait possible de faire.

Une deuxiéme difficulté & surmonter réside dans I'interprétation d’une dis-
tribution en physique et en mesures physiques. On sait par exemple que le
produit de deux distributions n’est pas défini en général, le carré d’une distri-
bution non plus : comment exprimer alors I’éclairement d’un détecteur 4 I'aide
de la relation (1.5) si U est une distribution ? Une solution est proposée dans
I’appendice A.

Enfin, l’étude de la cohérence (chapitre 10) met en ceuvre des éléments
classiques de la théorie des signaux aléatoires. Dans ce domaine encore, le re-
cours aux distributions fournit des modéles certes idéaux mais qui simplifient
grandement I’analyse harmonique des signaux aléatoires.

17 Par exemple, un point lumineux se représente par une distribution de Dirac.



Chapitre 2
Fréquence spatiale et spectre angulaire

Une premiére fagon de résoudre un probléme de diffraction repose sur la
notion de spectre angulaire et conduit a représenter la diffraction comme un
filtrage linéaire, au sens de la théorie des signaux et systémes. La méthode
développée dans ce chapitre peut se qualifier de fréquentielle; elle illustre un
des intéréts de la transformation de Fourier dans ’étude de la diffraction. Sou-
lignons également qu’elle est conforme & la théorie classique.

Avant d’aborder ce chapitre il est utile de lire I’appendice B consacré & la
transformation de Fourier.

2.1 Fréquence spatiale

2.1.1 La notion de fréquence spatiale

Rapportons I’espace & un systéme de coordonnées (x, y, z), orthonormé. Soit
une onde électromagnétique (ou lumineuse) se propageant dans la direction z.
L’amplitude complexe du champ électrique, dans le plan d’équation z = 0, se
représente par la fonction® U(x,y) (théorie scalaire). Si U est la transformée
de Fourier de U, I’analyse harmonique (ou analyse de Fourier) conduit &2

-~

0(F,. F,) = / U, y) A EFtvE) dp dy, (2.1)
R2

ot F, et Fy sont les variables conjuguées de x et y. Nous appelons fréquence
spatiale la variable vectorielle F' = (F,, F,) et nous notons F' = ||F|| son
module? La dimension de I est 'inverse d’une longueur et son unité le mm~!
(ou parfois la paire de lignes (ou traits) par millimétre, voir la remarque 2.1.2).

La notation vectorielle fournit une écriture plus condensée de la relation
(2.1) sous la forme

U(F) = /R U) mET dp (2.2)

! Plus généralement 'amplitude du champ se représente par une distribution tem-
pérée comme il est expliqué au paragraphe 1.4.

2 8i U est une distribution, une écriture telle que intégrale de la relation (2.1) peut
se considérer comme symbolique (voir appendice A).

% Certains auteurs [157] appellent fréquence spatiale le module de F.
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La transformation de Fourier inverse permet d’écrire

Ulz,y) = / ) U(F,, F,))e”2m@ltvl) gp, dF, (2.3)
ou encore -

U(r) = /R i UF)e 2" FdF. (2.4)

La relation (2.3) montre que U(x,y) se décompose sur la « base » des fonc-
tions exponentielles de la forme exp[—2in(zF, 4+ yF),)]. Cette derniére fonc-
tion représente, & une constante dimensionnelle prés, la vibration associée a
la fréquence spatiale F' = (Fy, F}), et nous en obtenons une représentation
schématique en considérant les points (z,y) du plan d’équation z = 0 qui
satisfont exp[—2in(zF, + yFy,)] = 1. Ce sont des points équiphases tels que
2F, +yF, = m (m € Z), qui se répartissent sur un ensemble de droites paral-
leles (fig. 2.1), séparées de la distance

! ey (2.5)

P=— =
JEE+ R

La grandeur p est la période spatiale (ou le pas) de la fonction de base
exp[—2in(zF, + yFy)] : ¢’est le module du vecteur « période spatiale », dé-
fini par p = F/F2.

Yy
L
Fy
\%\ \
0 x
= Fi1c. 2.1. L’amplitude de la vibration asso-
* ciée a la fréquence spatiale F' = (F,, F) a des
crétes localisées sur un réseau de droites paral-
leles. La période spatiale est p.

Le champ électrique réel est la partie réelle du champ complexe, et 'ampli-
tude du champ réel associé 4 la fréquence spatiale F' = (F,, F,) s’écrit

Ui(x,y) = Up cos[2m(axFy + yFy)], (2.6)

ou Uy est une constante dimensionnelle. Cette amplitude a ses maxima sur le
réseau de droites paralléles des points équiphases déja mentionnés (fig. 2.1).
Une tole ondulée ou des tuiles (romaines) peuvent donner une image intuitive
de Pamplitude du champ (fig. 2.2) : leurs crétes correspondent aux maxima de
la fonction cos[2m(xFy + yFy)].

4 Cela est vrai « presque partout », et a condition que U soit sommable. Cette
derniére limitation disparait dans S’, espace des distributions tempérées.
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F1G. 2.2. A gauche : représentation schématique de amplitude associée 3 une fré-
quence spatiale sous la forme imagée de « tole ondulée ». A droite : représentation
d’une fonction de la forme cos?[2m(xF, + yF,)]; du fait du passage au carré, la pé-
riode spatiale (vectorielle) de cette fonction est p/2, ott p = (Fy/F?, F,/F?).

La figure 2.3 illustre le caractére bidimensionnel (et vectoriel) de la fré-
quence spatiale. On peut faire varier la période spatiale mais aussi I’orientation
des droites.

Fl F2 F3

FiGc. 2.3. Aspect vectoriel de la fréquence spatiale. Les fréquences F'; et F'2 ont le
méme module, mais des orientations différentes : I = F5. Les fréquences F'> et F'3
ont la méme orientation, mais des modules différents : Fy < F3.

La relation (2.3) conduit a considérer la répartition du champ dans le plan

d’équation z = 0, donnée par U(x,y), comme étant la somme pondérée de
répartitions élémentaires similaires aux réseaux de la figure 2.2 et correspondant
a diverses périodes et orientations. Le poids attribu¢ a la répartition associée
a la fréquence spatiale (Fy, Fy) est U(Fy, Fy).
Fréquences spatiales et détails d’un objet. L’amplitude du champ U dans
le plan x, y décrit aussi ’amplitude du champ rayonné par un objet (plan) qui
serait placé dans ce plan. Les détails les plus fins de I'objet correspondent & des
variations rapides de ’amplitude du champ (fonction des variables spatiales
z et y) et se traduisent, dans la décomposition spectrale, par les fréquences
spatiales de plus grand module. Transmettre de hautes fréquences spatiales (en
module) c’est transmettre les détails les plus fins d’un objet ; pour cette raison,
la notion de fréquence spatiale permet d’analyser la résolution des instruments
d’optique, comme nous le verrons par la suite (notamment au chapitre 8).
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Remarque 2.1.1. En S.I. Pamplitude du champ U se mesure en V,/m et par
conséquent sa transformée de Fourier spatiale U se mesure en V-m.

Remarque 2.1.2 (Paire de traits par millimétre). On utilise parfois la
paire de traits par millimétre comme unité de module de la fréquence spatiale.
Cela se comprend si on considére une modulation binaire (fig. 2.4). Sachant
que la fréquence spatiale fondamentale est inverse de la période (spatiale), le
recours au mot « paire » vient de ce qu’une période correspond de fait & deux
traits adjacents : un trait noir et un trait blanc.

La quantité associée au module d’'une fréquence spatiale est la méme, que
I'unité choisie soit le mm™"' ou la paire de traits par mm : par exemple 100
paires de traits par mm font 100 mm~?.

Les images sont enregistrées notamment dans des émulsions photogra-
phiques, captées par des détecteurs électroniques (par exemple les dispositifs &
transfert de charges, DTC — Charge coupled device, CCD en anglais) ou affi-
chées sur des moniteurs (écrans a tube cathodique, écrans & cristaux liquides,
modulateurs de lumiére spatiaux) qui sont en général caractérisés par les di-
mensions du « point élémentaire » qu’ils sont capables de détecter ou d’afficher.
Suivant une seule dimension, il faut deux points élémentaires pour obtenir une
variation d’éclairement (ou de luminance suivant les cas) correspondant & une
période. Ainsi la plus petite période enregistrable (ou affichable) est le double
de la dimension du point élémentaire.

p
-
F1G. 2.4. Pour une mire binaire, la période p correspond & une
I I I I I I I I paire de traits : un noir et un blanc. La paire de traits par milli-

métre est une unité de module de fréquence spatiale.

2.1.2 Association des fréquences spatiales et des ondes planes

Un des éléments centraux de la théorie que nous exposons est qu’a une fré-
quence spatiale donnée la diffraction—propagation fait correspondre une onde
plane dont la direction de propagation est parfaitement définie. Pour com-
prendre cela, rappelons que 'onde plane qui se propage dans la direction du
vecteur d’onde k (fig. 2.5), dont les cosinus directeurs® sont «, 3,7, se repré-
sente par

y
expl-ik - p| = exp| — (o + By +72)| (2.7)

Ona:a=cosl, 8=-cosl, et y=cost,, ot O, 0, et O, sont les angles entre
le vecteur k et les axes z, y et z. De plus o 4+ 8% + 4% = 1. Le vecteur k s’écrit
k = (27/X\)s ol s est unitaire et orienté dans la direction de propagation. Les
cosinus directeurs «, 3 et 7 sont les composantes du vecteur s.
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Fig. 2.5. Plan d’onde de l'onde plane se propageant

z dans la direction du vecteur d’onde k. L’amplitude com-
plexe au point p est proportionnelle & exp[—ik - p|; la
phase est constante dans le plan d’onde considéré, lequel
est orthogonal au vecteur k : un plan d’onde est un plan
équiphase.

si on ne tient pas compte de la dépendance temporelle du champ (terme
exp[2irvt] que nous n’écrivons pas, car nous nous intéressons seulement pour
Pinstant & la répartition spatiale de I’onde). La relation (2.7) donne ’amplitude
du champ créé au point p = (z,y, z) par 'onde plane considérée (& un facteur
dimensionnel preés).

Dans ces conditions, la fréquence spatiale F' = (Fy, F,) étant donnée, I'am-
plitude exp[—2in(xF; +yF),)] représente le champ engendré, dans le plan z = 0,
par 'onde plane qui se propage dans la direction définie par

a = AF,, (2.8)
B =AFy,, (2.9)

v = 1= XF2 - RE2 = /1—(a + 57, (2.10)

en supposant 1 — \2F,% — )\ZFy2 >0.Lecas 1 — \2F,2 — )\2Fy2 < 0 fait 'objet
du paragraphe 2.2.3.

Propriété fondamentale. Il résulte du principe de Huygens—Fresnel que
I’onde qui se propage dans la région z > 0 est la méme :
— si le plan d’équation z = 0 est éclairé par une onde plane de cosinus
directeurs («, 3,7), issue de la région z < 0;
— si le champ dans le plan z = 0 est le champ associé 4 la fréquence spatiale
(Fy, Fy) qui satisfait les relations (2.8-2.10).

Ainsi & chaque fréquence spatiale est associée la direction de propagation
d’une onde plane parfaitement définie. Nous verrons par la suite comment cela,
permet d’aborder des problémes de diffraction (paragraphe 2.3) et d’analyser
les systémes optiques (chapitre 8).

Remarque 2.1.3. On rencontre des fréquences spatiales dont les composantes
sont négatives. Le changement de signe des composantes d’une fréquence spa-
tiale correspond & un changement du vecteur d’onde de I'onde associée : ce
dernier devient le symétrique de ce qu’il était, par rapport a 'axe z.

2.1.3 Vecteur fréquence angulaire

Les relations (2.8-2.10) montrent que « se déduit de « et 5 : connaitre ces
deux paramétres suffit pour déterminer 'onde plane représentée par la relation
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(2.7). Introduisons le vecteur ¢ de composantes («, §) dans un espace euclidien
de dimension 2, 'espace des fréquences angulaires. Des relations (2.8) et (2.9)
on déduit (a, 8) = A(Fy, Fy), c’est-a-dire

& = \F. (2.11)

Comme 7 est le cosinus directeur, relativement a z, de la direction de pro-
pagation de ’onde plane associée a F', nous avons

v = cos b, (2.12)

ou 8, est I’angle entre z et k, et selon la relation (2.10)

$in0.| = A\F = /a2 + 3 = ||®|| = &. (2.13)

Pour les petits angles : & ~ |8,|.

Le vecteur & est la fréquence angulaire de ’onde plane associée a la fré-
quence spatiale F. La relation® (2.11) est importante dans la mesure ou elle
lie une quantité caractéristique de la structure d’un objet — en ’occurrence une
fréquence spatiale — & une quantité caractéristique du rayonnement diffracté
par cet objet, & savoir une direction de propagation.

Interprétation du vecteur fréquence angulaire. Puisque ¢ = («, 3) et
que « et 3 sont les cosinus directeurs du vecteur k (relatifs & z et y), le vecteur
& est la projection du vecteur unitaire (et sans dimension) k/||k|| sur le plan
x,y, comme le montre la figure 2.6.

F1G. 2.6. Interprétation du vecteur @ (« fréquence
angulaire ») comme projection du vecteur d’onde k
sur le plan z,y (aprés normalisation).

Exemple 2.1.1. Un détail de 2,5um sur un objet lumineux représente des
variations spatiales de ’amplitude du champ correspondant & une fréquence
spatiale ” de module

5 Dans ses articles [20-23], G. Bonnet écrit la relation (2.11) sous la forme & = —\F.
La présence du signe moins vient du choix de conventions différentes, notamment
dans la définition de la transformation de Fourier. Le choix des conventions propres
a notre ouvrage est expliqué dans ’appendice B. Cette différence de signe se re-
trouve par la suite, par exemple dans la relation (3.24) (diffraction de Fraunhofer,
théoréme 1) ou dans la relation (10.101) (transfert de la cohérence).

" Cette fréquence est associée & un pas de 5 pm.
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1

r— -
5.10=3 mm

=200mm !. (2.14)

A la longueur d’onde A = 0, 5 um, ce détail diffracte la lumiére sous I’angle
0, ~®=AF=0,1rd~ 5°44’. (2.15)

Remarque 2.1.4. L’exemple précédent, qui traite d’'un détail de 2,5 pm,
semble contredire ce que nous avons admis au chapitre 1, & savoir que la théo-
rie scalaire que nous développons était valide si les détails des objets auxquels
nous nous intéressons étaient plus grands que 10 pm (c’était un ordre de gran-
deur). De fait, cette valeur était la condition & respecter pour ne pas avoir a
considérer les effets de la polarisation. Elle n’exclut pas de pouvoir associer un
angle de diffraction & une fréquence spatiale située au-dela de la limite évoquée.
Simplement, dans un tel cas, on peut s’attendre & ce que les amplitudes des
ondes diffractées soient liées a la polarisation des champs, et c’est cela dont la
théorie scalaire ne peut rendre compte avec précision.

2.1.4 Obtention de ’onde plane associée a une fréquence spatiale
donnée

En optique, les objets diffractants sont souvent éclairés par une source pri-
maire qui produit une onde plane homogéne. On éclaire ainsi des transparences,
et le champ qui en émerge s’écrit, au point 7, sous la forme U(r) = Uy t(r) ol
Uy est amplitude de 'onde d’éclairage et t la fonction de transmission® de la
transparence. Or, de fagon élémentaire, par modulation d’amplitude on ne sait
fabriquer que des transparences dont la fonction de transmission est réelle et
positive : t est en général une fonction & valeurs réelles comprises entre 0 et
1. Il n’est pas possible d’obtenir par cette technique une fonction de la forme
exp[2inFy-r]. On ne peut méme pas produire la fonction cos2nFy+r sur une

période . On sait produire
1
t(r) = 5(1 +cos2nFg-r), (2.16)

c’est-a-dire, comme le montre la décomposition de la fonction cosinus en somme
de deux fonctions exponentielles, une amplitude complexe et & la fois I'ampli-
tude complexe conjuguée avec, en plus, une constante. En termes d’optique :
on sait produire une onde complexe et 4 la fois son onde conjuguée et une onde
homogéne se propageant sur ’axe.

Nous verrons par la suite (chapitre 15) que ’holographie permet I’enregistre-
ment d’une onde complexe, sous la forme d’un éclairement modulé (donc sous
la forme d’une grandeur réelle positive). Cependant nous verrons également
que la restitution de 'onde s’accompagne de la création d’une onde conjuguée
et d’'une onde homogene (correspondant & un fond homogeéne).

8 Voir la relation (5.1) du chapitre 5 pour une définition précise.
9 L’exercice 2.3 p. 39 montre comment dépasser cette limitation.
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Fic. 2.7. Si on envoie sur le prisme une onde plane se
propageant suivant z, le champ dans le plan x,y est celui
associé & une fréquence spatiale de module (n — 1)A/X ol
n est U'indice du verre et A I’angle au sommet du prisme.

Le probléme de I'obtention d’une amplitude exponentielle complexe a une
solution si on admet que t puisse traduire une transparence de phase'® Un
prisme d’angle au sommet A en fournit un exemple. Si A est petit, et si n est
I'indice du verre qui constitue le prisme (lui-méme placé dans l’air, ou le vide),
la déviation angulaire produite par le prisme est (n — 1) A4, si bien que le prisme
est une transparence dont la fonction de transmission est telle que

M} , (2.17)

) - o[ 2255

& condition que I'arréte du prisme soit paralléle & I'axe y et qu’elle serve d’ori-
gine a I’abscisse z (fig. 2.7). Si on envoie sur le prisme une onde plane se pro-
pageant perpendiculairement au plan z,y, ’onde émergente est ’onde plane
associée & la fréquence spatiale

Fy = (%,0) . (2.18)

Le prisme offre simplement un moyen de changer la direction de propagation
de I'onde plane incidente. Cela modifie la fréquence spatiale du champ dans le
plan x,y.

Par la suite, nous parlerons du champ ou de 'onde plane associés & une
fréquence spatiale, comme si nous étions eflectivement capables de produire
un tel champ ou une telle onde, sans revenir & la discussion de ce paragraphe.
Souvent il s’agira d’une onde isolée, par la pensée, dans un ensemble comprenant
en plus 'onde conjuguée et une onde homogeéne (fond continu).

2.2 Spectre angulaire

2.2.1 La notion de spectre angulaire

Au lieu de la fréquence spatiale, on choisit comme grandeur de travail la
fréquence angulaire, c’est-a-dire, au fond, les cosinus directeurs « et 5.

10 Obtenir dans un plan une amplitude sinusoidale est encore possible par d’autres
moyens. Citons l'interférométrie (coin d’air avec un interférometre de Michelson),
ou le filtrage spatial de 'onde produite par une transparence de la forme de celle
de la relation (2.16).



2. Fréquence spatiale et spectre angulaire 29

Soit une onde se propageant suivant I’axe z, d’amplitude U dans le plan
d’équation z = 0, et soit U la transformée de Fourier de U. Soit V la fonction
(ou distribution) définie par

1 =/a B
Via, B) = 2 U (X’ X) . (2.19)
La relation (2.3) s’écrit
2im
Ulz,y) = /R2 V(a, B) exp {T(owc + ﬁy)} dadg. (2.20)

Aves des variables vectorielles, la relation (2.19) s’écrit

V(®) = %ﬁ (?) : (2.21)

et la relation (2.20)

U(r)= /]R; V(P) exp {21% @-r} dd. (2.22)

La fonction V représente le spectre angulaire de ’onde considérée, dans le
plan z = 0. Physiquement, le spectre angulaire est ’ensemble des différentes
directions de propagation des ondes planes qui composent 1’onde incidente sur
le plan z = 0 (ou encore l'ensemble des vecteurs d’ondes), comme il résulte de
Iinterprétation suivante.

Interprétation : décomposition d’une onde quelconque sur une fa-
mille d’ondes planes. ’analyse harmonique — telle qu’elle est développée
dans le paragraphe 2.1 — conduit a représenter Pamplitude du champ U(r)
dans le plan d’équation z = 0, comme la superposition pondérée d’amplitudes
élémentaires (représentées par des fonctions exponentielles & argument ima-
ginaire), les coefficients de pondération étant les valeurs U (F). L’association
entre fréquences spatiales et ondes planes conduit & un résultat plus général, qui
porte sur ’onde incidente sur le plan z = 0 et non seulement sur son amplitude
dans ce méme plan : toute onde incidente sur le plan z = 0 est la superposi-
tion pondérée d’ondes planes, les coefficients de pondération étant donnés par
le spectre angulaire. Chaque onde plane a sa propre direction de propagation.
Cela reste vrai pour l'onde émise par un objet rayonnant placé dans le plan
d’équation z = 0.

Remarque 2.2.1. L’introduction du facteur 1/A? dans la relation (2.19) qui
définit le spectre angulaire se justifie par des raisons dimensionnelles. L’am-
plitude du champ se mesure en V/m et U(Fy, Fy) en V-m. Par conséquent
V(a, B) se mesure également en V/m : c’est bien amplitude du champ d’une
onde plane.
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Une autre justification vient de la relation (2.11) : ¢ = \F, dont il résulte !
d# = \? dF. La relation (2.21) permet d’écrire

V(®)dP = U(F)dF . (2.23)

Ainsi amplitude U (F) = U(F,, F,) est la contribution du domaine fréquentiel
[Fy, Fy + dF,[X[Fy, Fy + dFy,] & Vamplitude de 'onde, et V(®) = V(a, 3) est
la contribution du domaine [a, &+ da[x[3, 3 +d[ (ici x représente le produit
cartésien de deux ensembles).

Remarque 2.2.2. Les bornes de lintégrale de la relation (2.20) sont infinies,
ce qui peut surprendre puisque « et 3 sont des cosinus directeurs qu’on peut a
priori croire bornés (par 1 en valeur absolue). Ce n’est pas toujours le cas : « et
[ peuvent étre supérieurs a 1 (ce sont alors des cosinus & argument, imaginaire,
c’est-a-dire des cosinus hyperboliques) ; cela a lieu pour les ondes évanescentes
mentionnées au paragraphe 2.2.3. On peut admettre encore que le spectre an-
gulaire est, en pratique, & support borné et qu’il n’y a pas d’inconvénient &
lintégrer sur R2.

2.2.2 Propagation du spectre angulaire

Soit une onde se propageant suivant z, dont ’amplitude, dans le plan d’équa-

tion z = 0, est U(x, y) ou bien U(x,y,0). Son spectre angulaire est 12
1 f 2im
Vol ) = 55 [ UGen0) exp | Sl + )| doy, (2.24)
R2

et la transformation de Fourier inverse donne (c’est la relation (2.20) adaptée
aux notations de ce paragraphe)

2im

U0 = [ Vit 8) e |5

R2

(ax + ﬁy)} dadg. (2.25)

L’amplitude du champ dans le plan z est U(z,y, z) ; son spectre angulaire est

1 2i
Vi,8) = 35 [ | Ulew2) exp H(am " 6y)} drdy. (2.26)
R2
Il en résulte

Ulz,y, 2) = /R Vo) e {—mTﬂ(oax—&-ﬂy)} dads. (2.27)

11 [apparition de A? dans la forme différentielle vient de ce que les variables sont
de dimension 2. De facon détaillée, on a @ = (a,3) = (AF:, \Fy) = AF, et par
conséquent d® = dad3 = A2 dF, dF, = \*dF.

2 On pourrait aussi écrire V(a, 3,0). La description du paragraphe 2.2.1 était géné-
rale ; nous indiquons désormais en indice ’abscisse du plan considéré.
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La fonction U satisfait I’équation de Helmholtz '3 (A est le laplacien)
AU + kU =0, (2.28)

qui s’écrit, avec v2 = 1 — a? — 32 et en tenant compte de k = 27/,

C 0% 4Am?y? 2im
/]R? (@ + T) Vi (o, B) exp {T(QI + 51/)} dadB =0. (2.29)
L’intégrale qui apparait dans I’équation (2.29) est une intégrale de Fourier et
elle est nulle si, et seulement si'®

0% Ar?e?
(@ + T) V.o, B) =0. (2.30)

L’équation (2.30) est une équation différentielle en z dont l'intégration donne
(pour a2 + %2 < 1, c.-a-d. 42 > 0)

Vi, B) = Vo(a, B) exp {217”72} , (2.31)

si on ne garde que l’exponentielle avec le signe moins (v > 0), celle qui corres-
pond & une onde se propageant vers les z positifs. Selon la relation (2.10), le
paramétre v s’exprime en fonction de a et 3 : v = (1 —a? — 3?)'/2; la relation
(2.31) montre que la propagation se traduit par un changement de phase pour
chacune des composantes du spectre angulaire.

Remarque 2.2.3. De la relation (2.31) provient 'intérét de la notion de fré-
quence spatiale, qui est le méme que celui de fréquence temporelle (en di-
mension 1). L’'importance de cette notion résulte de la linéarité des systémes
rencontrés en optique. Ainsi un filtre linéaire conserve les fréquences et n’intro-
duit qu’une atténuation et un déphasage. Cela revient & dire que les fonctions
exp|2inmvt] sont des fonctions propres des systémes linéaires (temporels). Cest
la méme chose pour les fréquences spatiales. La diffraction—propagation atté-
nue et déphase ’onde associée & une fréquence spatiale mais sans changer cette
fréquence : elle agit comme un filtre linéaire spatial.

Pour ce qui est des instruments d’optique il faut préciser qu’une fréquence
spatiale n’est pas vraiment conservée puisque 'instrument introduit un gran-
dissement dans la formation d’une image. Ce grandissement est cependant com-
mun & toutes les fréquences spatiales du spectre angulaire incident sur ’'ins-
trument (ce qui n’est pas le cas en général de latténuation ni du déphasage) :
I’analyse du comportement d’un systéme en termes de fréquence spatiale reste
pertinente (voir le paragraphe 8.2.5).

12 ’équation de Helmholtz est ’équation des ondes pour les ondes harmoniques (voir
lappendice D).

14 Selon le cadre fonctionnel adopté, cela résulte de ce que la transformation de Fourier
est un automorphisme de S (espace des fonctions & décroissance rapide), de Lo
(espace des fonctions de carré sommable) ou encore de S’ (espace des distributions
tempérées).
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2.2.3 Fréquence de coupure. Ondes évanescentes
Ce qui précéde est valable si
1-a?-p%2>0. (2.32)

Dans le cas contraire, le cosinus directeur v prend la forme v = ix ol x est un
nombre réel négatif (k > 0 n’est pas réaliste (pour un milieu passif) : il y aurait
une amplification de 'onde). L’onde s’atténue trés rapidement, en pratique sur
un parcours de l'ordre de la longueur d’onde (voir 'exemple 2.2.1) et il s’agit
d’une onde évanescente.

La relation (2.32) se traduit en termes de fréquence spatiale & 1’aide des
relations (2.8) et (2.9) sous la forme

1-X(F*+F2 >0, (2.33)
ou encore

L (2.34)

P '

de telle sorte que 1/ est le module d’une fréquence de coupure. Le cas éva-
nescent se rencontre si F' > 1/A. Cela signifie qu’une onde électromagnétique
de longueur d’onde A ne peut pas transporter de l'information relative & des
détails plus petits que A (pas sur une grande distance). Les ondes évanescentes
ont cependant un intérét pratique : on parvient a les récupérer en microscopie
en champ proche et elles ont justement I’avantage de traduire de fins détails de
lobjet observé, situés au-dela de la fréquence de coupure [57,62].

La limitation mentionnée ici vaut dans le cadre d’une théorie scalaire. Il
existe des phénoménes liés & des périodes spatiales inférieures & la longueur
d’onde : diffusion de Rayleigh, réseaux de diffraction & pas submicronique [132]
dont certains se comportent comme des milieux biréfringents [64, 123].

Exemple 2.2.1. Soit un réseau de diffraction correspondant & la fréquence
spatiale (Fy, F,) = (1000mm~!,1000mm™"!). Sa période spatiale est 0,7 wm
et ses traits sont inclinés & 45° des axes = et y. On éclaire ce réseau par une
source monochromatique de longueur d’onde A = 1 ym. Alors 1 —a?— % = —1,
et pour une distance de propagation z = 1 um, 'amplitude relative de ’onde
(par rapport & celle en z = 0) est seulement exp[—27] ~ 1,9 1073,

Remarque 2.2.4. Dans ce paragraphe les milieux sont supposés diélectriques
(transparents). Si une onde électromagnétique est incidente sur un milieu mé-
tallique, les résultats sont différents : pour un métal réel (non parfait) il existe
un effet de peau et la profondeur de peau (caractéristique de la pénétration de
Ponde dans le métal) est d’autant plus faible que la fréquence est élevée (expri-
mée en pim, elle vaut 50/4/v, ot la fréquence v est exprimée en MHz [236]). Aux
fréquences optiques, la profondeur de peau est extrémement faible; le milieu
métallique se comporte comme un bon miroir. <&
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L’existence de la fréquence de coupure en 1/A\ a des conséquences pra-
tiques essentielles : elle fixe le module des fréquences spatiales qui peuvent
étre « vues » par une onde électromagnétique. A son tour ce dernier fixe la
finesse des détails qu’on peut observer ou reproduire. Voici quelques exemples :

1. En microscopie optique, on observe des détails plus fins en lumiére bleue
qu’en lumiére rouge;

2. Les disques compacts utilisés pour la reproduction musicale ou pour le
stockage des données informatiques comportent des micro-cuvettes qui
forment une piste en spirale [39]. C’est un faisceau lumineux issu d’une
diode laser qui lit le disque. La longueur d’onde de lecture est de 0,8 um
environ. Il est possible de stocker une plus grande quantité d’information
sur la méme surface, a condition de réduire la taille des micro-cuvettes : leur
lecture exige toutefois une longueur d’onde plus petite puisqu’on augmente
leur fréquence spatiale. Cette réduction de la longueur d’onde de lecture
est nécessaire pour les DVD (Digital Versatile Disc) : ils sont lus & une
longueur d’onde de 0,65 um environ. Le tout récent systéme Blu-ray Disc
utilise de la lumiére bleue (longueur d’onde de 0,4 um environ, & la limite
de I'ultra-violet) : grosso modo, on divise par 2 la dimension (linéaire) des
cuvettes (par rapport a un disque compact) et multiplie par 4 la capacité
(surfacique) de stockage des disques. (On augmente encore la capacité de
stockage en superposant plusieurs couches gravées.) ;

3. Certains des circuits intégrés qui sont & la base des progrés considérables
des ordinateurs sont obtenus par photolithographie, aprés photoréduction.
Leurs performances augmentent avec le facteur d’intégration. Actuellement,
on n’arrive & des résolutions inférieures & 100 nm que par 'emploi d’'un
rayonnement ultra-violet, c’est-a-dire de courtes longueurs d’ondes — et
parfois de techniques de super-résolution qui permettent un gain supplé-
mentaire. On a d’ailleurs pratiquement atteint aujourd’hui les limites que
loptique peut offrir dans le domaine. Dans un milieu d’indice de réfraction
n, un méme rayonnement « porte » des fréquences spatiales supérieures
A celle qu’il transporterait dans le vide, puisque nA = Xg; cela est utilisé
pour la fabrication de circuits intégrés : lors de la photoréduction ceux-ci
sont immergés dans un « liquide d’indice ¥ ;

4. Les structures cristallines ne sont pas visibles en microscopie optique clas-
sique. Elles ont des périodes de I’ordre du nanométre et ne diffractent pas la
lumiére visible : les cristaux paraissent continus ; I’onde lumineuse n’est pas
affectée lors de sa traversée du milieu, subissant seulement éventuellement
une atténuation homogeéne. En revanche les cristaux diffractent les rayons
X dont les longueurs d’ondes sont justement de ’ordre du nanométre.

Dans le domaine des hyperfréquences, ou des ondes radio, on sait qu’une
surface métallique se comporte souvent comme un (bon) miroir 15 et qu’il existe
dans ce cas aussi un phénoméne d’ondes évanescentes, sur une distance de
Pordre de la profondeur de peau [236]. La fréquence de coupure en 1/A permet

5 Le miroir est parfait si le métal est un conducteur parfait.
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d’évaluer si une structure métallique périodique se comporte comme une surface
continue et réfléchit les ondes électromagnétiques (sans diffraction, ¢’est-a-dire
selon les lois de optique géométrique). Voici quelques exemples d’applications :

1. On utilise en radio-astronomie, dans le domaine des hyperfréquences, des
miroirs constitués de grillages métalliques. Ceux-ci, tout en étant plus légers
qu’elles, se comportent comme des plaques métalliques continues, pour des
longueurs d’ondes supérieures au pas du maillage du grillage. A de telles
longueurs d’ondes ¢ le miroir parait continu ;

2. Une cage de Faraday est un ensemble métallique (cuivre), fermé, concu
pour isoler les instruments de mesures du rayonnement électromagnétique
extérieur. Ces cages sont constituées de grillages plus ou moins serrés qui
réfléchissent les ondes dont les longueurs d’ondes sont supérieures au pas
de la grille. (Voir aussi la note 17 de ce chapitre.) ;

3. Une automobile constitue une sorte de cage de Faraday (dans la mesure
ol sa carosserie est métallique) qui empéche les ondes électromagnétiques
de pénétrer dans I’habitacle (cela protége de la foudre par exemple) ; mais
le véhicule comporte des ouvertures de 'ordre du métre : il est possible
de recevoir des communications sur son téléphone mobile & 'intérieur de
I’automobile, car les longueurs d’ondes porteuses sont voisines de 15 ou 30
cm — suivant les normes —, et petites devant les dimensions des ouvertures
de la carosserie. En revanche il est souhaitable de disposer d’une antenne
extérieure pour recevoir la radio, par exemple en modulation de fréquence
(porteuse de 'ordre de 3 m de longueur d’onde, plus grande que les dimen-
sions des ouvertures du véhicule). Pour d’autres longueurs d’ondes (grandes
ondes par exemple) la réception est possible, car la profondeur de peau est
supérieure a I’épaisseur de la carrosserie;

4. On a un effet comparable (en sens inverse si on veut) pour les fours & micro-
ondes dont la porte est munie d’une grille métallique de pas millimétrique :
la lumiére passe et permet de voir les aliments qui se réchauffent dans le
four ; mais les ondes électromagnétiques qui rayonnent dans le four, qui
sont dangereuses pour les étres humains et dont la longueur d’onde est de
lordre d’une quinzaine de centimétres, ne traversent pas cette grille 7.

Remarque 2.2.5. En toute rigueur la fréquence 1/ est en dehors du domaine
de la théorie scalaire tel que nous ’avons défini. Dans les exemples précédents
elle fixe cependant un ordre de grandeur aux périodes spatiales & partir des-
quelles on observe tel ou tel effet.

16 pPar exemple la longueur d’onde de 21 cm du spectre de Phydrogéne.

17 Cache de Faraday. Les fréquences qui résonnent dans un four & micro-ondes
sont relativement proches de celles utilisées en téléphonie mobile. Ainsi un four
4 micro-onde constitue une bonne cage de Faraday pour la téléphonie mobile. En
plagant son téléphone mobile dans un tel four (sans allumer ce dernier, attention!),
on constate qu’il ne sonne pas quand on ’appelle, preuve qu’il ne regoit plus de
signal dans de telles conditions. Il est bien caché!
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2.3 Spectre angulaire et diffraction

2.3.1 La diffraction comme filtre linéaire

Examinons comment la notion de spectre angulaire permet d’aborder un
probléme de diffraction—propagation. Si I’on dispose de ’amplitude du champ
dans le plan d’équation z = 0, on obtient le spectre angulaire Vy dans ce
plan par analyse harmonique. La propagation se traduit par un déphasage lié
& la distance de propagation z : le spectre angulaire V, se déduit de Vy par
multiplication par une fonction de phase. Enfin, la transformation de Fourier
inverse appliquée a V, donne 'amplitude du champ dans le plan d’abscisse z.

En pratique, conformément a la relation (2.31), on passe de V5 a V, en
multipliant par la fonction H, telle que

N
H,(a,f) = exp |- I;Tz T-a2— 2|, sia?+/2<1, (2.35)
H,(,8) =0, sia®+p>>1. (2.36)

La fonction H, est la fonction de transfert associée & la propagation 4 la distance
z. On obtient

Vi, 8) = Ho (e, B) Vo(a, B) (2.37)
qui exprime justement que la diffraction est un filtre linéaire.

Remarque 2.3.1. De fait (voir le paragraphe 2.2.3), H,(«, 3) n’est pas ri-
goureusement nul si o? + 3% > 1; il existe dans ce cas des ondes évanescentes.
Celles-ci ne se propagent pas a grande distance et les négliger revient & supposer
H,(a, 3) = 0 pour les valeurs de « et § correspondantes.

Remarque 2.3.2. On utilise parfois les fréquences spatiales comme variables
plutdt que les fréquences angulaires, et on parle de H,(F') comme de la fonction
de transfert (ce qui correspond d’ailleurs davantage & I'usage habituel de ce
terme). En toute rigueur il faudrait adopter également une autre notation pour
cette fonction, puisque les variables ont changé.

Remarque 2.3.3 (Respect du principe de Huygens—Fresnel). Pour
tout (o, 8) et quels que soient z; et zo, il résulte de la relation (2.35) que
la fonction H, satisfait la relation 18

HZl (avﬂ) sz (aa 6) - HZIJFZQ (avﬂ) ) (238)

qui traduit le principe de Huygens—Fresnel : le phénoméne de diffraction du
plan d’équation z = 0 au plan d’équation z = z1 + z2 est la composition de la
diffraction du plan z = 0 au plan z = z; (sur une distance z1) avec la diffraction
du plan z = z; au plan z = z1 + 22 (sur une distance z3).

'8 Cela reste vrai dans le cas évanescent, comme conséquence de la relation (2.36).
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Remarque 2.3.4. L’abscisse z de H, peut étre négative, de telle sorte qu’on a
un phénoméne de diffraction virtuel. Cela est conforme au principe de Huygens-
Fresnel tel qu’il est exprimé dans la remarque 2.3.3 (considérer pour cela zo < 0
et 21+ z2 > 0). Ainsi z n’est pas une distance mais une mesure algébrique (voir
p. Xxix).

Remarque 2.3.5 (Diffraction et convolution). Le chemin suivi pour pas-
ser du champ Uy, dans le plan z = 0, au champ dans le plan d’abscisse z est
le chemin Uy — Vy — V, — U, du schéma suivant, ou « -H, » représente la
multiplication par H, et TF la transformation de Fourier (avec changement de
variable) :

U, = v,

TF\L TTF’l (2.39)

Vo — VL
L’approche est fréquentielle en ce sens que le passage du plan z = 0 au plan
d’abscisse z est décrit par son effet sur le spectre angulaire et s’exprime & ’aide
des fréquences spatiales (ou angulaires).

Comme V, se déduit de Vy par une multiplication par H,, on s’attend & ce
que le transfert direct de Uy a U,, exprimé en variables d’espace, se traduise
par une convolution ; c’est ce qu'indique sur le schéma (2.39) le symbole * h,
la fonction h, étant I’antécédent de Fourier de H,. Ce point de vue est repris
au chapitre 3 (paragraphe 3.6) et généralisé, sous certaines conditions, aux
émetteurs et récepteurs sphériques.

2.3.2 Dispersion par diffraction—propagation

La décomposition d’une onde quelconque sur une famille d’ondes planes
conduit & considérer cette onde comme un paquet d’ondes spatial. A une cer-
taine distance on obtient 'onde diffractée en recomposant les mémes ondes
planes. Toutefois, comme le montre la relation (2.35), l'effet de la propagation
sur une onde plane est un déphasage qui dépend de 'onde plane, de sa direc-
tion et de la distance sur laquelle on considére sa propagation. Il en résulte une
modification de la recomposition par rapport a la composition initiale, et c’est
en cela que se manifeste le phénoméne de diffraction—propagation.

Si on reporte les relations o« = AF,; et § = AF,, dans la relation (2.35), on
constate que la propagation sur une distance z se traduit, pour ’onde plane
de cosinus directeurs (o, 3), par un déphasage qui dépend du module de la
fréquence spatiale. Pour un paquet d’ondes auquel est associé un ensemble de
fréquences spatiales, il en résulte une dispersion spatiale. Le phénoméne est
tout & fait comparable & ce qui se passe pour les paquets d’ondes temporels
dans un milieu dispersif (pour lequel l'indice de réfraction dépend de la fré-
quence temporelle et induit, par propagation, un déphasage propre & chaque
fréquence).
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Remarque 2.3.6 (Définition de la diffraction). Nous pouvons préciser
maintenant ce qu’est la diffraction et la distinguer de la seule propagation. Nous
dirons qu’il y a diffraction s’il y a modification du spectre angulaire d’une onde
par un obstacle ou bien au cours de la propagation. On exclut le changement

de direction de propagation par réfraction ou réflexion

2.3.3 Diffraction par un écran plan

Soit Ui(x,y) Vamplitude du champ d’une onde incidente sur un écran placé
dans le plan z = 0. Il y a une ouverture X' dans I’écran, caractérisée par la fonc-
tion de transmission ¢, qui vaut 1 dans 'ouverture et 0 en dehors. L’amplitude
du champ émergeant de I'écran est (en z = 0)

U($7y) = UI(T’y) t(m,y) ’ (240)

et son spectre angulaire est le produit de convolution Vp = V] x 1/5\, ol Vj est le
spectre angulaire de I'onde incidente.

Ce qui précéde reste valable pour des fonctions plus générales : la fonction ¢
peut étre n’importe quelle application de X dans [0, 1], ou méme une fonction
& valeurs complexes (cas des objets de phase), ou encore une distribution.

Exemple 2.3.1 (Ouverture rectangulaire). Soit une onde plane qui éclai-
re, & l'incidence normale, une ouverture rectangulaire de cotés L et H, percée
dans un écran plan (fig. 2.8).

Nous désignons par recty(z) la fonction qui vaut 1 si |z| < £/2, et 0 sinon 2.
L’amplitude du champ immeédiatement aprés I’écran est
U(x,y) = Ugrectr(x) rectg(y) , (2.41)
ou Uy est un facteur dimensionnel.
Le spectre angulaire de U est 2!
. nLa | wHp
UsLH S1n S ——
Vo(a, B) = = A A (2.42)

- A2 wLo TH(
A A

L’onde diffractée est composée d’ondes planes. Pour &« = 0 = 3, on a 'onde
plane qui se propage suivant z, et c’est cette onde qui a 'amplitude la plus
grande. Il n’y a pas d’ondes dans les directions o« = A/L (quel que soit ), ni
dans les directions qui satisfont 8 = A/H.

Le spectre angulaire étant un ensemble de directions de propagation, on
« 'observe » en principe a 'infini. En pratique, un objectif convergent raméne

19 Encore qu’il soit concevable de voir une réfraction ou une réflexion spéculaire
comme l'ordre 0 d’'un phénomeéne de diffraction !

20 Nous écrivons aussi rect(x/¢) = recty(x).

21 1 y a une simplification possible par LH//\2 dans ’expression de V5. Nous ne la
faisons pas, pour faire apparaitre explicitement des fonctions sinz/z.
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Fic. 2.8. Diffraction par une ouverture rectangu-
laire. A chaque fréquence spatiale (Fy, Fy) de I'ou-
verture correspond une onde plane qui se propage
dans la direction du vecteur s, unitaire, de cosinus
directeurs oo = AF et 3 = \F},.

le spectre angulaire a distance finie, dans son plan focal image : chaque direction
de propagation est focalisée en un point de ce plan. Nous reviendrons sur cette
question au chapitre 5 (la figure 5.9 p. 109 montre la figure de diffraction d’une
ouverture rectangulaire ; elle donne le module au carré du spectre angulaire de
Ponde diffractée, si on y remplace £ par « et 1 par 53).

Si 'onde incidente arrive sur ’écran de telle sorte que la normale & I'onde
fasse ’angle 8y avec x et soit perpendiculaire & ’axe y, ’amplitude du champ

incident dans le plan z,y est de la forme 22
2wz
Ui(z,y) = Up exp {— ”T; “} . (2.43)

Le spectre angulaire de 'onde diffractée s’obtient & partir du spectre angulaire
de la relation (2.42) par convolution avec é{av — fg) ; il s’écrit

. 7wLla—6y) . mHp
U()LH sSin By Sin By
A2 mL(a— 6p) THp
A A

Voo, B) =

(2.44)

Il y a « translation » du spectre de 8y (pour la variable o). Comme le spectre
angulaire se rapporte & des angles, une translation angulaire est, de fait, une
rotation dans I’espace. Autrement dit, une rotation de 'onde incidente se tra-
duit par la méme rotation du spectre angulaire (cela est seulement vrai pour
de petits angles).

2.4 Exercices

Exercice 2.1 (Lois de Descartes?®). Etablir les lois de Descartes de la
réflexion et de la réfraction d’un dioptre plan & partir de la notion de fréquence

2 Si o est petit. Une expression plus précise est Uy exp[—2imz sinfo/\]. Il convient
de remplacer 6y par sin 6y dans la relation (2.44).
% En anglais, prononcer Snell.
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spatiale et de celle de spectre angulaire. (Indication : comparer, sur le dioptre,
les traces des ondes incidente, réfléchie et transmise.)

Exercice 2.2. On éclaire, sous incidence normale, une transparence plane avec
une onde plane monochromatique d’amplitude Uy. La fonction de transmission
de la transparence est t(x,y) = (1 + cos 2nFyz)/2.

Quel est le spectre angulaire de 'onde qui émerge de la transparence 7

Exercice 2.3 (Transparence sinusoidale). La fonction de transmission

d’une transparence 7y s’écrit t1(x,y) = | cos 2w Fyx|, ou Fy est une constante.
Soit une lame de verre dont 1’épaisseur est donnée par
. 4g—1 4¢+1
e(r) = eq, 81956{41?0 AT, {, €z,
. 4g+1 4943
e(r) =eg+eq, 81956{41?0 AT, {, cZ.

ol eg et ey sont des constantes. Cette lame de verre constitue une transparence
75> de fonction de transmission t», en créneaux.

On superpose les deux transparences de fagon & constituer une transparence
T dont la fonction de transmission est t = t1t5. On éclaire ’ensemble par une
onde plane monochromatique de longueur d’onde A, d’amplitude Uy.

1. Quelle doit étre la valeur de e; pour que le déphasage entre deux créneaux
voisins de 75 soit égal &4 w7
2. Donner 'expression de ¢(z,y) quand e; remplit la condition précédente.

3. Quel est le spectre angulaire de 'onde qui émerge de la transparence 7 ?

Exercice 2.4 (Spectre angulaire d’une onde sphérique). Soit g une fonc-
tion de deux variables x et y, et soient r et 6 les coordonnées polaires correspon-
dantes. La fonction ¢ est une fonction radiale (elle a la symétrie de révolution)
si elle dépend seulement de 7 (et non de 8). Nous écrivons indifféremment g(r)
ou g(z,y). La transformée de Fourier g de g a également la symétrie de ré-
volution. Avec des coordonnées polaires (F, 1) dans le plan de Fourier, nous
écrivons G(F') la transformée de Fourier de g.

La transformée de Fourier d’une fonction de deux variables a symétrie de
révolution s’identifie & sa transformée de Hankel (ou de Fourier-Bessel, voir
Pappendice B) ainsi définie pour la fonction g

oo
g(F) =G(F) = 27r/ g(r) Jo(2nFr)rdr,
0
ou Jy est la fonction de Bessel de premiére espéce et d’ordre 0. Nous utiliserons
parfois la notation G = T.H.[g].

La transformation de Hankel est sa propre transformation inverse : si GG est
la transformée de Hankel de g, alors

+0o0

g(r) =27 G(F) Jo(2nrF) FdF.
0



40 Optique de Fourier

1. Donner ’expression du laplacien (noté A) d’une fonction radiale, en coor-
données polaires (dimension 2). Montrer : T.H.[Ag(r)|(F) = —4x2F?G(F).

2. Soient S et T les transformées de Hankel des fonctions s et ¢t. Montrer que
+oo . +oo .
/ rs(r)t(r)ydr = FS(F)YT(F)dF.
0 0
Soit K (F) la transformée de Hankel de 1/r. Montrer qu’elle vérifie

/ 'M(FK(F) — 1) exp|-7F?dF =0.
0

3. Soient h et g deux fonctions telles que

hr) =e™", g(r) = ;

ot k est un nombre réel positif (on fera k¥ = 27/X quand il faudra appliquer
le résultat & une onde sphérique de longueur d’onde \). On désigne par H
et G les transformées de Hankel de h et g. Montrer que

OG(F)

= iH(F).

En utilisant la question 1, établir une équation différentielle que doit satis-
faire G. En déduire G.

4. On considére une onde sphérique se propageant vers les z positifs et conver-
geant au point de coordonnées (0,0,a). Quel est le spectre angulaire de
l'amplitude du champ dans le plan d’équation z =07

5. Quel est le spectre angulaire de la méme onde dans le plan z = 2a 7
6. En comparant les champs dans les plans z = 0 et z = 2a, montrer que le

passage par le foyer (c’est-a-dire le point de convergence) se traduit par un
déphasage de .

Exercice 2.5 (Spectre angulaire et faisceau gaussien). Soit une onde
se propageant suivant ’axe z et dont I’amplitude du champ dans le plan x,y
(d’équation z = 0) s’écrit

x? +y2}

U(Ivy) =Uy exp |: 2

wo

ol wy et Uy sont des constantes dimensionnelles.
1. Calculer le spectre angulaire de ’onde dans le plan z = 0.
2. Calculer le spectre angulaire dans le plan z = a.

3. Faire une approximation a ’ordre 2 du spectre angulaire précédent et en
déduire 'expression de 'amplitude du champ dans le plan z = a.



Chapitre 3
Diffraction métaxiale

Nous nous proposons d’exprimer le transfert du champ par diffraction a
I’aide des variables d’espace. Les calculs qui suivent sont des calculs approchés,
limités au deuxiéme ordre par rapport aux variables d’ouverture des systémes
et des dimensions transversales des émetteurs et des récepteurs; cela constitue
I’approximation métaxiale. Une des originalités de la théorie métaxiale, déve-
loppée par G. Bonnet [19-24], réside dans 'emploi d’émetteurs et de récepteurs
sphériques (et pas seulement plans) dont la nécessité devrait apparaitre logique
par la suite. La transformation de Fourier tient encore un réle central dans ce
chapitre.

3.1 Emetteurs et récepteurs dans ’approximation
métaxiale

3.1.1 Coordonnées sur un émetteur ou un récepteur sphériques

Pour des raisons qui apparaitront peu & peu, nous considérons des émetteurs
et des récepteurs sphériques. De fait, il s’agit de calottes sphériques ayant la
symétrie de révolution autour d’un axe'. Ces émetteurs ou récepteurs peuvent
étre de véritables émetteurs ou récepteurs, en ce sens qu’ils émettent ou dé-
tectent la lumiére, mais il est avantageux de les considérer plus généralement
comme des émetteurs ou récepteurs aériens, pas nécessairement matérialisés,
réels ou virtuels, comme il est habituel en optique. Ce sont des surfaces sur
lesquelles on définit I’amplitude du champ. Ainsi une méme surface sphérique
peut étre & la fois émettrice ou réceptrice selon le point de vue adopté.

Une calotte sphérique A a un centre de courbure, disons C, et un som-
met ou pole S (fig. 3.1). Le rayon de courbure de la sphére est la grandeur
« algébrique » définie par

Ra—5C. (3.1)

Le signe du rayon de coubure indique de quel coté est tournée la concavité de
la calotte sphérique.

! 11 est possible d’étendre la théorie a des portions de tores [184].
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Fi1G. 3.1. Coordonnées cartésiennes sur une calotte
sphérique A. Les coordonnées du point M sont celles
de sa projection m sur le plan P, tangent 4 A en son
sommet.

Nous adoptons par ailleurs la convention selon laquelle une mesure algé-
brique est positive si elle est orientée suivant le sens de propagation de la
lumiére (voir p. xxix). Cela ne pose pas de probléme tant que nous n’avons pas
de miroir sur le trajet de la lumiére. (Nous traitons de miroirs au chapitre 7.)

Comment repérer un point sur une calotte sphérique? Soit A une calotte
sphérique de sommet S et soit P le plan tangent & A en S (fig. 3.1). Choisissons
des coordonnées cartésiennes z et y dans P. Soit M un point de 4 dont la
projection orthogonale sur P est m. Nous désignons par r le vecteur Sm. Les
coordonnées (Zy,, Ym) de m dans le plan P définissent sans ambiguité le point
M sur A (si A est moins qu’une demi-sphére). Ainsi les coordonnées de m dans
le plan P servent aussi de coordonnées pour le point M.

Pour les amplitudes des champs, nous adoptons la notation suivante

U(]\/[) = UA(Ima ym) - UA(T)a (32)
pour le champ en M, et
U(m) - UP(:L'mvym) = UP(T) ) (33)

pour le champ en m. Les points M et m ont les mémes coordonnées ; cependant
les amplitudes des champs en M et m ne doivent pas étre confondues : 'ampli-
tude du champ en M est 'amplitude au point de coordonnées (z,, Ym ), mais
sur la calotte sphérique A (indiqué par U'indice A); amplitude du champ en
m est amplitude au point de coordonnées (x,,, ¥ ), mais dans le plan tangent
(d’ot l'indice P).

Par la suite nous n’écrivons plus 'indice m et notons r = (z,y). La norme
de ce vecteur est 7 = ||r|| = (2 + y?)'/2, et nous notons dr = dz dy.

3.1.2 Approximation métaxiale

L’approximation métaxiale est une approximation développée au deuxiéme
ordre? par rapport aux paramétres d’ouverture (dimensions transversales et

2 D’ou le terme de « métaxial » inventé par G. Bonnet pour exprimer que sa théorie
est développée « au-deld » du premier ordre, caractéristique des calculs de 'optique
géométrique « paraxiale » (optique de Gauss).
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angles). La nécessité d’aller au deuxiéme ordre est cohérente avec ’emploi
d’émetteurs et de récepteurs sphériques. Plus précisément, I’approximation mé-
taxiale consiste & admettre les conditions suivantes :

— les émetteurs et les récepteurs sont approchés par des calottes sphériques.
Un plan est une sphére de rayon de courbure infini : les émetteurs ou
récepteurs plans sont des cas particuliers d’émetteurs ou récepteurs sphé-
riques et sont considérés a ce titre dans la théorie exposée;

— les ouvertures sont modérées. Cela signifie que les dimensions transver-
sales des émetteurs et des récepteurs sont petites devant les distances
d’observation et les rayons de courbure. Par exemple, pour un point r
d’un émetteur A de rayon de courbure R4, on suppose

7| < |Ral; (3.4)

— les angles des « rayons lumineux » avec ’axe d’un émetteur ou d’un récep-
teur sont modérés. Par exemple, I'approximation de la fonction cosinus a
l'ordre 2 (cos@ =~ 1 — §%/2) est précise & 1,7 % prés pour 6 = 20°;

— les calculs (approchés) sont développés au deuxiéme ordre par rapport
aux paramétres d’ouverture et aux angles, conformément aux points preé-
cédents.

Hypothéses sur les milieux de propagation. Comme mentionné au cha-
pitre 1, les milieux de propagation sont isotropes, homogénes et linéaires. Par
la suite (deuxiéme partie) il sera nécessaire de supposer les systémes optiques
et les milieux de propagation stationnaires dans le temps (au moins a I’échelle
de la vitesse de propagation des signaux).

Remarque 3.1.1. Il résulte des approximations précédentes que, quelle que
soit sa forme, un émetteur (ou un récepteur) est approché par sa sphére oscu-
latrice en son sommet. Cette sphére est tangente 4 I’émetteur en son sommet
et son rayon de courbure est celui de ’émetteur en ce méme point > De fait,
les approximations que nous ferons sont de type parabolique, et il serait sans
doute plus rigoureux d’utiliser des émetteurs et des récepteurs paraboloidaux.
Mais les sphéres sont plus maniables ! D’autre part, les dioptres qu’on rencontre
en optique sont sphériques en général % Et surtout, les ondes de référence, qui
servent & évaluer les aberrations, I’écart au stigmatisme, sont des ondes sphé-
riques. Pour uniformiser la représentation des surfaces, il nous semble plus
pratique de travailler avec des sphéres, et cela est équivalent & travailler avec
des paraboloides, dans la limite du deuxiéme ordre.

3 La sphére osculatrice ne dépend que de la courbure de ’émetteur en son sommet.
Pour un émetteur d’extension transversale limitée, il peut exister une sphére plus
proche de lui, sur I’ensemble de son ouverture, que sa sphére osculatrice; c’est le
cas pour un paraboloide. (La notion de proximité de deux surfaces se définit par
exemple a laide une distance quadratique moyenne.)

4 11 est vrai que les dioptres et miroirs asphériques sont de plus en plus fréquemment
utilisés en optique instrumentale.
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3.2 Diffraction de Fraunhofer

3.2.1 Transparence de courbure

Soient deux calottes sphériques A et B tangentes en leur sommet (fig. 3.2).
Les rayons de courbure de ces calottes sont respectivement R4 et Rp. Les
coordonnées sont les mémes sur A et sur B puisque ces deux sphéres ont un
plan tangent commun P.

m
Ra ‘ RB
Fi1G. 3.2. Si les calottes sphériques A et B sont
tangentes, on passe du champ sur A au champ sur
P B par une transparence de courbure.

La situation étudiée ici se rencontre par exemple quand A et 5 sont deux
calottes sphériques aériennes, éclairées par une méme onde, et il s’agit d’établir
une relation entre ’amplitude du champ engendré par ’onde sur A et celle du
champ engendré sur B.

Cherchons la relation entre ’amplitude du champ au point M de A et celle
du champ au point m, la projection de M sur P (coordonnées (z,y) = r). Au
deuxiéme ordre®

r2

72RA7

Mm = (3.5)

ou 72 = 22 4+ y2. La différence de chemin Mm correspond & une différence de
phase ¢ telle que®

(p:27rl)¥\ifm:_)7\r;i’ (3.6)
si bien que”
irr?
Up(r) = Ua(r) exp L\RA . (3.7

La méme relation vaut entre B et P si on remplace R4 par Rg. Il en résulte

5 Le premier terme négligé est d’ordre 4 en 7.

5 Si n est l'indice de réfraction du milieu de propagation, la différence de chemin
optique est 8 = n Mm ; la différence de phase est ¢ = 278/Ao (Mo est la longueur
d’onde dans le vide) et cette relation conduit a la relation (3.6), compte tenu de
)\0 = TLA

" Le terme de phase est exp[—iy]. Le signe dans 'exponentielle est liée au choix de
la dépendance temporelle, de la forme exp[2irvt], adoptée au chapitre 1.
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Ug(r) = Ua(r) exp {—% (RLB - RLA) rﬂ : (3.8)

On dit que le transfert du champ de A a B, exprimé par la relation (3.8),
s’effectue par transparence de courbure. « Transparence », parce que les am-
plitudes des champs sur A et B se différencient seulement par un terme de
phase quadratique qui disparait si on considére I’éclairement (proportionnel au
carré du module de amplitude du champ) : il n’y a aucune atténuation de
I’onde entre A et B. Et « de courbure », parce que la transparence traduit une
adaptation des courbures.

Remarque 3.2.1. Les rayons de courbure étant algébriques, la relation (3.8)
reste vraie dans toutes les situations imaginables. Si on l'inverse, on trouve

Ua(r) = Ug(r) exp {—% (RLA - RLB) rﬂ , (3.9)

et il faut comprendre que cette expression est encore la relation (3.8), les am-
plitudes U4 et Up, les rayons R4 et Rp, étant en quelque sorte « muets ».

Remarque 3.2.2. Une transparence de courbure n’a aucun effet sur une onde.
Elle traduit seulement la relation qui existe entre 'amplitude du champ sur
deux sphéres tangentes. Considérons ainsi une onde qui engendre sur la calotte
sphérique A un champ d’amplitude U,. Cette méme onde engendre sur B,
tangente & A, un champ d’amplitude Ug. Eh bien! les amplitudes U4 et Ug sont
liées par une transparence de courbure. En particulier, il ne faut pas confondre
une transparence de courbure avec une lentille mince qui transforme une onde
sphérique en une autre, et qui opére également par I'intermédiaire d’un terme
de phase quadratique (voir le paragraphe 4.5.6 et la remarque 4.5.3 p. 95).

3.2.2 Diffraction de Fraunhofer et transformation de Fourier

Soit A un émetteur de rayon de courbure R4, de sommet S et centre C (fig.
3.3). Supposons connaitre 'amplitude du champ sur A et cherchons ’amplitude
du champ sur la sphére F qui admet C comme sommet et S comme centre (on
dit que A et F sont des calottes sphériques confocales ®). Les variables spatiales
sont r sur A et s sur F.

L’amplitude du champ dans le plan P, tangent & A en S, est liée & celle du
champ sur A par une transparence de courbure. Le rayon de courbure du plan
P étant infini, pour Rp = Rp = oo, la relation (3.8) donne®

8 La raison en est que si on imagine ces calottes sphériques réfléchissantes, elles
constituent alors deux miroirs sphériques partageant leur foyer. On sait en effet que
le foyer d’un miroir sphérique est & mi-distance du sommet et du centre. Il existe
d’autres configurations confocales pour des miroirs sphériques (voir par exemple
Pexercice 7.2 p. 215). La configuration considérée ici est symétrique.

9 La relation (3.10) n’est autre que la relation (3.7). Nous la déduisons de la relation
(3.8) pour illustrer ’emploi de la notion de transparence de courbure.
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P Q
Ra
S C
— - -
Fic. 3.3. Eléments pour le calcul du transfert de
A F lamplitude du champ de I’émetteur sphérique A au
T ] récepteur F (sphéres confocales symétriques).

imr? } . (3.10)

Up(r) = Ua(r) exp { o

De méme, 'amplitude du champ sur F s’exprime en fonction de I'amplitude
du champ dans le plan Q tangent & F en son sommet C' par la relation

s 2
Up(s) = Ug(s) exp {%} , (3.11)
puisque le rayon de courbure de F est Rp = —R 4.

Pour exprimer la propagation du spectre angulaire du plan P au plan Q
(fig. 3.3), la fonction de transfert & prendre en compte est celle qui correspond a
la distance de propagation z = R4 ; avec la fréquence spatiale comme variable,
elle prend la forme (voir la relation (2.35) p. 35)

N
Hg, (F) = exp —%Rmm —N2F2| (3.12)

et la relation (2.37) s’écrit
Ua(F) = Up(F) Hr,\(F), (3.13)

ou ﬁQ et ﬁp sont les transformées de Fourier respectives de Ug et Up.
I’ approximation du deuxiéme ordre de Hr(F') est

2iTR
A

Hp,(F) =exp {— A} exp[iTARAF"], (3.14)

si bien que, dans les limites de I’approximation métaxiale, les transformées de
Fourier des amplitudes des champs sur P et Q vérifient

~ N 2iTR

Uo(F) = Up(F) exp { ”; A} exp[iTARAF?] . (3.15)
L’amplitude du champ sur @ se déduit de la relation (3.15) par transformation
de Fourier inverse; elle s’exprime a l’aide d’un produit de convolution. Pour
écrire correctement ce dernier, introduisons la fonction f,, ot @ est un nombre
réel, définie par
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fo(F) = exp|—iraF?], (3.16)
et telle que (voir le tableau B.3 p. 485)
fo17a(r) = iafo(F), (3.17)

ot = indique que les deux fonctions forment une paire de Fourier (celle de
droite est la transformée de Fourier de celle de gauche).
La relation (3.15) conduit &
i 2in R4
Uog(s) = Ea exp { 3 } Up * fiar,(8), (3.18)

soit plus explicitement

i %irR4| [ i )
U = - U - - dr.
o(e) = o | 25| [ Uty exp |-l - ol ar
(3.19)

Les relations (3.10) et (3.11) permettent d’écrire, aprés développement du terme
||s — 7||? qui apparait dans la relation (3.19),

o i 2imR A 2imws.r
P8 = SR P T | Lo | SR,

Ua(r)dr, (3.20)

soit encore

Up(s) i {_ AT R A

P s
= . exp 3 Ua ()\RA> . (3.21)

L’amplitude du champ sur F se déduit de 'amplitude du champ sur A
essentiellement par une transformation de Fourier (et changement de variable).

Définition 3.2.1 (Sphére de Fourier). La sphére F s’appelle la sphére de
Fourier de la sphére A. (Le sommet de l'une est le centre de l'autre.)

Examinons le terme T' = exp[—2in R4 /A] qui figure dans les relations (3.20)
et (3.21). Soit v la vitesse de phase de 'onde lumineuse dans le milieu de
propagation. Si v est la fréquence de I'onde, le terme T s’écrit

2ir R
T = exp {_M

= exp[—2invT], (3.22)

ou T est le temps de propagation de 'onde de I’émetteur A jusqu’a sa sphére
de Fourier F (pole & poéle). Comme 'onde considérée est monochromatique, le
terme T est une constante ; il traduit le retard de la vibration en C par rapport
a celle en S (ce retard est le méme pour tous les points de F par rapport a
tous les points de A). Pour alléger, nous n’écrirons plus le terme !° 7. 1 faudra
cependant nous en souvenir et le réintroduire quand nous traiterons des ondes
polychromatiques puisque T' dépend de la fréquence (voir le chapitre 9). Ne pas
écrire T revient & adopter la convention suivante.

10 Le terme T n’a pas d’influence sur ’éclairement de la figure de diffraction, puisqu’il
est de module unité. Ainsi certains résultats seront corrects sans qu’il soit nécessaire
de tenir compte de T
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Régle 1 (Origine du temps). Si D est la distance séparant le pole (sommet)
d’un émetteur au pole d’un récepteur et v la vitesse de phase des ondes dans le
miliew de propagation, lorigine du temps sur le récepteur est choisie translatée
de D/v par rapport & Uorigine du temps sur I’émetteur.

La distance D (mesure algébrique) qui sépare le sommet de ’émetteur du
sommet du récepteur est la distance de diffraction. Dans ce qui précéde cette
distance est D = R4. Compte tenu de la régle 1, nous écrivons désormais la
relation (3.20) sous la forme

i 2iTs-r
Ur(s) = Vo /R)exp{ VR } Ua(r)dr

i o 2irs-r
= —_— X _—
AD Jo: P TAD
et la relation (3.21)

i~ s i o~ s
U =—Us|l~—)=—=U (—) 3.24
78 = &, A()\RA> xD 4 \2\D (8:24)
Nous dirons que Up est la transformée de Fourier « optique » de Uy. On
passe de U4 a Up en effectuant les trois opérations suivantes :

} Ua(r)dr, (3.23)

1° Transformation de Fourier (au sens mathématique) : elle fournit ﬁA(F) ;
2° Changement de variable : changement de F en s/AD;
3° Multiplication par i/AD.

Nous énoncgons :

Théoréme 1 (Diffraction de Fraunhofer). Soit A un émetteur sphérique
monochromatique (longueur d’onde \), de sommet S et centre C' (son rayon
de courbure est Ry = SC), et soit F sa sphére de Fourier, c’est-a-dire la
calotte sphérique centrée en S et de sommet C. Le transfert du champ de A a
F s’obtient par une transformation de Fourier optique. Plus précisément, avec
des variables r sur A et s sur F, le transfert de l’amplitude du champ s’exprime
— & un terme de phase constant prés — par les relations (3.28) ou (3.24).

Fic. 3.4. Diffraction de Fraunhofer,

‘ transformation de Fourier optique. On
passe de 'amplitude du champ sur I’émet-

) teur sphérique A a celle du champ sur F
essentiellement par une transformation de

A T Fourier ; pour cette raison JF est la sphére

de Fourier de A. (Schéma emprunté a G.

Emetteur Sphére de Fourier Bonnet.)
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La figure 3.4 illustre le théoréme 1. La situation réprésentée est celle d’'un
phénomeéne de diffraction de Fraunhofer [157]. Historiquement, un tel phéno-
méne a été observé prés du centre de courbure d’une onde sphérique!l. Le
résultat établi ici est valable prés du centre de courbure d’un émetteur sphé-
rique.

Remarque 3.2.3 (Atténuation de I’onde). Le facteur 1/R4 (ou 1/D) qui
intervient devant 'intégrale des relations (3.24) ou (3.23) est un facteur d’at-
ténuation de I'onde. On sait en effet que le champ électromagnétique s’atténue
de fagon inversement proportionnelle & la distance de propagation.

Remarque 3.2.4 (Quadrature). Suivant la régle 1, un terme de phase est
omis dans les relations (3.24) ou (3.23) dans lesquelles on a toutefois laissé
le terme i. Ce terme indique que la lumiére diffractée est en quadrature par
rapport & la lumiére directe, un fait expérimental connu, mis a profit dans
la technique du contraste de phase [82,85] (voir 'exercice 16.2 p. 461); son
maintien dans ’expression de I’amplitude diffractée est ainsi justifié.

Remarque 3.2.5 (Diffraction a I’infini). Quand A est un plan, la sphére
F tend vers l'infini et le phénoméne de diffraction de Fraunhofer devient un
phénomeéne de diffraction & Uinfini.

Remarque 3.2.6 (Ordre de I'approximation). De fait, dans le calcul ap-
proché qui conduit & la relation (3.21) puis aux relations (3.24) ou (3.23), le
premier terme négligé est d’ordre 4 par rapport aux paramétres d’ouverture,
de telle sorte que le théoréme 1 est valable au troisiéme ordre.

Remarque 3.2.7 (Les limites de 1’analyse harmonique dans la des-
cription de la diffraction). On peut étre surpris, par exemple dans la relation
(3.23), par le domaine d’intégration, R?, qui d’une certaine fagon est trop vaste
et déborde le domaine de validité de "approximation métaxiale. L’émetteur A
est fini, ce qui signifie que U(7) est nul dés que r dépasse une certaine valeur.
Il n’y a pas d’inconvénient & intégrer sur R% Cela pose cependant le probléme
de la pertinence physique de I’analyse de Fourier appliquée aux signaux réels,
puisque si U4 est & support borné, sa transformée de Fourier, mathématique-
ment, ne ’est pas; pourtant le champ sur la sphére de Fourier est, lui aussi, a
support borné. La représentation des champs réels (physiques) dans le cadre de
I’analyse de Fourier est nécessairement une représentation approchée. La pré-
cision de cette approximation dépend de I’étendue du support de 'amplitude
Ua,. Elle dépend aussi de la résolution du détecteur, dans la mesure ou celui-ci
ne percevrait pas de différence entre des champs qui ne se distingueraient que
par des détails trop fins. Les trop hautes fréquences (spatiales) ne sont pas
détectées. Nous savions déja qu’elles n’étaient pas transportées par une onde
électromagnétique si elles étaient supérieures & 1 /A (en module), conformément

1 Fraunhofer Pobservait prés du foyer image d’une lunette astronomique, ’objet étant
une étoile & l'infini. Voir la figure 3.7 p. 54.
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a la relation (2.34). Pour ces deux raisons, méme si du point de vue mathéma-
tique le spectre (angulaire) d’une onde est a support non borné, la partie qui
se propage et celle qui est détectée sont & support borné.

Remarque 3.2.8 (Réciprocité de la sphére de Fourier. Sphére de Fou-
rier virtuelle). La relation entre amplitude du champ sur la sphére A et
celle sur sa sphére de Fourier F est réciproque. En effet, si nous prenons la
transformation de Fourier inverse de chaque membre de la relation (3.24) nous
obtenons 2

Us(ARAF) = —ﬁ Ur(F), (3.25)

ol (v] r est la transformée de Fourier inverse de Ur. Un changement de variable
et le fait que R4 = —Rp conduisent &

i > r
U =—Up | ——— 2
a0 = 5= U (5 ) (3.26)
c’est-a-dire
i~ r
Ua(r) )\RFUF<)\RF) (3.27)

La relation (3.27) n’est rien d’autre que la relation (3.24) dans laquelle on
a échangé les roles de A et F. Ainsi F est 'émetteur et A le récepteur, un
récepteur virtuel : la distance de diffraction est D = CS = Rp < 0; la lumiére
se propage de gauche a droite et le schéma de la figure 3.4 reste valable.

En conclusion, si F est la sphére de Fourier de A, la sphére A est la sphére
de Fourier de F.

Si un émetteur a un rayon de courbure positif °, sa sphére de Fourier est
réelle et le transfert du champ s’effectue par l'intermédiaire d’une transforma-
tion de Fourier, conformément au théoréme 1 (la situation est celle de la figure
3.4, ou A est I’émetteur). Si le rayon de courbure est négatif, la sphére de
Fourier est virtuelle et le transfert du champ s’envisage de deux maniéres : au
moyen d’une transformation de Fourier inverse — c’est la relation (3.26) — ou
bien d’une transformation de Fourier mais avec une distance de propagation
négative 1 — c’est la relation (3.27) —; ce dernier point de vue est conforme au
théoréme 1 (la situation est encore celle de la figure 3.4, comme expliqué plus
haut, F étant Pémetteur).

f13

12 S’agissant d’une transformation de Fourier & deux dimensions, "homothétie sur la
variable est & prendre en compte conformément a la relation (B.32) p. 481.

3 Ou plus précisément, suivant le sens de propagation de la lumiére.

1 La distance de propagation est égale au rayon de courbure de 'émetteur. Parler
de distance négative est abusif. Il s’agit plutét d’une mesure algébrique. Cela est
expliqué p. xxix.
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3.3 Transfert général. Diffraction de Fresnel

3.3.1 Transfert du champ d’un émetteur sphérique quelconque a un
récepteur sphérique quelconque

Soit. un émetteur A de sommet S, de rayon de courbure R4, et soit un
récepteur B de sommet S’, de rayon Rp, situé a la distance D de A (D = S5,
fig. 3.5).

Soit A’ la sphére de sommet S centrée en S’ (son rayon est D) et soit F
sa sphére de Fourier, laquelle est la sphére de sommet S’ et centrée en S (son
rayon de courbure est —D).

Le transfert du champ de A & B se décompose en trois étapes : d’abord une
transparence de courbure de A & A’; puis une transformation de Fourier (op-
tique) de A" & F; enfin une transparence de courbure de F a B. Explicitement
nous avons

Ug(s) = exp {11 (RLB + %) 52} Ur(s), (3.28)

puisque le rayon de courbure de F est Rp = —D. Le transfert de A" & F est
un phénomeéne de diffraction de Fraunhofer (distance de propagation D) qui
s’écrit

Ur(s) i exp {2—7 sor| Ua(r)dr. (3.29)

i
- )\_D R2 )\D

Enfin, comme le rayon de A" est égal & D, nous avons

Ua(r) = exp {—% (i - i) 7”2} Ua(r). (3.30)

Le résultat de la composition des trois opérations précédentes s’exprime sous
la forme

Ra Rp

; B
A A F
F1G. 3.5. Le transfert général par diffraction d'un émetteur quelconque A vers un
récepteur quelconque B est le produit d’une transparence de courbure de A a A’,

d’une transformation de Fourier optique de A" & F, et d’une autre transparence de
courbure de F a B.
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i im 1 1 9
= — —— =+ =) ¢ 31
Un(s) = )\Dep{ )\(RB_FD)Q} (3.31)

: T (1 1\ g
X /]Rz exp {—X (D RA) } exp {E s-r} Ua(r)dr

Remarque 3.3.1. Nous avons utilisé deux opérateurs pour traduire le trans-
fert de 'amplitude du champ dans le cas général : transparence de courbure
et transformation de Fourier. Le role de cette transformation est clair : c’est
elle qui fait passer du voisinage de S au voisinage de S’. Les transparences de
courbure sont 14 pour assurer des adaptations de courbure « locales ».

Remarque 3.3.2 (Eclairement sur le récepteur). Le terme de phase qua-
dratique qui figure devant I'intégrale de la relation (3.31) n’intervient pas dans
I’éclairement sur B puisque celui-ci est proportionnel & |Ug(s)|?. Cela signi-
fie que l'éclairement sur B, c’est-a-dire la figure de diffraction sur B (voir le
chapitre 5), ne dépend pas de la courbure du récepteur (dans les limites de
Papproximation métaxiale). Bien str, ce terme de phase quadratique a parfois
son importance en optique cohérente, quand il s’agit de travailler avec 'ampli-
tude du champ.

Remarque 3.3.3 (Diffraction entre deux plans. Convolution). On trou-
ve dans les textes « classiques » [97] Iexpression du transfert du champ entre
deux plans A et B. Elle se déduit de la relation (3.31), si on prend R4 et Rp
infinis, et s’écrit

UB(S):ALD exp {A_Dﬂ/ exp {%ﬂ exp BD } Ua(r)dr.
(3.32)

L’intégrale de la relation (3.32) est un produit de convolution :

Ug(s) = 5 /IR exp {—%w - r|2} Ua(r)dr. (3.33)
Ce résultat est conforme a la remarque 2.3.5 et au graphe (2.39) p. 36. 1l est
généralisé au paragraphe 3.6.

Remarque 3.3.4 (Transformation de Fresnel). L’opération qui fait passer
de Ua a Up selon la relation (3.32) — ou (3.33) — est parfois baptisée transfor-
mation de Fresnel.

Remarque 3.3.5. La relation (3.31) se synthétise sous la forme

Ugr(s) = . hpa(s,r)Ua(r)dr, (3.34)

ou
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i ir [(||s—r|]*> s? r?
hpa(s,r) = ) exp{ 3 ( I R Bl (3.35)

La fonction (ou distribution) hpa est le gain complexe du transfert du champ
par diffraction de A & B (nous adoptons la dénomination du chapitre 9) ; pour
des ondes monochromatiques, hga joue le role d’'une réponse percussionnelle
portant sur les seuls variables spatiales : nous la désignons parfois sous le nom
de réponse percussionnelle spatiale. Cette formulation inclut la forme intégrale
de la diffraction de Fraunhofer comme cas particulier (D = R4 = —Rp).

Remarque 3.3.6. La fonction hg4 est une « densité » surfacique : I'unité S.I.
2

de hpa(s,r) est lem™~.
Remarque 3.3.7 (Diffraction & distance finie). En théorie classique [97]
on parle souvent de « diffraction & distance finie » pour un phénoméne repré-
senté par la relation (3.32), par opposition a la diffraction a 'infini (Fraunhofer)
mentionnée dans la remarque 3.2.5. En toute rigueur cette dénomination n’a pas
lieu d’étre en théorie métaxiale puisque la diffraction de Fraunhofer s’observe
tout aussi bien & distance finie [157]. Malgré tout, nous adopterons souvent
cette terminologie & propos d’un phénoméne représenté par la relation (3.31),
nous conformant ainsi & un usage trés répandu (voir toutefois le paragraphe
3.3.2).

Remarque 3.3.8. Jusqu’a présent nous avons utilisé des notations intégrales
et supposé implicitement que les amplitudes des champs étaient des fonctions
intégrables. Or la fonction /g4 est seulement localement sommable et cela laisse
penser qu’il est parfois nécessaire d’avoir recours & une notation plus rigoureuse
et d’admettre que les amplitudes des champs, comme la réponse percussionnelle
d’un systéme (ou son gain complexe), puissent étre des distributions.

Conformément & ce qui est expliqué dans 'annexe A (§A.3), nous écrivons
parfois la relation (3.34) sous la forme

UB(S) = (hBA(S7’I"), UA(T‘)> . (336)

Cette écriture est valide si hg4 est une distribution et U4 une fonction. Elle
est encore valide (sous forme symbolique) si hpa est un noyau et Uy une
distribution : elle traduit alors un produit de convolution de Volterra comme il
est expliqué au paragraphe A.3. Nous en verrons un usage au paragraphe 3.5.

3.3.2 Diffraction de Fresnel au sens strict

On a un phénomeéne de diffraction de Fresnel ** quand on observe le champ
diffracté sur une sphére C centrée sur ’émetteur A (fig. 3.6), la sphére C étant

15 1] arrive qu’on confonde parfois la diffraction de Fresnel avec le cas général exposé
au paragraphe précédent, c’est-a-dire avec la diffraction a distance finie (voir la
remarque 3.3.7). Nous ferons souvent cette confusion par la suite, comme nous
I'avons déja indiqué.
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distincte de la sphére de Fourier de A : le sommet de C reste & une certaine
distance du centre de A (D # R4). La sphére C est une sphére « cardinale » 16,
et son rayon de courbure est —D. L’amplitude du champ sur C est donnée par
la relation

. . 1 1 oi
Uc(s) = ﬁ . exp {—% (B - R_A> 7“2} exp {% s-r} Ua(r)dr,
(3.37)
qui se déduit de la relation (3.31) en remplagant Rp par —D.

D
P
S
FiG. 3.6. Diffraction de Fresnel. On observe le champ
diffracté sur une sphére cardinale C centrée sur I’émetteur
A C A, mais distincte de sa sphére de Fourier.

3.3.3 Diffraction de Fresnel ou diffraction de Fraunhofer 7

La meilleure fagon de décider si un phénomeéne de diffraction est de Fresnel
ou de Fraunhofer consiste peut-étre a se fonder sur son expression mathéma-
tique. Si le transfert du champ par diffraction se traduit par une transformation
de Fourier, il s’agit d’un phénoméne de Fraunhofer. S’il y a un terme de phase
quadratique sous I'intégrale, c’est un phénomeéne de Fresnel . La présence d’un
éventuel terme de phase quadratique devant 'intégrale ne change rien & ce qui
précede (voir la relation (3.31) p. 52), car un tel facteur ne change pas ’éclai-
rement détecté (proportionnel au carré du module de "'amplitude du champ),
conformément & la remarque 3.3.2 p. 52.

La distinction entre les deux types de phénoménes est & la fois historique et
expérimentale (fig. 3.7). La diffraction de Fraunhofer s’observe prés du centre

f/

— | — |

— ——

— — -

—— —D —

— ——

— — -

— | — |

Ecran Ecran Ecran Ecran

diffractant d’observation diffractant d’observation

F1G. 3.7. Diffraction de Fresnel (3 gauche) et diffraction de Fraunhofer (i droite).

16 On appelle sphére cardinale toute sphére centrée sur I’émetteur.
7 D’ou la notion de transformation de Fresnel (voir la remarque 3.3.4).
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de courbure d’une onde convergente '® (en pratique prés du foyer d’un objec-
tif) et celle de Fresnel prés d’un écran (sans élément optique entre ouverture
diffringente et le plan d’observation) [40].

Il existe une continuité de passage entre un phénoméne de diffraction de
Fresnel et un de Fraunhofer, comme cela devrait ressortir des développements
du chapitre 6. Par exemple, dans I’expression mathématique de la diffraction
par un écran plan, si on augmente la distance de cet écran a I’écran d’observa-
tion, le terme de phase quadratique sous l'intégrale tend vers 1, ce qui signifie
que le phénoméne de diffraction, qui est de type « Fresnel », tend vers un
phénomeéne de type « Fraunhofer ».

3.4 Emetteur sphérique équivalent

La théorie métaxiale fait abondamment référence a des émetteurs et récep-
teurs sphériques, alors qu’en optique on utilise (ou croit utiliser) la plupart du
temps des objets ou des détecteurs plans. Y-a-t-il donc un intérét pratique a
I’emploi de sphéres 7 Nous allons voir que, contrairement & ce qu’on pourrait
penser a priori, les émetteurs (ou récepteurs) sphériques sont trés courants, ce
qui ajoute & leur intérét théorique.

3.4.1 Source ponctuelle et homogénéité des distributions de Dirac

L’amplitude d’une onde sphérique monochromatique, de longueur d’onde
A, qui diverge a partir de l'origine O d’un systéme de coordonnées s’écrit, a la
distance D de origine (D > 0), sous la forme

U(D) — “—go exp|—ikD] (3.38)
ou k est le nombre d’ondes (k = 27/X), Uy une constante dimensionnelle (ho-
mogeéne & Pamplitude d’un champ électrique) et a une constante homogéne a
une longueur. Le facteur exp[2invt] est omis.

La relation (3.38) est valable si D est supérieur a quelques dizaines de
longueurs d’ondes [40]. La théorie métaxiale considére seulement une portion
de I’onde précédente :  la distance D, la surface d’onde est réduite & une calotte
sphérique (fig. 3.8). Le terme exp[—ik D] est lui-méme omis selon la régle 1. Ainsi
I’amplitude du champ engendré par ’onde précédente sur la sphére A de centre
O et de rayon ' —D, est

all

UA(S) = D

(3.39)
18 Cela inclut la diffraction « & linfini » : si I’écran diffractant est plan, son centre de
courbure est a l'infini. Voir la remarque 3.2.5 p. 49.

9 Le rayon de A est —D, car D est la distance de O (le centre de courbure de A) au
sommet de A.
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Q Fic. 3.8. L’amplitude du champ émis par le point lumineux

O se représente, sur 'émetteur C, par une distribution de Di-
rac. Le rayon de courbure de C est choisi arbitrairement, en
C A particulier égal & D, distance de O a A.

D’autre part, on comprend intuitivement que le champ au foyer O de 'onde
se représente par une distribution de Dirac, sous la forme bUj 6(7), ot b est une
constante qui reste a définir. Cela se confirme si on applique le théoréme 1 a
la sphére C passant par O et de rayon D, dont A est la sphére de Fourier (fig.
3.8). L’amplitude du champ sur A est la transformée de Fourier « optique » du

champ sur C. En écrivant ’'amplitude du champ sur C sous la forme 2°
Uc(r) =bUsd(r), (3.40)
on obtient
ibU
Ua(s) = A—DO : (3.41)
Pour retrouver la relation (3.39) il faut choisir b = —i\a. Il reste une constante

arbitraire dans le choix de a et b. Nous choisissons
b=ty (3.42)
ol ¢y est I'unité de longueur ({op = 1 m en S.I.).

Reégle 2 (Représentation d’une source ponctuelle). Une source ponc-
tuelle placée a lorigine des coordonnées d’un émetteur sphérique, émettant une
onde monochromatique de longueur d’onde \ et d’amplitude Uy, se représente
par la distribution 05> Uy o(r), ow £y est l'unité de longueur du systéme d’unités
employé, indépendamment du rayon de courbure de l’émetteur.

Remarque 3.4.1. La régle précédente rend homogéne la « variable » de la
distribution de Dirac. Cela résulte de

02 o(r) =6 (%) . (3.43)

Exprimée sous la forme &(r), la distribution de Dirac est une densité surfacique
(parce qu’elle s’applique & un vecteur de dimension 2) : multipliée par le carré
d’une longueur, elle est « sans dimension », comme est 6(r//g).

Rendre homogéne la distribution de Dirac permet de conserver 1’homo-
généité des grandeurs dans certains calculs que nous rencontrerons (voir par
exemple la remarque 5.2.2 p. 107, ou la relation (10.138) p. 309).

20 Cela est vrai quel que soit le rayon de courbure de la sphére C ; c’est la distribution
de Dirac qui rend cela possible. Le rayon de C est choisi égal & D de fagon a ce que
C soit la sphére de Fourier de A. La méthode suivie s’applique, quelle que soit .A.
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Remarque 3.4.2. Le choix d’une distribution de Dirac pour représenter un
point lumineux ne prétend pas décrire avec exactitude une onde en son foyer.
Nous renoncons & décrire 'onde prés de son foyer, car cela dépasse le cadre
d’une théorie scalaire de la diffraction. La distribution de Dirac est un bon
modéle qui permet les calculs de I'amplitude du champ créé par ’onde, dés
qu’on est assez loin du foyer (quelques dizaines de longueurs d’ondes).

3.4.2 Trace d’une onde sphérique sur un plan

L’amplitude produite par une source ponctuelle sur une sphére centrée sur
elle est une constante ; il est parfois suffisant, pour certains calculs, de choisir
cette constante égale & 1 et de normaliser ainsi 'amplitude, ce que nous ferons
dans ce paragraphe 2%,

Cherchons quelle est 'amplitude du champ engendré par une source ponc-
tuelle O, sur un plan P situé a la distance D de la source (fig. 3.9). Pour cela
introduisons la sphére A tangente a P et centrée sur la source; son rayon de
courbure est —D et par conséquent ’amplitude du champ sur P (déduite de
celle sur A par transparence de courbure) est

Up(r) = exp {;\%rﬂ , (3.44)

car 'amplitude du champ sur A est une constante, choisie égale a 1.

P

Q

Fi1c. 3.9. L’amplitude du champ engendré par ’onde sphé-
rique sur le plan P est proportionnelle & un terme de phase
A quadratique.

De facon équivalente, imaginons qu’il existe sur un plan P un champ dont
I'amplitude soit

Up(r) = exp ULDTQ} ) (3.45)
et introduisons la sphére A tangente & P et de rayon D. Par transparence de
courbure, on calcule que 'amplitude du champ sur A vaut 1 : c’est 'amplitude
du champ d’une onde convergeant au centre de courbure de A (foyer de 'onde
sphérique), c’est-a-dire au point C situé a la distance D du plan P. La figure
3.10 illustre la situation en fonction du signe de D.

L’amplitude de la relation (3.45) est la trace, sur le plan P, d’'une onde
sphérique convergeant a la distance D de P (D est algébrique).

21 A la suite de ce qui est fait au paragraphe précédent, on pourrait introduire la
constante iZOQUo/AD ol D est la distance de la source & la sphére, mais cela ne
modifierait pas le résultat obtenu.
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-7
A :47[\

Fic. 3.10. Sur le plan P, une amplitude de phase quadratique, de la forme
explimr? /AD], est celle du champ engendré par une onde sphérique qui converge au
point C situé a la distance (mesure algébrique) D de P. Si D > 0, le point C est réel,
comme sur le schéma de gauche. Si D < 0, le point C est virtuel : 'onde diverge &
partir de C', comme sur le schéma de droite.

3.4.3 Emetteur sphérique équivalent 4 un objet plan éclairé par une
onde sphérique

Soit une transparence plane 7 (par exemple une diapositive) de fonction de
transmission 22 ¢, ¢’est-a-dire dont le coefficient de transmission (en amplitude)
au point 7 est ¢(r) (avec 0 < t(r) < 1; plus généralement, t(r) est un nombre
complexe de module inférieur ou égal & 1). Si 7 est éclairée par une onde
convergeant & la distance D de T, Pamplitude incidente sur 7 est celle donnée
par la relation (3.45), et Pamplitude émergente est

im
Ur(r) =t(r) e —r?| . 3.46
) = tr) exp | 5] (3.46)
Si A est la sphere tangente & 7 et de rayon D (fig. 3.11), ’amplitude du champ
sur A se réduit a

Ua(r) = t(r). (3.47)

La « distance » D est algébrique : si on éclaire un objet plan 7 par une
onde divergente issue d’un point situé a la distance D de 7 (D < 0), on montre
que cet objet est équivalent & un émetteur sphérique de rayon D, centré sur le
foyer de I'onde, et sur lequel 'amplitude du champ vaut ¢ (voir le schéma de
droite de la figure 3.10 ou l'objet 7 serait placé dans le plan P).

Nous énoncons le résultat suivant (illustré par la figure 3.11) :

Proposition 3.4.1 (Emetteur sphérique équivalent). Un objet plan, de
fonction de transmission t, éclairé par une onde sphérique convergeant®® g
la distance D de 'objet, est équivalent a un émetteur sphérique tangent au
plan de lobjet, de rayon de courbure D, centré au foyer de l'onde et sur lequel
Uamplitude du champ est égale a la fonction t (G un facteur dimensionnel pres).

2 8i Ui(r) est amplitude de I'onde incidente au point = de la transparence et Uy (r)
celle de 'onde transmise, le coefficient de transmission au point r est t(r) tel que
Ui(r) = t(r) Ui(r). Voir le chapitre 5, relation (5.1).

Le mot « convergeant » est & prendre dans un sens large : une onde divergente est
une onde convergeant virtuellement.
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tr) 7 A

inr?
AD

.2
exp [ T (r) exp [I—D}

FiGg. 3.11. Emetteur sphérique équivalent. La transparence plane 7, éclairée par
une onde convergeant en C, est équivalente & un émetteur sphérique A centré en C.
L’amplitude du champ sur A est égale a la fonction de transmission de 7, & un facteur
dimensionnel prés.

En conclusion, ce qui compte n’est pas tant la forme réelle d’un objet mais
plutot la fagon dont il est éclairé. Quand on travaille en éclairage convergent, et
cela est fréquent dans les montages expérimentaux, on introduit naturellement
des émetteurs sphériques. Ainsi, un émetteur sphérique n’est pas seulement une
notion théorique : on rencontre un tel émetteur chaque fois qu’on éclaire un
objet plan par une onde sphérique. Un émetteur plan s’obtient en éclairant un
objet plan par une onde plane.

Ce qui précéde s’adapte pour transformer des récepteurs sphériques, tels
qu’ils apparaissent en théorie métaxiale, en récepteurs plans et vice versa. Pour
obtenir en pratique un éclairage convergent, ou pour compenser une courbure,
on utilise un objectif ; des exemples explicites sont fournis aux paragraphes
4.2.4,13.1 et 13.2.

3.5 Composition des opérateurs de transfert du champ

Il s’agit de montrer que la théorie métaxiale, bien que ne constituant qu’une
approximation (d’ordre 2), est compatible avec le principe de Huygens—Fresnel.

Soit A4; un émetteur sphérique et soit A un récepteur sphérique a la dis-
tance Ds;. Soit Az une calotte sphérique intermédiaire 24 située & la distance
D3q de A;. La distance de A3 & As est Dag, telle que Do = Daog + D3q. Selon
le principe de Huygens—Fresnel (chapitre 1) le transfert du champ de A; & As
doit étre la composition du transfert de A; a As et du transfert de Az a A,
(pris dans cet ordre, fig. 3.12). Plus précisément, si nous désignons par ;e
Vopérateur de transfert de A, vers A;, avec (4,¢) = (2,1),(2,3), ou (3,1), le
principe de Huygens—Fresnel impose d’avoir (loi de composition des opérateurs)

Ho1 = Hasz o Hsy . (3.48)

24 Nous employons le terme de calotte sphérique intermédiaire par commodité. Le
résultat obtenu dans ce paragraphe est vrai quelles que soient les positions relatives
de A1, Az et As; ces calottes sphériques sont réelles ou virtuelles suivant les cas.
Par exemple si Aj3 est placé avant A; (pour la lumiére, c’est-a-dire & gauche sur la
figure 3.12), le transfert de A; a Asz est virtuel.
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D3 Da3

F1Gc. 3.12. Selon le principe de Huygens—
Fresnel, le transfert direct de A; a Az est
équivalent a la composition des transferts

A As A de A1 4 Az et de A3 a As.

Spatialement, avec la variable r; sur la sphére A;, opérateur H;; se traduit
par (voir la remarque 3.3.8 et la relation (3.36) p. 53)

Uj(r;) = (hje(rs,me), Ue(re)) (3.49)

ol hje est le gain complexe (ou la réponse percussionnelle spatiale) du transfert
de 'amplitude du champ, donné par la relation (3.35) et qui s’écrit ici

i ir (lr; —rel>  r# 1
ho(rs.mg) = xp |- L (M = rel” (77 TE ] 3.50
3¢(T5:7) \Dje GXP{ ) ( D. R R (3.50)

La question est de savoir si cette formulation de la diffraction—propagation et
la relation (3.50) (qui résulte d’un calcul approché a I’ordre 2) sont compatibles
avec la composition des opérateurs, exprimée par la relation (3.48).

Pour éviter des écritures impropres, qui résulteraient du fait que la fonction
hje est seulement localement sommable, nous écrivons le transfert de 'ampli-
tude du champ & 'aide des notations de la théorie des distributions : la relation
(3.49) se situe dans ce cadre.

Le rayon de Aj; est noté R;. Si U; est Pamplitude du champ sur A;, soit V;
définie par
imr?

Vj(r) = exp {ﬁ
J

} Uj(r). (3.51)

Pour alléger les écritures nous utilisons également

i inr?
ex — .
ADiy P | XDy

gie(r) = (3.52)

Le transfert du champ de A; & A;, exprimé par la relation (3.49), et l'ex-
pression explicite de h;, — relation (3.50) —, conduisent &2

Vi(ry) = (gje(r; —re), Va(re)) = gje = Ve(ry) (3.53)

puis par transformation de Fourier

Vi =G5 Ve (3.54)

% TLa relation (3.53) n’est qu'une autre forme de la relation (3.31) adaptée aux nota-
tions de ce paragraphe.
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Ainsi le transfert direct de A; a Az s’exprime, sous forme fréquentielle, par
Vo = go1 V1, et la composition des transferts de A; & A3 et de Az & A, conduit
a
Vo =923 V3 = g23 931 V1 (3.55)
Le principe de Huygens—Fresnel est respecté si go1 = gog g31. Vérifions qu’il
en est bien ainsi. Pour cela, nous utilisons (a est un nombre réel)

% exp {TQ} = exp[—iraF?|, (3.56)
et obtenons
Go3(F) g51(F) = exp[iﬂ')\DggFQ] exp[iﬂ)\DglFQ] = exp[iﬂ')\DglFQ]
= go1(F). (3.57)

Nous concluons que ’approximation métaxiale est compatible avec le principe
de Huygens—Fresnel.

Terminons par ’écriture explicite de la composition des champs (a aide
des variables d’espace). Les calculs précédents permettent d’écrire

Va(rz) = (ga3(r2 — r3), (g31(r3 — r1), Vi(r1))), (3.58)

dont il résulte

inr
UQ(’I"Q) = exp |: 2 :| VQ

17TT'2 2

{ T <923 Ty —13),(g31(r3 — 1), exp {17;;1 } U1(T‘1)>>
2

inry imre?
= <6XP R | PR, g23(T2 — 73),

(exp {17;;2} exp {17;112} g31(rs — 1), Ul(T‘l)>>

= (ha3(r2,r3), (ha1(rs,m1),UL(r1))) . (3.59)
Finalement
(ho1(re, 1), Ur(r1)) = Uaz(r2)
= (ha3(r2,73), (ha1(rs,r1),Ur(r1))) . (3.60)

La relation (3.60) traduit la composition des opérateurs de champs sous la
forme spatiale.

Remarque 3.5.1. Quand lécriture intégrale est licite, la relation (3.60) prend
la forme

Us(ra) = hoi(ra,71) Ui(r1) dry
Rz

= /R2 has(rq, r3) (/]R;2 hs1(rs,r1) Ui (1) dr1> drs. (3.61)
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Remarque 3.5.2. L’expression trouvée, au chapitre 2, pour la propagation du
spectre angulaire est compatible avec le principe de Huygens—Fresnel, confor-
mément & la remarque 2.3.3 p. 35. La démonstration du théoréme 1 repose pour
sa part sur une approximation de la fonction de transfert de la propagation a
l'ordre 2. La forme approchée de cette fonction est encore compatible avec le
principe de Huygens—Fresnel ; elle s’écrit en effet, pour la distance z, sous la
forme (déduite de la relation (3.14) p. 46),

H,(,3) = exp {%} exp FWTZ(QZ + ﬂZ)} , (3.62)
ce qui conduit &
HZl(avﬂ) sz(aaﬁ) :HzlJrZz(avﬂ)v (363)

quels que soient (o, 3), z1 et zs.

La compatibilité de la composition des opérateurs de transfert du champ
avec le principe de Huygens—Fresnel, objet de ce paragraphe, repose sur cette
propriété de I'approximation de la fonction de transfert & I'ordre 2, et étend le
résultat aux émetteurs et récepteurs sphériques.

3.6 Complément : diffraction et filtrage linéaire

Conformément & ce qui a été vu au paragraphe 2.3.1, la diffraction est un
filtre linéaire et le chapitre 2 en constitue une description fréquentielle. Par
dualité, il existe une description en termes de variables d’espace et on s’attend
a ce que la diffraction se traduise par une relation de convolution. Les conditions
pour qu’il en soit ainsi sont examinées dans ce paragraphe : elles conduisent &
une autre fagon de décomposer le transfert du champ d’un émetteur sphérique
quelconque vers un récepteur quelconque.

3.6.1 Représentation spatiale

Selon les relations (3.34) et (3.35), le transfert du champ par diffraction
d’un émetteur sphérique A vers un récepteur B se met sous la forme

Ug(s) = hpa(s,r)Ua(r)dr, (3.64)
R2
ou
i ir (||s—r|]*> s? r?
hpa(s,r) = 5D exp{ 3 ( 5" 7 Ea)l (3.65)

Est-il possible d’écrire I'intégrale de la relation (3.64) comme un produit de
convolution ?
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R
Ra 5

¢ Fic. 3.13. Le transfert du champ entre deux
A sphéres concentriques est un filtrage linéaire : il
s’exprime par un produit de convolution.

Supposons que A et B aient le méme centre de courbure C (fig. 3.13) : la
distance de A & Best D= R4 — Rp, et

i im (Ra o, Rp 5
= (A2 B gpg) ] . .
hpa(s,r) D exp{ D <R39 +RAT 7S (3.66)
Si k = Rp/Ra4, la relation (3.66) s’écrit
hpa(s,r) — i 7i7m‘si H2 (3.67)
BA(S,T) = 15 exXp |~y | [= =T . .
Soit hﬁ 4 la fonction définie par
# o) = o exp | T2
hga(r) = D exp{ D } ) (3.68)
de telle sorte que
(2
hpa(s,r) = b, (H r) . (3.69)
La relation (3.64) s’écrit
s
Up(s) = ht , « Us (;> . (3.70)

La relation (3.70) montre que le transfert de A & B est un filtrage linéaire
spatial puisqu’il se traduit par une convolution. Nous énoncons :

Proposition 3.6.1. Pour une onde monochromatique, le transfert du champ
par diffraction entre deux sphéres concentriques est un filtrage linéaire spatial.

Remarque 3.6.1 (Filtrage linéaire entre deux plans). Si A et B sont des
plans, on a Kk = 1. On retrouve le résultat mentionné dans la remarque 3.3.3
p- 52, conformément & la remarque 2.3.5 p. 36.

3.6.2 Représentation fréquentielle

Par transformation de Fourier, la relation (3.70) conduit & la relation

Op(F) = k2 ht ,(kF) D a(kF). (3.71)
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Pour une écriture explicite nous utilisons encore la relation (3.56) et obtenons
Up(F) = k explitAk DF?| UA(kF). (3.72)

La relation (3.72) est l'expression fréquentielle du transfert du champ entre
deux sphéres concentriques ; elle traduit un filtrage linéaire. Si A et B sont des
plans, alors k = 1, et la relation précédente n’est autre qu’une approximation
a Pordre 2 de la relation (2.37). Comme cette derniére, la relation (3.72) se
réduit essentiellement au produit du spectre par une fonction de transfert. Elle
s’applique cependant & une situation plus générale, puisque valable pour des
calottes sphériques (concentriques).

Remarque 3.6.2 (Déphasage de 7 lors du passage au foyer). Suppo-
sons Ry/Rp = Kk < 0, ce qui signifie que le centre C, commun aux sphéres
A et B, est situé entre elles. Supposons que le champ sur A soit homogéne,
d’amplitude Uy, ce qui correspond & une onde sphérique convergeant en C.
Pour Ua(r) = Uy, la relation (3.72) devient

~

1

Us(F) = ~ Uy 6(F), (3.73)
K

compte tenu de la propriété suivante de la distribution de Dirac (dimension 2)

S(kF) = % 5(F). (3.74)

Quand k < 0, par transformation de Fourier inverse, la relation (3.73) devient

Uo ir U0

6l Ikl

Ug(s) = (3.75)
Pour aller de A & B, 'onde est passée par son foyer (son centre de courbure)
et elle a subi un déphasage de 7.

L’expérience de Meslin met en évidence le déphasage de 7 ; elle consiste &
produire des interférences & partir des deux images d’une source formées par
des bilentilles de Billet décalées longitudinalement [29,40].

3.6.3 Description fréquentielle d’une transparence de courbure

Soient A et B deux calottes sphériques tangentes, de rayons respectifs R4
et Rp. Soit A tel que

1 1 1
i 3.76
A Rp Ra ( )
Le transfert du champ de A & B s’effectue par transparence de courbure et
s’exprime sous la forme
Up(r) = Ux(r) exp —17“2 (3.77)
AA ’
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soit encore, par transformation de Fourier
Up(F) = —iMA[f_xa + Ua] (F), (3.78)
ou la fonction f_)A est telle que

f-ra(F) = exp [itAAF?] . (3.79)

3.6.4 Transfert général

Nous nous intéressons de nouveau au transfert du champ d’un émetteur
quelconque A, de rayon de courbure R4, vers un récepteur quelconque B, de
rayon Rp, situé a la distance D de A, mais nous allons ’exprimer sous forme
fréquentielle. Ce transfert se décompose en un filtrage linéaire spatial de A4 & A*,
la sphére tangente & B et concentrique & A (fig. 3.14), puis d’une transparence
de courbure de A* & B.

Le rayon de A* est R4~ = R4 — D, et pour exprimer le transfert par filtrage
de A & A* nous utilisons

Ra-D
k= ——0.

B (3.80)
Soit A tel que
% _ RLB _ RA%D_ (3.81)
Sous forme fréquentielle, le transfert de A & A* s’exprime par
Uar(F) = k exp [itAkDF?] Ua(sF), (3.82)
et celui de A* & B par
Up(F) = —iMA[f-aa* Ua-](F). (3.83)

Pour exprimer la composition des deux opérations précédentes, introduisons la
fonction dilatée de s de U4, définie par

0, Ua(F) = Ua(rF). (3.84)

Nous obtenons

< Fi1G. 3.14. Le transfert du champ de A 4 B
se décompose en un filtrage linéaire de A a
A A et une transparence de courbure de A" &

B.
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Up(F) = MK [faa* (F-anp 0xU4)] (F). (3.85)

Une forme intégrale explicite de la relation (3.85) est

Ug(F) = —iAAk / exp[iTAA||F — F'||°] exp[inAc DF'"*] Ua(xF') dF".
]R2
(3.86)

3.6.5 Trilogie de la diffraction de Fresnel

La figure 3.15 montre une autre facon de passer d’un émetteur quelconque
A & un récepteur quelconque B elle se résume par la proposition 3.6.2 qui suit,
dans laquelle diffraction de Fresnel signifie transfert général (distance finie).
Les calculs explicites sont proposés en exercice (voir ’exercice 3.5 p. 67).

Proposition 3.6.2 (Trilogie de la diffraction de Fresnel — G. Bonnet
[23,24]). Un phénoméne de diffraction de Fresnel d’un émetteur sphérique A
vers un récepteur sphérique B se décompose en trois opérations successives :

1° Une transformation de Fourier optique (spatiale) de Uémetteur vers sa
spheére de Fourier F, équivalente a une diffraction de Fraunhofer;

2° Un filtrage spatial entre F el une sphére cardinale C (c’est-a-dire centrée
sur 'émelteur) tangente au récepteur;

3° Une transparence de courbure entre la sphére cardinale C et le récepteur
sphérique B.

Fic. 3.15. Trilogie de la diffraction de
Fresnel. Le transfert du champ de A & B se
décompose en une transformation de Fou-
rier de A & F (diffraction de Fraunhofer),
suivie d’un filtrage linéaire de F a C, puis
d’une transparence de courbure de C & B.

f

3.7 Exercices

Exercice 3.1 (Principe de Babinet ?%). Deux transparences planes 77 et
T, sont complémentaires 27 si leurs fonctions de transmission respectives ¢; et
to sont telles que t1(z,y) + t2(x,y) = 1, pour tout point (x,y).

Montrer que les figures de diffraction de Fraunhofer des deux transparences
sont identiques, sauf au centre du champ d’observation.

26 11 s’agit d’une forme « scalaire » (et simplifiée) du principe de Babinet. On montre
en effet que le principe de Babinet fait intervenir & la fois le champ électrique et
le champ magnétique, donc le caractére vectoriel des ondes électromagnétiques,
notamment si les écrans complémentaires sont métalliques [29,53,119].

27 On parle aussi d’écrans complémentaires.
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Exercice 3.2 (Diffraction par une ouverture circulaire. Zones de Fres-
nel). Partie d’examen de DEA, université de Bretagne occidentale, Brest, 1996.
Soit une ouverture circulaire de diamétre 2p percée dans un écran opaque et
éclairée par une onde plane d’amplitude Uy (fig. 3.16).

S
FiG. 3.16. Eléments pour I’étude de la diffraction par une
ouverture circulaire et la définition des zones de Fresnel.

1. Montrer que ’amplitude du champ en un point S situé a la distance D sur
I'axe de I’écran est proportionnelle & 1 — exp[—imp®/AD]. Quelle valeur de
p donne-t-elle une amplitude nulle en S 7 une amplitude maximale 7

2. Méme question pour une ouverture annulaire comprise entre les diamétres
2p1 et 2py. Comment choisir p; et po pour obtenir une amplitude maximale
en S'7

3. Comment peut-on augmenter 'amplitude du champ en S (plus exactement
son module) ?

Exercice 3.3. Montrer que le transfert de I’amplitude du champ entre deux
plans, qui s’exprime par la relation (3.32), satisfait la composition des opéra-
teurs de champs.

Exercice 3.4. Soient deux sphéres concentriques A et B dont les rayons de
courbure sont de méme signe (ce qui signifie que A et B sont du méme coté
du centre de courbure). On note D = R4 — Rp et suppose D > 0 (D est la
distance de A & B). Calculer ’amplitude du champ sur B quand le champ sur
A est homogene (U, = Uy, une constante).

Exercice 3.5. Faire les calculs explicites du transfert du champ d’un émetteur
quelconque A vers un récepteur quelconque B en utilisant la trilogie de la
diffraction de Fresnel (proposition 3.6.2). Retrouver la relation (3.85).

Exercice 3.6. Proposer une alternative & la trilogie de la diffraction de Fres-
nel, telle qu’elle est exposée au paragraphe 3.6.5, en permutant les opérations de
transformation de Fourier, de filtrage linéaire et de transparence de courbure.
Préciser les sphéres auxiliaires qui interviennent dans cette décomposition.

Exercice 3.7. Retrouver la loi de composition des opérateurs de transfert du
champ pour des émetteurs et récepteurs concentriques, en suivant la méthode
fréquentielle du paragraphe 3.6.
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Exercice 3.8 (Onde cylindrique et déphasage par passage au foyer).

1. Retrouver le déphasage de m subi par une onde sphérique au passage de
son foyer en appliquant deux fois la diffraction de Fraunhofer.

2. Au lieu d’une onde sphérique, on considére une onde cylindrique.
a) Montrer que le « foyer » de I'onde devient une ligne focale.

b) Montrer que 1’onde cylindrique subit un déphasage de w/2 par passage
4 son foyer.

Exercice 3.9 (Vérification expérimentale de ’existence du dépha-
sage). L’expérience de Meslin [29,40] offre un moyen de vérifier 1’existence
du déphasage de w par passage au foyer. Montrer qu’on obtient encore cela a
I’aide d’un interférométre de Mach-Zehnder en plagant un objectif convergent
sur un des deux bras de I'appareil. Faire les calculs correspondants.



Chapitre 4

Imagerie cohérente

Aprés I'étude du transfert du champ par diffraction dans un milieu iso-
trope et homogeéne, il est naturel d’examiner ce qui se passe si ’émetteur et
le récepteur sont dans deux milieux distincts, séparés par un dioptre, ou plus
généralement par un systéme centré. Un cas particulier concerne le transfert
du champ d’un émetteur vers son image cohérente (c.-a-d. en amplitude et en
phase). Nous établissons les lois de l'imagerie cohérente et montrons que les
formules de conjugaison de 'optique géométrique paraxiale se déduisent de la
diffraction métaxiale. La conservation de la phase dans le processus d’image-
rie cohérente se traduit par des relations typiquement métaxiales et justifie le
recours 3 des émetteurs et récepteurs sphériques.

4.1 Le dioptre

L’étude du dioptre est menée & partir de cas particuliers qui conduisent &
la formulation des conditions d’imagerie cohérente pour un émetteur sphérique
quelconque. Par imagerie cohérente nous entendons que 'image est une copie
homothétique de I’objet, en amplitude et en phase : le facteur d’homothétie
est le grandissement transversal (paraxial). Nous admettons que le champ sur
I'image puisse étre égal au champ sur I'objet & un coefficient multiplicatif prés,
a condition que ce coefficient soit le méme pour tous les points de l'objet (ou
de I'image).

4.1.1 Formule de conjugaison

Soit D un dioptre sphérique, ¢’est-a-dire une calotte sphérique séparant deux
milieux isotropes et homogenes d’indices de réfraction respectifs n et n’ (fig.
4.1). Les longueurs d’ondes du rayonnement dans les deux milieux sont A et \/
et satisfont nA = n’X. Soit Rp le rayon de courbure de D, et soit O son sommet.
Soit S un point lumineux situé sur 'axe du dioptre, dans I’espace objet (indice
n). La distance ' de O & S est d (c’est de fait une mesure algébrique : d = OS).
Soit S’ un point de I'espace image, sur ’axe du dioptre et soit d’ = OS5".

! Nous adoptons ici les habitudes de Poptique géométrique paraxiale en prenant la
distance — de fait une mesure algébrique — du dioptre vers ’objet. Puisque 'objet
est 'émetteur et la surface du dioptre le récepteur, d est 'opposée de la distance
de diffraction habituelle, telle qu’elle est utilisée par exemple au paragraphe 3.3.
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1 F1G. 4.1. Le dioptre sphérique.

Pour calculer 'amplitude du champ sur D, considérons la calotte sphérique
A tangente & D et centrée en S (son rayon de courbure est d). L’amplitude
du champ sur A est une constante, choisie égale & 1 pour alléger les écritures.
L’amplitude du champ sur D se déduit de celle sur A par une transparence de
courbure et s’exprime sous la forme

Up_(r) =exp {% (Rl—D — %) 7-2} . (4.1)

(L’indice D_ indique qu’il s’agit du champ sur la face antérieure du dioptre,
immédiatement avant la réfraction.) Une méthode similaire conduit & écrire
I'amplitude du champ sur D qui correspond & une onde sphérique convergeant,
en S’ sous la forme (Uindice Dy indique qu’il s’agit du champ sur la face
postérieure du dioptre)

Up, (1) = exp {;1, (RLD — %) T‘Q} i (4.2)

Le point S’ est 'image de S & travers le dioptre si 'onde sphérique issue
de S se transforme en une onde sphérique convergeant vers S’ ce qui a lieu si
Up_(r) = Up. (), quel que soit r. (On dit aussi que S et S’ sont deux points
conjugués.) En tenant compte de nA = n’\, cela s’écrit

(i) (h- )

La relation (4.3) prend la forme

n n n-n

oDy " 4.4

74 TRy (4.4)
qui est une formule de conjugaison du dioptre sphérique (de type formule de
Descartes).

Remarque 4.1.1. Si Rp # 0, le dioptre est un systéme a foyers : ses distances
focales objet (f) et image (f’) sont telles que

n’ n n—n

i (4.5)

(Voir le paragraphe 4.5.)
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Remarque 4.1.2 (L’optique géométrique est incluse dans la théorie
de la diffraction). Comme annoncé en introduction de ce chapitre, la formule
de conjugaison du dioptre, relation (4.4), se déduit de la théorie de la diffraction,
c’est-a-dire de la théorie électromagnétique de la lumiére; c’est ce qui vient
d’étre décrit. On démontre de la méme maniére la formule de conjugaison d'un
miroir sphérique. La définition du grandissement transversal, qui sera donnée au
paragraphe 4.1.4, compléte la formule de conjugaison. Il est ainsi concevable
de déduire de I’étude du dioptre et du miroir sphériques les propriétés d’un
systéme centré quelconque, succession de dioptres et de miroirs : on utilise
pour cela les méthodes classiques de 'optique géométrique paraxiale. Ainsi
loptique géométrique paraxiale est incluse dans la théorie de la diffraction. Ce
point sera repris plus en détail au paragraphe 4.5. L’exercice 2.1 a montré que
les lois de Descartes se déduisaient de la notion de spectre angulaire ; c’est bien
toute 'optique géométrique qui se déduit de la diffraction.

4.1.2 Image d’une calotte sphérique tangente au dioptre

La formule de conjugaison (4.4) montre que O, le sommet du dioptre, est
sa propre image (si d = 0, alors d’ = 0). Par conséquent, si une sphére a pour
sommet O, sa sphére image admet également le point O pour sommet ; cette
propriété simplifie la recherche de la position de la sphére image dans ce cas.

Soient A et A’ deux calottes sphériques tangentes a D, de centres de cour-
bure respectifs C' et ¢, de rayons R4 et Ra: (fig. 4.2). Supposons A dans
I’espace objet et A’ dans lespace image. Si \g est la longueur d’onde dans le
vide, ’emploi de deux transparences de courbure permet d’écrire?

imn’ (1 1 9
Un(r) = Up(r) exp {— o ( - E) , }
!

iT (m—n' n n
= UA(r)exp |:)\_0< RD - R—A+ RA/) 7'2:| . (46)

L’amplitude du champ sur A’ est I'image cohérente de 'amplitude du champ
sur A si le terme de phase quadratique de la relation (4.6) vaut 1, quel que soit
r, et cela conduit &

Fi1G. 4.2. L’image d’une calotte sphérique A
tangente au dioptre est la sphére A, tangente
au dioptre, dont le centre de courbure est le
conjugué du centre de courbure de A.

2 Nous remplagons dans les expressions des transparences de courbure X\ par Ao /n
et A par A\o/n’.
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n' n n' —n

Rr  Ra TRp

(4.7)

qui n’est rien d’autre que la relation de conjugaison du dioptre pour les points
C et C’, puisque OC = R4 et OC" = Rav.

En conclusion, une calotte sphérique A’ tangente au dioptre, est 'image co-
hérente ? de la calotte sphérique A, tangente au dioptre, si le centre de courbure
de A’ est I'image paraxiale du centre de A. On a

U (r) = Ua(r). (4.8)

Remarque 4.1.3. La relation (4.8 ) ne tient pas compte du coefficient de
transmission du dioptre, qui, selon les formules de la réflexion et de la réfrac-
tion de Fresnel [29,40,84], dépend de l’angle d’incidence. Sous les hypothéses
métaxiales, I'incidence est pratiquement normale et le coefficient de transmis-
sion est pratiquement constant, si bien que la relation (4.8) se remplace par

Uar(r) =7Ua(r), (4.9)
ou 7 est le coefficient de transmission de Fresnel & incidence normale, tel que

2n

T=—7.
n—+n

(4.10)

Remarque 4.1.4. La figure 4.2 (comme la figure 4.5) montre un schéma de
principe qui n’est pas réaliste mais qui permet de bien séparer les calottes
sphériques A et A’ La figure 4.3—a montre un cas réel. Les points C et C’ sont
par exemple les points de Weierstrass (ou d’Young) du dioptre sphérique. Si
n > n/, le point objet C est réel et le point image C’ est virtuel. La calotte
sphérique A est, optiquement, dans ’espace objet, méme si, géométriquement,
elle est au-dela du dioptre.

1l arrive que les calottes sphériques A et A’ de la figure 4.3—a sont des
surfaces d’ondes : le point O leur étant commun, tous les points de ces calottes

A A
D__NJU\K

J— 70 L

b
F1c. 4.3. (a) Cas réel d’imagerie de deux sphéres tangentes au dioptre. (b) Le chemin
optique [JIK] est nul.

% Nous disons aussi que Pamplitude du champ sur A’ est 'image de 'amplitude du
champ sur A.
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doivent étre en phase. C’est d’ailleurs ce que traduit la relation (4.8) pour deux
points conjugués. Il n’est possible de satisfaire cette relation que si le chemin
optique entre deux points conjugués est nul (puisqu’il doit étre égal & sa valeur
en O). La figure 4.3-b montre comment cela se réalise dans la situation de la
figure 4.3—a : le chemin optique [JI] est négatif. Puisque le point .J est dans
I'espace objet, on a [JI] = nJI. On a aussi [[K| = n/ IK. Comme n > n/,
les longueurs des segments doivent satisfaire 'inégalité IJ < IK de facon a
obtenir [JK | =nJI +n'IK =0.

4.1.3 Image d’une calotte sphérique centrée sur le dioptre

Soit C un émetteur sphérique a la distance d de D, centré en O et de sommet
S : 0S8 = d (fig. 4.4). Son rayon de courbure est —d. Soit F la sphére de Fourier
de C; elle est centrée en S et son rayon est d. Ainsi F est tangente & D. Comme
d est I'opposée de la distance habituellement choisie pour exprimer le transfert
du champ par diffraction d’un émetteur vers sa sphére de Fourier, nous avons
ici, avec des coordonnées s sur F et selon le théoréme 1, p. 48,

—i =~ s
Ur(s) = 1 Uo(-+5) - 411

rie) =53 Ye=5g (4.11)
L’image de F est la sphére F’ tangente & D et centrée en S’, 'image paraxiale
de S (c’est ce qui est démontré au paragraphe précédent). Le point S’ est a la
distance d’ de O, telle que

n n n-n
T . 4.12
7 d ' TRp (4.12)

Soit C’ la sphére de sommet S, centrée sur D. La sphére C’ est la sphére de
Fourier de 7’ et son rayon de courbure est —d". Avec des coordonnées r sur C
et v/ sur C’, Pamplitude du champ sur C’ est

i o~ 7’ i o~ 7!
vet') = sz 05 ) = o O ()

Ad A Ad n'd n'd
~ v Ve (‘WT’) ~d UC(W“’) | (4.13)

F1G. 4.4. L’image de la calotte sphé-
rique C, centrée sur le dioptre, est
la sphére C’, centrée elle aussi sur le
dioptre, et dont le sommet S’ est le
conjugué du sommet S de C.
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La relation (4.13) montre que C’ est I'image cohérente de C. Le grandissement
transversal (ou latéral) pour les sommets (notion paraxiale) est g5, défini par
' = gsr; il vaut
nd’
n'd’
La correspondance entre les champs sur C et C’ s’écrit (au coefficient de trans-
mission prés, voir la remarque 4.1.3)

gs = (4.14)

, 1 T/
Ucr(r') = —Uc|{ —] - (4.15)
s 9s
En conclusion, I'image d’une calotte sphérique centrée sur le dioptre est une
calotte sphérique elle aussi centrée sur le dioptre et dont le sommet est I'image
paraxiale du sommet de la calotte objet.

4.1.4 Image d’une calotte sphérique quelconque

Soit A un émetteur sphérique de rayon de courbure R4, de sommet S et
de centre C, situé¢ dans I’espace objet (fig. 4.5). Soit d = OS. Soit la sphére
C tangente a A et centrée en O : son sommet est S et son rayon est —d.
L’amplitude du champ sur C se déduit de celle du champ sur A4 en appliquant
une transparence de courbure sous la forme

Uc(r) = Ua(r) exp {% (% + RLA> 7“2} . (4.16)

Soit C’ I'image cohérente de C : elle passe par S’ avec d’ = OS5’} les distances
d et d' satisfont la relation (4.12) qui exprime la conjugaison de S et S’ Les
relations (4.13) et (4.16) conduisent & écrire Pamplitude du champ sur A/,
tangente & C’ et de rayon R4 (son centre est C’), sous la forme

imn’ 1 1 9
n'd n'd imn (1 1 n2d?
el U e ! o - = oo 7
nd’ A(m’r) PN (d + RA> 202

imn/ 1 1 9
X  exp |: )\0 (R—A, + ?> r’ :| . (417)

Fic. 4.5. Image cohérente
d’une calotte sphérique quel-
conque A par un dioptre. Il y
a double conjugaison : conjugai-
son des sommets S et S’ ; conju-
gaison des centres de courbure
Cet C"
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L’amplitude du champ sur A’ est I'image cohérente de I’amplitude du champ
sur A si le terme de phase quadratique de la relation (4.17) vaut 1, quel que
soit 7', et cela a lieu si

d’ d’ d d

— (1 =—{14—=—. 4.1

n’( JrRA') n( +RA) (4.18)
Sig=0Ccet ¢ =0C", alors Ry = q—det Ry =q’ —d’, et la relation (4.18)
s’écrit

R

D’autre part, la relation (4.12) s’applique a S et S’ qui sont conjugués, et de
la relation (4.19) résulte

n n n—n
g q Rp

(4.20)

qui signifie que C’ est I'image paraxiale de C.
La relation entre 'amplitude du champ sur A et sur son image A’, déduite
de la relation (4.17), s’écrit

Ua(r') = e Ua (T—I) , (4.21)

s Gs

ou g, est le grandissement transversal aux sommets ; il est donné par la relation
(4.14).
Ce qui précéde s’énonce ainsi :

Proposition 4.1.1 (Imagerie cohérente a travers un dioptre). L’am-
plitude du champ sur la calotte sphérique A’ est limage cohérente, & travers
un dioptre sphérique, de Uamplitude du champ sur la calotte sphérique A si, et
seulement si, le sommet et le centre de courbure de A’ sont les images paraziales
respectives du sommet et du centre de courbure de A. L’amplitude du champ
sur A’ est liée o celle sur A par la relation (4.21), ot gs est le grandissement
transversal auz sommets (entre lobjet et son image).

Remarque 4.1.5. La sphére A passe par S et son image A’ doit nécessaire-
ment passer par S, 'image de S : il est logique d’imposer a priori & A" d’étre
tangente a la sphére C ; c’est ce que nous avons fait. L’unicité de la sphére image
A’ en résulte. Le méme raisonnement a été implicitement utilisé au paragraphe
4.1.3.

Remarque 4.1.6. Les cas étudiés aux paragraphes 4.1.2 et 4.1.3 entrent clai-
rement dans le cadre de la proposition 4.1.1, puisque le dioptre est sa propre
image. Par exemple, le centre de courbure d’une sphére centrée sur le dioptre
est sa propre image et par conséquent c’est le centre de courbure de la sphére
image.
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Remarque 4.1.7. La remarque 4.1.3 s’applique encore ici.

Remarque 4.1.8. On sait qu’un dioptre réfléchit en partie ’onde incidente,
le coefficient de réflexion de Fresnel sous incidence normale étant [84,119]
n—n (4.22)
rTr=—. .
n+n'
Le dioptre se comporte comme un miroir partiel auquel s’adaptent les résultats
précédents (voir par exemple 1’exercice 4.2).

4.1.5 Invariants du dioptre

Avec les notations antérieures, la formule de conjugaison du dioptre sphé-
rique s’écrit

n n n-n

T4 (4.23)

Le deuxiéme membre de cette relation est une constante (en ce sens qu’il ne
dépend pas de la position de I'objet ni de celle de I'image) et par conséquent
le premier membre est aussi une constante. Quel que soit I'objet, il existe une
relation fixe entre la position de 'objet et celle de I'image.

Définition 4.1.1 (Invariant de Gauss du dioptre). Soit un dioptre sphéri-
que qui sépare deur milieuz d’indices n et n' ; si d est la distance du sommet du
dioptre au sommet d’un objet (émetteur sphérique) et d' la distance du sommet
du dioptre au sommet de I'tmage de ’émetteur, la quantité

n' n

d d

est Uinvariant de Gauss du dioptre ; ¢’est une constante.

(4.24)

La relation (4.19) montre qu’il existe un autre invariant pour le dioptre,
indépendamment de I’objet et de sa courbure.

Définition 4.1.2 (Invariant métaxial du dioptre — G. Bonnet). Soit un
dioptre sphérique qui sépare deux milieux d’indices n et n' ; si d est la distance
du sommet du dioptre au sommet d’un émetteur sphérique et q la distance du
sommet du dioptre au centre de courbure de ’émetteur, la quantité

n o on
Z_Z 4.25
.- (4:25)
est indépendante du miliew (objet ou image); c’est Uinvariant métazial du
dioptre.

Remarque 4.1.9. La définition de l'invariant de Gauss et celle de 'invariant
métaxial d’un dioptre sphérique s’appliquent & un dioptre plan (voir l'exercice
4.1).
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4.1.6 Loi du grandissement des rayons pour le dioptre

Définition 4.1.3 (Grandissement des rayons de courbure). Si la sphére
A, de rayon de courbure R, est Uimage de A, de rayon Ra, le grandissement
des rayons est (par définition)

_RA/
=R,

gr (4.26)

Soit A’ I'image cohérente de A a travers un dioptre. Le grandissement trans-
versal aux sommets est

nd’

— 4.2
n'd (4.27)

gs =
Les centres de courbure étant conjugués, il existe un grandissement (transver-
sal) aux centres qui s’écrit, avec les notations déja utilisées,

nq’
- na 4.28
9e = g (4.28)

Le grandissement des rayons est alors

Ry ¢ —d° ng'd
_Ba _ L. 4.29
Ra qg—d n’qd ng g ( )

9r

(On obtient la troisiéme égalité a l’aide de I'invariant métaxial.) La relation
gr = gsgen'/n constitue la loi du grandissement des rayons de Bonnet pour
le dioptre. Nous ’énoncerons formellement pour les systémes centrés généraux
(Théoréme 3, p. 80).

4.2 Systémes centrés

4.2.1 Image cohérente du champ sur un émetteur sphérique

Un systéme centré (lentille, objectif) est formé d’une succession de dioptres
ou de miroirs (systémes catadioptriques) ayant un axe commun®, et avant de
chercher & étendre aux systémes centrés les résultats établis pour le dioptre,
il faudrait étudier le miroir sphérique; il est clair toutefois que I’étude menée
pour le dioptre se transpose telle quelle (exercice 4.2) : nous admettons donc
que l'imagerie cohérente par un miroir impose la conjugaison des sommets et
des centres de courbure d’un émetteur et de son image.

Soit un systéme centré et un émetteur sphérique A dans I’espace objet. A
cet émetteur correspond une suite d’images a travers les dioptres (ou miroirs)

successifs, la derniére image étant 'image de A a travers le systéme centré. A

4 Cet axe peut étre une ligné brisée si le systéme comporte des miroirs plans.
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chaque traversée d’un dioptre (ou réflexion sur un miroir) il y a double conju-
gaison des centres et des sommets. Cette double conjugaison reste valable pour
la succession des dioptres et donc pour le systéme centré. A chaque conjugai-
son & travers un des dioptres constituant le systéme correspond un grandisse-
ment transversal ; le grandissement transversal du systéme (pour la conjugaison
considérée) est le produit des grandissements transversaux des conjugaisons
successives (voir I’exercice 4.5).
Nous énoncons (voir fig. 4.6) :

Théoréme 2 (Imagerie cohérente — G. Bonnet). L’amplitude du champ
sur la calotte sphérique A’ est Uimage cohérente de Uamplitude du champ sur la
calotte sphérique A & travers un systéme centré si, et seulement si, le sommet et
le centre de courbure de A’ sont les images paraziales respectives du sommet et
du centre de courbure de A. Si g, est le grandissement transversal auz sommets
(entre objet et image), alors

Ua(r') = S Ua (r—l> : (4.30)

s Ys

F1G. 4.6. Imagerie cohérente a tra-
vers un systéme centré quelconque

_________ § 1 E/ C; S. 11 y a double conjugaison des
sommets et des centres de courbure
, entre la sphére objet A et son image

A cohérente A’

Remarque 4.2.1. La remarque 4.1.3 s’applique a la relation (4.30).

Remarque 4.2.2. Historiquement, le théoréme 2 se trouve dans un article de
Kogelnik [125] mais limité aux miroirs sphériques (cet article se rapporte aux
résonateurs optiques pour lesquels il est nécesssaire de rechercher quelle est
I'image cohérente du champ sur un miroir a travers ’autre miroir formant le
résonateur). La forme générale, valable pour tout systéme centré, semble étre
un des apports de G. Bonnet.

4.2.2 Image cohérente d’un émetteur plan a travers un systéme a
foyers

Soit un systéme centré a foyers S (objectif de microscope, objectif photo-
graphique, ...) et un émetteur plan A de sommet S (fig. 4.6). Le centre de
courbure de A est a linfini et son image est le foyer image F’ du systéme.
L’image de A est la calotte sphérique A’ de sommet S’ (I'image paraxiale de
S) et de centre F”. 1l en résulte que 'image cohérente (en amplitude et en
phase) d’'un objet plan & travers un systéme a foyers n’est pas un plan mais
une sphére. Nous avons 1a une des raisons pour lesquelles nous devons utiliser
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des sphéres : il n’est pas possible, en imagerie cohérente, de travailler plan-plan
(avec un systéme a foyers).

On montre que seul un systéme afocal donne une image cohérente plane
d’un émetteur plan (voir exercice 4.4).

Fic. 4.7. L’image cohérente d’'un émet-
teur plan A & travers un systéme centré a
foyers est une calotte sphérique A’ centrée
sur le foyer image du systéme.

| 1w
|
!
Ly
|
\T/
@
N
VCJ)\

b

4.2.3 Loi du grandissement des rayons

La loi du grandissement des rayons, établie pour un dioptre (paragraphe
4.1.6), s’étend aux systémes centrés composés de dioptres ou de miroirs.

Démontrons-la pour deux dioptres D et D’ consituant un systéme centré S
(fig. 4.8). Les indices successifs sont n, N et n’. L’émetteur est A (sommet S
et centre C' dans I’espace objet) : son image est .4; dans l’espace intermédiaire
(sommet S; et centre Cy) et A’ (sommet S’ et centre C”) & travers I'ensemble
des deux dioptres. La calotte sphérique A’ est aussi I'image de A; a travers
D' La loi du grandissement des rayons pour 'imagerie de A et A; & travers le
dioptre D s’écrit

RA1 N
. s1 el » 4.31
R =9gr1 = /9191 ( )

ou g4 est le grandissement transversal pour la conjugaison de S et S1, et gq1
le grandissement pour la conjugaison de C' et C;.

Pour l'imagerie de A; et A’ & travers D/, si gs2 est le grandissement transver-
sal pour la conjugaison de S7 et S’ et g le grandissement pour la conjugaison
de Cy et ', le grandissement des rayons s’écrit

RA/ 77/
= = — . 4.32
RA1 9r2 N 952 Jc2 ( )
_ i Gi_ | _ i
Al D/ A/

F1G. 4.8. Schéma de principe du passage a travers deux dioptres successifs pour
démontrer la loi du grandissement des rayons de Bonnet pour un systéme centré.
L’émetteur A a pour images successives A; et A
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Le grandissement entre S et S’ est gs = gs1 gs2, et celui entre C' et C’ est
Je = ge1 gea (voir Pexercice 4.5). Pour le grandissement des rayons entre A et
A’, il en résulte

Ry n’
1 Gro = G- 4.33
~ Ra = 9r1 9r2 ngg ( )

Gr

Nous généralisons et énoncons :

Théoréme 3 (Loi du grandissement des rayons de Bonnet). Dans les
conditions du théoréme 2, si gs est le grandissement transversal aux sommets
et g le grandissement tranversal auz centres de courbure, et si n et n' sont les
indices de réfraction respectifs du miliew objet et du milieu image, le grandis-
sement des rayons de courbure (entre sphére objet et sphére image) est

/

=g 4.34
9r = —-959 (4.34)

Remarque 4.2.3. Traditionnellement, en optique paraxiale, on utilise la no-
tion de grandissement longitudinal (ou axial). C’est en principe une notion
différentielle® de la forme

dz’

=5 (4.35)

9z

ol z est suivant 'axe du systéme (c’est la direction de propagation) et ou dz’
est la variation de la position de 'image pour une variation dz de la position
de I'objet. Si gy est le grandissement transversal pour une position de 'objet,
le grandissement axial pour cette méme position est [156]

n//

g = L g2 (4.36)

)
Il s’agit 1a d’une relation classique de I'optique de Gauss qui n’est, de fait, qu’un
cas particulier de la loi de Bonnet. En effet, si le centre de courbure de I’émetteur
tend vers le sommet de ce dernier, le centre de courbure de I'image tend vers le
sommet de I'image et par conséquent le grandissement transversal aux centres,
ge, tend vers le grandissement transversal aux sommets g,, de telle sorte qu’a
la limite, le grandissement des rayons tend vers (n'/n)gs>. Mais gs n’est rien
d’autre que le grandissement transversal pour la position de I'objet en optique
paraxiale, et le grandissement des rayons est I’équivalent du grandissement
longitudinal. La loi exprimée par la relation (4.36) est un cas limite de la loi
de Bonnet.

Remarque 4.2.4 (Grandissement longitudinal pour des distances fi-
nies). La loi du grandissement des rayons se généralise en loi du grandissement
longitudinal pour des distances finies. Soient A et C deux points de ’axe optique

5 Sous cette forme, cette notion n’a de sens que loin des foyers.
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d’un systéme centré, dont les images paraxiales sont A’ et C". Le grandissement
axial pour cette double conjugaison est

A'CT o
z = —/— — ~—_Yalc, 4.
9: = =5 =, 9a9 (4.37)

ol g, est le grandissement transversal de la conjugaison (A, A’) et g. celui de la
conjugaison (C, C"). Pour démontrer ce résultat, il suffit de considérer la sphére
A de sommet A et centre C' et son image cohérente A" de sommet A’ et centre
C’, puis d’appliquer la loi du grandissement des rayons de Bonnet.

L’exercice 4.7 établit un lien entre la loi du grandissement des rayons et une
forme particuliére de la relation de Lagrange—Helmholtz [68].

4.2.4 Application : obtention sur un plan du champ qui existe sur
une calotte sphérique

Nous avons vu au paragraphe 3.4 qu’une transparence plane éclairée par
une onde divergente (ou convergente) était équivalente, en théorie métaxiale,
4 un émetteur sphérique tangent & la transparence et centré sur le foyer de
I’onde. Nous examinons maintenant le probléme voisin d’obtenir sur un plan P
le champ qu’on a sur une calotte sphérique A (méme amplitude et méme phase).
Pour fixer les idées, supposons que A soit une calotte sphérique convexe, par
rapport a la direction de propagation (fig. 4.9). Il s’agit de former une image
plane de A, et pour cela nous utilisons un objectif £. Le théoréme 2 indique
que 'image du centre C de A doit étre & I'infini. Ce sera le cas si C se confond
avec le foyer objet F' de I'objectif. Le sommet P de P est I'image (paraxiale)
du sommet de A. Si nous souhaitons un grandissement transversal de 1 entre
le champ sur A et le champ sur P, le point A doit se confondre avec le point
principal objet® H de L, et P se confond alors avec le point principal image
H'. Dans ces conditions, les amplitudes des champs sur A et P sont égales :
Up(r) = Ua(r).

Le paragraphe 13.1.2 explique comment obtenir un grandissement différent
de 1, et le paragraphe 13.2.3 comment utiliser un objectif divergent si A est
concave.

o N s
7 s Rtk - Fi1c. 4.9. L’objectif L, représenté par ses points

!
H principaux H et H' et son foyer objet F, per-
P met d’obtenir sur le plan P la méme amplitude du
A champ que sur la calotte sphérique A.

% La notion de point principal d’un systéme centré, comme celle de foyer, déja utilisée,
est suffisamment connue pour que nous 'employions dés a présent sans la définir au
préalable. Nous introduirons toutefois logiquement ces notions au paragraphe 4.5.
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4.3 Transfert général a travers un systéme centré

4.3.1 Décomposition du transfert en une imagerie et un phénoméne
de diffraction—propagation

Aprés 'examen du transfert du champ par imagerie, se pose le probléme
plus général du transfert du champ d’un émetteur A (rayon R4), situé dans
Pespace objet d’un systéme centré (indice n), vers un récepteur quelconque B’
de l'espace image (indice n’). La question se résoud en faisant intervenir la
sphére A, image cohérente de A & travers le systéme (fig. 4.10). Le transfert
de A vers B’ est la composition du transfert par imagerie cohérente de A a A’
et du transfert par diffraction de A’ a B’ Si g, est le grandissement transversal
dans 'imagerie de A (grandissement aux sommets), le premier de ces deux
transferts se traduit par

Un(r') = iaUA (;"—:) . (4.38)

Si D’ est la distance du sommet de A’ au sommet de B’, si R4 est le rayon de
courbure de A’ et Rp: celui de B, alors

i i 1 1 2 2im
UB/(S/) = D exp {—y (RB/ + ﬁ) s’ } / exp {)\’D/ /.r/}

irm (1 1
X exp |: )\/ (ﬁ — RA/>T/2:| Ua (1"/) d’r‘/’ (439)

ot X est la longueur d’onde dans l'espace image (nA = n’X). Le transfert de
A a B’ sécrit enfin

N ir (1 1N o] f 2imr ,
Up/ (s') = NDg. exp{ v (RB' + D’) s } /R2exp {)\’D’ s'er

ir /1 1 7’
[ (A (D)

Un autre point de vue est envisageable : il fait intervenir la sphére 3, I’anté-
cédente de B’ a travers le systéme centré (ce qui signifie que B’ est I'image de B,

DD

tion
F1G. 4.10. Une premiére facon de décrire le transfert du champ de A & B’ & travers
le systéme centré S. Ce transfert résulte de la composition d’une imagerie cohérente
de A a A’ et d’un phénoméne de diffraction en milieu homogene de A" & B’ (pris dans
cet ordre).
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fig. 4.11). Le transfert de A & B’ est la composition du transfert par diffraction
de A a B et de celui, par imagerie cohérente, de B & B’. Si Rp est le rayon de
courbure de la calotte B et si D est la distance du sommet de A au sommet de
B, alors

Un(s) = 2 i7rl+12/ 2
B =3p "X \r; "D)° FPIXDT

Ua(r)dr. (4.41)

Si g est le grandissement transversal pour I'imagerie de B, on obtient finale-
ment

1 7
Up(s') = —Ug (8_>
9 9o

_ | (L 1Y

~ ADgy PVUN\E; D 95
i 1 1

X exp {—E <———) TQ} Ua(r)dr. (4.42)

Les relations (4.40) et (4.42) sont bien sur équivalentes. La preuve est pro-
posée en exercice (exercice 4.15).

80—

ction Imagerle
Fia. 4.11. Une deuxiéme facon de décrire le méme transfert que celui de la figure
4.10. On compose un phénoméne de diffraction de .4 & B avec une imagerie cohérente
de B a B.

4.3.2 Mise en ceuvre pratique

L’expérience acquise lors de ’enseignement de l'imagerie cohérente nous
conduit & préciser les choses suivantes, pourtant élémentaires, et & insister sur
la généralité des résultats obtenus aux paragraphes précédents (imagerie co-
hérente et transfert général). Les éléments d’optique géométrique que nous
utilisons sont suffisamment connus [156] pour étre cités sans démonstration (le
paragraphe 4.5 comporte la démonstration des formules de conjugaison).

La force du théoréme d’imagerie cohérente est d’étre applicable a tout sys-
téme centré, quels que soient les éléments qui le composent. Or tout systéme
centré est soit afocal, soit un systéme a foyers (ce résultat bien connu est dé-
montré au paragraphe 4.5.2).
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Tout systéme & foyers se raméne au schéma canonique 7 de la figure 4.12 ot
F est le foyer objet, F' le foyer image, H le point principal objet (sur 1’axe)
et H' le point principal image® [77,156]. La figure montre comment construire
Iimage (paraxiale) d’un objet AB, et en particulier comment déterminer la
position de I'image A’ & partir de celle de 1’objet A. Pour le calcul, on utilise
par exemple la formule de conjugaison de Newton

FA.-F'A =ff, (4.43)

ol f est la distance focale objet (f = HF) et f’ la distance focale image
(' = HF).

FiGg. 4.12. Schéma canonique d’un
systéme centré & foyers et construc-
tion de principe d’une image.

Si le systéme est afocal, il se réduit en général ® & la succession deux systémes
a foyers (objectif et oculaire par exemple), le foyer image du premier systéme
étant confondu avec le foyer objet du second. Nous considérons encore une telle
décomposition comme canonique.

Dans ces conditions, la recherche de I'image cohérente d’un émetteur A, de
sommet A et centre C, est immédiate si on dispose du schéma canonique du
systéme (et sait comment situer ’émetteur par rapport au systéme). Il n’y a que
deux conjugaisons a calculer : celle du sommet A et celle du centre de courbure
C, que le systéme soit un dioptre, une lentille simple ou un objectif zoom
comportant une quinzaine de lentilles réparties en divers groupes! L’optique
cohérente métaxiale utilise les résultats de 'optique géométrique paraxiale.

En présence d’un systéme complexe (composé), la méthode préconisée
consiste d’abord & réduire le systéme & ses éléments canoniques. Rappelons
la formule de Gullstrand 1° [156]

D=D, +Dy— %Dlpg, (4.44)

" Dessiné, par convention, pour un systéme convergent. La position des foyers est
inversée si le systéme est divergent. De méme, il arrive que la position des points
principaux soit inversée. Cela ne change rien au principe de construction d'une
image, tel qu’il ressort de la figure 4.12.

8 11 existe d’autres points cardinaux : points nodaux, anti-principaux, anti-nodaux.
Sauf cas particulier, ils ont moins d’intérét pour nous.

9 Une lame & faces paralléles n’entre pas dans ce schéma. On la traite pour ce qu’elle
est : la succession de deux dioptres plans. Un systéme de transport d’image est une
succession de systémes afocaux qu’on traite comme telle.

10" Allvar Gullstrand, prix Nobel de physiologie et médecine en 1911 pour ses travaux
d’optique physiologique.
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qui donne la vergence!' D d’un systéme centré composé d’un premier systéme
de vergence D; et d’'un deuxiéme de vergence Dy, N étant l'indice de réfrac-
tion du milieu qui sépare les deux systémes et e « l'interstice », c’est-a-dire la
distance (mesure algébrique) du point principal image du premier systéme au
point principal objet du second.

Cette formule s’applique plusieurs fois de suite pour réduire un systéme
composé par exemple de plusieurs lentilles. Exécuté « a la main », le procédé
est fastidieux, sauf pour un nombre réduit de composants (deux ou trois élé-
ments). Il existe des méthodes matricielles équivalentes pour traiter la question
de fagon systématique; leur emploi est encore fastidieux (au-deld de deux ou
trois éléments). Il existe surtout des programmes informatiques permettant
d’effectuer ces opérations.

Une fois les éléments cardinaux du systéme connus, et la sphére objet située
par rapport & eux (position du sommet A, position du centre C), on calcule la
position des images A’ et C’, dont on déduit la sphére image, puis le grandis-
sement transversal entre A et A’ (grandissement aux sommets). Une méthode
alternative consiste a calculer les images successives de A et C & travers les
différents éléments qui composent le systéme, avec ’avantage que cette facon
de faire s’applique a un systéme afocal (par exemple & un systéme de transport
d’image). La encore les moyens informatiques aident beaucoup. La sphére image
connue, la relation (4.30) donne enfin le transfert de ’amplitude du champ de
I'objet & son image. La question de I'imagerie cohérente d’un émetteur a tra-
vers un systéme complexe est alors résolue. On voudra bien remarquer qu’il est
inutile de calculer le transfert du champ & travers chaque élément du systéme.

La méthode se transpose au transfert général étudié au paragraphe 4.3.1.
En résumé, le calcul du transfert du champ par diffraction & travers un systéme
centré composé de plusieurs éléments, comporte les étapes suivantes :

1° Réduction du systéme centré & son schéma canonique, selon les méthodes
de 'optique géométrique paraxiale;

2° Calcul de la position de I'image paraxiale du sommet de I’émetteur et
de celle de I'image de son centre de courbure. Calcul du grandissement
transversal de la conjugaison aux sommets ;

3° Application du théoréme 2 pour obtenir I'image cohérente de I’émetteur ;

4° Expression de la diffraction—propagation de I'image cohérente de I’émetteur
au récepteur.

On peut inverser 'ordre des opérations, conformément & I’étude du para-
graphe 4.3.1, et chercher 'antécédent du récepteur a travers le systéme (évi-
demment ce n’est plus la méme imagerie, ni la méme diffraction, qu’il faut
prendre en compte). Il est inutile (et souvent fastidieux, voire impraticable),
nous 'avons déja dit, d’examiner le transfert du champ par diffraction & travers
chacun des éléments qui composent le systéme.

Des exemples sont donnés au chapitre 13.

" La vergence est D = n'/f = —n/f, ott n est U'indice de I’espace objet et n’ celui
de I’espace image. La vergence se mesure en dioptries : 18 = 1m™!. La vergence
d’un systéme afocal est nulle.
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4.4 Conclusion : image paraxiale, image métaxiale

L’optique métaxiale joue vis-a-vis de 'optique cohérente le role que joue
I'optique paraxiale pour 1'optique incohérente et, comme elle, fournit un cadre
pour 'analyse de la formation d’une image par un systéme centré.

Tant qu’on travaille avec ’éclairement, comme en optique incohérente, la
courbure des objets et des images n’importe pas'? : il est suffisant d’utiliser
des objets plans et de développer une approximation du premier ordre par
rapport aux parameétres d’ouverture et aux dimensions transversales des objets.
Les rayons lumineux considérés restent voisins de ’axe optique, d’ou le terme
d’approximation paraxiale.

L’optique métaxiale et 'optique paraxiale permettent de déterminer la po-
sition de I'image quand on connait celle de I'objet : le sommet de 'image mé-
taxiale (cohérente) est bien 1a ou le prévoit 'optique paraxiale (incohérente).
Toutefois, la conservation de la phase entre I'objet et son image, exigée par
I'imagerie cohérente, impose une condition supplémentaire sur la courbure de
lobjet et sur celle de I'image (ou de fagon équivalente sur la position de leur
centre de courbure) ; pour traduire cela il faut avoir recours & une approxima-
tion du deuxiéme ordre, une approximation métaxiale.

La situation est résumée par la figure 4.13.

Optique incohérente Optique cohérente

¢ P - *

Optique géométrique
paraxiale
(1°* ordre)

Optique métaxiale
(2° ordre)

Aberrations
(3° ordre)

Fic. 4.13. L’optique métaxiale joue pour l'optique cohérente le role que tient 'op-
tique géométrique paraxiale vis-a-vis de 'optique incohérente. La prise en compte
des aberrations fait intervenir des termes d’ordres supérieurs dans les approximations
(nous avons indiqué ici symboliquement le 3° ordre; en termes d’écart aberrant, il
s’agit du 4° ordre comme il est précisé dans U'introduction de ce livre). La fleche en
pointillés qui relie I'optique cohérente & I'optique paraxiale correspond a 'optique de
Fourier classique, laquelle reste dans un schéma d’imagerie plan & plan, malgré la
prise en compte de termes de phase quadratique (du deuxiéme ordre).

La condition supplémentaire que nous venons de mentionner — conjugaison
des centres de courbure — est une condition géométrique. Une analyse plus

12 A moins de s’intéresser aux aberrations, mais cela suppose, des développements
limités menés a lordre 4 (en termes d’écart normal aberrant), au-dela de Uap-
proximation métaxiale.
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profonde montre que la véritable image physique fait intervenir la diffraction
d’une autre fagon encore, essentiellement par l'intermédiaire de la pupille de
I'instrument : autrement dit, il faut tenir compte de 'ouverture limitée des
systémes optiques, et cela fera I'objet du chapitre 8.

4.5 Complément : formules de conjugaison et points
cardinaux d’un systéme centré

Conformément 4 la remarque 4.1.2 p. 71, les formules de conjugaison des
systémes centrés sont des conséquences de la théorie de la diffraction, puisque
c’est le cas pour un dioptre (ou un miroir) et quun systéme centré est une
succession de dioptres (ou de miroirs). Il est, cependant instructif de déduire di-
rectement les formules de conjugaison des systémes centrés des lois de I'imagerie
cohérente, et non des formules du dioptre : c’est 'objet de ce paragraphe.

4.5.1 Un autre point de vue sur le dioptre

Soit de nouveau la situation de principe de la figure 4.2, ot un dioptre D,
séparant deux milieux isotropes et homogénes d’indices n et n’, forme I'image
A’ (rayon R4-) d’un émetteur sphérique A (rayon R4) tangent au dioptre en
son sommet.

Meéme s’ils ne sont pas dans les mémes espaces optiques, on peut chercher a
relier les champs sur A et A’ Si ces deux calottes sphériques étaient seules, et
parce qu’elles sont tangentes, on passerait de ’amplitude du champ sur 'une
au champ sur 'autre par une transparence de courbure. Toutefois, & cause de
la présence du dioptre, Pamplitude du champ sur A’ est égale a celle du champ
sur A, précisément parce que les deux sphéres sont conjuguées. Le dioptre
compense en quelque sorte la transparence de courbure qui existe « géométri-
quement » entre A et A’ : il se représente mathématiquement par la fonction
de transmission (\g est la longueur d’onde dans le vide)

im (o n
TA(T‘) = exp |:)\—0 (RA/ — R—A) 7“2:| ) (445)

et graphiquement comme l'indique la figure 4.14, sous la forme d’une transpa-
rence, notée 7p.

Fi1G. 4.14. Représentation d’un dioptre par
une transparence plane 7p dont la fonction de
Tp transmission est donnée par la relation (4.45).
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Le procédé se généralise & une sphére quelconque B (sommet S et rayon
Rp) et a son image cohérente B’ (sommet S’, rayon Rp/) & travers le dioptre
(fig. 4.15). La propagation du champ de B & B’ est vue comme une « boite
noire », notée 7p, dont 'effet est celui du dioptre. Pour trouver la fonction de
transmission associée, décomposons le transfert du champ de B a B’ de la fagon
suivante (fig. 4.15) :

1° Transparence de courbure pour passer de Ug(r) & Ur_(r) (amplitude sur
le plan d’entrée de Tp);

2° Changement de variable entre 'entrée et la sortie de la boite noire pour
tenir compte du grandissement : Uf._ (v') = (1/gs) Ur—(r'/gs);

3° Multiplication par Tg(r’) (effet du dioptre, & définir) : Pamplitude a la
sortie de la boite noire est Urs(r') = Tg(r') UL (v');

4° Transparence de courbure pour passer de Ury (r') & Up: ().

Comme le champ sur B’ est identique au champ sur B, au grandissement g,
preés, il doit y avoir compensation des courbures, et le résultat des opérations
précédentes doit étre I'identité, ou plus précisément, compte tenu de ’homo-
thétie entre objet et image

U () = - U (2. (4.46)

Il en résulte que la fonction de transmission de la boite noire associée & 'ima-
gerie de B et B’ est 13

Tr(r') = exp FW ( ul " )r’ﬂ . (4.47)

Rp  g2Rp

Ao

Fic. 4.15. Représentation d’'un
dioptre par une boite noire 7p (une
transparence) dont la fonction de
transmission est donnée par la rela-
tion (4.47).

Ce qui est remarquable, ¢’est que les deux fonctions T4 et T des relations
(4.45) et (4.47) sont identiques. Autrement dit, la représentation du dioptre
que nous venons de fournir est indépendante de la paire de sphéres conjuguées
choisie pour la définir : la transparence associée au dioptre est intrinséque.
Nous n’allons pas démontrer ce résultat pour un dioptre, mais d’emblée pour
un systéme centré quelconque ; c’est I’objet du paragraphe suivant.

13 Le résultat est exprimé avec la variable de Pespace image 7. Il s’exprime aussi en
fonction de r, variable de I’espace objet, voir la relation (4.69).
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4.5.2 Systémes a foyers et systémes afocaux

Soit un systéme centré S supposé stigmatique (stigmatisme approché) :
limage géomeétrique '* d’un point est un point. De facon équivalente, le systéme
S transforme une onde sphérique issue du point objet en une onde sphérique
convergeant vers le point image.

L’indice de réfraction de I'espace objet est n et celui de 'espace image est
n'. La longueur d’onde d’étude est A¢ (dans le vide).

Soit un point lumineux C (supposé étre sur I'axe du systéme centré) et soit
C’ son image a travers S. Soit A une sphére centrée en C, de sommet S et de
rayon Ry = SC (fig. 4.16). Conformément au théoréme 2, 'image cohérente
de A est la sphére A’ de centre C' et de sommet S, I'image paraxiale de S (le
rayon de A’ est R4 = S’C"). Le grandissement transversal aux sommets est
gs et celui aux centres est g..

C S S '

/

F1G. 4.16. Le systéme centré S transforme une onde sphérique issue de C en une
onde sphérique convergeant en C’ (de fagon virtuelle ici).

Une onde sphérique issue de C produit un champ homogéne sur A. De
méme, un champ homogéne sur A’ correspond & une onde convergeant en C’
(sur la figure 4.16 cette convergence est virtuelle, puisque la lumiére se propage
de gauche a droite). Le systéme S transforme la courbure de 'onde incidente.
Pour avoir une expression explicite de I’effet du systéme centré, nous reprodui-
sons ’analyse faite pour le dioptre au paragraphe précédent : le systéme centré
est équivalent & une transparence qui opére entre A et A’ et dont la fonction
de transmission s’écrit

, ir (0 n P

T(r") = exp L\O (RA’ QSZRA) T } , (4.48)
au coefficient de transmission preés.

Deux cas sont & distinguer.

Systéme afocal : g. = g5. La loi du grandissement des rayons conduit &

n’ n

- -0,
Ry g#Ra

et le systéme S est dit afocal.

(4.49)

1 Par « géométrique » nous voulons dire que nous ne tenons pas compte de la dif-
fraction comme il sera fait au chapitre 8 (prise en compte de l'ouverture limitée
des systémes optiques).
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Proposition 4.5.1. Pour un systéme afocal, le grandissement transversal est
constant.

Preuve. Soit W un point quelconque de ’axe optique du systéme S et soit W’
son image paraxiale. Soit g, le grandissement transversal pour cette conju-
gaison. Soit ¢g le grandissement longitudinal entre SW et S’W’, c’est-a-dire,
suivant la loi du grandissement des rayons, tel que

AL 4.50
S n 9 (4.50)

Soit ¢’ le grandissement longitudinal entre CW et C'W'

g:

cw on/
- . 451
e (4.51)

De ’hypothése g. = g, il résulte g = ¢/, puis

W FC SW AW w (452)
ngsgc*@ - W+W *g*ngsguw .

Nécessairement : g, = g. = gs (car gs # 0). O

Remarque 4.5.1. Le résultat de la proposition 4.5.1 peut s’énoncer comme
suit : un systéme optique pour lequel il existe deux conjugaisons ayant le méme
grandissement transversal est un systéme afocal. <

Systéme a foyers : g. # gs. Cette fois

n’ n

—— —— 40, 4.53
o gSQRA# (4.53)

si bien qu’il est légitime de définir une distance f’, baptisée distance focale
image du systéme S, par

n' n' n

9sf'  Ra g Ra’

Le systéme S est un systéme a foyers'® et, conformément & la relation (4.48),
il se représente par

(4.54)

’ imn’
T(r') = exp |:)\O!]sflr } . (4.55)
Cette relation n’est intéressante que si f’ est indépendante des paires (C,C’) et
(S,5") qui ont servi & la définir, ce que nous montrerons ultérieurement. Nous
verrons également que la distance focale f’ définie ci-dessus est bien égale a
la distance focale image habituelle de 'optique géométrique paraxiale, et qu’il
existe effectivement des foyers, ce qui justifie le vocabulaire employé.

5 . . .
15 A ce stade de la théorie, il s’agit seulement d’une nomenclature. L’existence des
foyers sera prouvée par la suite.
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4.5.3 Systéme a foyers : formule de conjugaison avec origines en
deux points conjugués quelconques

Soit C' et S deux points objets quelconques (sur 'axe du systéme centré) et
soient C” et S’ leurs images paraxiales (la figure 4.16 illustre encore la situation).
Soit A la sphére centrée en C, de sommet S (de rayon R4 = SC). Son image
cohérente est la sphére A’ de centre C’, de sommet S’ (et de rayon R4 = S'C”).
Le grandissement aux sommets est g; et celui aux centres est g..

Les points choisis comme origines sont S et S”. Nous notons p = Ry = SC
et p' = Ry = S'C". La relation (4.54) s’écrit

n’ n n’

Yo " T (4.56)

La relation (4.56) est la relation de conjugaison avec origines en deux points
conjugués quelconques, S et S’ pour lesquels le grandissement transversal est
gs (voir le livre de Maréchal [156] p. 38). Toutefois, pour affirmer cela, il faut
établir que la distance f’ est indépendante de S et S’, ce qui va étre fait.

Commencons par établir deux relations utiles par la suite. Dans I'imagerie
de la sphére A, la loi du grandissement des rayons s’écrit,

! n/
P —3sGe , (4.57)
D n

et des relations (4.56) et (4.57) il résulte

11w

P — - (4.58)
On déduit de facon analogue
p/
9s — fJc = F . (459)

Les relations (4.58) et (4.59) serviront dans les calculs.

Proposition 4.5.2. La distance f' définie par la relation (4.54) est indépen-
dante des paires (C,C") et (S,5").

Preuve. Soient V' et W deux points de axe du systéme centré et soient V”/ et W’
leurs images paraxiales. Les grandissements transversaux de ces conjugaisons
sont g, et g,,. La distance f’ est définie par la relation (4.54) a Paide des paires
(C,C") et (S, 8"). Soient v = SV, v/ = SV, w = SW et w' = S'W’. Comme
S et S’ servent d’origines, les relations (4.58) et (4.59) appliquées a V et V’
s’écrivent

1 1 n'v v’

- = et gsfgv:F~

— 4.60
Gv gs nf’ ( )
Ces mémes relations appliquées & W et W' deviennent
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1 1 n'w w’
- = et, — = —. 461
Gw gs nf’ g = G I’ (4.61)

1l en résulte

1 1 n' v —w
———=—@W—-w) et gy—gy,= o

G Gw nf’

Soit B la sphére de centre V et sommet W : son rayon de courbure est
Rp = v — w. Soit B’ la sphére de centre V' et sommet W’ : son rayon de
courbure est Rpr = v’ — w’. Nous calculons

(4.62)

n' n n' n

RB/ a gw2RB - v — ' B (U 7’10)9102

n’ n

(gw—gv)f’n_f'(l 1)gw2

n' g_vig_w

o/ { 1 o }
' lgw—9v (9w — 9v)Gw

rL/

== 1.63

Gu ' (4.63)

La relation (4.63) est la relation (4.54) écrite pour les sphéres B et B, c’est-a-
dire pour les paires (V,V’) et (W, W'). O

La proposition 4.5.2 permet de conclure que dans la relation (4.56) les points
S et S’ n’interviennent finalement que comme origines, et que f’ est indépen-
dante du choix de ces deux points. La relation (4.56) est bien la relation de
conjugaison avec origines en deux points conjugués quelconques S et S’, comme
nous ’avons annoncé.

4.5.4 Systéme a foyers : formule de conjugaison avec origines aux
points principaux (Descartes)

Proposition 4.5.3. Soit S un systéme a foyers. Il existe deux points conjugués
H et H' pour lesquels le grandissement transversal est égal o 1. La paire (H, H')
est unique.

Preuve. Considérons une paire de points conjugués (S,S’) et conservons les
notations antérieures. Si g, = 1, nous choisissons H = S et H' = 5. S’
existait une autre paire de points conjugués (C,C") avec g. = 1, le systéme S
serait afocal, conformément au cas étudié pour établir la proposition 4.5.1 (voir
la remarque 4.5.1).

Si gs # 1, soient le point H et la mesure algébrique D tels que

— n 1
D= =—(1-=}F 4.64
S n’( gs) ’ (6)
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et soit H' l'image de H par S. Soit D' = S’H’ et soit g, le grandissement
transversal entre H et H'. La relation (4.58) s’écrit
1 1 n'D
— == (4.65)
9h  Gs nf
c’est-a-dire 1/gp = 1, ce qui prouve 'existence de la paire (H, H'). Son unicité
résulte de celle de D, définie par la relation (4.64). O

Définition 4.5.1. Les points H et H' de la proposition 4.5.3 sont les points
principauz'® de S.

Prenons les points principaux comme origines. Soient 4 et A’ deux points
conjugués et soient x = HA et ' = H'A’. La relation (4.56) appliquée aux
points H et H’, pour lesquels g; = gn, = 1, devient

~
~

n (4.66)

|
S

=|=

La relation (4.66) est la relation de conjugaison de Descartes. Les origines sont
les points principaux.

Le grandissement transversal g, entre A et A’ est déduit de la relation (4.58)
en faisant g, = ge, p=x, p' =2’ et gs = g, = 1; cela donne

1 nr n'z
g_a:1+n_f’:W’ (4.67)
soit encore
nx'
o = (4.68)

4.5.5 Foyers

Foyer image. Considérons les formules de Descartes, avec origines aux points
principaux, appliquées & deux points conjugués A et A’ (x = HAet 2’ = H'A7).
Si A est a linfini, son image est, par définition, le foyer (principal) image. Alors
x = +oo et la relation (4.66) donne ' = f’, soit encore f' = H'F'. La distance
focale image définie au paragraphe 4.5.2 est bien celle qui est habituellement
définie en optique géométrique paraxiale.

Foyer objet. Soient de nouveau deux paires de points conjugués (5,S’) et
(C,C"). Ce sont les sommets et les centres de deux calottes sphériques images
A (rayon R4) et A’ (rayon Ra/). Avec les coordonnées de 1’espace objet, le
systéme S se représente par

ir [ n n
T(T‘) = exp |:>\—0 (R—A,gg — R—A> 7"2:| . (469)

16 Ce sont les points principaux sur axe. Il existe des points principaux hors de 1’axe :
en optique paraxiale tout point d’un plan principal est un point principal.
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La relation (4.69) n’est rien d’autre que la relation (4.48) ou gsr remplace 7'
On définit la distance focale objet f (d’un systéme & foyers) par

/

0 - F9E (4.70)
Tl en résulte (avec p’ = Rar et p= Ra)
n' n n
gpon_n 4.71
ogp (4.71)
et
np’ np' np'
— S L 4.72
Gs gon'p 'S Ye T ( )
Ainsi
np’
g = 4.73
9e =95 = i (4.73)
Des relations (4.56) et (4.71), on déduit enfin
n_ n (4.74)
I’ [ '

La distance focale objet définie par la relation (4.70) est bien la distance focale
objet habituelle de 'optique géométrique paraxiale.

Si gs = 1, la relation (4.71) redonne la formule de conjugaison de Descartes
(origine aux points principaux) sous la forme

(4.75)

On désigne par F le foyer (principal) objet, tel que HF = f. L’image de F' a
travers le systéme est & U'infini : si x = f, alors la formule de Descartes montre
que z’ est infini.

Remarque 4.5.2 (Formule de conjugaison de Newton). Pour la paire
de points conjugués (A, A"), si ¢ = FA et ¢ = F'A’, la formule de conjugaison
de Newton s’écrit

aq' = 11" (4.76)

Elle se déduit par exemple de la formule de Descartes. La formule de Newton a
pour origines deux points (les foyers) qui ne sont pas conjugués I'un de l'autre.
Elle prend pour cela une forme différente de celle des relations de conjugaison
étudiées dans tout ce paragraphe.
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4.5.6 Lentille mince

Soit une lentille mince dont les faces (sphériques) admettent R; et Ro
comme rayons de courbure. L’indice du verre qui la compose est n, et la lentille
est placée dans lair (indice pratiquement égal & 1). La distance focale image
de cette lentille est 17

F=0-1 (- 5). (477)

ce qui suppose qu’on a négligé 1’épaisseur de la lentille (lentille mince). Confor-
mément & la relation (4.55), cette lentille se représente par (le coefficient de
transmission de la lentille est omis)

T(r'") = exp {W (Ril — R%) r’Q} : (4.78)

Remarque 4.5.3. Il ne faut pas confondre une lentille simple avec une trans-
parence de courbure, méme si leur représentation mathématique est similaire.
Une transparence de courbure n’a pas d’effet sur une onde : elle représente la
relation qui lie les amplitudes des champs sur deux sphéres tangentes (pour une
méme onde). En revanche une lentille simple (plus généralement un systéme
centré) modifie ’'onde incidente et en change la courbure.

Remarque 4.5.4. Précisons comment utiliser éventuellement la fonction T,
définie par la relation (4.78), pour le calcul d’un champ. Dans le cas d’une
lentille simple, la fonction T s’applique & amplitude du champ sur le plan
de la lentille (supposée mince). Si U_ est amplitude du champ incident sur
le plan de la lentille, 'amplitude du champ émergent, considérée sur le méme
plan, s’écrit

() = T U () = exp | 3
La relation (4.79) n’est autre que la relation (4.55) écrite pour gs = 1, ce qui
se justifie puisque le plan de la lentille (mince) est son propre conjugué.

L’étude générale du paragraphe 4.5.2 montre que la relation (4.79) s’ap-
plique aux amplitudes des champs sur deux sphéres conjuguées quelconques, &
condition d’y introduire le grandissement de cette conjugaison (gs).

7'2} U_(r). (4.79)

Remarque 4.5.5. La figure 4.17 représente une lentille mince £, considérée
comme une transparence, qui conjugue A et A’. Elle est & rapprocher de la figure
4.14 qui représente un dioptre sphérique dans les mémes conditions. La lentille
est supposée étre dans des milieux extrémes d’indices de réfraction différents.
Si O est le centre de la lentille, nous notons ¢ = OC et ¢’ = OC’, ot C est le
centre de courbure de A et C’ celui de A’. Comme A’ est I'image cohérente de

7 Une lentille mince est constituée de deux dioptres : la relation (4.77) se déduit de
la formule de Gullstrand, relation (4.44), pour e = 0.
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A, il y a conjugaison des centres de courbure, et la lentille se représente par (le
coefficient de transmission est omis)

M i : i
rio = 122 - (5-5)+].

qui n’est autre que la relation (4.45) puisque ¢ = R4 et ¢ = Ras. L’expression
de la fonction T sous la forme de la relation (4.80) sera utile au chapitre 12
pour décrire les lentilles temporelles.

FiG. 4.17. Représentation d’une lentille mince
L comme une transparence.

4.6 Exercices

Exercice 4.1 (Dioptre plan).
1. Etablir la formule de conjugaison du dioptre plan.

2. Quelle est I'image (cohérente) d’'un émetteur sphérique A, de rayon de
courbure R 4, dont le sommet S est & la distance d et le centre & la distance
q du dioptre?

3. Quel est l'invariant de Gauss du dioptre plan ?

Exercice 4.2 (Miroir sphérique).
1. Etablir la condition de double conjugaison (sommet et centre) pour l'ima-

gerie cohérente & travers un miroir sphérique.

2. Ecrire la relation entre ’amplitude du champ sur I'image et celle sur I'objet
(émetteur) supposé sphérique.
3. Montrer qu’il existe un invariant de Gauss pour le miroir sphérique.

4. Montrer qu’il existe un invariant métaxial du miroir sphérique.

Exercice 4.3. Soit un miroir sphérique de rayon de courbure R. Montrer que
la sphére C qui passe par le centre du miroir et qui est centrée sur lui est sa
propre image cohérente a travers le miroir. Quel est le grandissement transversal
de cette conjugaison ?

Exercice 4.4. Montrer que seul un systéme afocal donne une image cohérente
plane d’un émetteur plan.
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Exercice 4.5. Soient D et D’ deux dioptres formant un systéme centré S (voir
la figure 4.8). Soit g; le grandissement transversal de la conjugaison par D d’un
émetteur A4 et de son image A;, et soit g2 le grandissement de la conjugaison
par D’ de A; et de son image A'.

Montrer que le grandissement transversal de la conjugaison par S de A et
A est g = g19o.

Exercice 4.6 (Formule de conjugaison de Newton. Loi de Bonnet).

1. Déduire la formule de conjugaison de Newton du dioptre sphérique de celle
de Descartes (voir la remarque 4.5.2).

2. Méme question pour un systéme centré.

3. Retrouver la loi du grandissement des rayons de Bonnet & partir de la
formule de conjugaison de Newton (pour un systéme centré).

Exercice 4.7 (Relation de Lagrange—Helmholtz et loi du grandisse-
ment des rayons de Bonnet). Soient un objet y et y’ son image (paraxiale)
a travers un systéme centré (fig. 4.18). Si g, est le grandissement angulaire
pour la conjugaison considérée (g, = o’/a), g, le grandissement transversal
(9y = ¥'/y) et si, pour maintenir une symétrie formelle, on écrit g, = n'/n, la

relation de Lagrange—Helmholtz (nya = n'y'a’) s’écrit gngyg9q. = 1.

1. Soit un émetteur sphérique A, de sommet S et centre de courbure C, et
soit A’ son image cohérente. Soit g, le grandissement angulaire aux som-
mets et g, le grandissement angulaire aux centres de courbure. Exprimer
le grandissement des rayons en fonction de g, et g,.

2. Déduire de la question précédente une expression de la relation de Lagrange—
Helmholtz faisant intervenir, outre les grandissements angulaires, des gran-
deurs longitudinales, c’est-a-dire, au lieu de y et 3’ (grandeurs tranversales),
les mesures algébriques AC et A’C’, A et C étant deux points de 'axe du
systéme dont les images paraxiales respectives sont A’ et C’ [68].

F1G. 4.18. Illustration de la relation de Lagrange-Helmholtz (exercice 4.7). Les deux
rayons représentés sont « images » I'un de I’autre.

Exercice 4.8. Retrouver la loi de double conjugaison du dioptre sphérique en
utilisant deux fois la relation (3.31), sans décomposer ’analyse en plusieurs cas
particuliers comme il est fait au paragraphe 4.1.
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Exercice 4.9. Montrer que 'amplitude du champ dans le plan focal d’un mi-
roir sphérique est sa propre transformée de Fourier.

Exercice 4.10 (Résonateur confocal). Un résonateur confocal est consti-
tué de deux miroirs sphériques qui se font face et qui ont leur foyer en commun.
Montrer que I’amplitude du champ dans le plan focal commun aux deux miroirs
est sa propre transformée de Fourier. En déduire que le champ résonnant est
invariant par transformation de Fourier.

Exercice 4.11 (Résonateur confocal symétrique). Soit un résonateur
confocal symétrique. Montrer que les amplitudes des champs sur les miroirs
s’échangent par transformation de Fourier optique.

Exercice 4.12 (Transformée de Fourier virtuelle). Soit une transparence
plane 7T placée dans le plan focal objet d’'un doublet divergent (qu’on pourra
représenter comme une lentille mince divergente). L’objet (virtuel) est éclairé
par une onde plane. Ou se forme la transformée de Fourier optique du champ
sur 77

Exercice 4.13. Soit le montage de la figure 4.19 ou £; est un objectif
convergent de distance focale image f{, assimilé & une lentille mince. L’objec-
tif Lo, assimilé lui aussi & une lentille mince, est divergent, de distance focale
image f4 = —f{. La lentille £, est située dans le plan focal image de £;.

Un objet plan A, placé a la distance —2f; de L4, est éclairé par une onde
plane monochromatique produite par une source lumineuse non représentée sur
la figure 4.19.

2
A R Iy
SN b S AR A _
F1G. 4.19. Montage d’observation de la trans-
A formée de Fourier de 'amplitude du champ sur
L1 L2 A.

1. Ou A, 'image cohérente de A a travers L1 et Lo, est-elle située ? (Donner
sa position et son rayon de courbure).

2. Ou la transformée de Fourier optique de I'amplitude du champ sur A’
s’observe-t-elle 7

Exercice 4.14. Retrouver la loi de double conjugaison du dioptre sphérique
en suivant la méthode fréquentielle du paragraphe 3.6.

Exercice 4.15. Montrer que les relations (4.40) et (4.42) sont équivalentes.



Chapitre 5
Figures de diffraction

Nous illustrons les résultats des chapitres précédents par le calcul de diverses
figures de diffraction classiques et proposons des montages expérimentaux pour
observer ces derniéres. L’étude du spectre des réseaux de diffraction et celle du
rayonnement des antennes en champ lointain relévent des mémes méthodes.
Ce chapitre exige une réelle pratique de la transformation de Fourier & deux
dimensions, puisqu’au fond, en diffraction de Fraunhofer, tout se raméne au
calcul de la transformée de I’amplitude du champ sur I’émetteur.

5.1 Obtention du spectre d’une amplitude lumineuse

5.1.1 Modulation spatiale de la lumiére

Il existe essentiellement trois facons de moduler une onde lumineuse : mo-
dulation d’amplitude (qui affecte bien siir I'intensité vibratoire), modulation de
phase et modulation anisotrope (portant sur la polarisation).

Si Ui(r) est amplitude incidente et Ug(r) 'amplitude transmise au point
r d’une transparence, le coefficient de transmission de la transparence en ce
point est ¢(r) tel que

Ui(r) = t(r) Ui(r), (5.1)

et t est la fonction de transmission. Ce qui suit se transpose a la réflexion
& condition de remplacer amplitude transmise par I’'amplitude réfléchie : la
fonction de transmission devient la fonction de réflexion.

La transparence engendre une modulation d’amplitude si ¢(r) est un nombre
réel tel que, pour tout r,

0<t(r)<1. (5.2)
La modulation est de phase si
t(r) = e~ 1¢(m) (5.3)

De fait, il arrive qu’une modulation soit mixte : le coefficient de transmission
VL4t
s’écrit

t(r) = a(r) e ¥ (5.4)
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ou 0 <a(r)<l.

Une émulsion photographique développée de maniére courante fournit un
exemple de modulation d’amplitude; une émulsion blanchie, un exemple de
modulation de phase, comme un réseau de diffraction gravé sur une lame de
verre.

La modulation est anisotrope si le coefficient de transmission ¢(r) dépend de
la polarisation de I’onde incidente, un aspect des ondes électromagnétiques que
nous ne prenons généralement pas en compte dans cet ouvrage, nous limitant
4 une théorie scalaire de la diffraction. L’approche de certains phénoménes liés
4 la polarisation est cependant concevable dans le cadre de la théorie scalaire
et c’est pour cela que nous mentionnons ce qui suit. A titre d’exemple, la dif-
fraction par des modulateurs & cristaux liquides s’explique, dans ses grandes
lignes, en appliquant la théorie scalaire & chacune des deux composantes or-
thogonales d’une méme onde polarisée, puis en les superposant aprés qu’elles
se sont propagées [137,192].

Parmi les modulations anisotropes, on distingue la modulation de biréfrin-
gence et la modulation de dichroisme : la biréfringence est une anisotropie de
la phase ¢(r) et le dichroisme une anisotropie de 'amplitude du coeflicient
de transmission. Pour les classer, prenons ’exemple d’un milieu biréfringent,
caractérisé par deux vibrations propres, orthogonales, et par le déphasage qui
se crée entre elles au cours de la propagation dans le milieu. Ces deux vibra-
tions sont en général polarisées elliptiquement. L’une est la vibration lente,
lautre la vibration rapide. Il résulte de cette présentation qu’on peut imagi-
ner d’abord moduler le déphasage engendré par le milieu, les vibrations propres
restant inchangées. C’est ce que nous appelons une modulation de biréfringence
par modulation du déphasage. On considére ensuite que le déphasage est fixe
et que ce sont les directions des vibrations propres qui sont modulées. Cela
conduit & la notion de modulation de biréfringence par modulation d’axe . On
congoit enfin une modulation de biréfringence mixte : on module & la fois le
déphasage et la direction des vibrations propres. Cette analyse est transposable
aux milieux dichroiques.

Certains cristaux liquides donnent lieu & une modulation d’axe (pour une
direction de propagation appropriée). Le niobate de lithium (LiNb Og3) est le
siége (sous champ électrique appliqué variable) d’une modulation de biréfrin-
gence par modulation de la phase [167,248], et des cristaux photoréfringents
comme le BSO (Bij2 SiOg) permettent une modulation mixte [8,180]. Des mi-
lieux qui sont le siége d’effets magnéto-optiques ont des propriétés comparables
formellement [94,222].

Toutes les modulations mentionnées se traduisent en général par une modu-
lation d’amplitude sur la sphére de Fourier comme le montreront les exemples

! Une telle dénomination vient de la représentation de la lumiére polarisée au moyen
de la sphére de Poincaré [201]. Les deux vibrations propres d’un milieu biréfringent
(normées & 1) se représentent par deux points diamétralement opposés sur la sphére
qui, pour cette raison, définissent un axe. Une modulation de la direction des
vibrations propres se traduit par une modulation de ’axe associé sur la sphére de
Poincaré.
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des prochains paragraphes. Dans le cadre de 'optique de Fourier (théorie sca-
laire), une modulation d’amplitude comme une modulation de déphasage pro-
duisent seulement une modulation d’amplitude, de phase ou mixte sur la sphére
de Fourier, mais pas de modulation de polarisation. En revanche une modu-
lation de biréfringence peut donner lieu & une modulation de polarisation, de
phase ou d’amplitude, suivant le cas.

Enfin, les modulations précédentes, décrites comme des modulations spa-
tiales, ont leurs équivalents temporels 2

Le paragraphe 15.4 fournit des détails techniques sur des matériaux qui
permettent de moduler la lumiére : émulsions photographiques, cristaux pho-
toréfringents, cristaux liquides.

5.1.2 Montages pratiques

Optiquement, on réalise une transformation de Fourier & ’aide d’un phé-
nomeéne de diffraction de Fraunhofer, c’est-a-dire quand on passe du champ
sur une calotte sphérique au champ sur la sphére de Fourier de cette derniére
(Théoréme 1, p. 48, fig. 3.3 p. 46). Si D est la distance de la calotte sphérique A
a sa spheére de Fourier F (D est aussi le rayon de courbure de A), les amplitudes
des champs sur ces deux calottes sont liées par la relation

i~ s

UF(S) = D Ua ()\D) . (5.5)

On obtient une transformation de Fourier optique dans d’autres circons-
tances qui sont des adaptations du cas précédent. On cherche en particulier
des situations qui permettent d’observer la transformée de Fourier sur un plan.
Des objectifs « aplanissent » les deux calottes sphériques confocales A et F,
comme il a été vu au paragraphe 4.2.4. La figure 5.1 montre comment obtenir
sur un plan (P) le spectre® de I'amplitude du champ, elle-méme affichée sur
un plan (7). Si les deux objectifs (représentés sur la figure 5.1 comme deux
lentilles minces pour simplifier) ont la méme distance focale f’, on obtient la
transformée de Fourier aprés un trajet long de f’. La source lumineuse n’est pas
représentée sur la figure ; on suppose qu’il s’agit d’une source monochromatique
collimatée (longueur d’onde ).

Si ¢ est la fonction de transmission de la transparence 7 (fig. 5.1), 'ampli-
tude du champ sur A est Ua(r) = Upt(r) (Up est une constante dimension-
nelle), et "amplitude du champ sur le plan P est égale & "amplitude du champ
sur la sphére de Fourier F. Cela s’écrit

2 Une modulation temporelle est susceptible de modifier la fréquence du rayonne-
ment.

3 L’emploi de ce mot meériterait des précisions. Il peut désigner 'amplitude du champ
diffracté ou ’éclairement associé, ou méme simplement la transformée de Fourier
d’une amplitude. Malgré cette confusion, il ne devrait pas y avoir d’ambiguité :
la démarche suivie consiste & calculer 'amplitude du champ diffracté — & ’aide de
la transformation de Fourier —, puis son module au carré (intensité vibratoire qui
détermine 1'éclairement).
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7 . N F1G. 5.1. Montage de transformation de Fourier optique
Lo ! plan & plan. L’amplitude complexe du champ dans le plan
e | . P est la transformée de Fourier optique de 'amplitude
AN du champ dans le plan 7. De fait, la calotte sphérique F
\\ > ,/ est la sphére Fourier de A. L’amplitude du champ sur A
P . A \\\// P est égale & I'amplitude du champ sur 7, et 'amplitude

du champ sur P est égale a 'amplitude du champ sur F.

Up(s) = Un(s) = %?(%) . (5.6)

La figure 5.2 présente un montage complet qui inclut la source (ponctuelle).
Le premier objectif (de focale f’) forme une image de la source sur le second
objectif (de focale 2f'). La transformée de Fourier s’obtient aprés un trajet?
de 2f”, et la relation (5.6) est a remplacer par

Up(s) = Up(s) = %?(%ﬂ) . (5.7)

L’exercice 5.1 propose une variante du montage de la figure 5.2 qui permet
de faire varier les dimensions du spectre.

T P

Fia. 5.2. Un montage comparable & celui de la figure 5.1, mais avec la source ponc-
tuelle S & distance finie.

Remarque 5.1.1. Plus précisément, sur la figure 5.2, la transparence 7 doit
étre située dans le plan principal objet du premier objectif, et la sphére A est
tangente au plan principal image. L’image de la source ponctuelle S est S’, qui
se confond avec le point principal objet du second objectif. La sphére F est
tangente au plan principal objet du second objectif et le plan P se confond
avec le plan principal image. <&

4 La longueur du parcours donne le temps de formation de la transformée de Fourier
de amplitude du champ. Cela présente un intérét en traitement du signal optique,
théme abordé au chapitre 16. Par exemple, le montage de la figure 5.2 constitue un
processeur optique de calcul de transformées de Fourier. Si la focale de I'objectif
est de 3 cm, le temps de calcul est de 0,2 ns, le temps que met la lumiére pour
parcourir 2f' = 6 cm.
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Une autre fagon de procéder consiste & se souvenir que la sphére de Fourier
F d’un émetteur plan A est a U'infini, et que pour la ramener & distance finie il
est classique en optique d’utiliser un objectif. Cet objectif doit étre convergent
si on souhaite obtenir une image réelle de I'infini. Ainsi, sur la figure 5.3, la
sphére 7’ est 'image de F, laquelle est a U'infini (pour cela non représentée!)
mais centrée sur A. Les propriétés de I'imagerie cohérente (voir le chapitre 4, en
particulier le théoréme 2) montrent que F’ est la sphére qui passe par le foyer
image F’ de 'objectif et qui est centrée sur A, 'image du centre de courbure
de F, lequel est le point A, sommet de A.

Fic. 5.3. La transformée de Fourier optique de I’amplitude du champ dans le plan
A se trouve sur la calotte sphérique F. Si A est le sommet de A, la sphére F' est
centrée en A’, 'image paraxiale de A.

Pour que F’ soit plane, il faut faire en sorte que A soit placé au foyer objet
F de I'objectif, afin que A’ soit & I'infini, comme le montre la figure 5.4. Nous
venons de retrouver un montage trés connu qui permet, lui aussi, d’obtenir une
transformation de Fourier entre deux plans [97]. Si f’ est la distance focale
image de l'objectif, la transformée de Fourier s’obtient aprés un parcours de
2f" et®

i~ s
Upi(8) = — Ual — | - 5.8
F(8) NG A(Af,> (5.8)
La relation (5.8) est la relation (5.5) dans laquelle la distance de diffraction
D est remplacée par la distance focale image de I'objectif. Pour justifier cela,
imaginons que I’amplitude du champ dans le plan focal objet soit 'amplitude

| =
A
A
el

~L o FiGc. 5.4. L’amplitude du champ dans le plan
, F' est la transformée de Fourier de 'amplitude
A F dans le plan A.

5 Si ¢t est la fonction de transmission de A, on a Ua(r) = Uot(r), ot Up est une
constante.
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associée & une fréquence spatiale pure (voir le paragraphe 2.1.4). L’onde plane
associée se propage dans la direction angulaire @ = AF, et cette onde est
focalisée par 'objectif dans son plan focal, exactement au point s = f'AF.
L’amplitude du champ au point s est la valeur de la transformée de Fourier de
Uy pour la fréquence spatiale F' = s/\f’, ce qu’exprime la relation (5.8). Le
facteur i/Af’ se justifie en remarquant que l’objectif focalise une onde plane
dans son plan focal image. Cela revient a faire converger une onde 4 la distance
D = f’. (Une démonstration est proposée a l’exercice 5.2.)

Remarque 5.1.2. La relation (5.8) reste valable si ' est une calotte sphé-
rique (sphére de Fourier de 'image de .A) comme sur la figure 5.3 (voir 'exercice
5.2).

Remarque 5.1.3 (Explication intuitive de la formation d’un spectre).
Le raisonnement précédent fournit une explication intuitive & la formation du
spectre du champ sur I’émetteur A dans le plan focal image de I’objectif, comme
Iillustre la figure 5.5. Si ’amplitude du champ sur A est celle qui est associée &
la fréquence pure F'y, 'onde qui émerge de A est une onde plane que 'objectif
focalise au point s = Af’Fo du plan focal image. A une fréquence spatiale
correspond ainsi un point du plan focal image. Ce dernier est bien une repré-
sentation point & point du plan des fréquences spatiales. De plus, 'amplitude
du champ au point de focalisation est proportionnelle & 'amplitude de ’onde
plane, c’est-a-dire & ’amplitude du spectre angulaire pour la fréquence spatiale
considérée.

Fic. 5.5. Si 'amplitude du champ dans le
plan A est celle associée a la fréquence spa-
tiale Fo, 'onde plane qui émerge de A est
focalisée par l'objectif au point s = AFo de
son plan focal image.

Remarque 5.1.4. Insistons sur le fait que dans le montage de la figure 5.4 ce
n’est pas l'objectif qui produit la transformée de Fourier du champ sur A : ¢’est
la seule propagation de 'onde lumineuse. Toutefois, comme A est un émetteur
plan, sa sphére de Fourier est & U'infini et le role de 'objectif est de ramener &
distance finie ce qui serait observable a l'infini.

La figure 5.5 illustre cela : il suffit d’imaginer A éclairé par une onde plane se
propageant dans la direction de ’axe de I’objectif et la fonction de transmission
de A de la forme t(r) = exp[—2in Fy-r|. L’onde diffractée est une onde plane
émergeant de A; elle est ensuite — et ensuite seulement — focalisée au point
s = Af'Fy. Le phénomeéne de diffraction, qui est la réalisation physique de
Panalyse spectrale du champ sur A, a bien lieu sur A. (La figure 5.38, exercice
5.1, est encore plus explicite, dans la mesure ou il n’y a aucun objectif entre
Pécran diffractant 7 et le plan d’observation P.) &
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Afin de faciliter les calculs explicites des figures de diffraction, nous syn-
thétisons ce qui précéde dans la proposition suivante, qui reprend un résultat
mentionné p. 48.

Proposition 5.1.1 (Transformation de Fourier « optique ». Observa-
tion a distance finie). Le calcul de amplitude du champ sur la sphére de
Fourier d'un émetteur A s’effectue en trois étapes :

1° Calcul de la transformée de Fourier de l'amplitude du champ sur A : on
obtient Uao(F) (F est une fréquence spatiale) ;

2° Passage auz variables réduites : on remplace F par s/\D, ou s est la
variable spatiale sur la sphére de Fourier, D la « distance de diffraction » et
A la longueur d’onde du rayonnement ;

3° Multiplication par le facteur i/AD, qui représente l'atténuation de l'onde et
la quadrature entre londe directe et Uonde diffractée.

Suivant le montage, la distance de diffraction D est égale au rayon de ’émet-
teur A (figures 5.1 et 5.2) ou bien d la distance focale image de objectif qui
sert & ramener o distance finie la sphere de Fourier (figures 5.3 et 5.4). Le
résultat du calcul correspond, suivant le cas, & la relation (5.5) ou (5.8).

Remarque 5.1.5 (Considération technique). Sur tous les schémas de ce
chapitre, et souvent sur ceux de ’ensemble du livre, les objectifs sont repré-
sentés symboliquement comme des lentilles simples minces. Cela facilite les
dessins. Mais en aucun cas il ne faudrait utiliser des lentilles simples pour réa-
liser, dans de bonnes conditions, les expériences décrites ici, car ces lentilles
ont des aberrations rédhibitoires. Les figures de diffraction étant obtenues en
lumiére quasi monochromatique, pour des faisceaux lumineux se propageant
dans ’axe des systémes optiques, la principale aberration & prendre en compte
est I’aberration sphérique. Celle d’une lentille simple, aussi mince soit-elle, est
importante. L’emploi d’un doublet améliore considérablement les choses, et se
révéle suffisant pour 'observation de figures de diffraction de qualité, si son ou-
verture est modeste & Or un doublet, ¢’est déja un objectif! C’est pourquoi nous
avons pris soin d’employer systématiquement le mot « objectif » : il inclut les
doublets, mais aussi des systémes plus complexes et de meilleure qualité — un
objectif de microscope par exemple —, qui satisfont, en pratique, les conditions
du stigmatisme approché et de 'aplanétisme.

5.1.3 Observation sur un écran

On observe les figures de diffraction sur un écran £ tangent & la sphére
de Fourier 7’ de 'ouverture diffractante en son sommet. La plupart du temps
Iécran est plan et ’éclairement y est le méme que sur la sphére de Fourier,
puisque le champ sur ’écran différe de celui sur la sphére d’un terme de phase

5 L’ouverture doit cependant étre suffisante pour laisser passer les fréquences spa-
tiales de 'objet diffractant (voir le chapitre 8).
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quadratique. Le rayon moyen du faisceau incident étant, en général, normal &
I’écran, ’éclairement détecté est
gone

In(s) = == Um(s)I, (5.9)

o 1/eggnc est Vimpédance du milieu (paragraphe 1.3; relation (1.5) p. 18).

Par la suite, conformément & ce qui est dit au paragraphe 1.3, nous réduirons
souvent 1’éclairement sur la sphére de Fourier, ou sur un écran qui lui est
tangent, a I'intensité vibratoire |Ug:(s)|>.

5.2 Exemples de diffraction par une ouverture

Les exemples qui suivent se rapportent le plus souvent au montage de la
figure 5.4 et a la relation (5.8). Le plan focal de I'objectif est le plan de Fou-
rier, désigné par F’. L’onde incidente est une onde plane monochromatique de
longueur d’onde A et d’amplitude égale & Uy (qui a la dimension d’un champ
électrique et se mesure en V/m. En théorie, on choisit Uy = 1 V/m). L’incidence
est normale.

De facon tout a fait équivalente nous considérons aussi le montage de la
figure 5.1 et la relation (5.6). L’amplitude incidente sur 'ouverture diffractante
T est Uy. L’amplitude du champ immédiatement aprés 7 est aussi celle sur
la sphére A : elle est égale & Ugt, ol t est la fonction de transmission de 7.
La sphére de Fourier de A est F et c’est le champ sur cette sphére qu’on veut
calculer. Le champ sur P est égal a celui sur F, et ’éclairement est le méme
sur ces deux surfaces.

Pour harmoniser la description des deux configurations expérimentales nous
dirons souvent sphére de Fourier plutét que plan de Fourier et nous noterons
F' cette sphére, conformément a la relation (5.8).

5.2.1 Fente illimitée

L’objet A est une fente illimitée de largeur ¢ (fig. 5.6), décrite par la fonction
de transmission ¢(x,y) = recte(x), ol recty(x) vaut 1 si |z| < ¢/2, et 0 sinon.
L’amplitude du champ sur A est

Ua(r) =Ua(z,y) = Uprecty(x). (5.10)

C’est, une fonction & variables séparables (la variable y n’apparait pas explici-
tement), si bien que sa transformée de Fourier & deux dimensions est le produit
de deux transformées de Fourier a une dimension et s’écrit

~ sinwlF,

Ua(Fy, Fy) = Uozwx"‘o(ﬂ,). (5.11)

L’amplitude du champ dans le plan focal image de I’objectif (plan de Fou-
rier) s’obtient, avec des coordonnées £ et 7, et selon la proposition 5.1.1, en

effectuant le changement de variables
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. Plan focal objet
\

Obje&

Plan focal image

F1G. 5.6. Représentation schéma-
tique de I’éclairement du champ
diffracté par une fente illimitée de
largeur ¢, observé dans le plan focal
image d’un objectif.

§ 1
Fp— = Fy— — 12
Af! Y Af! (5 )
et en multipliant par i/Af’. Finalement
sin 7T£€ sin 71'65
WU TN Af7
Af7 Af!

ol nous avons utilisé la relation |a| d(az) = 6(z).
La présence de la distribution de Dirac dans la relation (5.13) indique que
le champ est concentré sur Paxe £ (fig. 5.6).

Remarque 5.2.1. La relation (5.13) est bien homogéne d’un point de vue
dimensionnel. Il suffit d’écrire £46(n) = d(n/¢) pour s’en rendre compte (voir la
remarque 3.4.1 p. 56).

Remarque 5.2.2 (Eclairement de la figure de diffraction). Cet éclai-
rement est proportionnel au carré du module de amplitude du champ. La
présence de la distribution de Dirac pose un probléme, conformément & ce
qui est exposé dans 'appendice A. Intuitivement, la distribution de Dirac en
n traduit la concentration de ’énergie lumineuse sur ’axe ¢; cette constata-
tion et la remarque 5.2.1 conduisent & écrire I’éclairement (ou plutdt I'intensité
vibratoire) de la figure de diffraction sous la forme

EN2 o (m
I (€,1) = |U 2( -——) 5(—). 5.14
p(&n) = |0 (sine (5.14)
ou sinc désigne la fonction sinus cardinal, définie par sincz = sin 7z /7x.

L’expression de Up/, telle qu’elle est donnée par le membre de droite de
la relation (5.13), c’est-a~dire comportant £6(n) au lieu de §(n/¢), conduirait a
écrire

¢ .
I (€,m) = £2|U |2 (smc )\—?) 8(n). (5.15)
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La relation (5.15) n’est pas homogéne d’un point de vue dimensionnel. Elle
est incorrecte pour une autre raison : si la largeur de la fente ¢ double, le
flux qui traverse cette derniére double, et par conséquent ’éclairement de la
figure de diffraction double lui aussi. Autrement dit, ’éclairement de la figure
de diffraction est proportionnel & la largeur de la fente, ce dont ne rend pas
compte la relation (5.15). En revanche c’est bien ce que montre la présence de
d(n/¢) = £4(n) dans la relation (5.14), laquelle constitue ’expression correcte
de 'élairement de la figure de diffraction (& I'impédance prés). Il faut donc ho-
mogénéiser la distribution de Dirac dans ’expression de 'amplitude du champ,
avant de chercher & exprimer ’éclairement correspondant.

5.2.2 Ouverture rectangulaire

La fente de la figure 5.6 est remplacée par une ouverture rectangulaire de
cotés L et H (fig. 5.7). L’amplitude du champ qui émerge de Pouverture est

Ua(r) =Ua(z,y) = Ugrecty(z) rect g (y) , (5.16)

et sa transformée de Fourier est ”

~ sinwLF, sintHF,

Ua(F) =Ua(Fy, Fy) =UgLH o +ITF, (5.17)
L’amplitude du champ dans le plan de Fourier est
in T8 g THN
PN 17 S VPV 518
F (57 ]7) - )\f/ ﬂ_Lg 7TH77 ( . )
Af7 Af!
Yy
H T
L

F1G. 5.7. Ouverture rectangulaire.

On observe sur un écran placé dans le plan de Fourier un éclairement pro-
portionnel & |Ug: (&, n)|?. L’intensité vibratoire dans ce plan est

L& 2/, wHn 2

in —— sin
\Uo[2L2 sin = 7
T e R = I CRT)
NG N

La figure 5.8 montre le graphe de la fonction sin® 7 LF), /(7 LF,)? qui donne
le profil (normalisé) de la figure de diffraction pour n = 0, c’est-a-dire Ir/ (&, 0).

" Voir la note 21 en bas de la page 37.
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sinwLF, 2
1 wLF,
Fic. 5.8. Graphe de la fonction
’ - . Fy [(sinﬁLFx)/(ﬂLFz)]z. Le maximum
-~ 0 + = secondaire vaut 0, 047.

(Le maximum secondaire vaut 0,047; il est obtenu pour une valeur de F,
légérement inférieure a 3/(2L), qui satisfait I'équation® 7 LF, = tanwLF},).

La figure 5.9 représente la figure de diffraction d’une ouverture rectangulaire
telle qu’elle est observée sur un écran. (De fait, les bas niveaux d’éclairement
ont été légérement rehaussés pour devenir visibles.)

F1G. 5.9. A gauche : figure de diffraction d'une ouverture rectangulaire (L = 2H).
A droite : représentation graphique de |Ug/(€,n)]2.

5.2.3 Trous d’Young

Les deux trous d’Young, supposés infiniments petits, sont distants de L (fig.
5.10). L’amplitude du champ sur les orifices se représente par

Ua(r) = Ua(z,y) = Ul {5(I - g) + 5(:r + 5)} 5(y), (5.20)

ou £y est 'unité de longueur (voir la régle 2 p. 56). La transformée de Fourier
de Uy4 est

8 La plus petite solution strictement positive de I'équation © = tanz est en effet
x ~ 4,493409458 < 1,57.
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Ua(F) = Ua(Fy, F,) = 2Upt’ cosTLF, . (5.21)
Le spectre (en amplitude) est

21Uty
UF/ (57 ’]7) = )\f/ COS ﬂ—L)\_f/ .

Ce résultat est un classique. L’éclairement sur la sphére de Fourier est (& I'im-
pédance prés)

(5.22)

APl 5 & 2|Uo! £

— )\27‘]”2 COS 7TL>\—f/ = W ]. -+ cos Qﬂ—L}\_f/ . (523)
On observe des franges dont le profil est sinusoidal (fig. 5.10). L’interfrange est
Af'/L (c’est la période spatiale des franges).

|Ur (&,m)?

N

L

/o
0N
~
N
| Fic. 5.10. Trous d’Young. Les franges

/S
g /

sont rectilignes (approximation métaxiale,
voir la remarque 5.2.3) avec un profil sinu-
soidal.

Remarque 5.2.3. Nous avons trouvé des franges d’Young rectilignes parce
que, selon l'approximation meétaxiale, nous avons développé un calcul au
deuxiéme ordre. En réalité, les franges d’Young sont hyperboliques. Mais prés
de l'axe, ces hyperboles s’écartent peu de leur tangente en leur sommet.

Remarque 5.2.4. Comme le montre la figure 5.10, il n’est pas nécessaire d’uti-
liser un objectif pour obtenir, dans le plan d’observation, ’éclairement donné
par la relation (5.23). On montre en effet que I’éclairement est le méme quelle
que soit la courbure de I’'onde d’éclairage des deux trous. C’est une conséquence
de ce que 'amplitude de l'objet, donnée par I’équation (5.20), ne contient que
des distributions de Dirac.

Remarque 5.2.5. On tient compte du fait que les trous d’Young ont des di-
mensions finies et une forme géométrique particuliére (circulaire, carrée, ou
autre) de la facon suivante. En supposant deux trous identiques, on obtient la
figure de diffraction correspondante en multipliant les franges d’Young précé-
dentes par la figure de diffraction d’une seule ouverture. La remarque 5.2.4 ne
s’applique plus. La figure 5.11 montre un exemple pour des trous rectangulaires
(la figure 10.14 p. 315 illustre le cas de deux trous circulaires).
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Fic. 5.11. Figure de diffraction de trous
d’Young rectangulaires : c’est la figure de dif-
fraction d’une ouverture rectangulaire, modu-
lée par des franges d’Young.

5.2.4 Ouverture circulaire

On décrit Douverture circulaire de diamétre D & laide de la fonction
« circ » (abréviation de circle, cercle) telle que

D
2 ?
circp(z,y) =0, sinon. (5.24)

cirecp(z,y) =1, si Va2+y?<

Si I'éclairage est homogéne sur 'ouverture, 'amplitude du champ émergeant
de l’ouverture est

Ua(z,y) = Upcirep(z, y) . (5.25)

1l en résulte (voir le tableau B.3 p. 485)

~ UyD? Ji(nDF
Oa(F) =T~ ; 17(5)F ), ouw F=,/F2+F2, (5.26)

et ot .J; est la fonction de Bessel de premiére espéce et premier ordre [3,212,242].
Finalement

J Ds
irUoD? P\
NS’

, ou s=+/E2+n2. (5.27)

UF/(S) =

Ds
7T)\f,

sl (2e2)

: ? F16. 5.12. Graphe de la fonction
0 1,22 [Ji(72) /722
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La figure 5.12 représente la fonction (Ji(mz)/m2)? qui donne Déclaire-
ment dans le plan de Fourier. Le premier zéro de Up/(s) s’obtient pour
s=1,22\f"/D.

La figure de diffraction d’une ouverture circulaire est baptisée figure (ou
tache) d’Airy. Elle est représentée par la figure 5.13.

Fic. 5.13. A gauche : figure de diffraction d’une ouverture circulaire (figure d’Airy).
A droite : représentation graphique de |Ug/ (€, )|

5.3 Diffraction par un bord d’écran rectiligne

La diffraction par un bord d’écran rectiligne, traitée ici dans le cadre d’une
théorie scalaire, est un probléme classique. Sa résolution est suffisamment
longue et délicate sur le plan mathématique pour mériter tout un paragraphe.

5.3.1 Diffraction de Fraunhofer

Calcul du champ diffracté. La fonction de transmission de ’écran (supposé
plan) s’écrit

t(x,y) =T(x), (5.28)

ou 7T désigne la fonction de Heaviside ('(z) = 1siz > 0, et T(x) = 0six < 0).
Nous désignons par z I’axe perpendiculaire aux axes = et y (fig. 5.14).

L’écran diffractant est éclairé par une onde monochromatique de longueur
d’onde A, d’amplitude Up, convergeant au point C' de I'axe z, a la distance
D = SC de l'écran (fig. 5.14). 1l s’agit de calculer I'amplitude du champ puis
Iéclairement sur la sphére de Fourier de I’émetteur (secondaire) que constitue
I’écran diffractant. Puisque 1’éclairage est convergent, ’amplitude du champ
sur la sphére A tangente & ’écran en S et centrée en C est

Ua(z,y) = Upt(z,y) = Up Y (x), (5.29)

et le champ sur la sphére de Fourier (sphére F’ passant par C' et centrée sur
Pécran, en S) est
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Fic. 5.14. Eléments pour ’étude de la dif-
fraction de Fraunhofer par un bord d’écran
rectiligne. L’écran diffractant est supposé
éclairé par une onde sphérique convergeant au
point C.

o~ &
On utilise la paire de Fourier (spatiale & une dimension ?)
1 1
T = —40(F;)—V.P 31
@) = 30(F2) = VP (5:31)
et applique la transformation de Fourier & deux dimensions pour écrire
UpAD /. 1

La relation (5.32) donne amplitude, sur la sphére de Fourier, du champ
diffracté par le bord d’écran.

Que dire de I’éclairement sur la sphére de Fourier ? Quelle est son expression
mathématique 7 Pour 'obtenir, nous devrions calculer le carré du module de
Pamplitude du champ, mais nous nous heurtons ici & une difficulté mathéma-
tique, puisque le champ est représenté par des distributions singuliéres. Pour
surmonter cette difficulté, nous appliquons la méthode exposée dans I'appen-
dice A.

Remarque 5.3.1. En absence d’écran diffractant, Pamplitude sur F’ serait
Urp:(&,m) = WUpAD (&, n); Véclairement I/ (£, 1) s’obtiendrait en homogénéi-
sant la distribution de Dirac, c’est-a-dire Up:(£,7) = iUg 6(&/VAD,n/vVAD),
puis en prenant le carré du coeflicient de cette distribution, ce qui conduit &
I (&,1) = |Uo|?6(&/v/AD,n/vVAD) = |Uo|>AD 6(£,1). Ainsi, pour le calcul de
Véclairement, la relation (5.32) doit étre écrite

SE

) v 2l ws (%) . (5.33)

Pour alléger les notations, le facteur |Ug|?AD /472 ne sera introduit dans I'ex-
pression de ’éclairement qu’a la fin du calcul suivant.

Uy

UF/(gvn) - 7

9 La transformée de Fourier de la fonction de Heaviside est donnée dans le tableau B.2
p- 484, mais dans sa version « temporelle ». La paire de Fourier de la relation (5.31)
est « spatiale » (signe plus dans Pexponentielle de définition de la transformation
de Fourier) : cela explique le signe moins devant la distribution valeur principale.
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Calcul de I’éclairement de la figure de diffraction. La présence de la dis-
tribution d(n) dans la relation (5.32) indique que toute la lumiére est concentrée
sur l'axe £. Cela était prévisible puisque le bord d’écran est infini dans la di-
rection y. Du fait que 16(¢) et V.P.(1/£) sont en quadrature, I’éclairement de la
figure de diffraction est composé (c’est la « somme ») d’un point lumineux en
(0,0), qui provient de la distribution §(£) ® 6(n), et de I’éclairement correspon-
dant a la distribution V.P.(1/£) ® 6(n). C’est cette composante de ’éclairement
qu’il faut décrire sous forme mathématique explicite.

La difficulté que pose ’expression de ’éclairement associé a un champ re-
présenté par la distribution valeur principale de 1/¢ se résoud, conformément
a ce qui est exposé dans l'appendice A (§A.2), par la prise en compte de la
réponse percussionnelle vy du détecteur. Puisque tout est concentré sur cet axe,
seule la variable £ est prise en compte par la suite, et la fonction 1) ne dépend
que de cette variable.

Comment choisir la fonction ¢ 7 Une solution simple serait de choisir une
fonction « rectangle » (& deux dimensions, ce serait une fonction cercle). Mais
1 doit étre de classe C°° a support compact ; cela s’obtient en régularisant la
fonction rectangle par la fonction pg, définie sur -3, B] par

ﬂZ
ou C 3 est une constante de normalisation, la fonction étant nulle en dehors de
I'intervalle précédent (voir la relation (A.14) p. 470).

La réponse percussionnelle du détecteur est la fonction

1
Y= 7 rect; * pg - (5.35)

Le coefficient 1// normalise!? la fonction . L’intérét du choix précédent est
que la fonction 1 est aussi proche qu’on veut d’une fonction rectangle : ¥ tend
vers la fonction rectangle quand 3 tend vers 0. La figure 5.15 donne le graphe
de la fonction ¢ (en pratique 3 < £).

Introduisons la fonction ! h telle que

1

h= —1/)*V.P.€

(5.36)

La réponse du détecteur'? est la méme que s’il recevait au point (£,0)

I’éclairement '3 (intensité vibratoire) I(£) = |h(&)|*.

10 1] est souhaitable que la réponse percussionnelle du détecteur tende vers une dis-
tribution de Dirac quand ¢ et (3 tendent vers 0, puisque la distribution de Dirac
est la réponse percussionnelle d’'un détecteur idéal, dont la résolution est infinie.
Le choix de 1/¢ est justifié par limg .o recte/f = & (voir le paragraphe A.1.3).

1 Comme 9 est une fonction test, h est bien une fonction (voir le paragraphe A.1.6).

2 1a réponse au terme §(¢) de la relation (5.32), ou 6(¢/+/AD) de la relation (5.33),
est examiné plus loin.

3 Voir la remarque 5.3.1.
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L4+

F1G. 5.15. Graphe de la réponse percussionnelle du détecteur, telle qu’elle est donnée
par la relation (5.35) (une seule dimension est représentée). Ici £ > 3. La fonction
est une fonction test ; elle tend vers une fonction rectangle quand 3 tend vers 0.

Tl s’agit maintenant de calculer h(£). On en obtient une approximation en
remplacant la fonction ¢ par la fonction (1/¢)recty, ce qui simplifie les calculs.
Le résultat obtenu est d’autant plus proche du résultat exact que 3 est petit.
Soit la fonction h, telle que

1 1
ha = 7? I‘eCtg * VPE . (537)

Pour € > £/2, le produit de convolution de la relation (5.37) s’écrit avec une
intégrale en valeur principale qui se raméne a une intégrale standard, puisque
la valeur principale est & prendre en 0, point qui est en dehors du support de
la fonction rectangle translatée de £. Ainsi

b4
1 /2 ger 1 [Ere2 e 1 &E— =
ha(€)=—Z/ i:—z/ d—g,zan % : (5.38)
e—t/2 § c—e/2 € ¢t :
De méme, pour £ < —£/2,
£+e/2 13 ‘
1 e’ 1 stz 1§73
ha(§) = —-= — = —_ |Ln(=¢ =-L . 5.39
=z [ =gl = " (539

Enfin, pour —£/2 < & < ¢/2,

1 E4+€/2 dgl
ho(€) = —= -l
© = A L

1 . —& dé—l /5-&%/2 dé—l}
—— lim — + —
¢ 5—’0{/5—4/2 & e &
1. 14 14
~7 ;I_I)I%J {Lne—Ln (5 —5) + Ln (5—&—5) —Lns}
14
¢

1
g te

(5.40)
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0/2 c

—0/2

FiG. 5.16. Partie réelle de 'amplitude du champ diffracté par un bord d’écran tel
qu’il est détecté par un détecteur dont la réponse percussionnelle est une fonction
rectangle de largueur ¢. En dehors de intervalle [—¢/2,£/2], on a h(§) = —1/¢.

Tl reste & considérer les cas £ = +£/2, pour lesquels il n’est plus possible de
remplacer la fonction h par la fonction h,. En effet, les relations (5.38), (5.39)
et (5.40) montrent que h,(£) devient infini quand £ tend vers £/2 ou —£/2.
Nous ne ferons pas le calcul explicite, nous bornant & remarquer que h(¢/2) et
h(—£/2) sont finis. Ainsi h,(£) s’écarte de fagon appréciable de h(£) seulement
dans un voisinage de £/2 et dans un voisinage de —£/2 qu’il nous est loisible
de rendre aussi petits que nous le souhaitons en choisissant 3 assez petit pour
cela.

La figure 5.16 donne le graphe (approché) de la fonction A, soit, & un coefli-
cient multiplicatif prés, de la partie réelle de 'amplitude du champ sur la sphére
de Fourier. La figure (5.17) donne le graphe de la fonction |h|?, c’est-a-dire de
la partie de I'éclairement correspondant & I'amplitude précédente. Pour une
bonne lisibilité des graphes, la valeur de £ est choisie relativement grande par
rapport au domaine d’étude (rapport de 1 & 20). Dans la pratique, £ est petit
devant les dimensions de la figure de diffraction. En particulier, pour [£| > £/2,

(&)

: £
—£/2" ¢/2

FiG. 5.17. Eclairement correspondant 2 Pamplitude de la figure 5.17. En dehors de

intervalle [—£/2,4/2], il est proportionnel & 1/&£2.
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ha(€) tend vers —1/¢ quand / tend vers 0, puisque dans ce cas

-1 -
o2 Ly 2 1 (5.41)
Crepl g L
2 2€

En dehors d’un voisinage de D'origine, il est 1égitime de remplacer la dis-
tribution V.P.(1/¢) par la fonction 1/£, autrement dit, d’approcher 'intensité
vibratoire au point ¢ par 1/¢2 (a4 un facteur multiplicatif prés). Ce n’est que
dans Uintervalle [—£/2, /2] que h,(&) s’éloigne de —1/&. Toutefois cet intervalle
peut étre rendu arbitrairement petit (cela dépend de la résolution spatiale du
détecteur).

Il reste a tenir compte de la distribution de Dirac & l'origine des coordon-
nées sur la sphére de Fourier. La partie imaginaire de 'amplitude du champ
détecté est obtenue en faisant le produit de convolution de la fonction ¢ avec
la distribution i6(£/+/AD) : elle vaut (en supposant 3 < /)

i

U(€) = iVAD 6 (€) = VD $(€) = 22 rect (¢). (5.42)

Finalement, une approximation de I’éclairement de la figure de diffraction
de Fraunhofer d’'un bord d’écran, détecté par un détecteur dont la réponse
percussionnelle est (1/¢) recty * pg = (1/€) recte, s’écrit (remarque 5.3.1)

62
o [PAD ([ €75 ] Lt
Ip(&n) = 55 Ln€+é ® 6 D) si ¢ > 5, (5.43)
2
/¢ 2
I (5,)fM 2, L§—_£ w@)(g _n "5|<£ (5.44)
A& = o |7 kn£+£ D , sl 5
37/ |

()] + 7* [rect(€)]*

: = £
—£/2" £/2
Fi1G. 5.18. Fonction donnant I’éclairement de la figure de diffraction de Fraunhofer
d’un bord d’écran tel qu’il est détecté par un détecteur de réponse percussionnelle
rectangulaire de largueur .
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La figure 5.18 donne le graphe de I/ (£,0) (& une constante multiplicative prés).
Quand / est petit, Péclairement se déduit des relations (5.41) et (5.43) et
s’écrit, sauf au voisinage de l'origine,

Up|2AD ;
e (E,1) = |4t;2€2 ® 5(\/Z_D> . (5.45)

Remarque 5.3.2. Il est envisageable de calculer la figure de diffraction d’une
fente infiniment longue (paragraphe 5.2.1) en considérant celle-ci comme formée
de deux bords d’écran paralléles, chacun étant une version translatée du bord
d’écran étudié précédemment. Les deux translations, opposées, se traduisent
par des déphasages opposés sur la sphére de Fourier. On constate que les dis-
tributions de Dirac qui apparaissent dans 'amplitude diffractée par chaque
bord se compensent et que les déphasages mentionnés introduisent une modu-
lation de la figure de diffraction de la forme sin(wLE/AD), ou L est la largeur
de la fente, c’est-a-dire la distance des deux bords d’écran. On trouve bien,
finalement, une amplitude diffractée en sinus cardinal, cela pour un détecteur
dont la réponse percussionnelle est arbitrairement fine. Les calculs explicites
sont proposés en exercice (exercice 5.7).

5.3.2 Diffraction de Fresnel

L’écran du paragraphe précédent est maintenant éclairé par une onde plane
(fig. 5.19), d’amplitude Uy. On observe un phénoméne de diffraction de Fresnel
par exemple sur la sphére C, située & la distance D = SO de I’écran et centrée
sur lui (pour la définition de la diffraction de Fresnel, voir les paragraphes 3.3.2
et 3.3.3). L’amplitude du champ sur la sphére C est

o6 = [Low |35+ 07| exp | S5 ee+ v tlo) sy,
(5.46)

ou la fonction t est donnée par la relation (5.28).

N
AN

Fic. 5.19. On observe la diffraction de
Fresnel par un bord d’écran rectiligne sur
la sphére cardinale C.
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La fonction ¢ est & variables séparables, et 'intégrale de la relation (5.46)
est le produit de deux intégrales de Fourier. En supposant D > 0, U'intégration
en y conduit a

3 —in/4 S rn2 . 2 .
Uc(&m) = 1o exp {17777 }/exp {_1771: } exp {217“5} T(z)dz.
R

VAD AD AD AD
(5.47)
Nous écrivons 14
N iUge—im/4 imn? irg?
Uo(en) = e exp | T | exw | 55 | 76, (5.48)
ou
teo im 5
J(&) = /o exp {—E(as - &) } dz. (5.49)

On a l'habitude d’exprimer J(£) en fonction des intégrales de Fresnel, défi-
nies par [3,7,10,29,97,134]

t -t
Ct)= / cos —u? du ) et S(t) = / sin —u? du.. (5.50)
o 2 o 2

Ces fonctions sont tabulées dans divers ouvrages [3,40] et on en connait des
développements en séries ou des approximations [3].
L’emploi des intégrales de Fresnel conduit & écrire J(£) sous la forme

J@):\/%D{C(wo)w( %€>—i S(+0°>+S< %5”}

(5.51)
On montre [29,134] : C(4-00) = S(+00) = 1/2.

L’éclairement sur la sphére C s’écrit
1 2 ’
- — . .52
s 2+s< wg)] 5.2

1 2
o)

La figure 5.20 représente le profil de ’éclairement de la figure de diffraction
obtenue, normalisé (par rapport & I’éclairement |Up|? qui serait 1’éclairement
en labsence de 1’écran). L’abscisse est également normalisée. La partie de la
courbe pour laquelle £ < 0 correspond & 'ombre géométrique de 1’écran. En
& = 0, éclairement normalisé vaut 1/4. Enfin, pour £ > 0, I'éclairement est
une fonction oscillante qui tend vers 1 pour £ assez grand. Les oscillations

2
|Uo|?

10(5777) = 9

14 Si on remplace la sphére C par son plan tangent en O, les termes de phase quadra-
tique du membre de droite de la relation (5.48) disparaissent. De toutes fagons ils
n’interviennent pas dans l'expression de I’éclairement.
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Ic(€,0)/|Uol?

1,4
1]
o
2
— T T T _"5
-1 0 1 5 AD

F1G. 5.20. Profil normalisé de I’éclairement de la figure de diffraction de Fresnel d’un
bord d’écran rectiligne.

correspondent & des franges lumineuses. Ce sont celles dont nous avons parlé
au chapitre 1 (paragraphe 1.1).

Evaluons I'ordre de grandeur du pas des franges (parler du pas est abusif :
les franges se resserrent quand £ augmente; elles ne sont pas périodiques). Si
D =1metsi A\=0,5um, on obtient (2/AD)"/?¢ = 1 pour & = 0,5 mm. Les
cing premiéres franges occupent une largeur d’environ 2,5 mm.

Remarque 5.3.3. La figure 5.20 montre que le maximum d’éclairement n’est
pas situé 4 la limite de 'ombre géométrique. Un tel effet est parfois appréciable
en radio-électricité (c’est-a-dire avec de grandes longueurs d’ondes). Imaginons
une source dans le ciel et une antenne (réceptrice) placée prés d’une montagne
de facon & étre & peu prés alignée avec la source et larréte de la montagne :
I’antenne détecte un signal maximum dans une direction qui n’est pas tout a
fait celle de la source.

5.4 Spectres de réseaux de diffraction

Un réseau de diffraction est une structure périodique qui transmet ou réflé-
chit la lumiére. Les réseaux étudiés ici sont & une dimension '® et fonctionnent
en transmission. Il s’agit de calculer le spectre de tels réseaux, ou encore I’éclai-
rement de leur figure de diffraction. L’emploi de réseaux de diffraction en spec-
troscopie est abordé au paragraphe 13.5.

Les conditions d’observation sont celles du paragraphe 5.2 (la distance de
diffraction est f’, distance focale de I'objectif employé selon le montage de la
figure 5.1 par exemple).

La distribution « peigne de Dirac » facilite la description des structures
périodiques. Sa définition est

5 Cela signifie qu'un tel réseau se décrit par une fonction qui ne dépend que d’une
variable d’espace. Il existe des réseaux bidimensionnels (voir l'exercice 5.6) ou tri-
dimensionnels (un cristal donne une idée d’un tel réseau).
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q=-+00
Li(z) = Y dx—q), (5.53)
g=—00
et sa transformée de Fourier est

T.F. [l (x)|(Fy) = (D(F,) = LL(F,) . (5.54)

Le peigne de Dirac de pas p s’écrit

q=-+00
Lp(z) = LU(%) :pq;m&:rfqp), (5.55)
si bien que
Lp(z) = pliyp(Fy). (5.56)

Bien que nous limitant dans ce paragraphe aux réseaux monodimensionnels,
nous donnons I'expression d’un peigne de Dirac en dimension 2 (voir I’exercice
5.6 pour un exemple d’application). Nous écrivons

g=+00 n=+o0

Ly e(z,y) = m(%,%) =pl Z Z 5(x — qp,y — nk), (5.57)

g=—00 N=—00
dont il résulte
Lup.[(:rvy) = pél—l—’l/p,l/Z(Fery)' (558)

Par la suite nous utilisons la fonction sinus cardinal de « largeur » 2/¢, ainsi
définie
sin wlE
wlE

sincy & = = sinc £€. (5.59)

Nous avons la paire de Fourier

recty(x) = £sincF, . (5.60)

5.4.1 Réseaux d’amplitude

Nous étudions des réseaux composés d’ouvertures percées dans un écran
opaque et réparties périodiquement.

Réseau a traits infiniment fins et infiniment longs. Il s’agit d’une pre-
miére approche du calcul du spectre d’un réseau : les dimensions du réseau sont
supposées infinies et les ouvertures infiniment minces et infiniment longues ; ce
sont elles qui constituent les « traits » du réseau. La période du réseau est
p : c’est la distance qui sépare deux traits adjacents. Le réseau est supposé
étre éclairé, sous incidence normale, par une onde plane monochromatique de
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Eclairement normalisé

| |
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FiG. 5.21. Profil du spectre d’un réseau constitué d’un nombre infini d’ouvertures
infiniment longues et infiniment minces. Les traits verticaux surmontés d’un point
représentent symboliquement des distributions de Dirac.

longueur d’onde A et d’amplitude Uy. L’amplitude du champ immédiatement
aprés le réseau est

q=+0o0

Ua(z,y) =Uly »_ 8z —qp)=

q=-00

Uy éo
p

(), (5.61)

ou {y assure 'homogénéité des distributions de Dirac et donc celle des deux
membres de la relation (5.61) (voir le paragraphe 3.4.1). La transformée de
Fourier de U4 est

Ua(Fy, Fy) = Uy Lo L1y (Fy) 6(F,) (5.62)

et 'amplitude du champ sur la sphére de Fourier est (pour la distance de
diffraction f')

Upi(&,m) = IZ(}EO L (%) 5(%) — il €p LI (%) 5(n) - (5.63)

La figure de diffraction est constituée de points réguliérement espacés de
Af!/p, concentrés sur ’axe &, comme le montre le développement du peigne de
Dirac de la relation (5.63) sous la forme

. .y g=+00 ’
Up(&m) = % Yoo (5 - q%) § (%) : (5.64)

g=—0o0

La figure 5.21 montre le profil du spectre du réseau. Chaque point du spectre
est associé & un ordre de diffraction, indicé par le paramétre ¢ de la relation
(5.64).

Ce qui précéde constitue un modéle limite que nous allons compléter peu a
peu pour nous rapprocher d’un réseau réel.

Réseau a ouvertures de hauteur h et largeur €. Nous précisons le modéle
précédent en considérant des ouvertures rectangulaires (¢ x h), mais encore en
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Eclairement normalisé
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Fia. 5.22. Profil de la figure de diffraction d’un réseau d’amplitude comportant un
nombre infini d’ouvertures rectangulaires identiques, de largeur £.

nombre infini. Le champ 4 la sortie du réseau est 16
Uy
Ua(z,y) = — LU, * recte(x) rectp(y), (5.65)
p
ou le produit de convolution porte sur la seule variable x. On obtient, par

transformation de Fourier,

~ sin wl F, sinwhF;
Ua(Fy, Fy) = Ug LUy (Fe) £ 0F, = h hF, L, (5.66)

et finalement

Urp/(&m) = o £h1L) ( P ) sinc i sinc hn

IVE VT ) f’ IVE
g=-+o00

= on th Z §l&- q— sinc E_q sinc oy . (5.67)
q=—o0 Af

La figure 5.22 représente I’éclairement (normalisé) dans le plan de Fourier
pour 77 = 0. Le spectre est constitué de points lumineux espacés de Af’/p, mais
dont I’éclairement est modulé spatialement (& comparer avec la figure 5.21).

La dimension finie des ouvertures (qui sont toutes identiques) se traduit
par une modulation des ordres de diffraction par une fonction sinus cardinal
au carré (qui n’est rien d’autre que le carré de la transformée de Fourier de la
fonction de transmission d’une ouverture, en ne considérant qu’une dimension).

Remarque 5.4.1. En général h est suffisamment grand pour qu’on puisse
considérer que toute la lumiére est concentrée en n = 0. Plus précisémént, on
utilise (c’est la relation (A.6) p. 468)

1% 11 n’y a pas lieu d’écrire la constante d’homogénéisation ¢, car elle s’introduit
« naturellement » : le produit de convolution se traduit par une intégration spatiale
(sur une dimension, variable z) et conduit & une multiplication implicite par I'unité
de longueur. Constatons que les relations écrites dans ce paragraphe sont bien
homogénes.
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— sinc — = d(n), (5.68)

pour écrire une expression approchée de Up/ (€, 1), valable pour h grand, sous
la forme

iU EAf! e ‘
Uri(§,m) = 0 f Z 5( q—) sinc;q. (5.69)
q=—00

Réseau de dimensions finies. Le réseau est supposé rectangulaire, de lar-
geur L et hauteur H, et les traits infiniment minces, de période p.

Le réseau étant éclairé a I'incidence normale par une onde plane d’amplitude
Uy, le champ immédiatement aprés le réseau s’écrit

Uo lo

UA(‘r7y) - P

LU, () rect, (x) rect g (y) , (5.70)

et sa transformée de Fourier est
Ua(F,, Fy) = Ugto LH[L1y, * sincr](F) sincyg Fy, . (5.71)

En pratique nous supposons H assez grand pour ne pas tenir compte de
la limitation du réseau dans la direction correspondante : nous remplacons la
fonction Hsincy, par la distribution de Dirac ¢ (portant sur la variable F,).

L’amplitude du champ sur la sphére de Fourier est

iU, ¢
UF’(£777) = )\?f/o L[I_I_ll/p * SiHCL] ()\if/> ) ()\lfl)
Uplo L . I
_ Upo 5(n) Y sinc, (Aij, - %) . (5.72)

q=-00

La figure 5.23 représente le profil normalisé de la figure de diffraction du
réseau en 1 = 0. Il s’agit du spectre de la figure 5.21 dans lequel on a remplacé
chaque distribution de Dirac par une fonction (sincy)? (qui n’est autre que le

Up (€,0)1*/[UF (0,02

3

T T T T T T T
5Af! M g Af Af”
r r ¥4 P

%}

Fia. 5.23. Profil de la figure de diffraction d’un réseau d’amplitude de dimensions
finies et comportant des ouvertures infiniment minces.
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carré de la transformée de Fourier de la fonction de transmission de ’ouverture
du réseau). La largeur finie du réseau se traduit par un élargissement des points
du spectre.

Remarque 5.4.2. La relation (5.72) donne la relation (5.64) quand L tend
vers 'infini. Pour le montrer, on note a = 1/Af’ et b = gAf’/p et on utilise
lim aLsinc|aL(€ —b)]=06(§—b). (5.73)
L—+o0
Réseau réel. Un réseau réel, de dimensions L x H, a un nombre fini d’ou-
vertures rectangulaires (£ x h). Les deux effets que nous venons de décrire se
conjuguent et le spectre du réseau est donné par la figure 5.24.
Le calcul explicite du spectre du réseau est le suivant (pour une onde in-
cidente normale, d’amplitude Up). Le champ immédiatement aprés le réseau
s’écrit

Ua(z,y) = % [LLI, * recty(z)] rect () recty(y) , (5.74)

dont la transformée de Fourier est
Ua(Fy, Fy) = UgLLR[[ 111, 5, sincg] + sincr | (F.) sincy, F, . (5.75)

Une fois encore nous supposons h = H assez grand pour remplacer la fonction
hsinc;, par la distribution de Dirac ¢, de telle sorte que ’amplitude du champ
dans le plan de Fourier s’écrit

Up:(§,m) = iU L[[LL1 4, since] * sincy | ()\if’) 5(n)
oLt . TS g ( 3 q)
= ) sinc,— sinc, [ —— — = | . 5.76
p ) q;m Ep RN (5.76)
[Up (€,0)]*/|Ug(0,0)]?
1
T T /|\ T T /|\ T I €
Y i _A g A 5Af
p 4 » P

F1G. 5.24. Profil de la figure de diffraction d’un réseau d’amplitude comportant un
nombre fini d’ouvertures identiques de dimensions finies. Le profil est pris en n = 0.

Remarque 5.4.3. On utilise le résultat de la remarque 5.4.2 pour montrer
que la relation (5.76) donne la relation (5.69) quand L tend vers linfini.
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Remarque 5.4.4. En pratique on a souvent les inégalités suivantes
L>»p>¢, (5.77)

si bien que la décroissance des pics du spectre s’effectue plus lentement que sur
la figure 5.24. La figure 5.25 montre le profil du spectre dans un tel cas.

|Up:(€,0)1*/|UF(0,0)?

1
JI\ /MJ\ . T i T T T T T 3
_ B _Af A 2%
P P P P

Fi1G. 5.25. Méme cas que sur la figure 5.24 mais pour une valeur plus petite du
rapport £/p.

La figure 5.26 montre ’aspect du spectre du réseau dans le plan de Fourier.
Elle correspond au profil de la figure 5.25.

F1G. 5.26. Spectre de diffraction d’un réseau. On a tenu compte de la hauteur finie
du réseau (H = 2L), ce qui explique la forme des taches de diffraction verticalement.

Remarque 5.4.5. Les réseaux étudiés dans les paragraphes précédents com-
portent un nombre impair de traits, puisque nous avons toujours pris des
peignes de Dirac centrés a lorigine. Cela n’a d’ailleurs pas grande importance
pour un réseau comportant plusieurs milliers de traits, comme il est courant
de rencontrer. L’exercice 5.10 propose le calcul de la figure de diffraction d’un
réseau comportant un nombre de traits (ou d’ouvertures) pair.

Remarque 5.4.6 (Une autre expression du spectre d’un réseau). On
trouve dans la littérature consacrée au sujet une autre expression du spectre
d’un réseau, et cela essentiellement parce que la méthode de calcul suivie n’est
pas la précédente [29]. Cela concerne la relation (5.72), qui prend en compte
les dimensions finies du réseau, et la relation (5.76). Dans ce qui précéde, nous
avons choisi de multiplier un peigne de Dirac (c’est-a-dire une somme infinie de
distributions de Dirac) par une fonction rectangle de largeur L, ce qui revient,
de facto, & limiter le nombre de termes de la série. De maniére équivalente, on
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écrit d’emblée une somme réduite & un nombre fini de termes et cela conduit
aux mémes résultats, mais exprimés sous des formes différentes (I'exercice 5.10
peut d’ailleurs se résoudre de cette fagon).

Le lien entre les deux approches s’établit & 'aide de la formule sommatoire
de Poisson [206,212] : si f et f forment une paire de Fourier, alors (g est un
entier)

g=+0o0 q:+ooA
> @)=Y f. (5.78)

Supposons que le réseau comporte 2N + 1 traits ou ouvertures. Si p est le pas
du réseau, alors L = (2N + 1)p (cela permet d’avoir des ouvertures dont la
largeur est, au maximum, légérement inférieure a p).

Pour appliquer la formule de Poisson, la relation (5.72) conduit & choisir
comme fonction f la fonction définie par

u

F(u) = Lsinc, (% - ;> , (5.79)

la variable £ devenant un parameétre. Dans ces conditions, la fonction fest telle
que

} = precty /p(v) exp { Qiszw} . (5.80)

f(v) = prectr,(pv) exp { 2impy

Af!

La relation (5.78) donne

e AN 2imépg
L Z sinc; ()\_j’_> = Z prectr,/p(q) exp {— NG }

g=—00 p g=—00
q=N
2im
=p exp { )\ﬁ{)q} (5.81)
qg=—N
Nous calculons
qiv { ingpq} {mng} a2y { 2i7r§pq}
exp |— = exp - exp |—
Pt Af! Af! = Af!
.  2im(2N +1)¢p
B {2i7rN§p} Af!
Af! 2imép
1 —exp { VE }
. (2N +1)mép
Sin T
) 5.82
P (5.82)

sin

Y
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si bien que la relation (5.72) se met sous la forme

(2N + 1)m&p
Af
mép
Af!
Pour étre complet, il reste & faire de méme pour la relation (5.76), qui

tient compte de la largeur finie des ouvertures du réseau (paramétre £). Soit la
fonction g définie par

sin

U (&) = iUo Lo 6(n) (5.83)

sin

g(u) = L(sin(:g% sinc ()\if’ — %) . (5.84)

La transformée de Fourier de g est
g = precty, * 7, (5.85)

ott la fonction f est celle de la relation (5.80). Le calcul explicite de g (calcul
intégral) donne le résultat suivant

g(v) =0, silv] > £ + % (5.86)
~ 2imélv | 179 L 14
g(v) = plexp { N } sinc )\_f’ , sify| < 2— — % (5.87)

Pour appliquer la formule sommatoire de Poisson & ¢ et g, il n’est pas besoin
de connaitre la valeur de g(v) pour (L — £)/2p < |v| < (L + ¢)/2p. En effet
seules les valeurs entiéres de v comptent. Or L = (2N + 1)p, et nécessairement
£ < p. Il n’y a donc pas de nombre entier compris strictement entre (L — ¢)/2p
et (L + ¢)/2p. La relation (5.78) appliquée aux fonctions g et g donne

T g 3 q . ¢ = 2imépg
Le Z smcei sinc )\_f’_g :pgsmce)\_flq;]vexp _ P )

g=—00

(5.88)

Pour conclure, nous utilisons le calcul de la relation (5.82) et écrivons la relation
(5.76) sous la forme

(2N + Vmép
[ v
Ur/(&,n) = iUo€é(n) sinc Py 2 (5.89)
sin 37
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5.4.2 Réseau de phase
Soit une lame de verre dont ’épaisseur est sinusoidale, de la forme
e(x,y) = eq + asin 2w Fyx (5.90)

ot 0 < |a| < eg. Si n est indice de réfraction du verre, et si on est dans le vide
(ou I'air en prenant 1 pour indice), le déphasage introduit par la lame est

p(z,y) = w (5.91)

A un facteur de phase constant preés, la fonction de transmission de la lame est

—2in(n — Dasin2nFyx

A

t(x,y) = exp { (5.92)

Si J, est la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre ¢ (un entier), la
relation suivante [212]

g=+0o0

i€sing _ Z Jg(€) el (5.93)

q=—00

conduit & écrire la fonction ¢ sous la forme

= f2m(n - Da\  sireme
e = > I, ey , (5.94)

g=—00

et la transformée de Fourier de t est telle que

q=-+00
i r)= 3. J, (M) 5(F, — Fo, Fy). (5.95)

A
g=—00

L’amplitude du champ sur la sphére de Fourier (la distance de diffraction étant

) est
i
vt =337 (5757)

iUy 1 2m(n — 1)a 13 7
57 2 () o (5 -9 5)

g=—00
g=+0o0
. 2r(n — 1)a
= iU >y (%) 6(& — qFoAf',m) - (5.96)
g=—00
Le spectre du réseau est formé d’une série de points alignés sur 'axe & et
réguliérement espacés (la distance entre deux points voisins est FyAf’). Appa-
raissent, dans le spectre, des termes harmoniques qui traduisent un effet non
linéaire. Cela vient de ce qu’on module la phase de I’onde comme le montre la
relation (5.92).
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Remarque 5.4.7. Les calculs de ce paragraphe valent pour un réseau mince,
considéré comme une transparence (mince). Dans la pratique, on rencontre des
réseaux épais pour lesquels se manifeste 'effet Bragg [152]. Cet effet se traduit
par Pexistence d’un seul ordre de diffraction (outre l'ordre 0) dont le calcul
précédent donne encore la direction de diffraction associée. On congoit enfin
un avantage de I'effet Bragg : toute ’énergie lumineuse est concentrée dans un
seul ordre (notion de rendement de diffraction, voir le paragraphe 5.5). Cela se
paie toutefois par une grande sélectivité angulaire du réseau.

5.4.3 Réseaux de biréfringence

On parle de réseau de biréfringence quand la biréfringence d’un milieu est

modulée périodiquement spatialement. Conformément a ce qui est dit au para-
graphe 5.1.1, la modulation de biréfringence est une modulation du déphasage,
d’axe ou mixte.
Réseau de biréfringence sinusoidal [192]. Soit un réseau de biréfringence
inscrit dans un matériau biréfringent dont les vibrations propres sont suppo-
sées fixes. En revanche la biréfringence est modulée spatialement sous la forme
(modulation du dépahasage)

¥(z,y) = o sin27Fox, (5.97)

ou 1/Fp est le pas du réseau, ¢y une constante et x et y des coordonnées dans
le plan du réseau. Soient p; (vibration lente) et po (vibration rapide) les états
de polarisation propres du biréfringent 17 (supposés normalisés).

Le réseau est éclairé par une onde plane dont la polarisation est représentée
par le vecteur

P =ai1p1+ap2, (5.98)

olt a et az sont des nombres complexes tels que |a1|? + |az|? = 1 (le vecteur
p est unitaire). A un terme de phase prés, qui ne modifie pas le résultat final,
I’état de polarisation qui émerge du réseau s’écrit

ip(z, iv(x,
p'(z,y) = a1p1 exp {w} + azp2 exp {M} (5.99)
ithg sin 2w Fpx ity sin 2w Fpx
= pLexp |- ——————— |+ azprexp | ————| .

La propriété des fonctions de Bessel traduite par la relation (5.93) conduit a
écrire la relation (5.99) sous la forme

g=+00

Yo .
p'(z,y) = a1p1 Z Jy (—7 exp [2igFox]
q=—00
o~ (%o
+ aop2 q;oo Jq (7) exp [2igFyx] . (5.100)

17 Les états p1 et p2 sont orthogonaux entre eux. En toute généralité, ils représentent
des vibrations polarisées elliptiquement.
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Les fonctions de Bessel J; d’ordre pair sont paires, celles d’ordre impair sont
impaires ; il en résulte

g=+00
D
p'(z,y) = (a1p1 + azp2) Z J2q (%) exp [2i(2¢) Fox] (5.101)
g=—0c
N~ o
+(agp2 — a1p1) Z Jagt1 (7) exp [21(2q + 1) Fpz] .
g=—oc

Pour traduire I’effet de la diffraction, nous devrions calculer par exemple le
spectre angulaire de p’(z,y). Nous pouvons cependant comprendre comment
la lumiére est diffractée en remarquant que le terme exp[—2imgFpz| représente
— & une constante dimensionnelle prés — 'onde plane qui se propage dans la
direction définie par (o, 3) = (¢AFp,0). L’onde diffractée est composée d’une
série d’ondes planes, chacune ayant sa propre direction de propagation, indicée
par son ordre q.

Les ordres de diffraction pairs diffractent avec la polarisation de ’onde inci-
dente p = a1p1 +aaps ; les ordres impairs avec la polarisation p” = asps —a1p1.
Sur la sphére de Poincaré, les états p; et po définissent un axe (voir la note 1
p. 100). Si P représente 1’état p, alors I’état p”’ se représente par le point P”
symétrique de P par rapport & 'axe du biréfringent [192].

Dans le calcul de ce paragraphe, la valeur moyenne de 1 (x, y) était supposée
nulle. Si cette valeur est ¢, # 0, les polarisations des ondes diffractées subissent
une rotation supplémentaire d’angle ¢, autour de I'axe du biréfringent [192].

Remarque 5.4.8. Les résultats de ce paragraphe ont été vérifiés expérimen-
talement sur des cristaux de KDP [44].

Remarque 5.4.9. En choisissant convenablement la polarisation de ’onde in-
cidente, on rend orthogonales entre elles la polarisation des ordres pairs et celle
des ordres impairs. Si le réseau est épais, outre I’ordre 0, seul 'ordre 1 existe ef-
fectivement (cela est da a leffet Bragg). Les deux seuls ordres présents ont dés
lors des polarisations orthogonales. Un polariseur permet enfin de sélectionner
lordre 1. Cela est mis a profit dans des expériences d’holographie en temps réel
sur support photoréfringent comme le BSO (voir le paragraphe 15.4.4). L’ordre
0, qui du point de vue de I'information est considéré comme du bruit, est éliminé
au profit de l’ordre 1 qui porte 'information inscrite dans I’hologramme [111].

Réseau de biréfringence binaire. Pour un réseau binaire, si I’état de pola-
risation de I’onde incidente est p, la polarisation immédiatement aprés le réseau
est soit dans I’état p,, soit dans I’état p_, suivant la biréfringence locale du
milieu. Ces deux états dépendent également du type de modulation : modu-
lation de biréfringence par modulation d’axe, du déphasage ou mixte. A ce
stade de 'analyse il n’est pas nécessaire de connaitre explicitement les états p
et p_, et leur détermination se fera ultérieurement. La figure 5.27 représente
schématiquement les domaines ot la polarisation émergente est p; et ceux ol
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Fic. 5.27. Représentation schématique
d’un réseau de biréfringence binaire. Si la
largeur des domaines est la méme pour
les deux valeurs de la biréfringence, il n’y
a pas de diffraction pour les ordres pairs
autres que 'ordre 0.

elle est p_. Ces domaines sont supposés ici de méme largeur ¢; la période du
réseau est 2/.
L’état de polarisation immédiatement aprés le réseau s’écrit

1 1
p(z,y) = i porecty x LLlgp(x) + i p_recty * Lgp * p(x). (5.102)
La figure de diffraction s’obtient par transformation de Fourier
~ . sin wlF,
D' (Fy, Fy) = U(ps + p— exp[2inlF,]) I Ltq0e(Fp) 6(Fy).  (5.103)

Le développement du peigne de Dirac s’écrit

g=+0o0

Ly o (Fy) = 2% 36 (Fx - 2%) . (5.104)
g=—00

et si ¢ est un nombre entier pair (non nul), les supports des distributions de
Dirac sont les points ot la fonction sinus de la relation (5.103) s’annule. Il n’y
a donc pas de diffraction des ordres pairs (autres que 'ordre 0).

L’ordre 0 est tel que

p(0,0) = %(p+ +p_)o(Fy, F)). (5.105)

Les ordres impairs sont tels que

~ (241 (—1)¢ 2¢+1
/ — — R B
p ( 57 ,O) ~T2a+1) (py —p_)é6 (FI 27 ,Fy> . (5.106)

Réseau de biréfringence binaire par modulation de déphasage. Les
vibrations propres du biréfringent se représentent par les vecteurs p; (vibration
lente) et p2. Le déphasage peut prendre la valeur ¢y (une constante) ou —ty ;
il s’écrit

(x,y) = %rectg * [gp(x) — g . (5.107)

Ici la valeur moyenne de v est nulle, mais il est possible de traiter le cas général
pour lequel cette valeur n’est pas nulle [192].
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La lumiére incidente est dans I’état de polarisation
p = ap1 + bpa, (5.108)

ol a et b sont deux nombres complexes. Les états p; et p_ sont

11 11
Py = ap1 exp(f%> + bpo exp(%) , (5.109)
i 11
p_ = apy exp(%) + bpo exp<f%> . (5.110)
L’ordre 0 est tel que
P(0.0) = (aps +bps) cos 2 a(F, ), (5.111)

et les ordres impairs

~ (2¢+1 . (—1)7 .o 2¢+1
/ - — . S A . i .
p ( 57 ,O) = 2177(2(1 0 (bpa — ap1) sin 5 5<FI 57 ,Fy).

(5.112)

L’ordre O posséde la polarisation de la lumiére incidente alors que la polarisation
des ordres impairs se déduit de la polarisation incidente comme si 'onde était
passée A travers une lame demi-onde dont les vibrations propres sont celles du
milieu biréfringent (c’est-a-dire p; et p2).

Si 1y = m, il n’existe pas d’ordre 0; si ¢y = 27, il n’y a pas non plus d’ordre
impair. Cela est normal dans la mesure ou tout se passe comme g’il n’y avait
pas de réseau! (comme pour ¥y = 0).

Réseau de biréfringence binaire par modulation d’axe. Il existe des
zones ou les vibrations propres du milieu dans lequel est formé le réseau sont
P1+ et pay, et des zones ol ce sont pi_ et po_. L’état de polarisation de ’onde
incidente sur le réseau est

P =aipiy +bypey =a-pi- +b-psr, (5.113)

ol a4, by, a_ et b_ sont des constantes. Le déphasage est 1y dans tous les cas
et par suite

. P LY
PL =aiLpit eXp(—l%) + bypoy exp (1%) , (5.114)
P =a_pi- exp(—i%) +b_po_ exp(i%) . (5.115)

La polarisation de I'ordre 0 et celle des ordres impairs se calculent & 'aide des
relations (5.105) et (5.106).

Remarque 5.4.10. Les méthodes précédentes s’appliquent & des réseaux de
biréfringence a modulations sinusoidales ou binaires, avec des motifs pério-
diques plus compliqués que ceux traités ici [137,192].
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5.5 Rendement de diffraction d’un réseau

5.5.1 Définition

L’amplitude diffractée par un réseau infini, de pas p, est proportionnelle
4 la transformée de Fourier de la fonction de transmission du réseau, laquelle
s’écrit, avec les fréquences spatiales comme variables, sous la forme

—~ _ . _g .
t(Fx,Fy)—zq:qu(Fx p)()(Fy), (5.116)

ou C, est une constante. Les paragraphes précédents fournissent des exemples
(voir la relation (5.64) p. 122 ou (5.96) p. 129, en adaptant les variables).

On appelle rendement de diffraction de 1'ordre ¢ la quantité n, = |C,|?. Le
rendement de diffraction caractérise la fraction de I’énergie incidente (ou du
flux incident) qui est diffractée dans lordre g.

5.5.2 Réseau d’amplitude sinusoidal

La fonction de transmission du réseau s’écrit

1 2mx
=—1 —_— 11
t(z,y) 5 ( + cos » ) , (5.117)
et sa transformée de Fourier
—~ 1 1 1 1 1
0(F,, F,) = {5 6(Fy) + 5(FI - 5) +3 5<FI n 5)} 3(F,). (5.118)

Le réseau comporte trois ordres de diffraction dont les rendements sont les
suivants

_ 1 = —1~006 (5.119)
770—47 771—77—1—16~a - .
La somme des trois valeurs du rendement de diffraction est

3
N-1+mn0+m= 3 (5.120)

ce qui signifie que 3/8 de l’énergie incidente est transmise par le réseau. Cela
se vérifie par le calcul de la moyenne de [t(x,y)]? sur une période du réseau. De

1/3 27x 4
t(z,y 2:—(—+2cos—+2cos—) , (5.121)
eyl =1 (3 : ,

il résulte (le symbole ( ) représente la moyenne spatiale)

wmmm%é%@wﬁm—. (5.122)

Le réseau absorbe les 5/8 du flux incident.
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5.5.3 Réseau d’amplitude en créneaux

Soit un réseau, de pas p, dont la fonction de transmission s’écrit
1

t(z,y) = —LLp * recty/o(x) , (5.123)
p

ce qui signifie que les parties passantes ont la méme largueur (p/2) que les
parties absorbantes. Le spectre du réseau (en amplitude) est donné par

q+oo

~ p_. Pk
t(Fy, Fy) = 5 sinc == L p(Fz) 0 Z smc = (F - 5) 0(Fy),
(5.124)
si bien que le rendement de diffraction de l'ordre ¢ est
A
=7 (smc 5) . (5.125)

Mis & part Pordre 0, le réseau ne diffracte que dans les ordres impairs : le
spectre en amplitude s’écrit sous la forme

Ly,

(e F) = 30FD6E) ~ 3. G p

) 6.

(5.126)
et le rendement de diffraction de l'ordre ¢ = 2¢’ + 1 est

1

Mg = M2q'+1 = W (5.127)

Le rendement de diffraction de 'ordre 0 est ng = 1/4; celui des ordres 1 et —1
est m =n_1 = 1/7% =~ 0, 10.
Le réseau absorbe la moitié du flux incident puisque

() = 1 [ o e = 5. (5.128)
P Jo 2
On vérifie, a I'aide de la formule sommatoire de Poisson,
g=+00 2 1
q;oo =1 q;oo (smc ) q;oo Ajaa) = A1ya(0) = 3 (5.129)

ot Ay/5 est la fonction triangle de largeur 1 (voir le paragraphe B.4.1 et le
tableau B.2).

Remarque 5.5.1. Le rendement de diffraction de ce réseau dans 'ordre 1 est
supérieur & celui du réseau sinusoidal du paragraphe précédent qui pourtant ne
comportait que trois ordres. Cela vient de ce que le réseau sinusoidal absorbe
d’avantage. (Le rendement dans Pordre 0 est le méme pour les deux réseaux.)
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5.5.4 Réseau de phase a deux niveaux

Le réseau, de pas p, est un réseau de phase en créneaux de largeur p/2. La
phase vaut 0 ou 7, et la fonction de transmission du réseau s’écrit

i

1
t(z,y) = EI_I_lp * rect, o(x) + e? LIy * recty, o * 0, /2(2) - (5.130)

Par transformation de Fourier on obtient

—~ p(l — el™PFay pF,
t(anFy) = %SIHCT qu/p(FI)(S(Fy)
1 g=+o0
- = 1 — ¢ima Ts5(E, -~ L) s(F,). 131
2q;00( )smc25< p)a( ) (5.131)

Le réseau ne diffracte que dans les ordres impairs. Il n’y a pas d’ordre 0. La
relation (5.131) s’écrit encore

q¢'=+o0 q ’
HFo, F,) Z o Jlr)l (Fx - 2qp+ 1) 5(F,) . (5.132)

Le rendement de diffraction de l'ordre ¢ = 2¢’ + 1 est

4

T (5.133)

M2q'+1 =
En particulier : n; =n_1 = 4/7% =~ 0, 40.

Le réseau étant un réseau de phase, donc transparent, tout le flux incident
est diffracté. On vérifie

o' =+oo q'=+00 a'=+00 2
4 2 +1
S mi Y g 3 (e

q'=—00 q'=—00 q'=—00

g=-+o00

SEY (smc ) ~1, (5.134)

gqg=—oQ

la derniére égalité résultant de la relation (5.129).

Remarque 5.5.2. On montre que le rendement de diffraction de 'ordre —1
(ou 1 suivant les conventions adoptées) d’un réseau de phase augmente avec le
nombre de niveaux de la phase. Par exemple pour quatre niveaux 8 le rende-
ment de 'ordre —1 vaut 0,80 (celui de Pordre 1 est nul, voir I'exercice 5.11).
Quand le nombre de niveaux augmente, le profil du réseau se rapproche de ce-
lui d’un réseau échelette pour lequel toute la puissance lumineuse est diffractée
dans un seul ordre (’'ordre 1 ou —1).

'8 Le profil de la phase du réseau est formé de créneaux de méme largeur.
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Remarque 5.5.3. N’avoir qu’un ordre de diffraction est intéressant pour les
applications des réseaux en spectroscopie (voir le paragraphe 13.5) ou pour
leur emploi comme composants correcteurs de systémes réfringents : toute la
lumiére diffractée est portée par une seule onde et les pertes que représentent les
autres ordres sont nulles. L’ordre 0 n’a pas d’intérét en spectroscopie puisqu’il
ne donne pas lieu & dispersion; il ne permet pas non plus de compenser le
chromatisme de lentilles réfringentes, pour la méme raison. Il est important de
pouvoir ’éliminer et de concevoir des réseaux dont le profil permet cela.

5.6 Rayonnement des antennes

Il s’agit surtout ici de jeter un pont entre 'optique et le domaine des hy-
perfréquences et, par ’emploi d’un langage et d’outils communs aux deux dis-
ciplines, de montrer que la connaissance de I'une permet de comprendre des
éléements de Pautre [253]. Dans une certaine mesure, les résultats de ce para-
graphe s’étendent a ’acoustique [136].

L’optique de Fourier, théorie scalaire, s’applique aux antennes radio-électri-
ques dans le domaine du champ lointain. On sait en effet qu’en champ lointain,
I'onde rayonnée par une antenne est localement plane. La transformation de
Fourier permert de comprendre, dans leurs grandes lignes, les propriétés géo-
métriques du rayonnement d’une antenne. L’analogie entre ouvertures diffrac-
tantes et antennes & ouverture mérite d’étre soulignée. Ainsi la résolution d’une
antenne s’analyse comme celle d’un systéme optique (étudiée au chapitre 8).
Les réseaux d’antennes sont les équivalents des réseaux de diffraction, et dans
les deux cas des questions d’apodisation se posent de la méme maniére.

5.6.1 Diffraction a ’infini

Champ lointain. Fonction caractéristique. Si A est un émetteur plan,
sa sphére de Fourier F est a linfini (voir la remarque 3.2.5 p. 49). A chaque
fréquence spatiale de 'objet diffractant est associée une onde plane, et I’onde
diffractée est une superposition d’ondes planes que nous décrivons en choisis-
sant la fréquence angulaire @ = (o, 8) comme variable (voir le chapitre 2).
L’amplitude de I’onde diffractée dans la direction définie!® par & est donnée
par "amplitude du spectre angulaire dans cette méme direction (relation (2.21)
p. 29), soit

V(@) ! /R2 exp {QiTﬂdir Ua(r)dr. (5.135)

a2

L’expression précédente donne ’amplitude de I'onde diffractée prise sur
I’émetteur. Il y manque éventuellement un coefficient, si on veut représenter

19 Rappelons que connaitre @, c’est connaitre deux des cosinus directeurs de la di-
rection de propagation de 'onde plane (« et 3). Le troisiéme cosinus directeur, =,
se déduit de a® + 5%+ 4% = 1.
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le champ & linfini. Pour comprendre cela, écrivons amplitude du champ dif-
fracté, a la distance D, par diffraction de Fraunhofer & partir d’un émetteur
sphérique A (nécessairement de rayon D), c’est-a-dire (Théoréme 1)
2T e Ua(r)d (5.136)
exp | —=s-r r)dr. .
p D A

i

Ur(s) =35 /.,

Si A est un émetteur plan, sa sphére de Fourier est & l'infini. Or, selon la
relation (5.136), amplitude Ur(s) tend vers 0 quand D tend vers linfini.
Nous définissons la zone de champ lointain de la fagon suivante :

1° La distance D (qui est aussi le rayon de A) est assez grande pour qu’on
puisse confondre I’émetteur sphérique A avec un plan;

2° Si s est la variable d’espace sur la sphére de Fourier de A, 'approximation

s = D® est légitime.

Dans ces conditions, I’amplitude diffractée en champ lointain par un émet-
teur plan s’obtient, dans la direction définie par @, en remplacant la variable
s par D@ dans la relation (5.136), soit explicitement

Uno(®) = Up(D) = — 2T por| Un(r)dr = 2V(&). (5.137)

= = — exp | —eL-r r)ar = — . .
o F 2D Jo PN A D

En prévision des comparaisons qui seront faites avec les expressions ha-
bituelles du champ rayonné par une antenne, nous introduisons le terme
exp[—2ir Dv /v] que nous n’écrivions plus, conformément a la régle 1 (p. 48), et
écrivons la forme compléte de la relation (5.137), c’est-a-dire

Uso(P) = A%exp { 217;\D} /]R? exp FITW@W' Ua(r)dr
i 2im D
7 &xp { 3 } V(). (5.138)
La « fonction caractéristique scalaire du rayonnement » est la fonction
. . 2
F(&) = é/R exp {21%@“[‘} Ualr)dr = %@), (5.139)
ou
2im
C = sup {/ exp {—@-r} Ua(r) dr} . (5.140)
& |Jre A

La fonction f est la transformée de Fourier normalisée du champ sur I’émetteur.

Diagramme de rayonnement. Il est habituel de caractériser une antenne
par son « diagramme de rayonnement » et d’adopter une représentation polaire
de la fonction caractéristique (ou de son module), c’est-a-dire de ’amplitude
Uy normalisée (ou de son module).

Soit une onde plane dont le vecteur d’onde est dans la direction de la droite
A. Les projections de cette droite sur les plans x, z et y, z définissent les angles
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vz et @y (fig. 5.28). La projection de A sur le plan x,y, qui définit 'angle ¢,
est dans la direction du vecteur @ dont les composantes « et 3 sont deux des
cosinus directeurs de la direction A (voir la figure 2.6). En effet, par définition,
o =cosf, (5.141)
B =cosb,, (5.142)
ol 0, est 'angle de A avec I'axe x et 0, celui de A avec 'axe y. Enfin si 0, est
I'angle de A avec 'axe z, on établit les relations
o =sinby, sing, =sinf, cosy,, (5.143)
B =sinb, siny, =sing, sinp, . (5.144)

Ainsi 6, est égal & ¢, quand ¢, = 0 (et 8, = 7/2), et est égal & ¢, quand
w, =7/2.

Fi1G. 5.28. Deux fagons de caractériser angulairement la direction A dans ’espace.

Pour une antenne filaire 2° rectiligne, alignée sur la direction ¥, on construit
le diagramme de rayonnement en choisissant I’angle ¢,, comme paramétre.

Pour une antenne & ouverture circulaire placée dans le plan x,y, on choisit
comme paramétre 'angle 6, a cause de la symétrie de révolution.

En général, les calculs des champs étant effectués en coordonnées carté-
siennes, il est souvent plus commode de choisir ¢, ou bien ¢,, comme angle
caractéristique pour décrire le rayonnement de 'antenne. On obtient ainsi des
« sections » du diagramme de rayonnement. Des exemples sont donnés dans les
paragraphes suivants.

Sir = (z,y) et & = (a,3), les relations (5.141) et (5.142) conduisent a
écrire la relation (5.139) sous la forme 2!

20 Qyr le principe, une telle antenne est constituée d’un fil parcouru par un courant
électrique dont I'intensité est le produit d’une porteuse sinusoidale et d’'une modu-
lation. En pratique il s’agit souvent d’une antenne « dipéle » [75].

21 pour simplifier, et par abus, nous gardons la méme lettre f pour noter la fonction
caractéristique du rayonnement, indépendamment des variables angulaires choisies.
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1 2i
f(05,0,) = vol /Rzexp {%(r cosfy +ycosly)| Uslx,y)dzdy. (5.145)

D’autre part, les relations (5.143) et (5.144) conduisent &
@.r =xsinf,cosp, +ysind, sinp, , (5.146)

et la relation (5.139) devient

1 2i
F(05,0,) = el /exp {%(msin@z cosy, +ysinb,sing,)| Ua(z,y) dzdy,
]RZ

(5.147)

5.6.2 Lien avec la théorie des antennes

En théorie des antennes ?%, on démontre le résultat suivant ?® [53,173]. Soit

J(r) le vecteur densité de courant au point r d’'une antenne A. En champ loin-
tain, le champ électromagnétique rayonné par I’antenne est donné, au point 24
p, par le vecteur champ électrique (X est le symbole du produit vectoriel)
E(p) iwp 2imp o x
dmp P A ’

epx/ exp [Ziﬂep-r]j(r)dr} ,  (5.148)
A

et le vecteur champ magnétique

iw 2im
H(p) = *m exp {Tp}

epx/Aexp [2ime, T j(r) dr} , (5.149)

ou w est la pulsation de 'onde, p la perméabilité du milieu de propagation et
e, est le vecteur unitaire suivant le rayon vecteur p.

Pour établir le lien avec la diffraction en optique, nous remplagons p par la
perméabilité du vide ug, dans la mesure ot nous considérons des milieux non
magnétiques. De w = 27v résulte

2me
Wi = —-Ho - (5.150)

Les relations (5.148) et (5.149) deviennent respectivement

22 Par théorie des antennes, nous entendons I’approche vectorielle du champ électro-
magnétique rayonné par une antenne, telle qu’elle est décrite dans des ouvrages
classiques sur le sujet [48,53,55,75,119,173].

23 Certaines différences dans les signes s'expliquent par le choix d’une dépendance
temporelle de la forme exp[2imvt].

24 Avec les notations employées dans ce livre, le vecteur 7 est un vecteur a deux
dimensions qui représente un point de I’antenne, 'origine étant le sommet de ’an-
tenne (voir le paragraphe 3.1.1). Toutefois le vecteur p est a trois dimensions; son
origine est aussi le sommet de ’antenne : si D est la distance de I’antenne au plan
d’observation, le vecteur p posséde une composante De, sur 'axe z (le vecteur e.
est unitaire sur 'axe z).
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. o

E(p) = 21;/;\0[)6}{ {—% e, X |e,X /Aexp[inep-r}j(r)dr} ,  (5.151)
. 9

H{p) = 72:)\/) exp {%} epx/Aexp [ineﬁr}j(r)dr} . (5.152)

Les vecteurs e,, E et H forment un triédre rectangle direct et I'onde dif-
fractée en champ lointain est localement plane : nous la caractérisons seulement
par E.

Les coordonnées sphériques au point p sont p, 0, et ¢,, et les vecteurs
unitaires correspondants e,, eg et e, ; il en résulte

e, r=rsind, = xsinfd, cosp, +ysind, sinp, . (5.153)

Supposons que le vecteur densité de courant j ait une direction fixe et
g’écrive j(r) = j(r) e, ol e, est unitaire. Soit le vecteur u tel que

u=e,Xle,Xeg|. (5.154)
Le champ E s’écrit 2°

icuo 2imp
E(p) = ) — 1
(0) = w iyt exp | - 22| (5.155)

9
X / exp {%(w siné, cos ¢, + ysin b, sin gcz)} j(r)dr.
R2

Cette expression conduit & définir la « fonction caractéristique du rayonne-
ment 2 » par

. 9
F(0.,¢.) = [l / exp ﬂ(acsinﬁz cosp, +ysinb, sing,)| j(r)dr,
Cl R2 )\

(5.156)

ou

o5
C’ = sup {/ exp{%(msin@z cosy, +ysind, singcz)} Jlr) dr} . (5.157)
0-,0. L/R?

Par comparaison avec la relation (5.147), nous concluons que la théorie
scalaire fournit, au facteur ||u|| prés, la fonction caractéristique du rayonnement
de ’antenne, & condition de remplacer ’amplitude du champ sur I’émetteur par
I’amplitude du courant électrique sur ’antenne, lequel est supposé avoir une
direction fixe. Cela s’écrit

F(0:,0:) = ||ul| f(0., 02) - (5158)

25 Ne pas confondre le signe x, qui indique que P’écriture se poursuit sur la deuxiéme
ligne par un produit, avec X qui représente le produit vectoriel.

26 (est la fonction caractéristique définie en théorie vectorielle. Elle est différente, a
priori, de la fonction caractéristique scalaire définie par la relation (5.139). Nous
nous proposons ici de faire le lien entre les deux.
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Remarque 5.6.1. La relation (5.155) précise les conditions de validité de
I’hypothése de la préservation de la polarisation du champ par diffraction—
propagation, énoncée au paragraphe 1.3 du chapitre 1. En effet, prés de ’axe
de propagation z, le vecteur e, se confond pratiquement avec le vecteur e.,
et si le vecteur densité de courant sur I’antenne est dans le plan de ’antenne
et posséde une direction fixe, le vecteur e. est constant et orthogonal & e,.
Dans ces conditions u = e, et la relation (5.155) montre que le champ élec-
trique de 'onde diffractée est paralléle & la direction du courant sur 'antenne.
Aprés remplacement du courant sur I’antenne par le champ électrique, c’est
I’hypothése faite pour fonder la théorie scalaire (chapitre 1).

Remarque 5.6.2. Jusqu’a présent le champ sur 'antenne était supposé de la
forme Ua(z,y) exp[2irvt]. Une telle expression ne tient pas compte du signal
qui contient I'information qu’on souhaite transmettre & I'aide de ’antenne :
elle ne représente que la porteuse. Dans la réalité, le champ (ou le courant) sur
I’antenne est au moins de spectre étroit et son étude reléve de celle qui sera
abordée au chapitre 9. Nous verrons cependant que la diffraction d’une onde &
spectre étroit se raméne pratiquement, pour ce qui est de la variable d’espace,
4 celle d’'une onde monochromatique, et cela justifie la présente étude. Il en
irait différemment bien sir en spectre large.

Ce qui suit vaut donc pour des ondes de spectre étroit, c’est-a-dire pour des
largeurs de bandes faibles par rapport a la fréquence porteuse.

5.6.3 Antenne i ouverture rectangulaire

L’antenne est de dimensions L x H (L suivant z et H suivant y). Le vecteur
densité de courant est supposé homogéne, orienté suivant ’axe y, si bien que

u=e,Xle,Xe,| =sinb, ey, (5.159)
et ||u|| = |sinfy|. L’amplitude du courant sur ’antenne est de la forme
J(x,y) = jorectr(x) recty(y), (5.160)

ol jo est une constante (dimensionnelle). La fonction caractéristique scalaire
du rayonnement est

Lsinf,cosp, . Hsinf,sinp,

h\ S1nc h\

f(8,,¢,) =sinc (5.161)

On trace des sections du diagramme de rayonnement : une dans le plan
y = 0, autre dans le plan £ = 0. Dans le premier cas ¢, = 0, si bien que
0, = ¢z et 6, = w/2. Ainsi sinf, = 1, et dans le plan z, z, le rayonnement est
caractérisé par la fonction

Lsing,

3 (5.162)

F(pe) = f(pe) = sinc
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Dans le deuxiéme cas, ¢, = n/2 et 0, = ¢, = 7/2 — 6. Dans le plan y, z le
rayonnement est caractérisé par la fonction

H sin g,

5 (5.163)

Fpy) = flpy)sind, = cos gy sinc

La figure 5.29 donne la caractéristique du rayonnement pour une ouverture
plus grande horizontalement (en x) que verticalement (en y). Les deux graphes
sont & rapprocher de la figure 5.9 dont ils fournissent la représentation polaire
des sections. Le rayonnement est plus directif horizontalement que verticale-
ment. Cela explique que les antennes des radars de controle aérien sont plus
larges que hautes : il est nécesssaire en effet d’obtenir une bonne résolution
horizontale de facon & connaitre avec précision ’azimuth de la cible, alors que
verticalement au contraire on souhaite une plus large couverture du radar. En
tournant sur elles-mémes ces antennes permettent de surveiller tout ’espace.
On améliore la résolution horizontale du systéme en utilisant un réseau d’an-
tennes filaires ; ce point fera ’'objet du paragraphe 5.6.6.

Fi1G. 5.29. Diagrammes de rayonnement d’une antenne & ouverture rectangulaire
8 fois plus large que haute. Le graphe de gauche donne la section horizontale du
rayonnement et celui de droite la section verticale. Pour chaque diagramme, la trace
du plan de 'antenne est le segment vertical représenté sur le schéma.

La méme méthode d’étude s’applique & une ouverture circulaire.

Remarque 5.6.1 Il faut bien sir comparer les résultats établis ici avec ceux
obtenus au paragraphe 5.2.2 pour une ouverture rectangulaire éclairée par une
onde lumineuse. Le calcul qui conduit & la relation (5.161) est le méme que
celui qui conduit & la relation (5.18). La relation (5.161) est simplement une
version normalisée de la relation (5.18). La fonction caractéristique (vectorielle)
se déduit de f(0,,¢,) (scalaire) par multiplication par sin8,. Dans le cadre de
l'approximation métaxiale, 'angle 8, est voisin de 7/2 et sin 6, est voisin de 1
(le premier terme négligé est du troisiéme ordre en 7/2—6,). Dans les limites de
I’approximation métaxiale, le champ rayonné par une antenne rectangulaire en
champ lointain est identique au champ diffracté, en optique, par une ouverture
rectangulaire (voir le chapitre 1).

5.6.4 Antenne a balayage

Considérons de nouveau le champ sur ’antenne (ou le courant), de la forme
Ua(z,y) exp[2imvt], et supposons qu’on introduise un déphasage tel que I'am-
plitude du champ s’écrive finalement
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Ul(x,y) = Ua(z,y) exp|—2inFox] exp[2irvt]. (5.164)
Il en résulte

Ul =Us * 0rp, (5.165)
soit encore

Ul (D) = Uso(® — \Fy), (5.166)

ou Fy = (Fp,0). Le diagramme de rayonnement de ’antenne subit une rotation
d’angle A\Fy (supposé petit), autour de 1’axe vertical y (fig. 5.30).

Fic. 5.30. Un déphasage du courant
sur 'antenne se traduit par une ro-
tation de son diagramme de rayonne-
ment. (Comparer avec le diagramme
de gauche de la figure 5.29.)

AFy

Si le déphasage dépend du temps, c’est-a-dire si Fj est une fonction du
temps, la relation (5.166) s’écrit

Ul (B) = Uso[® — AFo (1)) . (5.167)

En géneéral Fy(t) est périodique et la relation (5.167) est valide si la période de
Iy est grande devant 1/v (qui est la période de la porteuse). On obtient une
antenne & balayage quand Fy(¢) est une fonction en « dents de scie ».

Une antenne & balayage offre 'avantage de produire une rotation du rayon-
nement sans mouvement mécanique [149]. Cela conduit & des fréquences de
balayage plus élevées que celles autorisées par des rotations mécaniques, limi-
tées par l'inertie de ’antenne. Il est méme concevable d’asservir le courant sur
I'antenne de facon & ce que le rayonnement de I'antenne pointe en permanence
sur une cible mobile (principe de la poursuite d’une cible).

5.6.5 Antennes filaires

L’antenne est un fil rectiligne orienté suivant I'axe y : e. = e, et par
conséquent, comme au paragraphe 5.6.3, nous avons ||u|| = |siné,|.

Le champ électrique est tangentiel et la fonction caractéristique du rayon-
nement est

F(@Z, S«Qz) = sin Qy f(eza S«Qz) . (5168)

Plus précisément, ’amplitude du courant sur I’antenne est de la forme
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J(r) =gz, y) = gy(y) 6(x) - (5.169)

En toute rigueur Iécriture intégrale de f(6,,¢.), comme celle de la relation
(5.147), est impropre, & cause de la distribution de Dirac. Cependant, si nous
nous souvenons que f(6,,¢,) est, au fond, la transformée de Fourier du champ
(ici du courant) sur ’émetteur, nous constatons

f(0,,02) :%(sin@z singp,). (5.170)

Exemple 5.6.1 Soit une antenne filaire de longueur H parcourue par un cou-
rant électrique de la forme (la dépendance temporelle est omise)

Jx,y) = jod(x) rect g (y) cos2mFpy . (5.171)

On trouve

. HsintH(F, — Fy) . HsinwH(F, + Fp)

o gy HsimTH(F, — F) H 5.172
J(Fe, Fy) 1075 TH(F, — Fy) 03 TH(Fy + Fo) | !

En remplacant F, par a/X et F, par §/A, puis « par sind, cos¢, et 3 par
sin @, sin ., on obtient

) 1 . siné, sinp,, 1 . sin§,, sin ¢,
f0,,0,) = ESIHCH(% — FO) + EsmcH(% +Fg) .

(5.173)

I est plus judicieux de choisir 'angle 8, comme paramétre puisque la fonction
f ne dépend que de 8. Il en résulte

1 1 s
f(8,) = 3 sinc (coi\Qy - Fo) + 5 sinc (Coie" + Fo) . (5.174)

Finalement
sinfy | . cos b, . cos b,
F(6,) = — sinc S Fy) ) +sincy 3 + Fy) . (5.175)

Examinons un cas particulier classique. Supposons Fy = 1/A et H = \/2
(antenne demi-onde). Le courant est stationnaire (onde stationnaire). Il est nul
aux deux extrémités de ’antenne. La relation (5.175) devient

ing. |sin [z(cos Oy — 1)} sin [z(cos 8y + 1)}
F((91 ) - SN Gy 2 i 2
y) =
2 g(cos 6, —1) g(cos G, +1)
sin 0, T 1 1
=—5 cos (5 cos Gy) —

g(cos 6y, —1) g(cos 6, +1)

= WM. (5.176)

sin 8,
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Fic. 5.31. Diagramme de rayonnement d’une
antenne filaire demi-onde (le courant sur l'an-
tenne est le long de l'axe y).

La figure 5.31 donne une section du diagramme de rayonnement de cette an-
tenne filaire. Le diagramme complet, dans I’espace, s’obtient par rotation au-
tour de 'axe y.

La figure 5.32 montre le diagramme de rayonnement d’une antenne filaire
pour laquelle H = 3\/2 et Fy = 1/

Fic. 5.32. Diagramme de rayonnement d’une antenne fi-
laire de longueur 3)\/2 (le courant sur I'antenne est le long
de I'axe y). On a tracé |F(6y)].

5.6.6 Réseau d’antennes filaires

Pourquoi des réseaux d’antennes filaires ? Les réseaux d’antennes filaires
sont, dans une large mesure, équivalents aux réseaux de diffraction : un réseau
d’antennes est constitué d’antennes filaires identiques, paralléles entre elles et
périodiquement espacées (période p).

Cette similitude masque cependant U'intérét des réseaux d’antennes, essen-
tiellement parce qu’un réseau de diffraction comporte un grand nombre de traits
et correspond pratiquement au cas limite d’un trés grand nombre d’antennes.
Il est instructif & ce propos d’examiner ce que se passe quand on augmente
progressivement le nombre d’antennes mises en paralléle, comme l'illustre la
figure 5.33.

Imaginons des antennes filaires paralléles a ’axe y (perpendiculaire au plan
de la figure 5.33) et réguliérement espacées sur ’axe x. Nous nous intéressons
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nement de (a) 2; (b) 4; (c) 8; et
(d) 16 antennes filaires. Le lobe cen-
tral s’affine et les lobes secondaires
s’atténuent quand le nombre d’an-
tennes augmente.

M«T @/
a b
F1G. 5.33. Diagrammes de rayon-
x x
¢ d

au champ lointain dans la direction de 'axe z et tracons le diagramme de
rayonnement en fonction de l'angle 7/2 — ., qui est aussi 'angle 6, si on se
limite & une section perpendiculaire & ’axe y.

La figure 5.33-a représente le diagramme de rayonnement (en 6,) de deux
antennes filaires, la figure 5.33-b celui de quatre antennes, la figure 5.33—c d’un
réseau composé de huit antennes filaires et enfin la figure 5.33-d d’un réseau
de 16 antennes. Quand le nombre d’antennes augmente :

1° Le lobe central s’affine ;
2° Les lobes intermédiaires s’atténuent.

Pour un trés grand nombre d’antennes, le réseau se décrit par un peigne de
Dirac et le diagramme de rayonnement est lui-méme un peigne de Dirac; cela
confirme la tendance décrite dans les deux points ci-dessus.

L’intérét d’un réseau d’antennes réside dans ’amélioration de la directivité
du lobe principal du rayonnement et dans la réduction des lobes secondaires.
Cette propriété, décrite ici pour les antennes d’émission, se transpose a la ré-
solution des antennes de réception (voir le paragraphe 8.4.2 du chapitre 8).

11 reste encore des lobes d’ordre supérieur. Une fagon de les faire disparaitre
consiste & choisir le pas du réseau égal & la demi-longueur d’onde.

Courant uniforme sur toutes les antennes. Nous supposons les antennes
au nombre de 2N + 1, de longueur H, orientées suivant ’axe y (on traiterait
de méme 2N antennes; le choix d’un nombre impair d’antennes correspond &
celui effectué pour les réseaux optiques — voir la remarque 5.4.6 p. 126).

Le courant dans le plan de ’antenne est de la forme

q=N

jlx,y) = jo Z d(x — gp) rect (y) cos 2w Fyy . (5.177)
qg=—N



148 Optique de Fourier

Par transformation de Fourier (& deux dimensions), puis changement de va-
riables, on obtient la fonction caractéristique scalaire du rayonnement sous la
forme

g(gmgy) - f(ngey) Z €xXp hy

qg=—N

qg=N .
2 0,
{M} , (5.178)

ot f(6z,0y) est donné par la relation (5.173).
On appelle « facteur réseau » la fonction définie par

i 2imgp cos
R(8,) = Z exp {—%} . (5.179)
qg=—N

Le calcul qui conduit & la relation (5.82) donne ici

. (2N + 1l)mpcosd,
sin

_ A
R(6,) = T e (5.180)

A

S

La relation (5.180) est & rapprocher de la relation (5.83), établie pour un réseau
de diffraction : elle en est simplement une version normalisée. Les variables
angulaires et spatiales sont liées par

<
1
ou f’ joue le role de la distance de diffraction : 'approximation est justifiée
quand cette distance est grande (champ lointain).

cosl, —a=

(5.181)

Antennes filaires déphasées linéairement. Le courant dans le plan de
I’antenne est de la forme

g=N

jlxy) =jo Y 6(z — qp)exp|—2imqg)] rect(y) cos 2mFoy , (5.182)
qg=—N

ou ¢ est une constante. Le calcul du paragraphe précédent reste valable a
condition de remplacer cos 8, par cosf, — A¢/p. Le facteur réseau de I’antenne
est

o {(m Cm (” Ll ¢>} | -

sin {71' (pco; O — ¢)}
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5.7 Apodisation

La question de I'apodisation se pose aussi bien en optique que pour une
antenne [33,40]. L’idée est de réduire les lobes d’une figure de diffraction, tels
qu’ils apparaissent par exemple pour une ouverture rectangulaire (figures 5.8
et 5.9), pour une ouverture circulaire (figure d’Airy, figures 5.12 et 5.13) ou
dans le diagramme de rayonnement d’une antenne (fig. 5.29).

La résolution d’un instrument d’optique est abordée au chapitre 8, notam-
ment au moyen du critére de Rayleigh. Ce critére est pertinent pour distinguer
deux points lumineux dont les images ont sensiblement le méme éclairement.
Or il arrive qu’on souhaite observer par exemple une étoile située dans le voisi-
nage immédiat d’une étoile de plus faible magnitude (plus lumineuse), et placée
de telle sorte que le maximun de la tache de diffraction qui en est 'image se
superpose au premier anneau de la figure d’Airy de lautre étoile. Du fait de
I'importante différence de magnitude, 1’étoile la moins lumineuse n’est pas per-
cue, car le centre de sa tache d’Airy a un éclairement bien inférieur & celui du
permier anneau de la tache d’Airy engendrée par I’autre étoile. L’idée vient alors
de réduire I’éclairement du premier anneau de la figure d’Airy et I’apodisation
permet d’obtenir ce résultat. Le probléme se pose en des termes comparables
pour les antennes de radar [33].

5.7.1 Apodisation par atténuation aux bords de la pupille

L’apodisation est abordée a travers un exemple, en considérant de nouveau
la diffraction par une ouverture rectangulaire (largeur L, hauteur H), traitée
au paragraphe 5.2.2. Soit U4 lamplitude donnée par la relation (5.16) : c’est
celle du champ sur 'ouverture éclairée uniformément.

Placons sur 'ouverture précédente une transparence dont la fonction de
transmission s’écrit

1 2 2
t(x,y) = 1 (1 + cos %) (1 + cos %) : (5.184)
L’amplitude du champ apodisé sur I'ouverture est (I'indice a signifie apodisé)

UL (@, y) = @, y) Ua(z,v). (5.185)

C’est sur la sphére de Fourier, 1a ou s’observe la figure de diffraction (régime

de Fraunhofer), que se remarque le phénoméne d’apodisation. Sur cette sphére,
]

I’amplitude du champ diffracté correspondant a Uga est

Ul =75 Upo (5.186)

ot Up: est donné par la relation (5.18).
La transformée de Fourier de la fonction ¢ s’écrit

~ 1

L1 . 1
t(Fy, Fy) = 1107t 5(571/L + Ol/L)} ® {0 + 5(571/1[1 +01m)| , (5.187)
F

b F,
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ot les indices I, et Iy indiquent sur quelle variable portent les distributions
de Dirac.
Pour alléger I’écriture, introduisons les fonctions g et h définies par

L. L& L L¢ L L¢
g(&) = 5 sinc ¥E + smc ()\f’ 1) sinc ()\f’ + 1) (5.188)
H Hn H Hn H Hn
h(n) = — sinc )\_f’ + sinc )\_f’ -1 + sinc )\_f’ +1 (5.189)
L’amplitude du champ apodlsé, sur la sphére de Fourier, s’écrit finalement
iU,
Flem =55 9@ o). (5.190)

La figure 5.34 permet de comparer les amplitudes de Ug-(£,0) et Ul[f,] (£,0).
On constate que le premier lobe de 'amplitude apodisée est plus faible que
celui de amplitude non apodisée.

Up: (57 O)
Upl(€,0
LT Fic. 5.34. Comparaison de am-
N, plitude des champs diffractés par
/\/ ™ /\ ¢ une ouverture rectangulaire et par la
, v méme ouverture, apodisée par une
2—>‘LL fonction sinusoidale (pour chaque di-
mension).

Le bénéfice de 'apodisation se paie : considérons I’éclairement de la figure
de diffraction pour 1 = 0, et comparons-le & celui obtenu au paragraphe 5.2.2,
représenté par la figure 5.9. La tache centrale de la figure de diffraction non
apodisée occupe une largeur 2Af’/L. Le premier 0 de la fonction U][ff] se ren-
contre en £ = 2\ f’/L, ce qui fait une tache centrale de largeur 4\ f’/L, soit le
double de la tache non apodisée. En outre, nous constatons

iUGHL 1
Y 1 Ur(0,0). (5.191)

La figure de diffraction est plus large et moins lumineuse que la figure non
apodisée, ce que montre la figure 5.34. C’est le prix a payer pour réduire les
lobes de la figure de diffraction.

vlel(0,0) =

Remarque 5.7.1. Il existe d’autres fonctions d’apodisation que celle donnée
par la relation (5.184) : fonction « triangle », puissances d’une fonction cosinus,
etc. Par rapport & la fonction triangle, celle de la relation (5.184) a I’avantage
d’etre de classe C*° au bord de I'ouverture (donc plus réguliére).
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5.7.2 Apodisation d’un réseau par une fenétre transparente

Dans le paragraphe précédent 'apodisation était obtenue en placant sur
la pupille un écran absorbant inhomogéne qui adoucissait en quelque sorte le
passage entre la région transparente de la pupille et la partie opaque de 'écran
diffractant. La forme de la pupille n’était pas affectée par ’ajout de I’écran
absorbant en ce sens que le support (au sens mathématique du terme) de la
fonction de transmission de 'ouverture restait le méme. La technique décrite
dans le présent paragraphe consiste & modifier la forme méme de 'ouverture
diffractante, c’est-a-dire le support de sa fonction de transmission, par l'inter-
meédiaire d’une fenétre transparente qui restreint le support de 'ouverture.

Soit un réseau de diffraction & traits infiniment minces, de pas p, limité par
une pupille rectangulaire de largeur L et hauteur H. La figure de diffraction
de ce réseau a été calculée au paragraphe 5.4.1 (réseau de dimensions finies,
p. 124).

Placons sur le réseau une ouverture (fenétre) supposée symétrique par rap-
port a laxe x (les traits du réseau étant paralléles & y). La figure 5.35 montre
deux exemples de fenétres. De fait, la fenétre est décrite par une équation de la
forme |y| = f(x) (f étant une fonction & valeurs positives). Pour le losange, la
fonction f est une fonction « triangle » ; pour le chapeau de gendarme, c’est
une fontion de la forme

f(z) = rectp(z) <1+COS%TI>. (5.192)
y y
H/2 ] H/2 ]
%IH IR M‘Hh{lw
111 T
a b

Fi1c. 5.35. Réseau apodisé par une fenétre : (a) en losange; (b) en « chapeau de
gendarme ». Dans la réalité, le réseau comporte beaucoup plus de traits que ce qui
est indiqué sur les deux schémas.

La relation (5.70) correspondait & une fonction de transmission du réseau,
sans apodisation, de la forme

q=+0o0
t(z,y) = % LLIp(z) rectr(z) rect g (y) = Z d(z — gp) rectr(x) rectm (y)
=Q q:(i?
= > Sz —qp) rectu(y) = > to(z,y), (5.193)

=—Q =—Q
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o @ est la partie entiére de L/2p et t4(z,y) = 6(x — qp) rect i (y).
La fonction de transmission du réseau apodisé s’écrit

=Q q=Q
(@, y) = > 0w — qp) rectapgp () = Y til(z,y), (5.194)
=—Q =—Q

ot t1(z,y) = 8(z — qp) rect, f#(ap)(y)- La transformée de Fourier de tlo) est

—~

. in? F
(B, ) = e2imarr. S27S(@)Fy (5.195)
wly

Le spectre du réseau a pleine ouverture (non apodisé) est composé de points
localisés sur axe F, (voir le paragraphe 5.4.1), ce qui conduit & considérer
t(F,,0) et & examiner ce que devient cette fonction (ou distribution) en présence
de la fenétre d’apodisation. Or

—~

tll(Fy,0) = 2f (qp) ¥™PF = G, (F,,0) (5.196)
ot la fonction g, est définie par

9q(x,y) = tq(z,y) fz). (5.197)
Il en résulte finalement

tlal(F,,0) = §(Fy,0), (5.198)
ou g est telle que

g(z,y) = t(z,y) f(z). (5.199)

Sur l'axe F, le spectre du réseau apodisé par une fenétre décrite par la
fonction f est le méme que celui du réseau apodisé par atténuation par une
transparence de fonction de transmission f.

U (£,0)12/|U S (0,0)]2

UL

T T T T
0 AL 3Af
V4 P P p
FiG. 5.36. Profil normalisé de la figure de diffraction d’un réseau apodisé par une
fenétre en chapeau de gendarme (& comparer avec la figure 5.23).
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La figure 5.36 montre le profil normalisé de la figure de diffraction d’un
réseau apodisé par une fonction en chapeau de gendarme, comme celle donnée
par la relation (5.192) et représentée par la figure 5.35-b. Les données sont celles
du paragraphe 5.4.1 : U[a] est Pamplitude du champ apodisé sur la sphére de
Fourier. Les traits du réseau étant supposés infiniment minces, cette figure est
& rapprocher de la figure 5.23.

5.7.3 Réseau d’antennes pondéré

Il est possible d’apodiser une antenne & ouverture rectangulaire par une
fonction similiaire a la fonction de transparence du paragraphe 5.7.1, ou encore
par une fonction triangle (voir I’exercice 5.12). On apodise également des an-
tennes & ouverture circulaire. En pratique, on pondére la distribution de courant
sur I'antenne, ce qui n’est d’ailleurs pas forcément simple & obtenir. I arrive
qu’on alimente une antenne cornet par un guide d’ondes; celui-ci introduit une
pondération du courant qui affecte le rayonnement de ’antenne.

Le probléme d’un réseau d’antennes pondéré est un peu plus général que ce-
lui de la seule apodisation d’un réseau, mais se pose dans des termes semblables.
Le réseau est constitué d’un ensemble périodique d’antennes identiques, cha-
cune d’elles étant décrite par le motif m (fig. 5.37). On tient compte de ’étendue
limitée du réseau en introduisant une fonction de pondération P, si bien que
l'amplitude du champ qui émerge du réseau d’antennes s’écrit

Ualz,y) = %[I_I_lp * m|,(x,y)P(x), (5.200)

ot [ ], indique que le produit de convolution ne porte que sur la variable z, et
ou Uy est une constante dimensionnelle. Par transformation de Fourier, nous

S
| C d B |
N o = T I £
Y, U pU Y, \U\U\U\U‘U_ UJIJ/J)

F1G. 5.37. Représentation schématique d’un réseau d’antennes pondéré. (a) Sup-
port du motif (une antenne); (b) Support du spectre du motif; (c) Réseau pondéré.
La pondération est indiquée schématiquement en réduisant le support des antennes.
(d) Spectre du réseau pondéré. (Pour éviter la contradiction de supports bornés pour
m et sa transformée de Fourier 7, on considére n’avoir tracé que la partie « utile » des
supports de ces fonctions, lesquels peuvent donc étre infinis.)
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obtenons
PN Up "~ (4 5 q
Ua(Fp, Fy)=— > m(=F, )| P(F.—=]. (5.201)
p p p

g=—00

En pratique, dans la sommation de la relation (5.201), les valeurs de ¢ sont
bornées, dans la mesure ou m est & support borné.

La figure 5.37 représente schématiquement le spectre du réseau pondéré. 1l
y a échantillonnage au pas 1/p du spectre du motif m avec un gabarit qui est
le spectre de la fonction de pondération.

[’analyse précédente est une généralisation de ’apodisation d’un réseau de
diffraction par atténuation. Certaines pondérations produisent un diagramme
de rayonnent limité & un seul faisceau apodisé; elles utilisent par exemple les
polynomes de Tchebychefl et sont employées pour les radars [55,243].

5.8 Exercices

Exercice 5.1 (Montage de transformation de Fourier ajustable). La
figure 5.38 montre une variante du montage de la fig. 5.2 qui permet de faire
varier la taille du spectre de la fonction de transmission ¢ de la transparence 7 .
L’objectif forme en S’ 'image de la source S (longueur d’onde ). La distance
de 7 a5 est D.

1. Donner 'expression de 'amplitude du champ sur la sphére A tangente a
T et centrée en 5"

2. Calculer I’'amplitude du champ sur F, la sphére de Fourier de A. Quelle
est la distance de diffraction & prendre en compte ?

3. Calculer I’éclairement dans le plan P, tangent a F en son sommet.

4. Montrer qu’en faisant varier D on fait varier la taille du spectre de t observé
sur P.

Fia. 5.38. Montage permettant de faire varier les dimensions du spectre d’une trans-
parence.

Exercice 5.2. Démontrer la relation (5.8) p. 103 pour le montage schématisé
par la figure 5.3. Constater que la relation est la méme, quelle que soit la
position de ’émetteur plan A (seule change la sphére de Fourier) ; en déduire
le résultat pour le montage de la figure 5.4.
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Exercice 5.3 (Fentes d’Young). On remplace les trous d”Young de la figure
5.10 par deux fentes identiques distantes de L. Calculer I'éclairement de la
figure de diffraction & la distance D du plan des fentes en supposant celles-ci
infiniment fines et infiniment longues.

Exercice 5.4 (Trous d’Young rectangulaires). Soit un écran plan percé de
deux ouvertures rectangulaires identiques, de cotés L/2 et H, séparées, centre
a centre, de la distance L (fig. 5.39). On éclaire cet écran par une onde mono-
chromatique convergeant au point S situé a la distance D de ’écran.

1. Ecrire la forme explicite de la fonction de transmission ¢(x,%) de I’écran.

2. Quelle est Pamplitude du champ dans le plan paralléle & I’écran et passant
par S (coordonnées ', y’ dans ce plan)?

3. Donner allure du profil de I’éclairement dans le plan précédent pour ¢y’ = 0.

Y

—L/2| 0 L)2

F1G. 5.39. Trous d’Young rectangulaires.

Exercice 5.5 (Trous d’Young circulaires). Méme exercice que le précé-
dent, mais avec deux ouvertures circulaires de diamétre d, dont les centres sont
distants de L.

Exercice 5.6 (Damier). On considére un écran en « damier » constitué de
carrés de cOtés £, alternativement transparents et opaques. On éclaire cet écran
par une onde monochromatique (longueur d’onde \), convergeant en un point
S, a la distance D de I’écran.

1. Ecrire la fonction de transmission de ’écran, supposé infini.
2. Donner 'expression de 'amplitude du champ dans le plan du foyer S.

3. Méme question en supposant que le damier contient 10 x 10 cases.

Exercice 5.7 (Diffraction de Fraunhofer d’une fente illimitée). Retrou-
ver I'expression de amplitude du champ diffracté par une fente infiniment
longue (paragraphe 5.2.1) en considérant cette derniére comme formée de deux
bords d’écrans paralléles et en appliquant les résultats du paragraphe 5.3.1.

Exercice 5.8 (Figures de diffraction de Fresnel).

1. Utiliser les résultats du paragraphe 5.3.2 pour calculer la figure de diffrac-
tion de Fresnel d’une fente illimitée.

2. Méme question pour une ouverture rectangulaire.
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Exercice 5.9 (Mesure de faibles déphasages par la méthode des trois
fentes [200]). Examen de maitrise de physique, université de Bretagne-Sud,
Lorient, 2002. On dispose de trois fentes paralléles entre elles, qu’on supposera,
pour simplifier, infiniment étroites et infiniment longues. La distance des fentes
entre elles est L. On éclaire le plan de ces fentes par une onde monochromatique
(longueur d’onde A) convergeant a la distance D (voir la figure 5.40). L’ampli-
tude de I’'onde d’éclairage au niveau des fentes est Up, et on écrira Iy = |Up|>.
Soit P le plan paralléle au plan des fentes, & la distance D. On prend des coor-
données £ et 1 dans le plan des fentes, la coordonnée 7 étant paralléle au grand
coté des fentes, et des coordonnées x et ¢y dans le plan P, la coordonnée x étant
paralléle & £. On posera par la suite A = 2wL/AD.

n
<]

T

e

D Fic. 5.40. Montage pour la mesure d’un
P faible déphasage par la méthode des trois
fentes.

1. Donner l'expression de I’éclairement I(z,y) dans le plan P.

2. On place devant la fente centrale une lame transparente qui introduit un
déphasage constant ¢. Donner I’expression de ’éclairement dans le plan P.

3. Tracer les graphes des fonctions I(z,0) pour ¢ = 7/2 et ¢ = 7/2+ ¢, avec
0<e<m/2.

4. Soit P’ le plan paralléle & P situé a la distance D’ du plan des fentes avec
D’ < D. On observe dans le plan P’ (coordonnées z’ et y') et non dans
le plan P (défocalisation). Calculer dans les conditions de la question 2
I'éclairement dans le plan P”. On posera B = wL%/ADD".

5. Déduire de ce qui précéde une méthode de mesure d’un faible déphasage <.
Donner la valeur de ¢ en fonction de la distance de défocalisation D — D’
qui permet sa mesure.

6. Application numeérique. Calculer la différence de marche 8 d’une lame mince
qui conduit & une défocalisation D — D’ = 10 pm dans les conditions sui-
vantes : A=0,5um, L =1 mm, D = 10 cm.

Exercice 5.10 (Réseau de diffraction a ouvertures rectangulaires).
Une source lumineuse S, ponctuelle et monochromatique, est située a la dis-
tance —2f’ d’un objectif convergent, de distance focale image f’, qu’on assimile
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a une lentille mince (fig. 5.41). On place dans le plan de la lentille un réseau de
diffraction composé de M ouvertures rectangulaires identiques, de largeur /£ et
longueur h. La distance centre a centre d’une ouverture a sa voisine est p (fig.
5.42).

Fic. 5.41. Montage d’observation du spectre

Réseau de I'onde diffractée par un réseau.

1. On suppose que M est impair, de la forme M = 2N + 1. Calculer 'am-
plitude du champ dans le plan de l'image S’ de la source (prendre des
variables z, y dans le plan de la lentille et z’,y" dans le plan de S’). Tracer
schématiquement le profil de I’éclairement correspondant pour y’' = 0.

2. Méme question pour M = 2N.

tj u Fic. 5.42. Réseau de diffraction com-

portant M ouvertures rectangulaires.

Exercice 5.11 (Rendement de diffraction d’un réseau). On considére
des réseaux infinis ayant tous un méme pas p et se propose de calculer le
rendement de diffraction de divers ordres. La démarche consiste & écrire la
fonction de transmission de chaque réseau dont on calcule ensuite la transformée
de Fourier.

1. Réseau en amplitude comportant des créneaux parfaitement transparents
de largeur £ (¢ < p). Les créneaux complémentaires, de largeur p — £, sont
parfaitement absorbants. Quel est le rendement de diffraction de ’ordre 07
de l'ordre 1?7 Comparer avec les résultats du paragraphe 5.5.3.

2. Réseau de phase & deux niveaux comportant des créneaux de largeur /
(£ < p) pour lesquels la phase est 7. La phase est supposée nulle dans les
autres créneaux, de largeur p — £. Quel est le rendement de diffraction de
Pordre 07 de 'ordre 17 Comparer avec les résultats du paragraphe 5.5.4.
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3. Réseau de phase dont le profil est donné par la figure 5.43. Le réseau
comporte quatre niveaux de phase : 0, 7/2, w et 37/2. Quel est le rendement
de diffraction de ’ordre 07 de ordre 17 de 'ordre —17

4. Quel est 'avantage du troisiéme réseau sur les deux autres?

Phase

_I * W
71'/8 .
.

F1G. 5.43. Profil d’'un réseau a quatre niveaux de phase.

Exercice 5.12 (Apodisation par une fonction « triangle »). On définit
la fonction « triangle » de largeur 2L par

Ap(z)=z+ L, si —L<z<0,
Ap(z) =0, si || > L,
Ap(e) =L —=z, si 0<z<L.

Montrer qu’on peut apodiser la figure de diffraction de Fraunhofer d’une
ouverture rectangulaire de largeur L a I’aide d’une transparence dont la fonction
de transmission est une fonction triangle. Préciser la largeur de la fonction
triangle qui convient. (On étudiera le probléme pour une seule dimension.)

Exercice 5.13 (Antenne a ouverture circulaire). Soit une antenne & ou-
verture circulaire de diamétre D, rayonnant & la longueur d’onde A. Le courant
sur louverture est supposé homogéne de direction fixe. Calculer la fonction
caractéristique du rayonnement de ’antenne. Tracer le diagramme de rayonne-
ment de I’antenne.



Chapitre 6

Diffraction et transformation de Fourier
fractionnaire

Jusqu’ici le transfert du champ par diffraction s’exprimait au moyen de
deux opérateurs : transformation de Fourier (optique) et transparence de cour-
bure. La transformation de Fourier fractionnaire — dont la transformation de
Fourier ! est un cas particulier — offre I’avantage d’inclure dans son expression
intégrale le noyau de Fourier et des termes de phase quadratique, c’est-a-dire,
pour employer le langage de l'optique métaxiale, des transparences de cour-
bure. Le transfert du champ par diffraction se réduit ainsi & un seul opérateur
« fractionnaire », comme il est expliqué dans ce chapitre. L’appendice C expose
les principales propriétés de la transformation de Fourier fractionnaire.

6.1 Diffraction de Fresnel et transformation de Fourier
fractionnaire

6.1.1 Analogie entre la diffraction de Fresnel et la transformation
de Fourier fractionnaire

Nous employons le terme de diffraction de Fresnel pour qualifier le transfert
du champ dans le cas général d’un émetteur quelconque vers un récepteur
quelconque placé a distance finie (voir le paragraphe 3.3.2).

Le transfert de ’amplitude du champ d’un émetteur A, de rayon de courbure
R4, vers un récepteur D, de rayon Rp, situé a la distance D de A, s’exprime
par

Up(s) = A% exp {1; (RLD + %) 52} (6.1)

i 1 1 2i
X /]R2 exp {—% (B — R_A) 7“2} exp {%s-r} Ua(r)dr,
avec des variables spatiales r sur A et s sur D. (La relation (6.1) est la relation
(3.31) ou Rp remplace Rp.)
D’autre part, la transformée de Fourier fractionnaire d’ordre « de la fonction
f s’écrit (voir I'appendice C)

! Nous Pappelons transformation de Fourier standard, pour la distinguer.
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Falfl(o) = ls‘j;; exp|—imo? cot o (6.2)

2iro-p

} F(p)dp.

X / exp[—imp? cot a] exp { .

R2 sSin <

L’analogie entre les relations (6.1) et (6.2) devrait paraitre claire : présence
de termes de phase quadratique devant et sous l'intégrale, noyau de Fourier.
Une fois cette analogie apercue, il reste toutefois & prouver que la relation (6.1)
se met effectivement sous la forme de (6.2), et pour cela il faut trouver la valeur
de a adéquate. Il faut aussi trouver les variables réduites appropriées. La raison
en est la suivante. Quand on traduit un phénoméne de diffraction de Fraun-
hofer par une transformation de Fourier, on calcule d’abord la transformée de
Fourier de I'amplitude du champ sur ’émetteur, puis on change de variables
pour obtenir 'amplitude du champ sur la sphére de Fourier (voir la proposition
5.1.1 p. 105). Ce changement de variables est nécessaire parce que la transfor-
mée de Fourier d’une fonction & variables d’espace, comme ’est amplitude du
champ sur ’émetteur, est une fonction des fréquences spatiales, alors que I’am-
plitude du champ sur le récepteur est une fonction de variables d’espace. Pour
relier cette amplitude & la transformée de Fourier du champ sur ’émetteur,
il est nécessaire d’établir une correspondance entre les variables d’espace sur
le récepteur et les fréquences spatiales; c’est le role des variables réduites. Le
probléme se pose de la méme facon pour la diffraction de Fresnel et se résout
par le choix de variables réduites fractionnaires, comme nous allons le montrer.

6.1.2 Expression de la diffraction de Fresnel par une transformation
de Fourier fractionnaire

Soit C une calotte sphérique centrée sur un émetteur A de rayon de courbure
R4 (fig. 6.1). Si la distance de A & C est D, le rayon de courbure de C est —D.
Soit le paramétre p tel que
D
=&

L’amplitude du champ sur C (variable s) se déduit de 'amplitude du champ
sur A (variable r) par la relation

Uc(s) ! /e il 7“21_'u e 2in ser
= X — _ X .
© ARA Jpe P AR 4 T P AR 4
Essayons de représenter U'intégrale précédente sous la forme d’une transforma-

tion de Fourier fractionnaire 2 Pour cela, soit € un nombre réel non nul, tel que
eR4 >0, et soit « dans | — 7, 7|, tel que

1
cota =¢ 'u, aD>0. (6.5)
I

It (6.3)

Ua(r)dr. (6.4)

2 Comme il n’y a pas de terme de phase quadratique devant lintégrale de la rela-
tion (6.4) notre tentative n’aboutira pas : mais elle permettra de constater ce qui
manque pour réussir et conduira au résultat.
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Fie. 6.1. Situation illustrant ’expression du transfert de
A c l’amplitude du champ de A & D, sous la forme d’une transfor-
mation de Fourier fractionnaire. On adapte le rayon de cour-

D. bure de D, pour obtenir le résultat souhaité.

Relations utiles. Les résultats suivants, déduits des relations (6.3) et (6.5)
sont utiles pour les calculs :

esin o

H eosatesina’ (66)

et
2

sin o = M2+€£—(1—M)2 . (6.7)

D’autre part
) esina  eRasina

cosa +esina = . = AD , (6.8)
si bien que de eR4 > 0, de aD > 0, et de « €] — 7, 7[, il résulte

cosa+esina > 0. (6.9)
1l n’est pas possible d’avoir cosa = —esina (la relation (6.5) montre que cela
correspond & y infini). Finalement

cosa +esina > 0. (6.10)

Variables et amplitudes réduites. Nous introduisons les variables réduites

1

= —r, 6.11
P= A (6.11)
1
o= \/T_RA(cosaJresina)s, (6.12)
et nous décrivons les champs a ’aide des amplitudes réduites
Va(p) =Ua ( AeRa P) ) (6.13)

cosa + esino

Ve(o) = Uc (\/mé) . (6.14)
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Expression de la diffraction. Dans ces conditions, la relation (6.4) s’écrit 3

. . Yo
Velo) = l(cosat esina) / exp[—inp? cot a] exp { ?U P
R2

Va(p)dp.

sin « in o

(6.15)

Pour que la relation (6.15) inclue une transformée de Fourier fractionnaire
d’ordre «, & une constante multiplicative prés, il manque essentiellement le
facteur

A el ) } (6.16)

. 2
exp|—imo” cota] = exp { ARA T i +22(1 — )]

Ce facteur s’introduit naturellement si on observe le champ non pas sur la
sphére C, mais sur la sphére D., tangente a C (fig. 6.1), de rayon de courbure
R. tel que

1 1 e2(1 — p)

[ T 6.17
R, + D uRAp? +£2(1 —p)?)’ ( )

soit encore

B M2+€2(1_M)2 _ D2+€2(RA—D)2
“p+e2(l-p) ' "D+ 2(Rsa-D)’

(=)

(6.18)

En conclusion, si le champ sur D, est représenté par I’'amplitude réduite? Vp,
définie par

Vpe(o) = Up. (Mé) : (6.19)

cosa + esin

le transfert du champ par diffraction de A & D, s’écrit
Vpe(o) = e%(cosa + esina) Fo [Val(a). (6.20)

L’amplitude du champ sur D, est liée & Pamplitude du champ sur A par une
transformation de Fourier fractionnaire [181-183].

Proposition 6.1.1. Etant donnés un émetteur sphérique A, de rayon de cour-
bure R4, et un nombre réel =, avec cR4 > 0, il existe, 4 la distance D, un
récepteur D. tel que le transfert de Uamplitude du champ par diffraction de
Uémetteur au récepteur s’exprime sous la forme d’une transformation de Fou-
rier fractionnaire dont Uordre a est donné par U'équation (6.5), ot uy = D/Ra.
Le rayon de courbure du récepteur est donné par (6.18) et le transfert se traduit
par la relation (6.20).

3 Pour le calcul explicite, rappelons que les variables sont a deux dimensions. Par
exemple, la relation (6.11) donne dr = Ae R4 dp.

* La relation (6.19) n’est rien d’autre que la relation (6.14), car les variables d’espace
sont les mémes sur les sphéres C et D., puisqu’il s’agit de deux sphéres tangentes.
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Remarque 6.1.1. Le paramétre ¢ est une sorte de degré de liberté dans le
choix du paramétre a. Son introduction vient de ce que pour un émetteur et
une distance de propagation donnés, il existe plusieurs récepteurs sur lesquels
s’observe une transformée de Fourier fractionnaire de 'amplitude du champ
(réduite) sur I'émetteur. C’est ce que montre la relation (6.18), qui donne la
valeur du rayon de courbure d’un récepteur répondant & la question, pour
chaque valeur de ¢.

Remarque 6.1.2. Selon la relation (6.18), le récepteur D, devient un plan
(R. est infini) si €2 = p/(1 — p) et, pour € réel, cela n’a lieu que si 1 > p > 0.
Si R4 > 0, la condition précédente sur p se traduit par R4 > D > 0, et si
R4 <0, par Ry < D < 0. Cela signifie que le récepteur plan est toujours situé
entre I’émetteur et sa sphére de Fourier.

Remarque 6.1.3. En général, le cas d’un émetteur ou d’un récepteur plans
exige une approche spéciale, mais semblable & celle qui vient d’étre suivie [188].

Remarque 6.1.4. Examinons quelques cas particuliers :

— sl =0, la relation (6.18) conduit & R, = Ra, et le récepteur se confond
avec A. La relation (6.5) donne o = 0 : la transformation de Fourier frac-
tionnaire associée au transfert du champ est l'identité, ce qui est logique
puisque A sert a la fois d’émetteur et de récepteur ;

—sipu =1, alors Re = —R4, et la sphére D, est la sphére de Fourier
de A. La relation (6.5) donne o« = #/2 : la transformation de Fourier
fractionnaire est une transformation de Fourier standard ;

—si u = 1/2, alors cota = ¢. Si de plus € = 1, le récepteur est un plan
et a = w/4. La distance de ’émetteur au récepteur est égale a la moitié
de la distance de ’émetteur & sa sphére de Fourier, et 'ordre o vaut la
moitié de 7/2.

Remarque 6.1.5 (Continuité de la propagation et de la transforma-
tion de Fourier fractionnaire). La continuité de la transformation de Fourier
fractionnaire par rapport a son ordre — qu’exprime la propriété iv du paragraphe
C.3 p. 489 — s’adapte bien & la continuité de la propagation. Si on observe le
champ sur ’émetteur méme, il n’y a pas de diffraction, et o = 0. Si on s’éloigne
de I’émetteur A, Pordre de la transformation de Fourier fractionnaire croit de
maniére continue, et quand on arrive sur la sphére de Fourier, il atteint la va-
leur 7w/2. On progresse contintiment d’une position ot il n’y a pas de diffraction
4 un phénomeéne de diffraction de Fraunhofer, en passant par la diffraction de
Fresnel. Si on considére la propagation au-dela de la sphére de Fourier, ’ordre
de la transformation fractionnaire prend des valeurs supérieures & /2.

6.1.3 Observation du champ sur un récepteur donné

Jusqu’a présent nous nous sommes donné un émetteur et nous sommes
demandé & quelle condition il était possible d’exprimer "amplitude du champ

N

diffracté & une distance donnée sous la forme d’une transformée de Fourier



164 Optique de Fourier

fractionnaire. Nous avons choisi I'ordre de la transformation et calculé le rayon
de courbure que devait avoir le récepteur pour que cela fit possible.

Posons le probléme sous une forme différente. Soit un émetteur A et soit
un récepteur D & la distance D. Existe-t-il une transformation de Fourier frac-
tionnaire qui exprime le transfert du champ de A a D7 Et quel est son ordre ?

Le récepteur D (de rayon Rp) correspond & une valeur de £ qui se déduit
de la relation (6.18), ot on a remplacé R, par Rp, et telle que
9 M pRa+Rp D(D+ REp) (6.21)

l—p(p—1)Ra+Rp (Ra—D)D—RatRp) '
Si le membre de droite de I'équation (6.21) est positif, le paramétre £ est réel et
choisi tel que eRa > 0. Le paramétre « est ensuite défini par la relation (6.5)
et il existe une seule valeur de « répondant a la question.

Si €2 < 0, on introduit des valeurs de £ imaginaires pures et des valeurs com-
plexes de a. Il faut dans ce cas prendre des précautions d’ordre mathématique
— afin de garantir que l'intégrale de définition de la transformation de Fourier
fractionnaire est convergente — mais la méthode suivie pour des paramétres
réels s’adapte aux paramétres complexes, comme le montre une publication
récente [191], reprise en complément de ce chapitre (paragraphe 6.4).

g

Définition 6.1.1 (Transfert d’ordre réel, transfert d’ordre complexe).
Le transfert de Uamplitude du champ d’un émetteur vers un récepteur est
d’ordre réel si ordre de la transformation de Fourier fractionnaire qui lui est
associée est un nombre réel; le transfert est d’ordre complexe si cet ordre est
un nombre compleze.

En conclusion, si on accepte des ordres complexes, il existe toujours une
transformation de Fourier fractionnaire qui traduit le transfert de 'amplitude
du champ par diffraction—propagation d’un émetteur vers un récepteur donnés.

Remarque 6.1.6 (Diffraction sur une sphére cardinale). Le transfert
de lamplitude du champ d’un émetteur A & une sphére cardinale (centrée
sur I’émetteur) est une exception : il ne s’exprime pas sous la forme d’une
transformation de Fourier fractionnaire selon la méthode du paragraphe 6.1.2; il
manque pour cela un terme de phase quadratique devant 'intégrale qui exprime
le transfert du champ. La relation (6.4) le montre.

Remarque 6.1.7 (Définition directe de 1’ordre «). L’ordre v dépend es-
sentiellement des rayons de courbure et de la distance de I’émetteur au récep-
teur. Les relations (6.5) et (6.21) conduisent en effet a

(D + Rp)(Ra — D)
D(D —Raq+ RD)

cot? o = (6.22)
Pour un transfert réel, le signe de cot« est celui de RaD(Ra — D), comme
conséquence de la relation (6.5) et de e R4 > 0. Par suite, 'ordre « est parfai-
tement défini (dans le cas réel) par les conditions aD > 0 et a €] — 7, 7[. On
définit ainsi o sans avoir défini au préalable &, lequel sert seulement a définir
les variables et fonctions réduites.
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Remarque 6.1.8 (Sphére de Fourier). Si D = R4 = —Rp, le récepteur
D est la sphére de Fourier F (phénomeéne de diffraction de Fraunhofer, traduit
par une transformation de Fourier standard). La relation (6.21) montre que &
est indéterminé. Cependant la relation (6.22) permet de définir o, qui vaut 7 /2
siD>0,et —w/2si D <0 (récepteur virtuel).

Au chapitre 3 la diffraction de Fraunhofer s’exprimait & ’aide d’une trans-
formation de Fourier (standard). La méthode suivie consistait & calculer la
transformée de Fourier de amplitude du champ sur ’émetteur et a effectuer
un changement de variables, en passant des fréquences spatiales aux variables
spatiales sur la sphére de Fourier. Mais ces derniéres ne correspondent pas tout
a fait aux variables réduites du paragraphe 6.1.2. La formulation du chapitre 3
est cependant équivalente & celle du présent chapitre. Pour le montrer, rappe-
lons que la diffraction de A & sa sphére de Fourier F s’écrit (Théoréme 1)

Up(s) = ﬁ Ua (A;J . (6.23)

La méthode du paragraphe 6.1.2 s’applique & 'amplitude réduite Vr et la
relation (6.20) conduit a

Vr(o) =ieFin/2[Val(o), (6.24)

ol ¢ est un nombre réel quelconque tel que eR4 > 0. Par conséquent il existe
une infinité de variables réduites admissibles sur A et sur sa sphére de Fourier
F. La relation (6.24) s’écrit a I'aide de la transformation F /o si R4 >0, et &
laide de la transformation F_ /5 si Ra < 0. Comme ¢ et R4 doivent avoir le
méme signe, si s(e) désigne le signe de ¢, la relation (6.24) se met sous la forme

VF(O') = iE.'Fﬁ(E)Tr/Q[VA](O') . (6.25)
De fait, les relations (6.23) et (6.25) sont équivalentes : pour une valeur de
¢ fixée arbitrairement (telle que eR4 > 0), la variable réduite sur A est

r
p= \/TTA’ (6.26)

et par suite

Ua(r) = Va (V%T) , (6.27)

de telle sorte que
ﬁA(F) = )\€RA‘7A ( AeR 4 F) . (6.28)

D’autre part, il résulte de R4 = D et eR4 > 0 que € et « ont le méme signe.
Par conséquent, la variable réduite sur F est
lels

o= (6.29)
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La relation (6.23) donne
()0,
A

= ieVa(s(e) o) = ie Fooyn/2[Val(o) (6.30)

et on retrouve ainsi la relation (6.25).

Remarque 6.1.9 (Une relation utile). Les relations (6.7) et (6.8) condui-
sent &

2
. 2 £
(COSOé + £ S1n Oé) = m . (631)
De la relation (6.21) et de u = D/R_y4, il résulte
D+ Rp)R
(cosa +esina)? = ﬁ . (6.32)

Remarque 6.1.10 (Symétrie des variables réduites sur 1’émetteur et
sur le récepteur). L’emploi du paramétre ¢ laisse croire qu’il existe une dis-
symétrie dans la prise en compte des paramétres liés aux récepteurs et celle des
paramétres liés au récepteur. Cela se manifeste notamment dans la définition
méme des variables réduites par les relations (6.11) et (6.12).

Jusqu’a présent le parameétre = était un degré de liberté. Il se réduit &
une simple commodité d’écriture qui allége certaines expressions, comme le
montrent les explications suivantes dues & E. Fogret. Selon la remarque 6.1.7, le
paramétre « se définit sans référence a ¢, et selon la remarque 6.1.9, expression
cos o+ £ sinq, qui intervient dans la relation (6.20), s’exprime & I’aide des seuls
paramétres D, R4 et Rp.

La relation (6.21) conduit & écrire la relation (6.11) sous la forme

4 1 (RAfD)(DfRA+RD) 4

_ , 6.33
P T NeR,2 D(D + Rp) " (6.33)
et, grace a la relation (6.32), la relation (6.12) sous la forme
1 (D+Rp)(D—Ra+Rp)
4 4
0" = s, 6.34
VRp?  D(Ra-D) .

Les relations (6.33) et (6.34) sont plus symétriques que ne le sont les relations
(6.11) et (6.12). De fait, elles sont identiques : si D devient I’émetteur et A le
récepteur, la distance de diffraction D se change en — D, et on passe simplement
de la relation (6.33) & (6.34) en échangeant R4 et Rp.

Finalement, la relation (6.20), qui est le coeur méme de ce chapitre, s’écrit
sans utiliser e.
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6.2 Transfert réciproque et transfert d’ordre réel

6.2.1 Transfert réciproque

Jusqu’ici ’émetteur avait un role particulier dans la mesure ou la définition
des paramétres et des variables réduites conduisant & associer une transforma-
tion de Fourier fractionnaire au transfert du champ, se rapportait au rayon de
courbure R4 de I’émetteur (c’est lui qui intervenait dans la définition de ).
Un tel transfert est décrit sous la forme « directe ». Cependant, étant donnés
un émetteur A et un récepteur D, le transfert de A & D s’exprime encore sous
la forme d’une transformation de Fourier fractionnaire quand les paramétres
fractionnaires et les variables réduites sont rapportés au rayon de courbure du
récepteur : le transfert est décrit sous la forme « réciproque ».

L’expression du transfert réciproque s’obtient, techniquement, en considé-
rant D comme émetteur et A comme récepteur, de telle sorte que les formules
établies pour un transfert direct s’appliquent : si S4 est le sommet de A et Sp

le sommet de D, la distance de propagation est D' = SpS4 = — D, si bien que
les paramétres fractionnaires et les variables et fonctions réduites sont
D’ D
D _ D 6.35
W= R (6.35)
2 ' 1 Rp + Ry /
e = , eRp >0, 6.36
1—u (W —1)Rp + Ra P (6.36)
o
cota’ =¢' /M , o/D' >0, (6.37)
I
p = L (cosa’ +&'sina)r (6.38)
VAERp ’ '
1
o = (6.39)

Vo
!
Vi(p') =Ua (vAe'RD 4) : (6.40)

cosa’ + &' sin o’
V(') = Up (\/m a") . (6.41)
Le transfert de D a A s’écrit
Vi(p') = € (cosa/ + &' sina’) For [VH(p) . (6.42)

La relation (6.42) s’inverse et donne le transfert réciproque de A & D sous la
forme

I
—1

Vile))= ———— F_[Vil(a)). 6.43
b(0) = —— e FulVA)(@) (6.43)

Le transfert réciproque a une utilité pratique dans certains calculs, en par-
ticulier quand il s’agit de composer deux transformations de Fourier fraction-
naires, comme il sera fait par la suite. Une autre propriété parfois utile est la

suivante :
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Proposition 6.2.1. Soit « l'ordre de la transformation de Fourier fraction-
naire associée au transfert du champ d’un émetteur vers un récepteur dans sa
forme directe, et soit o' lordre de la transformation associée au méme transfert
mais sous sa forme réciproque. Alors :

i. Les ordres o et o' sont réels en méme temps ;
. Quand a et o sont réels, ils sont opposés : o' = —a.

Preuve. 1 — Au transfert direct est associé le paramétre ¢, tel que

s D(D + Rp)
= (Ra _D)(D _Rat Rp)’ (6.44)

et au transfert réciproque, le paramétre ¢’, défini par

D'(D'+R
2 - (D' + Ra) , (6.45)
(p — D')(D' — Rp + Ra)
ou D' est la distance du récepteur a ’émetteur. De D’ = — D, résulte I'inégalité

g2 > 0, qui montre que le transfert direct et le transfert réciproque sont soit

tous les deux d’ordre réel, soit tous les deux d’ordre complexe.
ii — La définition de « et o/, supposés réels, conduit a

D)? -D D
2Bp+ D) (Ra—-D)Bp+D) o >0, (6.46)

t2 r_
cob D2 D(D — Ra + Rp)

dont il résulte cot o’ = £ cot av.
L’identité D(D — Ra + RD) = (D — RA)(D + RD) + R4Rp permet de
déduire de la relation (6.46)

RuRp
(Ra—D)(Ep+ D)~ (6.47)

et ensuite

RARDD2 >0
(RA — D)(RD -I—D) -

(6.48)

qui signifie que Ry D(R4 — D) et RpD(Rp + D) ont le méme signe. Conforme-
ment & la remarque 6.1.7, cot « a le signe de Ry D(Ra — D), et cota’ a le signe
de RpD'(Rp — D') qui est opposé a celui de RpD(Rp + D) (car D' = —D).

Par conséquent cot a et cot @’ ont des signes opposés : cota’ = — cot a.

De aD > 0, &/D’ > 0, et de D = —D’, il résulte ac < 0, et « et & ont
des signes opposés. Comme « et o' sont dans lintervalle | — 7, 7| et comme
cota/ = — cot e, nécessairement o' = —q. O

Il résulte de la proposition 6.2.1 que le fait que le transfert est d’ordre réel
est intrinséque 4 I’ensemble de I’émetteur et du récepteur, que 'on considére le
transfert direct ou le réciproque. Comme de plus le transfert réciproque de A
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a D est l'inverse du transfert de D (considéré comme émetteur) & A (considéré
comme récepteur) la propriété est caractéristique de la seule géométrie de 1’en-
semble. Il est dés lors possible de préciser & quelle condition « géométrique » un
transfert est d’ordre réel, et c’est ce qui est examiné au paragraphe suivant.

Remarque 6.2.1. Il ne faut pas confondre transfert réciproque et transfert
« inverse ». Si A est un émetteur et D un récepteur, il y a deux moyens de
décrire le transfert du champ de A & D : par transfert direct, qui se rapporte
au rayon R4 ; par transfert réciproque, qui se rapporte au rayon Rp. Transfert
direct et transfert réciproque décrivent le méme phénoméne de diffraction.

Le transfert du champ de D vers A est U'inverse du transfert de A a D. Si
la lumiere va effectivement de A & D, le transfert de D a A se congoit comme
un transfert virtuel.

Dans ce qui précede, le transfert réciproque de A & D est décrit comme
Iinverse du transfert de D & A pour des raisons techniques, pour arriver rapi-
dement au résultat recherché.

6.2.2 Caractérisation géométrique d’un transfert d’ordre réel

Soit A un émetteur et soit D un récepteur a la distance D. Le transfert de
A a D est d’ordre réel si, et seulement si,

(D-I—RD)(RA —D) >
D(D—-Rs+Rp) — ’

(6.49)

conformément & la relation (6.22).

Soit F la sphére de Fourier de A. Soient S la calotte sphérique tangente &
D et centrée sur A (son rayon est Rg = —D) et T la calotte sphérique tangente
a D et centrée sur F (son rayon est Ry = R4 — D. La relation (6.49) s’écrit

1 1
Rr(Rp — Rg) Rs Rp
0<— = — . 6.50
S T ReRp Ry 11 (6.50)
Rr Rp
A F S A T F

Fi1G. 6.2. Le transfert du champ de A & D est d’ordre réel si, et seulement si, le
récepteur D est situé dans la zone ombrée, limitée par les sphéres S et 7 centrées
respectivement sur I’émetteur A et sur sa sphére de Fourier F. C’est le cas sur la
figure de gauche, mais pas sur celle de droite.
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Le transfert de A & D est d’ordre réel si, et seulement si, (1/Rg) — (1/Rp)
et (1/Rr) — (1/Rp) ont des signes opposés. Désignons par €g, €1 et €p la
courbure de S, 7 et D respectivement (€g = 1/Rg, et de méme pour 7 et D).
La condition (6.50) s’écrit

s —¢&p

— =<0 6.51

&r—¢C€p — ’ ( )
soit encore

Min(@s, ¢r)<¢p < MaX(st, Q:T) . (6.52)

Cette condition est satisfaite si, et seulement si, la calotte sphérique D est
située dans I’espace compris entre les sphéres S et 7. La figure 6.2 donne deux
exemples de transferts; I'un est d’ordre réel, I’autre ne 'est pas.

Remarque 6.2.2. Il est classique en optique de parler d’objets et d’images
réels ou virtuels. Il en va dés lors de méme d’un transfert par diffraction : un
tel transfert est virtuel si le récepteur est « derriére » ’émetteur, c’est-a-dire
si la distance de propagation est négative; il est réel si la distance est positive.
Ces notions s’ajoutent & celle d’ordre réel introduite ici, ’ordre étant celui de la
transformation de Fourier fractionnaire qui exprime le transfert du champ par
diffraction. Un transfert virtuel peut étre éventuellement d’ordre réel, comme
le montre la figure 6.3. La partie droite de la figure 6.2 montre un transfert réel
(non virtuel) d’ordre complexe.

Fic. 6.3. Ici le transfert de A (émetteur) & D (ré-
cepteur) est virtuel (la lumiére se propage de gauche
a droite). Il est néanmoins d’ordre réel puisque D est
dans la région ombrée.

6.3 Principe de Huygens—Fresnel et composition des
transformations de Fourier fractionnaires

6.3.1 Premiére approche

Conformément au principe de Huygens—Fresnel, le transfert du champ élec-
trique d’un émetteur A; vers un récepteur As se conc¢oit comme le résultat
d’un premier transfert de A; vers un récepteur aérien intermédiaire Ag, suivi
du transfert de A3z a As. Le phénoméne de diffraction entre A; et As est la
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fal f—a2
T

a

ava

FiG. 6.4. Le transfert du champ de A; a Az se repré-
sente par une transformation de Fourier fractionnaire
qui est la composée de F,, et de F_,. Une telle com-
Ai As Az position est conforme au principe de Huygens—Fresnel.

composition d’une premiére diffraction, entre 4; et As, et d’une seconde entre
As et As. Cette propriété est respectée par les opérateurs de transfert du champ
employés par la théorie métaxiale, comme montré au paragraphe 3.5.

Si les transferts du champ se représentent par des transformations de Fourier
fractionnaires, & la composition des transferts doit correspondre la composition
des transformations, telle qu’elle est exprimée par la propriété iii du paragraphe
C.3 p. 489. C’est ce qui est montré dans ce paragraphe, limité, pour simplifier,
au cas particulier ot Az est la sphére de Fourier de A1, et A3 une sphére située
entre A; et As.

La variable spatiale est r; (j = 1,2, 3) sur la sphére A;, dont le rayon de
courbure est R;. Soit D, la distance de A; a As, et Dy = D1 — Ry la distance
de A; a As. Le transfert direct de Ay a4 Ag se décrit & ’aide des paramétres

Dy
== 6.53
H1 Rl ; ( )

et €1, tel que

Dy(Dy + Rs)
2 1 1 3
— , e1R1>0. 6.54
‘U TR _D)(Di R, + Ry % (6.54)

Le transfert précédent est supposé d’ordre réel. L’ordre de la transformation
de Fourier fractionnaire associée est aq, tel que

1—
cota) = ¢ H s Olel Z 0. (655)
H1
Le transfert de A3 a As se décrit sous sa forme réciproque. Les paramétres
utilisés sont (en tenant compte de Ry = —Ry)
D,
- 22 _1_ 6.56
He =g 1 (6.56)
e = Dy(Dy + R3) _ (D1 — R1)(D1 — Ry + R3)
(Ry — D2)(Dy — Ry + R3) D1(D1 + R3)
1

€1
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et 2Ry > 0. Les paramétres €1 et €5 sont réels en méme temps et, dans le cas
réel (considéré ici), ont des signes opposés comme conséquence de Ry = —Rj.
L’ordre iy du transfert réciproque est tel que as Do > 0, et

1— e 1
cot g = €9 12 :——L:—tanal, (6.58)
2 g1l —
d’ou
g =y £ g . (6.59)

Par conséquent, le transfert de A; & A3 s’exprime a l'aide de la transformation
Fou, le transfert de A3 & Ao 4 aide de F_,,, et la somme des ordres de ces deux
transformations vaut +7/2. Pour achever I’analyse, notons que la composition
de F,, et F_, est effectivement possible si les variables réduites qui résultent
de 'application de F,, sont les variables réduites auxquelles s’applique F_,.
Sans cette condition la composition des transformations n’a pas de sens.

Pour le transfert direct de A; a Asg, la variable réduite sur A3 est

T3

ps = vV )\€1R1

et Pamplitude réduite

Va(ps) = Us (\/ Ae1Ry ps ) : (6.61)

cosag + €1 sinag

(cosay +e18inay), (6.60)

Pour le transfert réciproque de Az & Ao, la variable réduite sur As est
/ T3

Ps = vV )\EQRQ

et Pamplitude réduite

V5(ps) = Us (\/ Aga Ry ps ) . (6.63)

Ccos avg + €9 sin o

(cosaz + ea8inas), (6.62)

De gg = —1/e1,de Ry = —Ry et de ay = 1 £ 7/2, il résulte

1
ph = 16—11 /;—J;Ll(cosm +ersinas), (6.64)

et ensuite ph = Fs(e1)ps, ou s(€1) est le signe de ;. Nous avons également
Vi(o3) = Va(Ts(e1)ps) - (6.65)

Examinons le cas p§ = —ps, qui se présente quand €1 > 0 et oy = a1 +7/2,
ou quand £1 < 0 et s = aq — w/2. Alors
Vi(p3) = e (cos ay +ersinar) Fo, [Vi](—p3)
=% (cosay + ey sinay) Foy+x[V1](05) (6.66)
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ol le signe + se référe & s = a3 £ /2. La composition de F,, et F_,, a bien
un sens. De facon explicite nous écrivons (po est la variable réduite sur As)

—ian
e 2

Va(p2) = F-a[V3l(p2) (6.67)

COS (vy + €5 Sin vy

et la composition conduit &

‘/Q(pQ) - i51 f—ag o aliﬂ[vl](pQ) - 1517:5(51)#/2[‘/1](P2) . (668)

Le cas pi = ps se présente quand €1 > 0 et ag = oy —7/2, ou quand £ < 0
et ag = a1 +7/2. Alors Vi (p%) = Va(ph) et la composition de Fy,, et F_q, est
possible. Nous avons, explicitement,

Va(p2) =ie1 Foa, © Fou [V1](p2) = 11 F5(20)n /2l VAl(P2) - (6.69)

Dans les deux cas nous retrouvons la relation (6.25) (remarque 6.1.8). La
composition des transferts de As & A3z et de A3z a A correspond au transfert du
champ de la sphére A; a sa sphére de Fourier A, comme il fallait s’y attendre
(diffraction de Fraunhofer).

Remarque 6.3.1. La démonstration précédente reste valable si A3 n’est pas
située entre A; et Ag, un des deux transferts (au moins) étant virtuel.

Remarque 6.3.2. En suivant la méthode précédente, la loi de composition se
démontre dans des cas plus généraux [188].

6.3.2 Deuxiéme méthode

La méthode suivie au paragraphe précédent n’est pas entiérement satisfai-
sante, car elle attribue des roles différents a A;, Ao et Az : par exemple les
variables réduites se rapportent a A; et & A, seulement. Or le strict respect du
principe de Huygens—Fresnel voudrait que les trois transferts considérés dans
la, composition s’expriment en des termes équivalents. Pour fixer les idées, dé-
signons par oy; l'ordre de la transformation de Fourier fractionnaire associée
au transfert de A; vers A;. Le principe de Huygens—Fresnel exige d’avoir

Qo1 = 23 + a1, (6.70)

oll avj; est défini de la méme maniére, en fonction de A; et A;, quelle que
soit la paire (4,7). Nous exposons ici une technique de composition, due a
E. Fogret [78], qui satisfait les exigences mentionnées.

Soient trois calottes sphériques A; (i = 1,2,3). Le rayon de courbure de A;
est R;, la distance (sommet & sommet) de A; & A; est Dj;, la variable spatiale
sur A; est r; et U; "amplitude du champ. A la paire (i, j) (ordonnée) est associé
Vopérateur de transfert 7;; de A; & A; (voir le paragraphe 3.5).

Pour fixer les idées, la calotte sphérique A3 est supposée située entre A;
et Ao, bien que les résultats obtenus s’appliquent & toutes les situations. Les
distances prises en compte satisfont la relation
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D1 = Das + D3y . (6.71)
Le principe de Huygens—Fresnel se traduit par (relation (3.48) p. 59)
Ho1 = Haz o Hay . (6.72)

Dans le présent chapitre, 'opérateur de transfert H; se représente par la trans-
formation de Fourier fractionnaire ¥, ,, et le probléme se pose de savoir dans
quelle mesure la relation (6.72) est respectée par cette représentation.

Le transfert de A; a A; est décrit par les paramétres a; et €4; tels que
(Dyi + Ry)(Ri — Dys)
D;i(D — R; + R;)

et = Dji(R; + Dyi) _ (6.74)

(Ri = Dji)(Dji — Ri + Ry)

Pour simplifier, les transferts Ho; et Hs; sont supposés d’ordre réel. Dans
ces conditions a1 et gy sont des nombres réels dans lintervalle | — 7, 7], tels
que ao1 D21 > 0 et ag; D3; > 0. Les paramétres 91 et £31 sont également réels
et satisfont 9121 > 0 et e31 R > 0.

Pour les paires (1,2) et (1,3), les variables réduites liées au transfert 7;;
sont

l7d] _ Ti

CO'E2 Qjp = s (673)

- _—, 6.75
p; e (6.75)
il _ L(COS Qi + €54 sin Oz]'i) s (676)

pj A/ )\EjiRi

et les amplitudes réduites

VI ) = U (VT o). (677

v (py = U, A 6.78
i (e7") 7\ cosay; +ejsinay; | (6.78)

si bien que le transfert de A; & A; se met sous la forme
‘/j[ji] (Pg—ji]) = €' (cos aj; + £ 8in ;) Fa,, [Vi[ﬁ]} (pgji]) . (6.79)

A ce stade, nous ne connaissons pas la nature du transfert Has : s’il est
d’ordre réel, il se met sous la forme de la relation (6.79) avec i = 3 et j = 2, les
variables et amplitudes réduites étant définies par les relations (6.75)—(6.78).
S’il est d’ordre complexe, les variables et amplitudes réduites sont définies dif-
féremment, mais il est encore possible d’écrire la relation (6.79) (voir le para-
graphe 6.4). Dans tous les cas, nous désignons par G;; 'opérateur défini par la
relation (6.79), c’est-a-dire tel que

Vj[ji] = G [Vi[ﬁ]} ) (6.80)
La relation (6.72) exige d’avoir

Go1 = Go3 0Ga1 . (6.81)
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Proposition 6.3.1. Une condition nécessaire pour obtenir Go; = Goz 0 G31 est

Ds1(Ra + D23)(Ry — Day1) + Dag(Ra + Da21)(R1 — D31)

Ra —
K Ds31(R1 — Daq) + Daz(Day + Ro)

(6.82)

Preuve. La composition exige d’avoir
COS (o1 + £91 8in (a1 = (COS rag + €23 sin awg)(cos g + 31 sinagy) . (6.83)
Avec les notations de ce paragraphe, la relation (6.32) s’écrit

Ri(R; + Dj;)

cos aj; + €4; Sin ui; 2= , 6.84
si bien que la relation (6.83) est satisfaite seulement si
Ry(Ry + D21)  R3(Ra+ Das) Ri(R3 + D3y) (6.85)

Ro(R1 — D21)  Ra(R3 — Da3) R3(Ri — Day)’

La relation (6.85) se révéle étre une équation du premier degré en R3 dont la
solution est donnée par la relation (6.82). 0

Il s’agit ensuite d’établir la réciproque de la proposition 6.3.1 et de montrer
que, si le rayon Rj satisfait la relation (6.82), le transfert de Go; est bien la
composition de Gz1 et Goz (pris dans cet ordre). La démonstration repose sur
deux lemmes dont la preuve, donnée dans une publication récente [78], n’est
pas reprise ici (voir Pexercice 6.1).

Lemme 6.3.1. Sila condition (6.82) est satisfaite, alors :
i €31 = €21
ii. Le transfert de A3 a Ao est d’ordre réel (932 > 0).

Si la condition (6.82) est satisfaite, le deuxiéme point du lemme 6.3.1 montre
que le transfert Hogz est d’ordre réel; il s’exprime donc dans les mémes termes
que les transferts Ho1 et Hsp : les variables et amplitudes réduites sont données
par les relations (6.75)—(6.78) avec i = 3 et j = 2 et le transfert par la relation
(6.79) ou (6.81).

Lemme 6.3.2. Sila condition (6.82) est satisfaite, alors :

i. Les variables réduites sur As, liées aux transferts Hz1 et Hsa, sont iden-
[28] _ [31]

tiques : p3” = p3" ;

5. Les variables réduites sur Ay, liées auz transferts Hoy et Hay, sont iden-
[21] _ [31]

tiques : p1 = py
1. Les variables réduites sur Ao, liées aux transferts Hoi et Hag, sont iden-
[21] _ [23]

tiques : p5" = p5* ;
. o] = o3 + 31,



176 Optique de Fourier

La proposition 6.3.1 et sa réciproque sont incluses dans la proposition sui-
vante :

Proposition 6.3.2. La relation Goy = Goz 0G3y est vérifiée si, et seulement si,
le rayon de courbure Rs satisfait la relation (6.82).

Preuve. Compte tenu de la proposition 6.3.1, il reste & montrer que si la condi-
tion (6.82) est satisfaite, alors Go; = Gag © G31.
Pour 'opérateur Hsi, le transfert du champ s’écrit

‘/gsl](pgl]) — elosn (COS 31 + €31 8in a31) fagl [Vl[su} (p:[;l]) , (6.86)
et pour 'opérateur Hog
VI (p5™) = €123 (cos azg + 23 8in a23) Fan, [VA-] (057) - (6.87)

Si la condition (6.82) est satisfaite, les variables réduites sur A3 sont les mémes
pour les deux transferts (lemme 6.3.2). Par conséquent V4> = VI et la
composition de Fq,, et Fu,, (pris dans cet ordre) a bien un sens. On obtient

Vol (pi) = el ) o [ [V (P5)
= 't For [V (P57 (6.88)

Pour conclure, remarquons que le point ii du lemme (6.3.2) assure l'indentité

des variables réduites sur A; dans les transferts Hap et Hap : pf = pl™; il
en résulte I'identité des fonctions réduites V{*"! = V*"!. Pour la méme raison,

le point iii assure I’égalité des variables réduites sur As. Nous remplagons V>

par V*Y et p5* par p"! dans la relation (6.88) et obtenons
VIO = o o V(. (650
La relation (6.89) est équivalente & Ga; = Gag © G31. O

Conclusion. Le principe de Huygens-Fresnel est respecté si, et seulement si,
le rayon de la sphére intermédiaire A3 satisfait la relation (6.82).

6.4 Complément : diffraction et transformations de
Fourier fractionnaires d’ordre complexe

6.4.1 Transfert du champ

Le transfert de Pamplitude du champ d’un émetteur A (rayon de courbure
Ry, amplitude U4, variable 7) vers un récepteur D (rayon Rp, amplitude Up,
variable s), situé a la distance D, s’écrit (c’est la relation (6.1) p. 159)

Up(s) = % exp {—% (RLD + %) 32} (6.90)
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Ce transfert est d’ordre réel si, et seulement si,

(D+ Rp)(Ra — D)

J:
D(D — Ra + Rp)

>0, (6.91)

conformément a la relation (6.22) p. 164. Si J > 0, on choisit « réel de fagon
A avoir cot’a = J (voir la remarque 6.1.7). Dans ces conditions, la relation
(6.21) montre que €2 > 0, et ¢ est lui-méme un nombre réel.

Nous examinons comment procéder quand J < 0 [191]. La définition 6.1.1
a déja baptisé le transfert, dans ce cas, « d’ordre complexe », un peu par anti-
cipation. Il reste toutefois & montrer que la relation (6.90) se met effectivement
sous la forme d’une transformation de Fourier fractionnaire d’ordre complexe
et & préciser les variables réduites qui permettent cela.

Le cas J = —1, qui se rencontre si R4Rp = 0 et qui n’est pas réaliste, est
écarté d’emblée.

Il est souhaitable de maintenir la relation cot?a = J, et cela conduit a
admettre des valeurs de o complexes de la fagon suivante :

—siJ < —1,s0it 8 >0 tel que

coth? 8 = —J. (6.92)
Nous choisissons o = i3, si bien que cota = —icoth 3;
- si —1 < J <0, soit 3> 0 tel que
; 1
coth? g = -5 (6.93)

Nous choisissons « = 7/2 + i, si bien que

cota = — (6.94)

i
coth3’
Dans les deux cas, 'ordre « est tel que cot? v = J.
La représentation d’un phénoméne de diffraction par une transformation de
Fourier fractionnaire est fondée sur ’analogie des relations (6.1) —ou (6.90) — et
(6.2). Le fait de choisir o complexe pose un probléme technique mathématique.
Pour des raisons physiques, I'intégrale de la relation (6.1) doit étre convergente,
ou étre valide au sens des distributions, et cela autorise finalement de choisir U4
dans une classe de fonctions assez vaste (jusqu’aux distributions tempérées). En
revanche, si v est complexe, I'intégrale de la relation (6.2) peut étre divergente,
méme si f appartient & une classe de fonctions trés restrictives, comme celle des
fonctions & décroissance rapide. Quand « est imaginaire, la quantité —icota
devient réelle et peut étre positive. Or la fonction exp[z?] n’est pas intégrable
(elle n’admet pas non plus de transformée de Fourier). Certes physiquement, la
fonction U4 est & support compact et les intégrales se raménent & des domaines
d’intégration finis : le probléme de la divergence de 'intégrale de la relation (6.2)
disparait. Mais cela n’est pas dans I’esprit du calcul symbolique adopté dans ce
livre, qui veut pouvoir représenter des cas limites, certes idéaux, en premiére
approche des cas réels.
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L’idée vient alors de compenser le terme imaginaire introduit par cot o par
un autre terme imaginaire et de jouer pour cela avec les coordonnées réduites,
qui deviennent complexes.

La relation (6.5) conduit & choisir € tel que

€ cot . (6.95)

 Rs-D
La relation (6.21) est encore satisfaite par 2.

Dans ce qui suit, le signe de DRs(R4 — D) joue un réle. Remarquons & ce
propos que DRs(Ra — D) = 0 seulement si D =0, ousi D = R4, et dans les
deux cas le transfert est d’ordre réel, ce qui n’est pas pris en compte ici. Enfin
R4 = 0 n’est pas physique. Nous pouvons supposer DRA(R4 — D) # 0.

Soit 5 le signe de DRA(Ra — D), et soit x le nombre réel tel que

X = sie. (6.96)
Le choix de x et celui de 8 (coth 8 > 0) montrent que xR > 0.

Lemme 6.4.1. Soient « et £ choisis comme ci-dessus.
i. Sta=1i0 (J < —1), alors cosa + esina est un nombre réel dont le signe
est celui de Ra(Ra4 — D).
W Sia=7/2+18 (-1 < J < 0), alors i(cosa + csina) est un nombre réel
dont le signe est celui de Ra(R4 — D).

Preuve. Supposons d’abord o = i3, avec § > 0. Alors sina = isinh 3, avec
sinh3>0.0nae=—siyet

. cos . Ro—D .
cosa+esina = - +elsina=eg——— + ¢ ]slh«
sin o D

eRasina s5xRasinh g
D n D '
Le dernier membre de droite de la relation (6.97) est un nombre réel et son
signe est celui de sD (car xR4 > 0 et sinh 5 > 0), d’ou la premiére partie du
lemme.
Supposons a = 7/2 + i. Alors sina = cosh 5 > 0. On écrit

(6.97)

. . . /COSQx . . Ria—D .
1(cosa+es1na):1< - +€>sma:1 e ———— +¢|snha
sin o D

ieRasina  sxRa cosh 3
D N D ’
dont on déduit la deuxiéme partie du lemme. 0

(6.98)

Dans ces conditions, les variables et fonctions réduites sur A et D sont
définies de la maniére suivante :
1+s5i

= 6.99
p= " (6:99
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14+ si

o= NS (cosa+ esina)s, (6.100)

Va(p) =Ua (1\/; AXRa p) ; (6.101)
(L shIRD

Volo)=Up (ﬂ(cosoz + esina) ) ' (6.102)

Par la suite, nous supposons DR4(R4 — D) > 0 (s = 1). (On traiterait de
la méme maniére le cas DR (R4 — D) < 0.) Puisque les variables réduites sont
des variables vectorielles complexes (de dimension 2) nous définissons le produit
scalaire de p = (s,t) et o = (u,v) (s, t, u et v sont des nombres complexes)
par

pro=st+uv. (6.103)

Nous notons (1+1)R ’ensemble des nombres complexes de la forme (1+1i)z, ou
2 est un nombre réel. (Dans le plan complexe, (141)R est la premiére bissectrice
des axes.) Nous notons I' = (1 +1)R x (1 +1i)R (c’est un sous-ensemble de C?).

Avec les variables et amplitudes réduites définies ci-dessus, le transfert de
I’amplitude du champ de I’émetteur A vers le récepteur D, donné par la relation
(6.90), s’écrit

.cosa + esina
=i

Vp(o) = ——mo exp[—ino - o cot o (6.104)
. i -
X / exp[—imp - pcot a] exp {M} Va(p)dp.
r sin o

Formellement, le membre de droite de la relation (6.104) est une transformation
de Fourier fractionnaire étendue & des variables complexes. Pour avoir une
véritable transformation de Fourier fractionnaire, il faut ramener le domaine
d’intégration a R2.

Lemme 6.4.2. Soit V' Uamplitude réduite définie, pour p™ € R% par

V(M) = Ua(v/AxRa p"). (6.105)

Si VX] admet un prolongement holomorphe sur C? et n'a pas de poles, et si
FolVY'] admet un prolongement holomorphe sur I', alors la relation (6.104)
s’écrit, pour o € I,

Vp(o) = e*(cosa + esina) Fo [V (o). (6.106)

Preuve. Soit @ un nombre complexe de la forme o = i3, ou bien de la forme
a=mw/2+1i0F , ou B est un nombre réel strictement positif. Nous procédons en
trois étapes.

i—Si f est une fonction définie sur R et si 2’ est un nombre réel, nous définissons
lopérateur T, par
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iR
$
X
<

Fic. 6.5. Chemin d’intégration pour la preuve
du lemme 6.4.2.

2irzx’

Tolf](z,z") = exp [fiw(ac’2 + z%) cot o] exp { } f(z). (6.107)

sin av
Supposons que f ait un prolongement holomorphe et n’ait pas de poles. Si z
est un nombre complexe, nous supposons que |zT,[f](z,2z')| tend vers 0 quand
|2| tend vers P’infini. Une intégration sur le chemin indiqué par la figure 6.5 et
le théoréme des résidus (et les lemmes de Jordan [7,9,212]) permettent d’écrire
(apreés passage a la limite)

/ . Ta[f](z,m')dzz/Ta[f](x,x’)dm. (6.108)
(I1+D)R R

ii — Soit f une fonction d’une variable réelle & deux dimensions. Nous notons
p" = (x,9) (z et y sont des nombre réels) et o™ deux vecteurs de R? et
introduisons 'opérateur S, tel que

Salf](p™,e™M) = exp [—iﬂ(o'[r]'a'[r] + p™.pM) cot oz}

2irail. pir!
X exp|—————

} FM). (6.109)
Le produit scalaire euclidien sur R? s’étend & C? conformément 4 la relation
(6.103). Si f admet un prolongement holomorphe sur C? et n’a pas de poles,
alors, pour tout vecteur o™ de R? S,[f](p"™, o™), considéré comme fonction
de p™, admet un prolongement holomorphe sur C? qui n’a pas de péle.
On déduit de Pétape i

sin o

iexp[—ia] - _ - 1
P / Sulfl(p, o) dp = Fulf](o™). (6.110)
iii — Si F,[f] admet un prolongement holomorphe et si o = (1 +1i)o'™, alors
iexp[—ia
_— 111
2 [ salrlpo) do = Falfl(o). (6111)

Pour conclure il reste a faire f = V)" dans la relation (6.111) et & remarquer
que

1+1i
% ) — iy 6.112

Les relations (6.104) et (6.111) conduisent a la relation (6.106). 0
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Proposition 6.4.1. Soit un émétteur A (rayon Ra) et un récepteur D (rayon
Rp) a la distance D, tels que le transfert de A ¢ D soit d’ordre compleze, ce
qui a lieu si

D+ Rp)(Ra— D)

_(
1= B Ra B

<0. (6.113)

Soit o tel que cot>a = J, et soient ¢ et x définis par les relations (6.95)
et (6.96). Les variables réduites, p sur A et o sur D, sont définies par les
relations (6.99) et (6.100) ; les amplitudes réduites sont Va et Vp, définies par
les relations (6.101) et (6.102). On suppose que Vi admet un prolongement
holomorphe sur C? et n’a pas de poles.

Le transfert du champ de A a D se décrit a Uaide d’une tranformation de
Fourier fractionnaire d’ordre complexe o. Plus précisément

Vp(a) = e*(cosa + esina) Fu[Val(o) . (6.114)
Preuve. La variable réduite p, donnée par la relation (6.99), s’écrit

 l+sio
2 P

ou p'! est une variable réduite (vectorielle) réelle. On applique le lemme 6.4.2
a la fonction V4! définie par

(6.115)

s 14+si
VIQ](p“)VA< o pl ]). (6.116)

O

Remarque 6.4.1. Larelation (6.114) est la généralisation de la relation (6.20)
au plan complexe.

Remarque 6.4.2. Les fonctions d’Hermite-Gauss (voir I'appendice C) satis-
font les hypothéses de la proposition 6.4.1. Ces fonctions forment une base
hilbertienne de ’espace des fonctions de carré sommable, ce qui permet d’ap-
pliquer la proposition a de telles fonctions. Elles correspondent aussi aux modes
d’Hermite—Gauss d’un résonateur optique, et la proposition 6.4.1 est utile pour
I’étude d’un tel dispositif (voir le chapitre 7).

6.4.2 Analyse graphique

Nous complétons I’analyse du paragraphe 6.2.2. Soit A un émetteur et soit
D un récepteur a la distance D. Soit F la spheére de Fourier de A. Soit S la
sphére tangente & D centrée sur A et soit 7 la sphére tangente & D centrée
sur F. Comme au paragraphe 6.2.2, nous utilisons les courbures des calottes
sphériques mentionnées. Puisque €5 = —1/D et €r = 1/(R4—D), le paramétre
J de la relation (6.91) s’écrit
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Cs—Cp

J=-——2-D
¢ — &5

(6.117)

Les situations rencontrées aux paragraphes 6.2.2 et 6.4.1 se synthétisent de
la facon suivante :
1°SiCs < Cp <C€poulCp <& < Cg, alors J < —1, et « est de la forme
a=if (8> 0);
2° Si Min(Cg,€r) < €p < Max(€g, €r), alors J > 0, et a est réel. (Clest la
situation analysée au paragraphe 6.2.2) ;
FSicr<C€sg<Cpoulp<Csg<Cp,alors —1<J <0, et aestdela
forme o = w/2 416 (8 > 0).
La figure 6.6 illustre les trois situations possibles (le récepteur D, représente
le récepteur D dans la situation j de la liste précédente).

F1G. 6.6. Le transfert du champ de A & D; est
d’ordre o = i3. Celui de A & D2 est d’ordre réel.
Celui de A & D3 est d’ordre oo = 7/2 4 1.

6.5 Exercices

Exercice 6.1. Démontrer les lemmes 6.3.1 et 6.3.2.

Exercice 6.2. Soit deux calottes sphériques A; et Ag (centrées sur l'axe z).
On désigne par S; le sommet de A; et par C; son centre de courbure. Montrer
que le transfert de 'amplitude du champ d’une calotte & ’autre est d’ordre réel
si, et seulement si, les quatre points S1, C, Sz et Cs sont ordonnés sur I'axe z
de fagon & ce que deux indices voisins soient toujours différents (1212 ou 2121;
et non par exemple 1122, ni 1221).



Chapitre 7

La méthode de la transformation de
Fourier fractionnaire

Conformément, aux résultats du chapitre 6, la clé de 'association entre un
phénomeéne de diffraction et une transformation de Fourier fractionnaire réside
dans le choix de I'ordre de cette derniére. Or une transformation de Fourier frac-
tionnaire est complétement caractérisée par son ordre; une fois celui-ci connu,
I’écriture explicite de la transformation n’apporte pas d’information supplé-
mentaire : il doit étre possible de résoudre des problémes de diffraction en ne
manipulant que les ordres des transformations concernées ainsi que les para-
meétres qui leur sont liés, sans recourir a ’écriture intégrale du phénoméne de
diffraction considéré. C’est en cela que consiste 'idée développée dans ce cha-
pitre. Sa mise en ceuvre conduit & une nouvelle méthode d’étude de problémes
de diffraction métaxiale, fondée sur 'emploi de la transformation de Fourier
fractionnaire [184-188].

La méthode proposée dans ce chapitre est d’abord illustrée par un exemple
déja traité, celui de l'imagerie cohérente & travers un dioptre sphérique (vue
au chapitre 4). Appliquée ensuite aux résonateurs optiques et aux faisceaux
gaussiens, elle offre l'intérét d’inclure leur théorie dans le cadre de 'optique de
Fourier, qui s’en trouve élargi d’autant.

7.1 Le dioptre

L’imagerie cohérente par un dioptre a été étudiée au chapitre 4. L’approche
suivie considérait plusieurs cas particuliers avant de conclure par le cas général.
La raison de cela était qu’il fallait adapter les courbures des émetteurs et des
récepteurs pour étre dans une situation de transformation de Fourier optique.
La transformation de Fourier fractionnaire, parce qu’elle inclut des termes de
phase quadratique dans sa forme intégrale, permet de traiter d’emblée le cas
général.

7.1.1 Transfert général

Soit D la surface d’un dioptre qui sépare deux milieux homogénes et iso-
tropes d’indices de réfraction n et n/. Le sommet de D est O et son rayon de
courbure est Rp (fig. 7.1). La lumiére se propage du milieu objet (n) vers le
milieu image (n’). La longueur d’onde A du rayonnement dans l’espace objet
et la longueur d’onde A’ dans I’espace image satisfont la relation nA = n/\.
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A D Rp A

Fia. 7.1. Le processus de formation d’une image cohérente & travers un dioptre se
décrit au moyen de la composition de deux transformations de Fourier fractionnaires,
associées au transfert du champ de A 4 D et de D a A'.

Soit A un émetteur sphérique de centre C, de sommet S et de rayon de
courbure R4 = SC, situé a la distance d = OS de D. L’émetteur est dans
I’espace objet : c’est un émetteur réel si d < 0, virtuel si d > 0. Soit, également
un récepteur sphérique A’, de sommet S’, situé dans I’espace image, a la distance
d" = OS’ de D. Le centre de courbure de A’ est C’ et son rayon de courbure
est R4 = S'C’. Le récepteur peut étre réel (d’ > 0) ou virtuel (&’ < 0). Les
variables sont r sur A, s sur D et ¢ sur A’

1l s’agit d’exprimer ’amplitude du champ sur A’ en fonction de amplitude
du champ sur A a l'aide d’une transformation de Fourier fractionnaire. Pour
cela, la surface D est considérée comme un récepteur intermédiaire ; le résultat
s’obtient en composant deux transformations de Fourier fractionnaires.

Le transfert de D & A’ se concoit sous la forme directe, selon la proposition
6.1.1, avec les paramétres u', o et &’ tels que

d/

/L/ = R_D ) (71)
/2 w W Rp + Ra ,
= R 0 2
€ 11— (Ul_l)RD“v‘RA/’ enp > U, (7 )
1 !
cota’ = sl—l'u ; (7.3)

7
le domaine de o étant [0, 7] si d’ > 0, ou ] —,0] si d’ <0 (les deux conditions
sont compatibles si d’ = 0 et dans ce cas o/ = 0). Les variables et amplitudes
réduites sur D et A’ sont respectivement

1
-, 7.4
o = e 7.0
1
! (cosa’ +¢&'sina’) 7', (7.5)

p= VNe'Rp
V(o) = Up(v/Ne'Rp o), (7.6)

’

Va(p') = U (M #) . (7.7)

cosa’ + &’ sino/
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Dans ces conditions, conformément a la relation (6.20), le transfert de D a A’
s’exprime par

Var(p') = € (cos e + " sin o) For [VH(p') - (7.8)

Le transfert de A & D est décrit sous sa forme réciproque, qui permet d’avoir
les mémes variables réduites sur D, condition nécessaire & la composition des
deux transformations concernées. Les paramétres fractionnaires correspondants
sont u, o et € tels que

d
= 7.9
h= R (7.9)
2 2 uRp + Ra
e = , eRp >0, 7.10
L—p (n—1)Rp+ Ra P (7.10)
1—
cota=¢ ,u’ (7.11)
le domaine de o étant [0,7] si d > 0, ou | — 7,0] si d < 0. Les variables et
amplitudes réduites sur D et A sont
o= ! s (7.12)
- VAeRp '
1
p= o (cosa+esina)r, (7.13)

Vp(e) =Up(VAeRpo), (7.14)
Va(p) = Ua (x/)\sRD 4) : (7.15)

cosa + esina
Le transfert du champ de A & D se traduit par
Vp(o) = — F [Val(o). 7.16
b(o) cosa +esina Val(e) ( )
La composition des opérateurs des relations (7.8) et (7.16) est possible si
les variables réduites sur D sont égales (o = '), ce qui implique

n'e = ne'. (7.17)
Si tel est le cas, alors V), = Vp et

o/—a)Cosa’ +&'sina’

Vi (p') = e ForalVal(0). (7.18)

cosa + esina
Ainsi Pamplitude du champ réduite sur A’ s’exprime en fonction de amplitude
réduite sur A & I'aide d’une transformation de Fourier fractionnaire d’ordre
B=d —a.

La relation (7.18) est équivalente aux relations (4.40) et (4.42) du para-
graphe 4.3 (ici A’ joue le role de B’).
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7.1.2 Formules paraxiales

A quelles conditions A’ est-elle I'image cohérente de A? Cest le cas si
B = 0, ou si B = =+m, parce que la transformation Fy est 'identité et que
Fslfl(p) = Fs—r[fl(—p) ('image est inversée, ce qui est fréquent en optique).

Si g =0, alors o = «, et cela est possible si o’ et o sont dans le méme
intervalle, c’est-a-dire si A est un objet réel (d < 0) et A’ une image virtuelle
(d" < 0);ousiAest virtuel (d > 0) et A’ réel (d’ > 0); ouencoresia =o' =0
(d = d’ = 0). Dans tous les cas uu’ > 0 (soit encore dd’ > 0).

D’autre part, 3 = 7 signifie &/ = a+ 7, et f = —7 signifie o/ = a — 7. Cela
a lieu si A et A’ sont tous les deux réels ou tous les deux virtuels, ¢’est-a-dire
si pup’ <0 (ou dd’ <0).

Quand 3 = 0 ou quand 8 = +m, on a cot &’ = cot o, ce qui donne, grace a
la relation (7.17),

1= 1—p
n =

n
I wo

(7.19)

et ensuite,

n' (% - %) =n (é - R%)) : (7.20)

La relation (7.20) est la formule de conjugaison du dioptre sphérique; elle se
met sous la forme classique (relation (4.4) p. 70)
n n n' —n

E = E + Ry (7.21)

Il reste & exprimer I'amplitude du champ sur 'image en fonction de celle
sur 'objet. Si # = 0, la transformation Fj devient I'opérateur identité et les
variables réduites sur A et sur A’ doivent étre égales : p’ = p. Il en résulte
lexpression du grandissement transversal aux sommets g; entre A et son image
A, défini par v’ = gsr, sous la forme

cosa +esina
= 7.22
* cosa/ +&'sina/ (7:22)
(Pour établir la relation (7.22), on utilise les relations (7.5), (7.13), (7.17) et
sina/ = sina.) Il résulte des relations (7.3), (7.11) et (7.17)

etcota ey’ nd

9s = (723)

e tcoted  gu n'd’
si bien que le grandissement g, est le grandissement (transversal) paraxial ha-
bituel, tel qu'il est donné par exemple par la relation (4.14) p. 74.

Si § = +7, comme 'application de F, & une fonction change le signe de la
variable dans cette fonction, nous obtenons une image si p’ = —p; d’ou (avec
sina’ = —sina)
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cosa + esina €+ cota nd
gs = — 7 T T ;= = (7.24)
cosa’ + &'sin« g’ 4+ cot o n' d

Dans les deux cas (8 = 0, ou 8 = +), le grandissement transversal s’écrit

_ i(a—a’)_COSQ+ esina 7 95
9s =€ cosa’/ +é&'sina’ (7.25)
De plus, gs a le signe de up’ : il est positif si 8 = 0, et négatif si 8 = *m.

Finalement, si 5(gs) est le signe de g, la relation (7.18) s’écrit
1
Var(p) = = Va (s(95)P) (7.26)

La relation (7.26) est équivalente & la relation (4.21) p. 75.

7.1.3 Formules métaxiales

La relation (7.20) traduit la conjugaison du sommet de I’émetteur et du
sommet de son image; 'analyse est poursuivie selon la méme méthode pour
montrer que les centres de courbure sont aussi conjugués 'un de 'autre et pour
retrouver ainsi le résultat établi au chapitre 4 & propos de 'imagerie cohérente
(double conjugaison).

Soient ¢ = OC et ¢/ = OC’;de q =d+ Ra et ¢ =d' + Ry, il résulte

2 I uRp + Ry K d+ Ra
1—p (u—1)Rp+Ra 1l—pd—Rp+ Ry
[ q
= — . 7.27
l—pqg—Rp (7.27)
De la méme maniére
2 UI q
= _ 7.28
: 1—w ¢ —Rp (7.28)

Les relations (7.17) et (7.19) donnent

2 2 / /
) -R
i 447D (7.29)

n? € ng¢g-—-Rp q

dont on déduit

1 1 1 1
n,<___>:n(___)’ 7.30
Rp ¢ Rp ¢ (7.30)
qui signifie que C et C’ sont conjugués.
11 résulte des relations (7.20) et (7.30)

(3-3)-n(3-2)

et cette quantité est 'invariant métaxial du dioptre sphérique.
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Pour compléter les formules, il reste & établir la loi du grandissement des
rayons de Bonnet. Le grandissement transversal aux sommets est

n d
9s=— 7 (7.32)
Le grandissement transversal aux centres est
_nd (7.33)
9e =10 :
et comme Ry =q—det Ry =q' — d', la relation (7.31) conduit &
Ra Ra
I
Le grandissement des rayons est
Ry ndqg o
r=—=——"—=—0s0c, 7.35
=R T wdd w Y (7.35)

et cela constitue la loi de Bonnet (relations (4.29) p. 77 ou (4.33) p. 80).

7.1.4 Conclusion

La méthode développée dans ce paragraphe est équivalente & celle du cha-
pitre 4. Comme cette derniére, elle conduit a la condition de double conjugaison
pour 'imagerie cohérente par un dioptre (conjugaison des sommets ; conjugai-
son des centres de courbure) et & la formule du grandissement des rayons. Elle
donne également 'amplitude du champ sur I'image en fonction de celle sur
I’objet. Elle est fondée sur une théorie scalaire de la diffraction, donc implicite-
ment sur des intégrales du type des transformations de Fresnel. Cependant la
méthode exposée s’applique et se développe sans qu’il ne soit besoin d’écrire ex-
plicitement ces intégrales : il suffit de manipuler les ordres des transformations
de Fourier fractionnaires associées aux transformations intégrales de Fresnel;
ils ne dépendent — outre la longueur d’onde — que de la géométrie du probléme
étudié (rayons de courbure, distances entre les surfaces).

7.2 Fondements de la théorie des résonateurs optiques

Un résonateur optique se compose de deux miroirs sphériques (ou plans) qui
se font facel, et il est clair que la théorie métaxiale est tout & fait adaptée, a
priori, & leur étude, puisqu’elle traite d’émetteurs et de récepteurs sphériques.
Ce paragraphe décrit ces résonateurs et établit leurs principales propriétés a
I’aide de la transformation de Fourier fractionnaire.

! Un tel résonateur est dit ouvert : les parois latérales ne sont pas réfléchissantes. Il
existe aussi des résonateurs en anneau [6,216].
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L’importance des résonateurs optiques vient en grande partie de celles des
lasers2 Un laser associe deux effets : une amplification du rayonnement par
émission stimulée® et une résonance. C’est essentiellement le résonateur (ou
cavité) optique qui détermine les propriétés géométriques du rayonnement laser
(méme si la prise en compte de amplification apporte des corrections aux
résultats obtenus pour une cavité passive [81]).

La théorie développée dans ce paragraphe, consacrée & ’étude des modes
transversaux des résonateurs, ne tient pas compte de la limitation des dimen-
sions transversales des miroirs. Cette approximation est justifiée pour un grand
nombre de lasers [112,126].

7.2.1 Convention pour les miroirs

Dans tout ce qui précéde, le sens de propagation de la lumiére déterminait le
sens positif des mesures algébriques. Or pour un miroir, le sens de propagation
change lors de la réflexion, d’oti les conventions suivantes. La premiére consiste
4 maintenir le sens de propagation de la lumiére comme donnant le sens positif
des mesures algébriques, ce qui signifie que ce sens positif n’est pas le méme
avant et aprés réflexion. On sait par exemple que le foyer d’un miroir sphérique
(le foyer objet comme le foyer image) est & mi-distance du centre de courbure C
et du sommet du miroir S (fig. 7.2). Bien que les foyers F' et F” se confondent
dans Pespace (géométrique), ils appartiennent pourtant a des espaces optiques
différents, ce qui conduit aux définitions suivantes. La distance focale objet est
f = SF, et son signe se détermine par référence au sens de propagation de la
lumiére avant réflexion. Ainsi f est négative pour un miroir concave (qui se
comporte comme une lentille convergente), et positive pour un miroir convexe.
La distance focale image est f' = SF’ et son signe se définit par référence au
sens de propagation de la lumiére apres réflexion. Il en résulte f/ = —f.

On définit de méme un centre de courbure objet C tel que SC = 2SF, et un
centre de courbure image C' tel que SC” = 25F’. Le rayon de courbure objet
est R = SC; il se rapporte & la direction de propagation de la lumiére avant

F1G. 7.2. Pour un miroir, le foyer objet F' est situé dans
I’espace objet et il se rapporte, optiquement, & la direc-
tion de propagation de la lumiére avant la réflexion. Le
foyer image I’ se rapporte a la direction de propagation
aprés la réflexion. On introduit un centre de courbure
objet C et un centre de courbure image C’; ces points
sont confondus géométriquement, mais pas optiquement.

2 11 ne s’agit pas d’oublier I'interférométre de Fabry—Perot, utilisé en spectroscopie :
les résonateurs optiques des lasers sont des interféromeétres de Fabry—Perot! Tou-
tefois en spectroscopie, l'intérét est mis davantage sur les modes longitudinaux de
Pinstrument que sur les modes transversaux qui sont étudiés dans ce paragraphe.

3 D’ot 'acronyme L.A.S.E.R. pour Light Amplification by Stimulated Emission of
Radiation.
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réflexion. Le rayon de courbure image est R’ = SC’ et se rapporte au sens de
propagation aprés réflexion ; par conséquent R = —R.

L’intérét de procéder ainsi est d’abord que les formules de conjugaison des
lentilles simples restent valables pour les miroirs sphériques; ensuite que les
résultats établis pour la diffraction d’un émetteur vers un récepteur s’appliquent
aux miroirs, sans modifications. Avant la réflexion le miroir se comporte comme
un récepteur dont le rayon de courbure est R, alors qu’aprés la réflexion, il se
comporte comme un émetteur de rayon R

7.2.2 Longueur d’un résonateur

Soit, un résonateur optique composé de deux miroirs M; et Mo, de sommets
Sy et Sy (fig. 7.3). Pour le transfert du champ de M; & Mo, la distance a
prendre en compte pour la diffraction est D = 57.5;. Comme la lumiére se
propage de M; a Mos, la distance D est positive; il est toutefois profitable
d’envisager qu’elle puisse étre négative (rappelons qu’il serait plus correct de
parler de mesure algébrique) : cela correspond & un résonateur virtuel.

Fi1c. 7.3. Résonateur optique composé de deux mi-
roirs sphériques. La longueur du résonateur est la
distance entre les sommets des miroirs; elle est la
méme pour les deux sens de parcours.

Pour le transfert du champ de Ms & M, la distance de diffraction & prendre
en compte est D' = 555;. Comme le sens de propagation de la lumiére est
lopposé du précédent, on a D’ = D. 1l résulte des conventions choisies la
définition suivante.

Définition 7.2.1 (Longueur du résonateur). La longueur du résonateur,
notée L, est égale a la distance de diffraction d’un miroir a l'autre. Elle est la
méme pour les deux sens de parcours du résonateur.

Puisque L = D = D', il arrive que la longueur de résonateur soit néga-
tive! De fait, c’est une mesure algébrique. Cela présente de l'intérét pour les
résonateurs virtuels.

4 Par exemple, la formule de Newton FA-F’ A’ = ff’ s’applique ainsi & la conjugaison
de A et A, avec les conventions énoncées dans ce paragraphe.
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7.2.3 Transfert du champ d’un miroir a ’autre

Soit de nouveau un résonateur optique composé de deux miroirs My et
M. Soient Uy(ry) Pamplitude du champ sur My et Us(rz) 'amplitude sur
M. Examinons le transfert du champ de My & M5 et les conditions de son
expression par une transformation de Fourier fractionnaire. La lumiére se pro-
page de My & M5 : le rayon de courbure de M; & prendre en compte est le
rayon image R}, car pour le transfert de M & My la lumiére s’éloigne de M.
En revanche, pour My, c’est le rayon objet Ry qui compte. Par conséquent,
le transfert de My a My, exprimé sous forme directe, s’effectue & 'aide des
paramétres u, € et « tels que

L
B=7r (7.36)
Ry
2 H pRy + Ry ’
= Ry >0 7.37
c T—p (u—1)R| + Ry’ = ’ (7.37)
1_
cota =€ ,u,u’ al > 0. (7.38)
Les variables réduites sont
L, (7.39)
P1 ,—)\ER/I 1, .
1 .
(cosa+esina) ra, (7.40)

p2= VAR

et avec les amplitudes réduites habituelles (voir le chapitre 6), le transfert, s’il
est d’ordre réel, se met sous la forme

Va(p2) = €%(cosa + esin o) Fal[Vi](p2) - (7.41)

Pour le transfert (direct) du champ de Ms & M;, les rayons de courbure
utilisés sont R, et Ry, et les paramétres fractionnaires sont

L
== 7.42
/2 M/ M/R/2 + 1/
= Ry >0 7.43
1—w (W —1)Ry+ Ry’ < ’ (7.43)
o
cota/ =& I,u ; oL >0. (7.44)
i
Les variables réduites prennent la forme
1
(7.45)

Py = —F===T2,
\/Ae'R)



192 Optique de Fourier

(cosa’ +¢&’sina)rq (7.46)

1
r_
7 VAR
et le transfert se traduit par
V{(p}) = e (cosa’ +&'sina’) Fur [V3)(p)) - (7.47)

Remarque 7.2.1. 1l est parfois utile d’utiliser la relation (7.37) sous la forme
(voir la relation (6.21) p. 164)

2 _ L(L + Ry) _ L(L — R})
TR’ -LI R, +Ry (R -L(L R, -RY" (7.48)

<&

Il s’agit maintenant de composer les deux transformations F, et F, pour
exprimer un trajet aller et retour de la lumiére & partir de M. Nous procédons
en plusieurs étapes.

Lemme 7.2.1. Les paramétres o et o sont réels en méme temps.

Preuve. On écrit

, L(L + Ry)
2 _ K 4
W DE-RR) (749
L(L
2 (L+R) — K, (7.50)

(R, —L)(L R, 1 Ry)

et, de R] = —R; et R, = —Rs, il résulte que KK’ > 0, ce qui signifie que € et
¢’ sont réels en méme temps. Cela vaut également pour « et o’ et provient de
leur définition & partir de € et €. O

Lemme 7.2.2. Si « et o sont réels, alors o = .

Preuve®. En remplacant R} par —R1, et Ry par R} dans Iexpression de cot? «,
on obtient
(Ry —L)(Re+L) (Ri+L)(Ry— L)

t?a = = = cot?a’. 7.51
YT (L —R{+ Ry  L(L+R -Ry ¢ (7.51)

Le signe de cot « est celui de R{L(R] — L), et le signe de cot o’ est le signe de
RLL(R, — L) (voir la remarque 6.1.7 p. 164). Si « et o’ sont réels, la relation
(7.51) montre que

L(L— R — RY)
T A (.52

c’est-a-dire, en remarquant que L(L — R} — R4) = (R} — L)(R, — L) — R R},

5 La preuve est la méme que la deuxiéme partie de la preuve de la proposition 6.2.1
p. 168.
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RiR,
> 1. .
@ L), L) - (7.53)

Il en résulte, pour a et o réels,

R|RLL?
>0 7.54
® D@ L) (7:54)

et nécessairement R L(R|—L) et R,L(R},— L) ont le méme signe, ce qui signifie
que cot av et cot & ont le méme signe. Finalement cot «« = cot .

Pour o et o' réels, nous avons L > 0 et o/L > 0, de telle sorte que a et
o/ ont le méme signe. Comme de plus « et o sont dans | — m, 7[, la relation
cota = cot o’ implique o = o. ad

Remarque 7.2.2. Les lemmes 7.2.1 et 7.2.2 peuvent se déduire de la propo-

sition 6.2.1 en remplagant o’ par —o/.

Lemme 7.2.3. Avec les définitions et les notations antérieures, nous avons
(cosa’ +¢&’'sina’)(cosa + esina) = 1. (7.55)

Preuve. On écrit (voir la relation (6.32) p. 166)

2 /
. 2 _ g _ ,LLRl + RQ
(cosa + esina)” = (0= - =k
(L + Ro) Ry
= 7.56
(® —D)R:’ (7.56)
et de méme
! ! A1\2 (L + Rl)R/2
= —"T. 7.57
(cosa’ +&'sina’) DR (7.57)
De R} = —R;q et R, = —R», on déduit
(cosa/ +&'sina’)?(cosa +esina)? = 1. (7.58)

La relation (6.10) p. 161 donne cos« + esina > 0, et comme il s’agit d'une
relation générale, elle donne aussi cos o’ +¢’sina’ > 0. Le résultat cherché s’en

Lemme 7.2.4. Les variables réduites sur les miroirs sont telles que pj = p;
et py = po.

Preuve. Mentionnons d’abord la relation

62 (L + R2)2
2 LR 729

dont on déduit
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g L+R2

Sospt2 (7.60)
Pour les variables réduites sur Mo, on écrit
(cosaw+esina)? (L + Ry)R] 1 L+R 1
)\ER’l (Rll — L)RQ )\€R/1 L+ R1 )\ERQ

1 1
= -+ ,
:F)\61R2 A’ R
Comme eR] > 0 et €’R}, > 0, seul le signe + est & prendre en considération
dans le membre de droite de la relation (7.61). De cosa + esina > 0 et des
relations (7.40) et (7.45) on déduit : p, = po.
Pour les variables réduites sur My, on écrit

(cosa/ +esina’)?> (L + Ry)Rj 1 L+R 1
Ae'R) - (RL,—L)Ry M'R, L+ Ry MRy
1 1
= F—=d—.
T AeRy AeR}
Ici encore seul le signe + est & considérer. Le raisonnement est le méme que
précédemment du fait que cosa’ + &’'sina’ > 0. On arrive & p} = p1. O

(7.61)

(7.62)

Le fait que les variables réduites sur M; et My sont les mémes pour les
deux transferts rend possible la composition des deux transformations corres-
pondantes, ce qui conduit a :

Proposition 7.2.1. Soit un résonateur constitué de deuzx miroirs My et Ms.
Soit « Uordre de la transformation de Fourier fractionnaire qui exprime le
transfert direct du champ de My a Mo. Si « est réel, le transfert du champ
dans un aller et retour de My a4 My s’exprime par une transformation de
Fourier fractionnaire d’ordre 2. Si Vi est Uamplitude réduite sur My, alors

Vi(p1) = e®* Fou[Vil(p1) - (7.63)

Preuve. Comme p}j = p1 et p5 = po, les amplitudes réduites sont telles que
Vi =V et V5 = VJ. Le résultat est immédiat a partir des équations (7.41) et
(7.47) et des lemmes 7.2.2 et 7.2.3. O

Remarque 7.2.3. Larelation (7.63) vaut aussi pour un aller et retour a partir
de Mo, si bien que

Va(pa) = €2 Foo[Va(po) - (7.64)

Remarque 7.2.4. On peut étre surpris de constater que les ordres des trans-
formations de Fourier fractionnaires associées aux transferts de M; & My et
de Ms a M sont égaux : cela traduit une certaine symétrie entre ces deux
transferts, bien que le résonateur ne soit pas lui-méme symétrique (en général).
Toutefois les variables réduites ne sont pas les mémes sur les deux miroirs. La
repésentation du transfert du champ par diffraction sous la forme d’une trans-
formation de Fourier fractionnaire adapte précisément les variables d’espace
pour conduire & une identité formelle des deux transferts. <&
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La proposition 7.2.1 reste vraie si le transfert du champ d’un miroir & I’autre
est d’ordre complexe. Nous admettrons ce résultat, démontré par ailleurs [191]
et énoncons :

Proposition 7.2.2. La relation (7.63) est vraie si o est compleze (transfert
d’ordre complexe).

7.2.4 Modes transversaux

Nous commencons par adapter les notations. Soit «,. 'ordre de la transfor-
mation de Fourier fractionnaire associée au transfert direct de My & Mo, que
nous supposons d’ordre réel (a, est un nombre réel). Selon le lemme 7.2.2; a,.
est aussi I'ordre de la transformation associée au transfert de Mo & My, et la
relation (7.63) montre que 'amplitude réduite sur le miroir M est invariante
dans une transformation de Fourier fractionnaire d’ordre 2«,.. Au transfert de
Mj & Ms correspond le paramétre ,. tel que (&, est un nombre réel)

2 L(L - Ry)

TTm DT R B (769

N

Nous construisons une famille de récepteurs {M,} associés & une méme
valeur de e, valeur que nous choisissons égale & £,.. Soit un récepteur sphérique
intermédiaire M,, situé a la distance D, de M (fig. 7.4) et tel que le transfert
de M; & M, se représente par une transformation de Fourier fractionnaire
d’ordre «. Nous choisissons le rayon de courbure R, de M, de telle sorte que
la valeur de € soit égale a ¢,. Le rayon R, est donné par

2 2 2

pe e (1—p)” o,
S LSy 7.66

_M+€r2(1_u) 1 ( )

ou u = Do/R) (la relation (7.66) est la relation (6.18) p. 162 adaptée aux
notations de ce paragraphe). Le transfert de M; & M, est d’ordre réel puisque
e est réel : o est un nombre réel. Si v’ est la variable spatiale sur My, la
variable réduite sur M, est

(o4

(cosa+epsina)r’. (7.67)

1
p= Ve Ry

Fi1G. 7.4. L’amplitude du champ sur le récep-
teur intermédiaire M, est similaire & 'ampli-
tude sur le miroir M; dans la mesure ou cette
M, amplitude se représente par une fonction propre
My Mo d’une transformation de Fourier fractionnaire.
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Imaginons que M, soit un miroir sans que change le champ sur M,,. Par
conséquent, le champ sur M; est le méme pour le résonateur initial (formé des
miroirs M; et Ms) que pour un résonateur admettant M; et M, comme mi-
roirs. Dans ce dernier cas, 'amplitude réduite du champ sur M est invariante
dans une transformation de Fourier fractionnaire d’ordre 2. Ce résultat est
valable pour toute valeur de « comprise (au sens large) entre 0 et «,.. Il s’étend
& une calotte sphérique M, qui n’est plus située entre M; et Ms, et cela a
lieu quand o« n’appartient pas a [0, a].

Ce qui précéde se synthétise dans la proposition suivante.

Proposition 7.2.3. L’amplitude du champ sur un miroir d’un résonateur op-
tique est une fonction propre de toute transformation de Fourier fractionnaire
(c’est-a-dire quel que soit Uordre de cette derniére).

Les fonctions propres communes a toutes les transformations de Fourier
fractionnaires sont les fonctions d’Hermite—Gauss. Il en résulte que 'amplitude
réduite sur M; est, & un facteur dimensionnel prés, une fonction d’Hermite-
Gauss, de la forme

Pmn(T,y) = Hp(V2rz)Ho(V2ry) exp [—w(a® + %)) , (7.68)
ol H, est un polynéme d’Hermite. Rappelons la relation (voir "appendice C)
Falom.n] = expli(m + n)a]omn - (7.69)

Si "amplitude du champ réduite sur Mj est une fonction d’Hermite—Gauss,
puisque son transfert de My a M, se traduit par une transformation de Fourier
fractionnaire, 'amplitude réduite sur M, est la méme fonction d’Hermite—
Gauss (& un facteur d’échelle prés). Cela vaut également pour le champ sur
M. En conclusion, 'amplitude du champ est invariante tout au long de la
propagation b et cela conduit & la notion de mode de propagation transversal
[31,79,80,126]. On parle de mode (m,n) pour le mode dont ’amplitude réduite
est représentée par la fonction ¢, ,.

Plus généralement, et en tenant compte de ce qui se passe dans un laser
(pour lequel c’est le rayonnement extérieur a la cavité qui est intéressant en
général) on étend ce qui précéde a 'extérieur du résonateur. Nous en arrivons &
considérer une famille de surfaces M, correspondant & une méme valeur &, de
¢, le paramétre « variant continiiment. La distance D, varie de —oco & +o¢ et le
rayon de M, est donné par la relation (7.66). (Ici apparait I'intérét d’envisager
des distances D (ou L) négatives — voir le paragraphe 7.2.2.)

Pour m = n = 0, on obtient comme fonction propre une fonction de Gauss
et le mode associé est le mode fondamental.

La figure 7.5 donne lintensité vibratoire de quelques modes transversaux
d’un résonateur optique. On remarque que plus les indices m et n sont grands,
plus le mode (m,n) s’étale sur une plus grande surface.

5 Cela est vrai & une homothétie prés sur la variable d’espace puisque justement les
variables réduites ne sont pas les mémes sur chaque sphére M,.
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Fi1c. 7.5. Exemples de modes transversaux d’un résonateur optique; il s’agit des
modes d’Hermite—Gauss. On a représenté ’éclairement de chaque mode, c’est-a-dire
|0m,n (2, )| ('axe = est horizontal et I’axe y vertical). Dans la littérature, ces modes
sont aussi désignés sous la forme TEM,, ,, c’est-a-dire comme des modes transverses
électromagnétiques, puisque les champs E et H de ces modes sont effectivement
transversaux, dans ’approximation scalaire.

Remarque 7.2.5. Les modes représentés sur la figure 7.5 sont les modes
d’Hermite—Gauss du résonateur, puisque représentés par des fonctions du méme
nom. Ces modes apparaissent « naturellement » dans la théorie développée ici
dans un systéme de coordonnées cartésiennes x et y ; leur amplitude est repré-
sentée par une fonction ¢pm, n(z,y). On développe une analyse comparable en
choisissant des coordonnées polaires et, tout aussi naturellement, apparaissent
des modes de Laguerre-Gauss”, qui présentent une symeétrie de révolution.
Mathématiquement, les fonctions de Laguerre-Gauss forment une base hilber-
tienne de ’espace des fonctions de carré sommable et on passe linéairement de
ces fonctions & celles d’Hermite—Gauss.

En pratique, un résonateur est limité par une pupille. Si celle-ci est circu-
laire, on met en évidence, expérimentalement, les modes de Laguerre-Gauss ; si
la pupille est carrée, les modes d’Hermite-Gauss (c’est une approximation : plus
précisément, les modes sont représentés par des fonctions sphéroidales [112]).
Dans le cas d’un laser, comme le remarque Siegman [216], de faibles perturba-
tions de la géométrie du résonateur, comme par exemple 'introduction d’une
fenétre de Brewster, privilégient toutefois les modes d’Hermite—Gauss.

7.2.5 Modes longitudinaux

Conformément & la régle 1 p. 48, un facteur de phase a été omis dans
I’expression de la diffraction—propagation d’un miroir & ’autre. Puisque dans

" Etudier le résonateur en coordonnées polaires & laide de la transformation de
Fourier fractionnaire est une question ouverte & ce jour.
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un aller et retour la lumiére parcourt la distance L, la relation (7.63) s’écrit de
fait

Vi(p1) = e TP 7o [Vil(p1) (7.70)

ou «, est 'ordre de la transformation de Fourier fractionnaire qui exprime le
transfert du champ d’un miroir & l'autre. Si V;,, ,, est Pamplitude réduite du
mode (m,n) (ce qui suppose a,. réel) alors

Vinn(p1) = o~ HTL/X (2ic 2i(mtn)ar me(pl)’ (7.71)
ce qui impose

2L
—~ —ar(l+m+n) =gqm, (7.72)
ou ¢ est un nombre entier. Seules des ondes & certaines longueurs d’ondes

résonnent dans la cavité optique. On parle de mode longitudinal.

7.2.6 Stabilité d’un résonateur

Soit un résonateur composé des miroirs My et Ms. Le transfert du champ
de M1 & Mjy, aprés une réflexion sur Mo, s’exprime par une transformation
de Fourier fractionnaire d’ordre 2¢,., comme dans la relation (7.63). Si «,. est
complexe, il y a une atténuation & chaque aller et retour qui est due & des pertes
par diffraction. Le résonateur est dit instable.

Proposition 7.2.4 (Stabilité d’un résonateur). Un résonateur est stable
st, et seulement st, les amplitudes réduites sur les miroirs se correspondent dans
une transformation de Fourier fractionnaire d’ordre réel.

Une condition classique de stabilité d’un résonateur s’énonce comme suit
[110,215].

Proposition 7.2.5 (Corollaire de la proposition 7.2.4). Un résonateur
est stable si, et seulement si, sa longueur L et les rayons images R} et R} des
miroirs sont tels que

og(l—Ri,) (1_%)@. (7.73)

Preuve. Pour le transfert de My & Mo, lordre est «, tel que

(R — L)(L + Ry)
L(L— R} + Ry)

cot? a, = (7.74)

Pour maintenir une certaine symétrie entre les deux miroirs, nous utilisons le
rayon image R5 de M et écrivons
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(By — L)(L — Ry)
L(L — R, — RY)

cot? o = (7.75)

Le paramétre a, est réel ou complexe selon le signe du membre de droite de la
relation (7.75).

Comme L(L — R} — R,) = —(R} — L)(L — R}) — R{ R}, on déduit de la
relation (7.75) que «;. est réel si, et seulement si,

Ry Ry
>1. 7.76
B~ L)1) (770
Cette relation est équivalente a (7.73). 0

Remarque 7.2.6. Le choix du mot « stabilité » vient des premiers temps
des lasers et n’est pas trés judicieux, car il introduit des confusions dans la
compréhension du fonctionnement d’un laser [6,216,217]. On pensait (années
60) qu’'un résonateur instable ne permettait pas le bon fonctionnement d’un
laser. Il n’en est rien, et d’ailleurs de nombreux lasers ont une cavité instable,
ou en limite de stabilité® : cavité confocale symétrique, résonateur & deux
miroirs plans.

L’instabilité d’un résonateur traduit d’importantes pertes par diffraction.
Ces derniéres peuvent toutefois étre compensées par I’amplification. Dans un
résonateur stable, il y a un effet de focalisation des faisceaux, qui limite les
pertes par diffraction : plusieurs modes sont voisins (spatialement) et cela est
néfaste pour le fonctionnement monomode du laser; il y a compétition entre
les modes pour bénéficier de "amplification. Au contraire, dans un résonateur
instable, il y a une meilleure séparation spatiale des modes et cela favorise
le fonctionnement monomode du laser [6,216,217]. Plutot que de résonateur
stable on parle parfois de résonateur & modes confinés, ce qui traduit mieux la
réalité physique.

7.2.7 Col d’un résonateur

Soit encore le résonateur de la figure 7.3. L’amplitude du champ réduite
sur Ms est la transformée de Fourier fractionnaire d’ordre o, de 'amplitude
réduite sur M. Le résonateur est supposé stable, c’est-a-dire que 'ordre «,
est réel, et I’étude qui suit porte sur le mode fondamental. La représentation
de 'amplitude de ce mode sur Mg, une surface de la famille construite au
paragraphe 7.2.4, est donnée par la fonction

exp [—mp?| = exp 7%]%’1(608 a+epsina)?r’?| (7.77)

et I'introduction du paramétre

8 Par limite de stabilité nous voulons dire qu’ils satisfont une des deux égalités de la
relation (7.73).
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exp[—r? Jw?]

\

Fi1G. 7.6. Définition du rayon transversal du
mode fondamental.

Aep R 1
w= )2 — (7.78)
T COSQx+ &SN

permet d’écrire la relation (7.77) sous la forme

. 2
exp [—mp?| = exp [W_Q] . (7.79)

(Selon la relation (6.10) : cosa + &, sina > 0, si bien que w > 0.)

Le paramétre w est le rayon transversal® du mode fondamental sur M,.
La majeure partie de I'énergie portée par le champ se concentre sur un disque
lumineux de rayon w. En tout point de ce disque 'amplitude exp[—r” 2 Jw?] est
supérieure ou égale 1/e.

Existe-t-il une valeur extrémale de w? La proposition suivante répond &
cette question.

Proposition 7.2.6. Le rayon transversal w admet un minimum, noté wg, qui
correspond 4 tana = &,.

Preuve. 1 — De

a
%(cosa +epsina) = —sina+ e, cosa, (7.80)
résulte que cos a + €, sin« a un extremum (en fonction de «) pour tana = &,
et par conséquent w aussi.

ii — Soit ag tel que tan oy = &;.

Sie, > 0, alors ap €]0,7/2] ou @ €] — 7w, —7/2]. La deuxiéme possibilité
conduit & cosag + €-sinag < 0, ce qui n’est pas compatible avec la relation
(6.10). Seule la premiére possibilité est acceptable. De plus

82
——(cosa +e.sina)| = —(1+&2) cosag, (7.81)

2
Jda o

9 A ne pas confondre avec le rayon de courbure de la sphére équiphase qui porte le
champ.
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et comme 0 < ap < 7/2, nécessairement cos «p > 0, si bien que Uextremum de
cos o + &, sin « est un maximum. Cela correspond & un minimum de w.

Sie, <0, alors ag € [-7/2,0[, ou a € [7/2,7]. La deuxiéme possibilité
conduit & cosag + £-sinag < 0; c’est incompatible avec la relation (6.10).
On en déduit, ici encore, que nécessairement cosagy > 0, et Pextremum de
cos a+&, sin « est un maximum ; le paramétre w admet un minimum en o = .

O

Remarque 7.2.7. Le transfert de M; & My pour le résonateur de la figure
7.7 g’effectue avec ¢, < 0. La valeur ag qui intervient dans la preuve de la
proposition 7.2.6 est négative. Cela signifie que le minimum de w se rencontre
en dehors du résonateur (voir les propositions 7.2.8 et 14.1.3).

Fic. 7.7. Résonateur pour lequel le transfert du champ de

M M1 & Mz correspond a g, < 0. o

Une conséquence de la proposition 7.2.6 est qu’il existe une sphére de la
famille { M} sur laquelle le disque de concentration de I’énergie du mode fon-
damental admet une aire minimale. De fait, cette sphére est un plan, confor-
mément & la proposition suivante.

Proposition 7.2.7. Le paramélre w atteint son minimum wy sur un plan
(noté W ).

Preuve. Le minimum de w est obtenu pour ag tel que tanag = &5, et il lui
correspond la valeur yg de p. La relation (6.5) conduit a

1 —
cotag = g, Fo (7.82)
Ho
On en déduit
2 o
= 7.83
T (7.83)

ce qui signifie que la surface Wy est un plan : c’est une conséquence de la
remarque 6.1.2 p. 163. O

Définition 7.2.2 (Col d’un résonateur). Si wy est le minimum de w, le
disque de diamétre 2wy du plan Wy correspondant s’appelle le col (waist) du
résonateur.
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Proposition 7.2.8 (Position du col). Soit un résonateur de longueur L,
composé de deux miroirs My et Ma, de rayons images respectifs R} et R). Le
col du résonateur se trouve sur le plan Wy, a la distance Ly de M telle que

L(L — RY)

Ly=——_ "2
T 2L - R, R,

(7.84)
Preuve. Au col correspondent le parameétre g et la distance Lo (comptée a
partir de My) avec g = Lo/R}. Pour le col, la valeur de « est oy telle que
tan ag = &, si bien que

1 1-—
— =cotag =&, Ho , (7.85)
Er Mo
et ensuite,
1 1
— =14+ — 7.86
i (7.86)
On calcule, compte tenu de la valeur de &,
R _ 1 _, (B -L(L R-R) -RiR}- R}® + 2LR; (7.87)
Lo 7o L(L— R)) LL-Ry)
et finalement
L(L — R})
N S VA 7.88
T 2L —R|—R, (7.88)
O

Proposition 7.2.9 (Dimension du col). Pour le résonateur de la proposi-
tion 7.2.8, le rayon transversal du col s’exprime sous la forme

\/’|LR’ LfR’)(Lngng)\l/“. (7.89)
2L — R} — Ry|"”

Preuve. Le col wy est le minimum de w et il s’obtient pour tanag = &,.. La
relation (7.78) donne

At R/
wo = 4/ % COS Qg . (7.90)

(Dans la preuve de la proposition 7.2.6 , nous avons montré cos ag > 0.)
La relation (7.83) donne

tan’ o = Fo , (7.91)

puis cosag = /|1 — po|. Pour Lg, défini comme dans la proposition 7.2.8, la
relation (7.90) s’écrit

A
o = o = 2 1ot 2 (7.92)

Les relations (7.84) et (7.92) conduisent & la relation (7.89). 0

Wo =
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Remarque 7.2.8. Sile résonateur est symétrique, on a R} = R et Lo = L/2.
Alors W) est le plan de symeétrie du résonateur. La relation (7.89) devient

AL L
wOZﬁ‘E(Ri‘a)

Proposition 7.2.10 (Rayons transversaux sur les miroirs). Pour le ré-
sonateur de la proposition 7.2.8, les rayons transversaux du mode fondamental
sur My et Mo sont respectivement wy et wo tels que

1/4
(7.93)

<&

9 2
wit = — BT LL - Ry) (7.94)
T2 (R — L)(L — R — Ry)
212 i
oyl - MRPLL B (7.95)

w2 (Ry — L) (L — Ry — 1)

Preuve. La valeur de w; se déduit des relations (7.65) et (7.78) en faisant o = 0
(puisque le miroir My sert d’origine pour «). La valeur de wo s’obtient pour
a = a, (car My est la surface d’onde pour cette valeur de o) avec

(L - Ry

cosa, +e,sina,)? = — 221
(cosar +ersinan) = TR,

(7.96)

(La relation (7.96) se déduit de la relation (6.32) en adaptant les notations.)
La relation (7.95) se déduit des relations (7.65), (7.78) et (7.96). O

Remarque 7.2.9. Les relations (7.94) et (7.95) constituent de fait une seule
et unique relation puisque les deux miroirs ont un role équivalent. On passe
bien de 'une a lautre en échangeant R} et R5.

Remarque 7.2.10. Pour un résonateur symétrique les rayons de courbure des

miroirs sont tels que R = R4, et par conséquent
1 A MRPL
= =" - 7.97
e ) (7.97)

7.3 Faisceaux gaussiens

7.3.1 Notion de faisceau gaussien

Les ondes qui résonnent dans un résonateur optique stable ont une répar-
tition spatiale (transversale) de type gaussien (voir le paragraphe 7.2); elles
constituent une bonne approximation des ondes émises par les lasers (si les
effets dus aux dimensions transversales limitées des miroirs sont négligeables).
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De 14 le terme de « faisceau gaussien » employé pour qualifier le rayonnement
émis par de telles sources.

Des ondes & amplitude gaussienne se rencontrent toutefois dans d’autres
circonstances, par exemple quand on traite des lentilles & gradient d’indice
(lentille GRIN 19 [247,249]), ou encore des fibres optiques (approximation du
mode fondamental par une amplitude gaussienne [41,220]). Un objectif trans-
forme un faisceau gaussien en un autre faisceau gaussien qui n’est plus « di-
rectement » relié a sa source (nous voulons dire qu’il n’est pas dans le méme
espace optique que la source). C’est pour cela qu’il est intéressant de considérer
un faisceau gaussien par lui-méme, indépendamment de la facon dont il a été
engendré.

Conformément a ce qui est expliqué au paragraphe 7.2.4, un faisceau gaus-
sien est caractérisé par une famille de calottes sphériques ' non concentriques,
sur lesquelles I’amplitude du champ est représentée, & des termes de phase prés
(précisés par la suite), par une fonction de Gauss (si on s’en tient a 1’onde fon-
damentale) ou par une fonction d’Hermite—Gauss. Ces calottes sphériques sont
des surfaces d’ondes (surfaces équiphases). Le faisceau gaussien proprement dit
est constitué des trajectoires orthogonales des surfaces équiphases (fig. 7.8).

On peut toujours imaginer un faisceau gaussien engendré par un résonateur
hypothétique dont les miroirs se confondent avec deux des calottes sphériques
équiphases. A la notion de col d’un résonateur se substitue celle de col du
faisceau gaussien (Beam waist).

Fic. 7.8. Un faisceau gaussien se
congoit comme orthogonal a une
famille de calottes sphériques non
concentriques sur lesquelles 'ampli-
tude du champ est une fonction
de Gauss (ou plus généralement,
d’Hermite—Gauss).

7.3.2 Faisceaux gaussiens dans I’espace libre

Caractérisation d’un faisceau gaussien par son col. Elle résulte de la
proposition suivante.

Proposition 7.3.1. Pour une longueur d’onde \ donnée, un faisceau gaussien
est entierement défini par son col. St wq est le rayon transversal du col, le rayon
de courbure Ry de la surface équiphase (c’est une calotte sphérique) a la distance
d du plan du col est (fig. 7.9)

7T2U)04

A2d
1% GRIN est I'acronyme de Gradient Index.
! Dans les limites de ’approximation métaxiale.

Ry=—d—

(7.98)
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et le rayon transversal du faisceau sur cette surface est wy, tel que

A2d?

7-(_2—“)02 . (7-99)

wi = we® +
Preuve. Un faisceau gaussien peut se concevoir comme étant engendré par un
résonateur symétrique hypothétique dont les miroirs sont deux surfaces équi-
phases de la famille constituant le faisceau. Soit d la distance du plan du col
a 'un des deux miroirs du résonateur. Avec les notations du paragraphe 7.2.7
nous avons d = —L/2 et donc Rq = R}. La valeur de R, se déduit de la relation
(7.93) et la valeur wy de la relation (7.97). 0

FiGg. 7.9. Un faisceau gaussien est parfaitement
défini par son col Wy. La longueur d’onde étant
connue, on calcule le rayon de courbure R, de la
sphére My dont le sommet est & la distance d du
col (Mg est une surface d’onde).

Remarque 7.3.1. Si d = 0 la relation (7.98) donne Ry infini, et la relation
(7.99) wq = wy. &

-

Forme du faisceau a grande distance du col. On déduit des relations
(7.98) et (7.99) qu’a grande distance du col le faisceau gaussien est pratiquement
un faisceau conique divergent dont le demi-angle au sommet est la limite de
|wg/Rq| quand d tend vers l'infini, soit explicitement (fig. 7.10)

A
0= ———. (7.100)
TWo

Le centre de courbure des calottes sphériques équiphases tend vers le plan du
col. ’amplitude du champ sur ces sphéres reste gaussienne.

Fic. 7.10. A grande distance du col, le faisceau
gaussien est pratiquement un faisceau conique de
demi-angle au sommet 6§ = \/(7wo).
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Caractérisation d’un faisceau gaussien par sa trace sur une surface
d’onde quelconque. La proposition 7.3.1 se généralise sous la forme suivante.

Proposition 7.3.2. Pour une longueur d’onde A donnée et une calotte sphé-
rigue S donnée, de rayon de courbure R, il existe un seul faisceau gaussien
ayant un rayon transversal w sur S. Le rayon transversal du col du faisceau est
wo tel que

1
we® = w? 5T > (7.101)
4w
M R
et la distance du plan du col au sommet de S est
R
d=——" (7.102)

AR\
I
Tw

Preuve. Soit un faisceau gaussien de rayon transversal wg sur le col. Si S est
une surface équiphase de ce faisceau, de rayon de courbure R, si w est la valeur
du rayon transversal sur S et d la distance du plan du col & S, les relations
(7.98) et (7.99), s’écrivent

R=—d— ”igg‘ , (7.103)
w? = wo? + 7:\22—5; , (7.104)
et conduisent &
Nd? = Plwd (w? — w?), (7.105)
et
w2
L (7.106)
11 résulte de la relation (7.103)
2 2 2, 4,2
R=RrY ;2“’0 A2]~;(1$0juw02) ’ (7.107)
c’est-a-dire,
N R (we? — w?) + nPww? =0, (7.108)

qui conduit & la relation (7.101). La relation (7.102) se déduit des relations
(7.101) et (7.106).

On conclut que 'amplitude du champ sur S est égale & 'amplitude du
champ engendré, a la distance d, par le faisceau gaussien de rayon transversal wq
sur le col. L’unicité du faisceau gaussien est une conséquence de la proposition
7.3.1. O
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Remarque 7.3.2. Si le rayon de courbure R est infini, la surface S est le plan
du col. On constate que la relation (7.101) donne wg = w, et la relation (7.102),
d=0. &

Amplitude du champ sur une surface d’onde. La proposition suivante
caractérise 'amplitude du champ associée & un faisceau gaussien sur une calotte
sphérique équiphase arbitraire.

Proposition 7.3.3. Soit Sy une surface d’onde d’un faisceauw gaussien, située
a la distance d du plan du col (rayon transversal wy et longueur d’onde \). Soit
« tel que
Ad
Twe?

(7.109)

tana =

Si Dorigine des phases est prise sur le plan du col, Uamplitude du champ sur
Sa est, pour le mode (m,n),

Unn(,y,d) = Uy <2 H,, <\/51> H, (\/ii) (7.110)
' wq Wy wq
22 4+ 92 B 2imd
wd2 A

ol wq est le rayon transversal du faisceau sur S, et Uy une constante dimen-
stonnelle.

X exp { +i(m+n+1)a} ,

Preuve. Considérons le faisceau gaussien produit par un résonateur qui admet
Sg comme miroir. La surface S; correspond & l'ordre fractionnaire 0 et, pour
a = 0, la relation (7.78) permet d’écrire le paramétre €, sous la forme
2
Wy
Ep = 7.111
=T (7.111)
ou wy est le rayon transversal du faisceau sur Sy et Ry le rayon de courbure de
Sy. 1l résulte de la relation (7.101)

2
2 Wq
_ . 7.112
w0 =T ( )
et on déduit de la relation (7.99)
A2d?
2
_ . 7.113
&r m2wgt ( )
D’autre part, on trouve le col pour tan oy = ¢, de telle sorte que
Ad
t =— = . 7.114
an ag p— ( )

Le signe moins dans la relation (7.114) se justifie ainsi : tan ag a le signe de e,
qui est le signe de Ry (car .R4 > 0). La relation (7.98) montre que le signe de
d est opposé a celui de Ry et donc au signe de tan ap.
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L’amplitude du champ sur le col se déduit du champ sur S4 par une trans-
formation de Fourier fractionnaire d’ordre g sous la forme

Wy = el (cos g + & sinag) Fou [V] (7.115)

olt Wy est amplitude réduite sur le col et V sur S;. L’amplitude réduite du
mode (m,n) sur le plan du col est ¢y, », et on en déduit que I'amplitude réduite
sur Sy est

e*ia() efiaa(m+n+1)
ffam [wm,’ﬂ} -

Omm - (7.116)

m,n

cos ag + €, sin ag cos ag + € sin ag

On conclut en passant aux amplitudes U, c’est-a-dire aux variables d’espace
r = (x,y). Alors
1
—— =1+tan’ap =1+¢57, (7.117)
COS“ O

et ensuite
1 1 1 B we?

(cosag +&rsinag)?2  cos2ag(l +62)2  1T+&2  wy?’ (7.118)
d’aprés la relation (7.112).

Si on choisit le plan du col comme référence des phases, il est naturel d’uti-
liser le paramétre @ = —ay pour définir la surface d’onde & la distance d du
col. Ainsi la relation (7.114) devient la relation (7.109). L’amplitude du champ
sur Sy s’écrit

wWq Wq Wq

22 1 o2
5 +i(m+n+1)a}.

X exp { "y

On obtient la relation (7.110) si on se souvient que dans l'exposé de la diffrac-
tion métaxiale, on avait volontairement omis un terme de phase de la forme
exp[—2ind/A] (voir la régle 1 p. 48. Ici on applique cette régle pour exprimer
la propagation entre le col et Sy). O

Remarque 7.3.3. Si on veut amplitude du champ sur le plan situé a la
distance d du col, on a recours & une transparence de courbure de la forme
explim(x? 4+ y?)/ARg4|, et on multiplie par ce facteur 'amplitude donnée par la
relation (7.110).

Remarque 7.3.4. La relation (7.109) montre que le paramétre o tend vers
7/2 quand d tend vers +o0 et vers —7/2 quand d tend vers —oo. Si on s’intéresse
au faisceau gaussien « fondamental », pour lequel m = n = 0, on constate qu’il
y a dans ’expression de 'amplitude du champ du faisceau gaussien un terme
de phase qui passe de —7/2 & w/2 au cours de la propagation, c’est-a-dire un
déphasage de 7w qui s’ajoute au déphasage « naturel » di & la distance. Ce
déphasage est I’équivalent du déphasage de m qui se manifeste quand une onde
passe par son foyer.
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7.3.3 Imagerie d’un faisceau gaussien

Montrons d’abord que I'image d’un faisceau gaussien & travers un systéme
optique centré est encore un faisceau gaussien. Soit S une surface équiphase
du faisceau gaussien objet et soit S’ son image & travers le systéme. L’ampli-
tude du champ sur S est gaussienne et le rayon transversal est w. Si g5 est le
grandissement aux sommets entre S et &', 'image cohérente de 'amplitude du
champ sur &’ est gaussienne et le rayon transversal est gsw. On conclut & I’aide
de la proposition 7.3.2.

Le probléme qui se pose ensuite est celui de déterminer le faisceau gaussien
image en supposant connu le faisceau objet.

Propriété fondamentale : I’image du col d’un faisceau gaussien a tra-
vers un systéme a foyers n’est pas le col du faisceau image. Cela résulte
des propriétés de 'imagerie cohérente et en particulier du fait que 'image d’un
émetteur plan n’est pas un plan mais une calotte sphérique. Si W, est le plan
qui contient le col du faisceau objet, son image est la calotte sphérique W)
centrée au foyer image du systéme optique; elle n’est un plan que si le systéme
optique est afocal. Or le col d’un faisceau gaussien est un plan : nous devons
conclure que W}, ne peut pas contenir le col du faisceau image si le systéme
optique n’est pas afocal (fig. 7.11).

Wi

Fi1G. 7.11. Quand un systéme optique a foyers forme ’image d’un faisceau gaussien,
le col du faisceau image n’est pas 'image du col du faisceau objet.

D’autre part, le col du faisceau image est sur un plan, disons W, qui est
Iimage (ou la conjuguée) d’une calotte sphérique Wy centrée au foyer objet du
systéme optique. Cette constatation permet d’établir les formules de I'imagerie
d’un faisceau gaussien.

Remarque 7.3.5. Ce qui précéde se résume en disant qu’il n’y a pas imagerie
des cols (sauf si le systéme optique est afocal). On établit cependant & propos
des cols de curieuses lois de conjugaison, qui ne sont pas tout & fait celles de
I'optique géométrique paraxiale. Il faut comprendre qu’il n’y a rien de surpre-
nant & cela puisqu’il n’y pas conjugaison des cols! En revanche 'imagerie des
faisceaux gaussiens s’explique tout & fait par les propriétés de I'imagerie cohé-
rente (théorie métaxiale), ¢’est-a-dire par la double conjugaison des sommets et
des centres de courbure. En aucune facon les faisceaux gaussiens n’échappent
aux lois de I'optique géométrique. <&
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La proposition suivante est technique : elle constitue une étape pour dé-
montrer la proposition 7.3.5 qui est d’emploi plus simple et plus universel.

Proposition 7.3.4 (Localisation du col du faisceau image). Soit un ob-
jectif de foyers F' et F’' (distances focales f et ') formant Uimage d’un faisceau
gaussien. Soit S1 une surface équiphase du faisceau gaussien objet, de sommet
Sy et de rayon de courbure R}. Soit n = S1F/R}. Le plan du col du faisceau
image passe par le point W/ tel que

n—e’(l—-mn) ff

FW = ———
U2+ e2(1-n)? R,

(7.120)
Preuve. Soit W le plan du col du faisceau image. C’est I"image cohérente d’une
calotte sphérique W, centrée au foyer objet de 'objectif (fig. 7.11). Calculons
d’abord la position de Wy. Pour cela imaginons le faisceau objet produit par
un résonateur optique, et soit M; un des deux miroirs qui sert d’origine pour
le paramétre a. Si A = S1F, alors n = A/R}. Soient W le sommet de W et
Dy = S1W; = i R} La calotte sphérique W correspond & une certaine valeur
a1 de o, et comme elle est centrée en F, nous avons W1 F = R,,,, avec

2 1 — 2
R, = i el =) » (7.121)

—u1 +&2(1 — py)

ol Rj est le rayon de courbure image de Mj. D’autre part le rayon R, est tel
que Ry, = A— Dy = (n— p1) R}, et on déduit de la relation (7.121)

57’2(1 - 77)

_— 7.122
e2(l—n)—n’ ( )

M1 =

ce qui permet de calculer la position de Wj.
Cherchons maintenant la position du plan du col du faisceau image. Le
rayon de courbure de W est

- 772 + 57’2(1 — 77)2

Royy=(n—m)Rj = —T>+— " R]. 7.123

(5] (77 Ml) 1 n— ETZ(]- B 77) 1 ( )
Soient f la distance focale objet de I'objectif et f’ la distance focale image
(n'f = —nf’). Si F’ est le foyer image, la formule de conjugaison de Newton

donne FW; - F'W{ = ff’ si bien que

ST It n—ef(l—n) ff
W — - mr A W JI 7.124
! Ra, n”? +el(l—n)? Ry’ ( )

et la proposition est démontrée. 0

Remarque 7.3.6. Le plan du col du faisceau objet, c’est-a-dire Wy, est a la
distance FWy = (u/ — n)R} de F. Si W{ est "image de Wy, la formule de
conjugaison de Newton donne

ff

o G
O (W —n)R;

(7.125)
o
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La proposition suivante permet de situer le col du faisceau image si on
connait la position du col du faisceau objet.

Proposition 7.3.5 (Formule de « conjugaison » des cols). Soient res-
pectivement F et F' le foyer objet et le foyer image d’un objectif qui forme
Vimage d’un faisceau gaussien. Soient f et f' les distances focales objet et image
de cet objectif. Le col du faisceau objet est situé en Wy et le col du faisceau image
en WJ. Soient ¢ = FWy et ¢ = F'W|. Une formule de « conjugaison » des
cols est (fig. 7.11)

i - ff2 - (7.126)

T+ )\2q2

Preuve. L’origine des distances dans 1’espace objet est prise au foyer objet de
Pobjectif, de telle sorte que 7 = 0 dans la relation (7.120). Soit d; la distance
du col & Wy : dy = WyW;. Comme le rayon de courbure de W est Ry, il
résulte de la relation (7.124)

/ - 'Id
FlWl/ = _ff = 17 21 1 (7127)
Ry, 2 | T wo
di” + 2
ot on a utilisé la relation (7.121). On introduit ¢ = FWy = —dy — Ry, et
q = F'W], et on obtient
2wt
=2 7.128
1= 2, (7.128)
2, 4
4= (7.129)
Aq
La relation (7.127) s’écrit
/
q = % , (7.130)
+ T Wy
q )\gq
dont on déduit la relation (7.126). O

Remarque 7.3.7. Nous baptisons « formule de conjugaison des cols » la re-
lation (7.126) meéme s’il n’y a pas conjugaison des cols, comme il est expliqué
dans la remarque 7.3.5. Nous nous conformons en cela & 'usage (abusivement)
établi dans la littérature sur le sujet.

Remarque 7.3.8. Si wy est nul, c’est-a-dire si on ne tient pas compte de la
diffraction, la relation (7.126) se réduit a la formule de conjugaison de Newton :
qq’ = ff’, une formule classique de 'optique paraxiale. On obtient encore cette
formule comme limite quand ¢ tend vers l'infini.
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Remarque 7.3.9. Si ¢ = 0, la relation (7.126) donne ¢’ = 0 (cela est peut-
étre plus clair & partir de la relation (7.130) qui lui est équivalente). Autrement
dit, si le col du faisceau objet est dans le plan focal objet de 'objectif, le col
du faisceau image est dans le plan focal image. On passe du col objet au col
image par une transformation de Fourier optique : pour les cols, la situation est
celle de la figure 5.4 p. 103. (Cette propriété est utilisée en télécommunications
optiques pour coupler une diode laser & une fibre optique.)

Proposition 7.3.6 (Col du faisceau image). Le rayon transversal du col
du faisceau image est wy, tel que

"2y 2 1
w,? = fA . (7.131)

T2 w02 22
(14 A
m2wg

Preuve. i — Comme W est a la distance dy du col du faisceau objet, et selon
la relation (7.99), nous avons

A2d 2
2

we = w + (7.132)

2w

ii — Le rayon w} du col du faisceau image est I'image d’un disque de rayon wj.
Le grandissement latéral pour cette conjugaison est

FW,_f
=— == 7.133
g 7 S (7.133)
Comme W; est une sphére centrée au foyer objet, alors FW; = —Ry,, et par
conséquent
2
12 2 f
w; =w = . 7.134
1 1 Rd12 ( )
11 résulte de la relation (7.132)
A2d,?
) 2
wi? = wel f2 ;r Z)O 5 (7.135)
14 220 ) dy2
A2d,?
soit encore
2 SN ! (7.136)

w =
! m2we? mrwet\
I+
Ady

qui, compte tenu de la relation (7.129), conduit & la relation (7.131). O
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Remarque 7.3.10. Si le col du faisceau objet est dans le plan focal objet de
I’objectif, alors ¢ = 0 et le col du faisceau image est dans le plan focal image
(remarque 7.3.9). De plus

1f1A

. 7.137
Twp ( )

wy =
Remarque 7.3.11. Siles indices de réfraction de I’espace objet et de 'espace
image sont égaux, on remplace f par —f dans les formules (7.131) et (7.137).
Si ces indices sont n et n’, on a Af = =X f’, et les formules (7.131) et (7.137)
s’écrivent

12,2
A 1

wi® = f2 . s (7.138)

A R

22wl

et
p_ Y

- . 7.139
%1 TTWo ( )

7.3.4 Conclusion sur les faisceaux gaussiens

Si les formules rapportées dans ce paragraphe sont classiques [11,79,96,110,
216,248], la méthode suivie pour les établir ne 1’est pas, & double titre, puis-
qu’elle est métaxiale et fractionnaire. Ce qui est important, c’est que les pro-
priétés des faisceaux gaussiens, leurs formules de « conjugaison » par exemple,
s’expliquent — mieux : se comprennent — dans le cadre de 'imagerie cohérente :
elles relévent toutes de la simple application du théoréme 2 (p. 78). La théorie
métaxiale fournit une explication physique profonde du comportement des fais-
ceaux gaussiens et leur 6te le caractére exceptionnel que leur attribuent souvent
les approches classiques.

7.4 Vers l'optique de Fourier fractionnaire

Nous concluons ce chapitre en soulignant les trois points suivants.

1° La méthode de la transformation de Fourier fractionnaire. L’étude du
dioptre, des résonateurs optiques, des faisceaux gaussiens, s’est effectuée
dans le cadre d’une théorie scalaire de la diffraction, et pour cela elle est
équivalente a celles que l'on rencontre dans la littérature [125]; elle offre
le méme degré de rigueur. Cependant & aucun moment il n’a été néces-
saire de traduire les phénoménes de diffraction considérés sous leur forme
intégrale explicite 12 Tous les résultats ont été déduits de la simple mani-
pulation de 'ordre des transformations de Fourier fractionnaires associées

2 On observera qu’aucune intégrale ne figure dans ce chapitre.
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au transfert du champ électrique, et des variables et amplitudes réduites.
Nous avons ainsi gagné en simplicité. Nous avons également acquis une
vue synthétique et opérationnelle de la diffraction, qui devrait favoriser de
futurs développements.

2° FEaxtension du domaine de loptique de Fourier. La théorie des résona-
teurs optiques et celle des faisceaux gaussiens doivent désormais apparaitre
comme parties intégrantes de 'optique de Fourier. Ce sont clairement des
thémes adaptés a 'optique métaxiale, puisqu’y interviennent des miroirs
sphériques et des transferts du champ de sphére & sphére. La transforma-
tion de Fourier fractionnaire offre un gain dans le traitement de ces sujets,
conformément & ce qui a été dit au point précédent.

3° Optique de Fourier fractionnaire. OQutre les exemples donnés dans ce cha-
pitre, la méthode exposée s’applique & la formation des images par les
instruments d’optique (chapitre 8). Des études ont été menées & propos de
la diffraction par des émetteurs localement toriques, qui emploient la trans-
formation de Fourier fractionnaire '* [184]. Par conséquent, ce chapitre doit
étre compris comme la premiére étape dans la constitution d’une véritable
doctrine, 'optique de Fourier fractionnaire [185].

12 L’intéret de la transformation de Fourier fractionnaire pour traiter d’émetteurs
et récepteurs localement toriques se comprend de la facon suivante. Une surface
réguliére quelconque admet en chaque point deux courbures principales [225] ; en
définissant deux rayons de courbure au sommet d’un émetteur (ou d’un récepteur),
on approche celui-ci par une portion de tore; d’ou la notion d’émetteur localement
torique qui généralise celle d’émetteur sphérique. Une portion de cylindre a base cir-
culaire est un exemple d’émetteur localement torique (un des rayons de courbure
étant infini). On congoit que l'approximation d’un tel émetteur par une calotte
sphérique n’est pas tout & fait adaptée : quel rayon de coubure donner a cette
calotte 7 L’expression de la diffraction entre un émetteur torique et un récepteur
du méme type fait intervenir quatre rayons de courbure. Supposons les plans de
courbures principales identiques pour I’émetteur et le récepteur (on se raméne a
cette situation par transparence de courbure torique). En choisissant dans le plan
tangent au sommet de ’émetteur des coordonnées x et y selon ces sections princi-
pales, et en faisant de méme au sommet du récepteur avec des coordonnées z’ et 7/,
la transformation de Fourier fractionnaire permet de découpler les coordonnées :
Pintégrale de diffraction est une intégrale double qu’on écrit comme la composition
de deux transformations de Fourier fractionnaires & une dimension, portant I'une
sur les variables x et ', autre sur les variables y et 4 (plus précisément sur les
variables réduites associées). On applique la méthode étudiée au chapitre 6, qui
associe & une intégrale de diffraction une transformation de Fourier fractionnaire
dont l'ordre dépend de la distance de I’émetteur au récepteur et des rayons de
courbure de ces derniers. Si les surfaces sont toriques, on traite le probléme en x
et ' indépendamment du probléme en y et y'. Les différentes courbures font que
les ordres de ces deux transformations ne sont pas les mémes a priori. Par rap-
port a la transformation de Fourier standard, il y a en quelque sorte un degré de
liberté supplémentaire. On peut traiter de cette fagon l'imagerie par une lentille
sphéro-cylindrique, ou encore la propagation ou 'imagerie de faisceaux gaussiens
a col elliptique.
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7.5 Exercices

-

Exercice 7.1 (Stabilité d’un résonateur a miroirs plans ou concen-
triques).

1. Un résonateur composé de deux miroirs plans est-il stable 7
2. Méme question pour un résonateur composé de deux miroirs concentriques.

3. Que peut-on dire, dans le cas précédent, de la représentation du transfert
du champ d’un miroir & autre par une transformation de Fourier fraction-
naire?

Exercice 7.2 (Stabilité d’un résonateur confocal). La figure 7.12 repré-
sente un résonateur confocal (les foyers des deux miroirs sont confondus). Ce
résonateur est-il stable 7 Cela est-il vrai de tout résonateur confocal ?

Fi1c. 7.12. Un résonateur confocal.

Exercice 7.3. On dispose de deux miroirs sphériques de rayons R; et Ry. On
souhaite les utiliser pour fabriquer un résonateur dont le rayon transversal du
col wy est donné a priori (la longueur d’onde est imposée).

1. Déterminer une distance L des deux miroirs qui permet de résoudre le
probléme.

2. Cette distance est-elle unique (en général) ?

Exercice 7.4 (Sphére de Fourier d’une sphére équiphase d’un fais-
ceau gaussien).

1. Soit S une calotte sphérique, surface équiphase d’un faisceau gaussien.
Montrer que la sphére de Fourier F de S est aussi une calotte sphérique
équiphase du faisceau gaussien.

2. Comparer les rayons transversaux réduits sur S et F.

Exercice 7.5 (Systéme afocal et faisceau gaussien). La figure 7.13 re-
présente un systéme afocal (les foyers sont a U'infini).

1. Montrer que I'image cohérente d’un émetteur plan & travers un systéme afo-
cal est elle-méme plane. Que peut-on en conclure si on forme I'image d’un
faisceau gaussien par un systéme afocal ? En quoi ce résultat se distingue-
t-il de ce qui se passe avec un systéme a foyers?
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2. On suppose que le col du faisceau objet est dans le plan focal objet de £;.
Ou est situé le col du faisceau gaussien dans ’espace intermédiaire (entre
L1 et L) 7 le col du faisceau image a travers ’ensemble du systéme afocal ?

Fi1G. 7.13. Systéme afocal composé
de deux objectifs convergents.

Exercice 7.6. Un objectif convergent de foyers I’ et F’ (distances focales f
et f’) forme I'image d’un faisceau gaussien dont le rayon transversal du col est
wp. Le col du faisceau objet (qui passe par Wp) est & la distance ¢ = FW,
du foyer objet et le col du faisceau image (qui passe par W{) est & la distance
q' = F'W] du foyer image. On note w/ le rayon transversal du col du faisceau
image. On suppose que l'indice de réfraction de I’espace objet est n et celui de
Pespace image n’ (les longueurs d’ondes sont telles que nA = n'X').

1. Montrer que

/

q q

w’12f’ Cowelf
2. Montrer que

,fF
= w2t
1+ —1

h ,2q,2
Commentaires ?

Exercice 7.7 (Une formule de « conjugaison » des cols). Soient H et
H' les points principaux objet et image d’un objetif (convergent) de distance
focale image f’ et objet f. On suppose que 'indice de réfraction de 'espace
objet est n et que n’ est celui de I’espace image. Soit un faisceau gaussien de
col de rayon transversal wy, situé dans le plan Wy qui passe par le point Wy de
l’axe de l'objectif, dans I’espace objet. Soit w} le rayon transversal du col du
faisceau image ; celui-ci se trouve dans le plan W, qui passe par WJ. On note
p=HWy et p = HW].
1. Démontrer la formule de « conjugaison » des cols suivante

/ /

n n n

PV ( 2wyt )Jr?
P\t 57—
N(p—flp

2. Ou se trouve le col du faisceau image quand p = f? quand p =07



Deuxiéme partie

Ondes polychromatiques



Une étude compléte de la diffraction doit aborder les effets de celle-ci sur les
ondes polychromatiques et nécessite pour cela I'introduction du temps comme
variable supplémentaire. Le chapitre 9 étend dans ce sens les résultats de la
premiére partie. Parmi les ondes polychromatiques figurent les ondes & spectre
étroit dont 'intérét est a la fois théorique — les calculs se simplifient et peuvent
étre menés a leur terme — et pratique — nombre de sources lumineuses, par
exemple les lasers, ou les diodes lasers des télécommunications optiques, sont
4 spectre étroit. La fin du chapitre 9 leur est consacrée.

A Péchelle atomique, Pémission de lumiére est un phénomeéne aléatoire, et
cela a des conséquences a I’échelle macroscopique, méme dans le cadre d’une
théorie classique (non quantique). Le premier niveau d’étude concerne les pro-
priétés statistiques d’ordre 2 du champ, c’est-a-dire sa cohérence, définie au
chapitre 10. La propagation du champ s’accompagne de la propagation de sa
cohérence, et le chapitre 10 établit des résultats classiques dans ce domaine,
comme le théoréme de Van Cittert—Zernike. L’étude se déduit directement de
celle des ondes monochromatiques (premiére partie), étendue aux ondes poly-
chromatiques conformément aux développements du chapitre 9.

Il existe une analogie formelle entre la diffraction et la propagation dans les
lignes de transmission dispersives (dont les fibres optiques). Il suffit pratique-
ment de remplacer les variables spatiales de 'une (la diffraction) par le temps,
pour avoir une expression de 'autre. La description de la diffraction en termes
de transformation de Fourier fractionnaire conduit alors immédiatement a une
description similaire des lignes de transmission dispersives, ou plus générale-
ment de la dispersion de groupe qui accompagne la propagation d’un paquet
d’ondes, comme le montre I’étude du chapitre 11. Cette fagon de faire est ap-
pliquée au chapitre 12 aux paquets d’ondes gaussiens (analogues aux faisceaux
gaussiens) et aux lentilles temporelles.

Cette partie utilise encore largement le cadre de la théorie des signaux et
systémes, le paramétre pris en compte étant cette fois-ci le temps. Ainsi la
diffraction, décrite dans la premiére partie comme un filtre linéaire spatial,
apparait également comme un filtre linéaire temporel. Cela est vrai pour le
transfert de "amplitude du champ, mais aussi pour le transfert de la cohérence
(chapitre 10).



Chapitre 8

Formation des images

L’analyse du chapitre 4 est complétée par la prise en compte des effets de la
limitation des ouvertures des systémes optiques sur la formation des images. Il
en découle un des résultats les plus importants de 'optique moderne : I'image
formée par un systéme optique est le produit de convolution de 'objet avec
la réponse percussionnelle spatiale du systéme, laquelle est proportionnelle &
la transformée de Fourier de la fonction pupille de I'instrument. Cela n’est ce-
pendant rigoureux que pour des émetteurs centrés sur la pupille; I’étude qui
suit montre comment la transformation de Fourier fractionnaire et le produit
de convolution fractionnaire permettent d’étendre la notion de réponse percus-
sionnelle (spatiale), quelle que soit la courbure de 'objet.

8.1 Imagerie géométrique
8.1.1 Les limites de l'imagerie géométrique

Les conditions d’obtention de I'image cohérente d’un objet (émetteur) sphé-
rique ont été précisées au chapitre 4. Il s’agissait 14 de 'imagerie géométrique en
ce sens que 'image était une copie conforme de ’objet : 'amplitude du champ
sur I'image se déduisait de celle du champ sur 'objet dans une homothétie (le
facteur d’homothétie étant le grandissement transversal). La correspondance
entre I'objet et 'image était une correspondance point & point.

L’image véritablement formée par un systéme optique s’écarte de I'image
géométrique pour deux raisons essentielles. La premiére est relative aux aber-
rations géométriques (nous considérons des rayonnements monochromatiques
et nous affranchissons des aberrations chromatiques). Un systéme optique don-
nant d’un point une image strictement ponctuelle est dit stigmatique [156].
On sait que les systémes optiques rigoureusement stigmatiques sont en nombre
trés limité (miroir plan, miroir parabolique pour le point & l'infini sur ’axe par
exemple). Un systéme est aplanétique si le stigmatisme s’étend au voisinage
d’une paire de points stigmatiques. Cette situation est encore plus rare que
celle du seul stigmatisme (c’est le cas des points d”Young — ou de Weierstrass
— du dioptre sphérique). Les aberrations résultent de I’écart qui existe entre la
situation réelle et celle — idéale — qui satisferait le stigmatisme : elles font que,
dans la quasi totalité des cas, I'image d’un point n’est pas rigoureusement un
point mais une portion de caustique.
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La résolution limitée des détecteurs optiques (grain d’une émulsion pho-
tographique, cellules d’un détecteur de type dispositif & transfert de charges
(CCD), cones et batonnets de la rétine humaine [138,139]) rend toutefois pos-
sible la formation d’une image acceptable : grosso modo, il suffit que 'image
d’un point soit inscrite dans une tache plus petite qu’'un grain du détecteur,
pour qu’on ne distingue pas cette image de celle qui serait rigoureusement stig-
matique. On devine ainsi qu’une condition de stigmatisme approché est suffi-
sante pour former une image et qu’elle remplace la condition de stigmatisme
rigoureux, trop sévére en pratique. C’est tout ’art de I'ingénieur opticien que de
calculer puis de réaliser des combinaisons optiques qui corrigent les aberrations
et satisfont le stigmatisme approché. Il s’agit d’une tache particuliérement com-
plexe. On parvient cependant & construire des instruments d’optique de grande
qualité (objectifs de microscopes, objectifs photographiques, par exemple).

La premiére conclusion a tirer, c’est que, dans les limites réalistes du stig-
matisme approché, un instrument d’optique bien corrigé des aberrations fournit
une image géométrique suffisamment proche d’une image homothétique de ’ob-
jet pour étre considérée comme parfaite. Les résultats du chapitre 4 se situent
dans cette limite et décrivent une correspondance point & point entre un objet
et son image .

1l existe toutefois une deuxiéme limitation & la correspondance point & point
entre un objet et son image : elle provient des ouvertures nécessairement limi-
tées des instruments d’optique et de la diffraction qui en résulte. La théorie
développée au paragraphe 8.2 le montre. Dans un premier temps, nous justi-
fions cela comme étant un fait d’expérience. Considérons par exemple un miroir
parabolique, comme on en utilise en astronomie, rigoureusement stigmatique
pour un objet ponctuel situé¢ a infini sur son axe (une étoile). L’image de
Pétoile devrait étre un point (avec des dimensions en principe arbitrairement
petites). Il n’en est rien : 'image d’une étoile est, de fait, une figure de diffrac-
tion, du type d’une tache d’Airy % dont les dimensions dépendent d’ailleurs du
diameétre du miroir (c’est-a-dire de son ouverture).

La conclusion de ce deuxiéme point est que, pour expliquer la formation des
images, il faut tenir compte de 'ouverture limitée des instruments d’optique et
de la diffraction qui en découle. Cette étude constitue ’objet de ce chapitre.
L’analyse intuitive que nous venons de mener laisse deviner que nous devrons
abandonner 'idée d’une correspondance point & point entre un objet et son
image.

8.1.2 Image géométrique, image physique

Pour distinguer 'approche du chapitre 4, dont nous venons de mentionner
les limites, de celle que nous allons suivre, nous appelons « image géométrique »

! Tout ce que nous venons de dire concerne autant ’optique de Fourier classique que
la théorie métaxiale.

2 Ce n’est pas tout A fait vrai, & cause de loccultation centrale de la pupille due au
miroir secondaire.



8. Formation des images 219

I'image cohérente obtenue au chapitre 4, et « image physique » la véritable
image, celle qu’on obtient en tenant compte de l'effet de la diffraction et de
Pouverture limitée des systémes optiques.

Soit A un émetteur sphérique ('objet) et soit A’ son image cohérente (qui
s’obtient par conjugaison des sommets et des centres de courbure, conformé-
ment aux résultats établis au chapitre 4). Si Uy est "amplitude du champ sur
A, Pamplitude géométrique du champ sur A’ est Uag, telle que (chapitre 4)

Uro(r) = U (T) (8.1)
AG = VYAl — .
9s 9s
ol g, est le grandissement transversal (ou latéral) aux sommets.
L’amplitude de l'image physique sur A’ (prenant en compte la diffraction
par les ouvertures) est notée Ua-.

8.2 Théorie standard en lumiére cohérente

Nous appelons standard la théorie développée dans ce paragraphe parce
qu’elle est fondée sur I’approche métaxiale de G. Bonnet et n’a pas recours a
la transformation de Fourier fractionnaire. Il ne s’agit pas pour autant de la
théorie classique telle qu’on la trouve dans le livre de Goodman [97].

8.2.1 Pupilles

Soit un point lumineux S sur 'axe d’un objectif (fig. 8.1). Tous les rayons
émis par S ne traversent pas l'objectif et il existe un diaphragme (iris) qui
limite ’étendue du faisceau incident : c’est la pupille du systéme.

La pupille a trois fonctions : elle joue un réle photométrique du fait qu’elle
limite la quantité de lumiére qui entre dans le systéme ; elle influe sur les aber-
rations, tant par sa position que par sa dimension [156]; et enfin elle limite la
résolution de l'instrument. Ce chapitre est consacré au troisiéme point.

Fi1c. 8.1. La pupille limite ’étendue du
faisceau lumineux qui traverse le systéme

Pupille optique.

Un systéme centré se compose généralement de plusieurs lentilles réparties
en groupes. L’image de la pupille par les groupes de lentilles qui la précédent
s’appelle la pupille d’entrée de I'instrument ; I'image de la pupille par les groupes
qui la suivent est la pupille de sortie (la figure 8.2 fournit un exemple et la figure
8.3 un schéma de principe). Il en résulte que la pupille de sortie est I'image de
la pupille d’entrée & travers ’ensemble du systéme.
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i ’f”’upille :
1 1

1 1
Pupille Pupille
de sortie  d’entrée
F1G. 8.2. La pupille d’entrée est 'image de la pupille a travers la partie du systéme
antérieure & la pupille. La pupille de sortie est 'image de la pupille & travers la partie
postérieure. Les pupilles de sortie et d’entrée sont conjuguées 'une de l'autre & travers
le systéme entier. Sur la figure, les pupilles d’entrée et de sortie sont virtuelles.

Dans une théorie adaptée & la lumiére cohérente, il faut considérer a priori
des images de la pupille cohérentes, et on s’attend a ce que les pupilles d’entrée
et de sortie soient des calottes sphériques (en général, conformément & la théorie
de 'imagerie développée au chapitre 4). Nous nous limiterons cependant, le plus
souvent, a des cas simples (pupilles binaires) pour lesquels il n’y aura pas de
différence & considérer des pupilles d’entrée ou de sortie planes ou sphériques,
et nous commencerons pour cela avec des pupilles planes (voir le paragraphe
8.5.2 pour une approche plus générale).

Avec la variable spatiale s, la pupille d’entrée se décrit par la fonction pupille
p telle que p(s) = 1, si le point s est dans 'ouverture de la pupille d’entrée, et
p(s) = 0 sinon. On fait de méme avec la pupille de sortie 4 ’aide de la variable
s’ et de la fonction p’ telle que p’(s’) = 1, si s’ est un point de la pupille de
sortie, et p’(s’) = 0 sinon. Les pupilles d’entrée et de sortie étant images 1’'une
de autre, il en résulte

S/

e =r(). (52)
9Ip

ol g, est le grandissement transversal pupillaire.

Il est parfois intéressant d’utiliser des fonctions pupilles généralisées qui
prennent des valeurs quelconques entre 0 et 1, et plus généralement des valeurs
complexes (ce qui permet d’inclure les aberrations a la théorie). Il peut étre
alors nécessaire de tenir compte du rayon de courbure des pupilles d’entrée et
de sortie.

8.2.2 Image cohérente d’un émetteur centré sur la pupille d’entrée

Soit un émetteur A, de sommet S, centré en P sur la pupille d’entrée de
Pobjectif S (fig. 8.3). L’image de A est la sphére A, de sommet S’ ('image
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Pupille Pupille
d’entrée de sortie

Fic. 8.3. Formation de I'image d’un objet A (émetteur sphérique) centré sur la
pupille d’entrée du systéme S.

paraxiale de S), centrée en P’ ('image paraxiale de P). Le point P est le
sommet ® de la pupille d’entrée et P’ le sommet de la pupille de sortie. Soient
les mesures algébriques d = PS et d’ = P’S’; 'indice de réfraction de I’espace
objet est n et celui de ’espace image est n’.

Soit F la sphére de Fourier de A : son centre de courbure est S et son
sommet est P ; son image & travers S est la sphére F’ qui passe par P’ et qui
est centrée en S’. La sphére A’ est la sphére de Fourier de F’, si bien que le
transfert du champ de A a A’ ¢’est-a-dire la formation de I'image cohérente
de A, se décompose en une transformation de Fourier optique de A & F, une
imagerie cohérente de F a F’ avec ouverture limitée, et finalement une seconde
transformation de Fourier optique de F’ & A’ Cette analyse conduit au résultat
suivant.

Théoréme 4 (Formation des images). Soit un émetteur sphérique A, situé
& la distance d de la pupille d’entrée d’un objectif et centré sur elle ; soit A’ son
image géométrique cohérente, obtenue conformément au théoréme 2. Si p est la
fonction pupille de Uobjectif et g5 le grandissement tranversal pour la position
de l’émetteur, soit h la fonction definie par

1 (T
) = o 7 () 3)

La formation de Uimage de A est un filtrage linéaire de réponse percussion-
nelle spatiale* h, opérant sur Uamplitude de Uimage géométrique : amplitude
du champ de l'image physique Ua  est le produit de convolution de h et de
Uamplitude de ["image géométrique U g, c’est-a-dire

3 Nous gardons le vocabulaire appliqué aux calottes sphériques, méme si les pupilles
sont planes.

4 Nous employons ici la terminologie habituelle en optique. Toutefois, quand nous
considérerons des ondes polychromatiques, la véritable réponse percussionnelle sera
spatio-temporelle. C’est pourquoi nous ajoutons ici le qualificatif de « spatial » qui
indique que h n’est pas la réponse percussionnelle compléte. Plus loin (voir le
paragraphe 9.3.2) nous appellerons la fonction h le gain complexe, comme nous
I'avons fait au chapitre 3.
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UA/ = UAG x . (8.4)

Preuve. L’amplitude du champ sur F’ est le produit de 'amplitude du champ
image sur F et de la fonction pupille, soit

- 3v(2)0(2)-

Puisque le rayon de A est —d, amplitude du champ sur F est

Ur(s') =~ U (‘m) , (36)

et puisque le rayon de F’ est d’, Pamplitude du champ sur A’ est

i = r’
Ua(r') = VT Up <W> . (8.7)
Les transformées de Fourier de Ups et U sont respectivement
U (F) = gp[Ur + 5 (95 F) (8.8)
Up(F) = =M Us(MF). (8.9)

La relation (8.8) s’écrit
Up (F) = —i)\dgp/ Us(MF")p(gpF — F')dF’, (8.10)
R2

et la relation (8.7) conduit &

d - 7!
Uar(r') = go577 /R Ua(AF") P (iﬁd, . F’) dF". (8.11)

La loi du grandissement des rayons de Bonnet s’écrit

dl RA/ n'
R O (8.12)

ou n est I'indice de réfraction de Pespace objet et n’ celui de espace image. Il
en résulte
dp 1

v (8.13)

ot X est la longueur d’onde dans l'espace image (A = An/n’). Le changement
de variable r = AdgsF" dans la relation (8.11) donne

5 Si la fonction pupille est binaire, ne prenant que les valeurs 0 ou 1, la courbure de
la pupille d’entrée n’a pas d’effet sur la formation de 'image.
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1 r r r
Ui (r) = ——= Ual — | | — — dr. 8.14
alr) Nd?g /Rz 4 (%) P (/\dgs Adgs> " (8.14)

Les définitions de h et U g conduisent enfin &

Ua(r') = /]Rz Uac(r) h(r' —7)dr, (8.15)

qui est la forme explicite de la relation (8.4). O

Remarque 8.2.1. La remarque 4.1.3 p. 72 concernant le coefficient de trans-
mission du systéme optique s’applique ici. Il est cependant possible d’inclure
ce coeflicient dans Uag, de telle sorte que la relation (8.4) ne change pas.

Remarque 8.2.2. La fonction h est la réponse percussionnelle (spatiale) co-
hérente de 'objectif (pour la distance —d). Une autre expression de h s’obtient
alaide des parameétres de I’espace image et, grace aux relations (8.2) et (8.13),
prend la forme

1 ~( T
h(r) = NI p’(w) : (8.16)
Remarque 8.2.3 (Ecart a la linéarité). Le théoréme 4 vaut pour les objec-
tifs dépourvus d’aberrations, c’est-a-dire, en pratique, suffisamment bien corri-
gés pour satisfaire la condition de stigmatisme approché. Il décrit la formation
d’une image dans le langage de la théorie des signaux et systémes : I’objectif est
un filtre linéaire qui opére sur ’amplitude du champ. Certes la réponse percus-
sionnelle (spatiale) dépend de la conjugaison réalisée par I’objectif, ¢’est-a-dire
de la position relative de 'objet. Mais pour une conjugaison donnée, I’objectif
est un filtre linéaire.

Les aberrations géométriques traduisent I’écart & la linéarité entre le sys-
téme optique réel et le systéme parfait équivalent. Considérons deux points
d’un émetteur sphérique : I'un sur I'axe, I’autre hors de ’axe. Pour un sys-
téme réel, en toute généralité, dans le premier cas se manifeste de ’aberration
sphérique, dans le second de 'astigmatime. Cela signifie que la réponse du sys-
téme optique réel & un point lumineux n’est pas la méme dans tout le champ,
comme pour un systéme parfait : il n’y a plus invariance par translation de
la réponse de l'instrument. Non seulement l'image d’un point n’est plus un
point, mais la linéarité du systéme est perdue; d’ou 'impossibilité de décrire
la formation de I'image au moyen d’un produit de convolution. Cela est vrai en
particulier en présence de distorsion, méme si dans ce cas, "image d’un point
est (pratiquement) un point.

Ainsi la prise en compte des aberrations est a priori plus compliquée que
celle de la diffraction ; ce qui complique les choses sur le plan mathématique, ce
n’est pas tellement que 'image d’un point n’est pas un point — c’est ce qui se
passe avec la diffraction et le théoréme 4 traduit cela —; c’est plutot que 'image
d’un point n’est pas la méme sur tout le champ, ou encore que le grandissement
latéral n’est pas constant (cas de la distorsion).
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Remarque 8.2.4. Larelation (8.4) permet le calcul de 'amplitude de l'image,
mais un détecteur est sensible a 1’éclairement (ou intensité vibratoire). Mise &
part impédance (voir le chapitre 1), I’éclairement sur 'image est

Iy (r") = |Uag * h(r")]?. (8.17)

Remarque 8.2.5. La condition d’un émetteur centré sur la pupille d’entrée
permet de concevoir ’éclairage d’un objet dont on veut former 'image cohé-
rente. La figure 8.4 montre un tel dispositif : 'objet se comporte comme un
émetteur sphérique centré sur la pupille d’entrée de I'objectif. En microscopie,
on utilise un éclairage un peu plus compliqué, mais fondé sur le méme principe :
c’est 'éclairage Kohler [29,92,156]. On forme d’abord I'image de la source de
lumiére sur la pupille d’entrée du condenseur, puis on éclaire ’objet par une
onde venant de U'infini (pour cela l'image de la source est dans le plan focal du
condenseur). La pupille d’entrée de 'objectif est & l'infini. L’éclairage Kohler
est analysé au parapraphe 13.3.4 (exemple 13.3.2 p. 387). Le méme dispositif
sert dans un projecteur de profil.

Objet Image

F1a. 8.4. Dispositif d’éclairage pour
la formation de l'image cohérente
d’un objet. Pour simplifier, ’objectif
est assimilé & une lentille mince dont
la monture sert de pupille. En toute
rigueur, I'image est sur une sphére

centrée sur la pupille de sortie de ’ob-
Condenseur  Objectif jectif.

8.2.3 Image cohérente d’un émetteur non centré sur la pupille
d’entrée

Le théoréme 4 vaut seulement, en lumiére cohérente, pour un émetteur
centré sur la pupille d’entrée de I'objectif. Examinons ce qui se passe si cette
condition n’est pas satisfaite.

Soit B un émetteur sphérique de rayon de courbure Rp, situé a la distance
d de la pupille d’entrée, mais sans étre centré sur elle (fig. 8.5). Soit, A la sphére
tangente & B et centrée en P sur la pupille (d’entrée). L’image géométrique de
B est la sphére B’ de rayon Rp/, tangente 4 I'image A’ de A (sa distance a la
pupille de sortie est d). Soit 7 la fonction definie par

el o) ()]

(Ona Ra = —d et Ry = —d’, mais il n’est pas nécessaire de faire le change-
ment.) La relation (8.4) appliquée & A conduit a
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Up/(r') = exp {—I)\I, (RLB’ - R1A/> r'z} [(tUsg) * h](r'). (8.19)
Comme la fonction 7 intervient dans le produit de convolution (ou plutdt sous
Pintégrale, si 'on écrit la forme intégrale explicite du produit de convolution),
la relation (8.4) ne s’applique pas & B (autrement dit, la relation (8.4) n’est pas
exacte si on remplace Uag par Upg et Uar par Up/).

Le théoréme 4 est valide dans une situation trés particuliére; rigoureuse-
ment, il ne s’applique pas & l'imagerie d’'un émetteur sphérique quelconque.
Une fagon de dépasser cette limitation est décrite au paragraphe 8.5.

d d’

e

|
ST
| |

B
. A
A Pupille Pupille
d’entrée de sortie

F1G. 8.5. Image d’un objet (B) non centré sur la pupille d’entrée.

Remarque 8.2.6. Le terme de phase 7(r) peut étre approché par 1 dans
certains cas, par exemple si B est un plan et si A est situé & une grande
distance de la pupille. La relation (8.4) est alors approximativement vraie pour
la formation de 'image de B. (Cette approximation est reprise au paragraphe
8.2.6.)

8.2.4 Fonction de transfert en lumiére cohérente

La relation (8.4) décrit la formation de I'image d’un objet (émetteur sphé-
rique) A, centré sur la pupille d’entrée, sous la forme d’un produit de convolu-
tion : il est naturel de passer & I’espace de Fourier, celui des fréquences spatiales,
et de remplacer le produit de convolution par un produit simple. Si H. est la

transformée de Fourier de la fonction h, la relation (8.4) donne®
U (F') = Ho(F') Uac(F'), (8.20)

de telle sorte que H. est la fonction de transfert spatiale cohérente du systéme.
Explicitement, la relation (8.3) conduit &

H (F) = h(F) = p(Adg,F) = p(—Adg, F) . (8.21)

5 Nous notons F’ la fréquence spatiale pour souligner que, bien que variable muette,
elle se rapporte a ’espace image.
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Ce méme résultat s’exprime a l'aide de la fonction pupille de sortie p’ : si g,
est le grandissement pupilaire, les relations (8.2) et (8.13) conduisent &

H.(F') =p'(=)MdgsgpF') = p'(=Nd'F'), (8.22)

ot d' est la distance du sommet de la pupille de sortie au sommet de I'image
et A’ la longueur d’onde dans ’espace image. La relation (8.22) peut se déduire
directement de (8.16).

La relation (8.21) montre que la fonction de transfert spatiale n’est rien
d’autre que la fonction pupille, & un facteur d’échelle prés. Cela conduit & définir
un critére simple pour savoir si une fréquence spatiale donnée est transmise ou
non par le systéme optique, comme expliqué au paragraphe suivant.

8.2.5 Transmission des fréquences spatiales

Une fréquence spatiale d’'un objet n’est pas exactement conservée dans
I'imagerie par un objectif et cela provient de l’existence du grandissement
transversal (en général différent de 1), comme le montre la figure 8.6. C’est
d’ailleurs pour cette raison qu’on introduit l'image géométrique (voir par
exemple ’énoncé du théoréme 4) — c’est-a-dire une copie homothétique de 1’ob-
jet — pour décrire la formation d’une image. Soit A’ I'image de A et soit g le
grandissement transversal aux sommets. Supposons que "amplitude du champ
sur A corresponde & une fréquence spatiale pure, disons F, et prenne la forme

Ua(r) = Uy exp[—2inF-r]. (8.23)
L’amplitude du champ sur I'image géométrique est

U,
Uaa(r') = —Oexp {
gs

A Fr’
L’“} , (8.24)

Gs

laquelle est 'amplitude associée A la fréquence spatiale F/ = F/gs. Ainsi la
période spatiale est multipliée par le grandissement transversal g, la fréquence
spatiale divisée par ce méme grandissement. Cela reste vrai pour toute fré-
quence spatiale, avec le méme grandissement : c’est pourquoi ’analyse har-
monique demeure pertinente pour 1’étude des systémes optiques et qu’il est

FiG. 8.6. A la fréquence spatiale F de
I'objet A correspond la fréquence spatiale
F' = F/g; de I'image A, ot g, est le
grandissement transversal aux sommets
pour cette conjugaison.
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possible de considérer ces derniers comme des filtres linéaires, aprés homothé-
tie sur 'objet (ce point a déja été évoqué dans la remarque 2.2.3 p. 31).
Dans le cas général, on déduit des relations (8.1), (8.20) et (8.21)

Ua(F') = H(F") Upc(F') = gsp(—Mdgs F') Ua(gs F'), (8.25)
ou encore, en utilisant les relations (8.2) et (8.13),
Ua(F') = gsp/ (~Nd'F')Un(g,F') . (8.26)

Les relations (8.25) et (8.26) se rapportent aux fréquences spatiales de les-
pace image. On utilise les fréquences spatiales de ’espace objet pour écrire

Ua(F/gs) = gsp(~MdF) Ua(F), (8.27)

ce qui permet d’analyser la situation dans ’espace objet comme le montre
la figure 8.7. Pour cela, soit la sphére de Fourier de A, qui est la sphére F,
tangente a la pupille d’entrée (puisque A est centrée sur cette derniére). L’onde
dont Pamplitude U, est donnée par la relation (8.23) se focalise en un point
M de F. Si «, 3 et ~y sont les cosinus directeurs de la direction de propagation
SM associée a la fréquence F (le point S est sur Paxe du systéme optique), les
coordonnées de M, dans un systéme x,y, z d’origine S, sont —ad, —Bd, —vd,
ott d = PS (le signe moins vient de ce que la distance d est prise de la pupille
vers l’objet). Si r représente le point projeté de M sur le plan tangent & F en
S, alors

r=—AdF . (8.28)

FiG. 8.7. A la fréquence spatiale F de I’objet
correspond la direction de propagation repré-
sentée par la droite SM. Le point M se projette
sur le plan de la pupille au point de coordonnées
r = —AdF.

Appliquons ce résultat a Uinterprétation de la relation (8.25). Si la projec-
tion de M sur le plan de la pupille est dans la pupille (fig. 8.8), alors p(r) =1
et H(—AdF) = 1. La fréquence spatiale F' est transmise par le systéme op-
tique. Si M se projette en dehors de 'ouverture de la pupille, alors p(r) = 0 et
H(—AdF) = 0; la fréquence F n’est pas transmise.

La situation s’analyse de maniére similaire dans I’espace image & 'aide de
la relation (8.26).
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Fic. 8.8. La fréquence spatiale associée & la direction
de propagation SM est transmise par le systéme optique

A si, et seulement si, le point M se projette & 'intérieur de
Pupille la pupille d’entrée (le point S est sur 'axe du systéme
d’entrée optique).

Proposition 8.2.1. Soit un émetteur sphérique de sommet S, centré sur la
pupille d’entrée d’un objectif. Une fréquence spatiale de I’émetteur est résolue
par le systéeme optique si, et seulement si, la droite passant par S et paralléle
a la direction de propagation de l'onde plane associée o cette fréquence spatiale
passe & Uintérieur™ de la pupille d’entrée.

Remarque 8.2.7 (Relation de Lagrange—Helmholtz). La fréquence spa-
tiale F' d’un objet devient F” sur I'image, et la relation F' = F/g,, établie
plus haut et qui se déduit de la relation (8.24), est équivalente & la relation de
Lagrange—Helmholtz de l'optique géométrique paraxiale (voir l’exercice 4.7).
Pour le montrer, utilisons la relation & = AF', et considérons le cas particulier
¢ = (0,0) = (sind,0), ou 6 est 'angle entre le vecteur d’onde et I'axe op-
tique. La méme relation s’écrit ¢ = AF’ dans I’espace image, et en particulier
& = (/,0) = (sin#’,0). Si g5 est le grandissement aux sommets, un objet
transversal y et son image 3’ satisfont
y A sin 6

— = Us

;%" Xsme’ (8.29)

et au premier ordre (sin 8 = 0) cela conduit a la relation de Lagrange-Helmholtz
(illustrée par la figure 8.9)

nyd =n'y'e . (8.30)

F1G. 8.9. Illustration de la relation de Lagrange-Helmholtz de 'optique géométrique
paraxiale.

" Par « intérieur » il faut entendre la partie transparente de la pupille.
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Fréquence de coupure. Supposons que la pupille d’entrée soit circulaire,
de diamétre D. Soit # I'angle sous lequel on voit la pupille d’entrée depuis
le sommet de I'objet (qui se trouve sur ’axe de I'objectif). On déduit de la
relation (8.28) que l'objectif transmet la fréquence spatiale F si, et seulement
si, le module F' vérifie

< 4 . (8.31)
A

La quantité 0/ X est la fréquence de coupure de 'objectif (ou plutot son module).

Pour une pupille de forme quelconque, ce qui précéde est vrai pour chaque
direction issue du centre de la pupille. Si par exemple la pupille est de forme
carrée, le module de la fréquence de coupure suivant sa diagonale est égal & /2
fois le module de la fréquence de coupure suivant un coté.

En conclusion, un systéme optique centré est un filtre passe-bas, limité par
sa pupille. Un instrument comportant une pupille annulaire est un filtre passe-
bande.

8.2.6 Approximation d’un objet éloigné

La relation (8.4) est rigoureusement établie pour un objet centré sur la
pupille d’entrée du systéme optique. Pour un objet qui n’est pas centré sur
la pupille d’entrée, la formation de I'image se décrit par la relation (8.19). Le
principal obstacle pour réduire cette relation & la relation (8.4) ne vient pas
tant du terme de phase extérieur au produit de convolution, qui n’influe pas
sur ’éclairement de I'image, mais plutdt du terme de phase quadratique de la
relation (8.18) — qui figure dans le produit de convolution.

Pour un objet plan (Rp infini) situé & grande distance de la pupille, sous
la condition

NRalgs? > r?, (8.32)

Fic. 8.10. Pour un objet plan
éloigné de la pupille, on applique
de facon approchée le résultat dé-
crit par la figure 8.8.

Pupille d’entrée
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le terme de phase de I’équation (8.18) est proche de 1 et I’équation (8.4) est
pratiquement vérifiée.

L’interprétation de la fonction pupille comme fonction de transfert reste
pertinente comme le montre la figure 8.10. A une fréquence spatiale F de
I’objet correspond une direction de propagation OM. Si le point M est dans
la pupille d’entrée, cette fréquence spatiale est transmise et 'image contient
la fréquence spatiale F/ = F'/gs, ou g, est le grandissement transversal. Si le
point M est en dehors de la pupille, la fréquence spatiale associée n’est pas
transmise. La proposition 8.2.1 s’applique.

8.3 Formation des images en lumiére incohérente

8.3.1 Réponse percussionnelle spatiale incohérente

Bien que nous n’ayons pas encore étudié la notion de cohérence (elle fera
lobjet du chapitre 10) nous allons mentionner comment se forme I'image d’un
émetteur incohérent. L’amplitude complexe du champ électrique a ’'instant ¢
et au point r de 'émetteur A est F4(r,t), et 'éclairement correspondant est

1a(r) = geone {|Ba(r, )., (3.33)

ou ( ); représente une moyenne temporelle, £y est la permittivité du vide, ¢
la vitesse de la lumiére (dans le vide) et n l'indice de réfraction du milieu
de propagation. Pour simplifier, nous n’écrirons plus le coefficient (1/2)egnc
(nous utilisons lintensité vibratoire, voir le paragraphe 1.3 du chapitre 1).
Nous admettons ici — et nous prouverons au chapitre 10 — que les propriétés
liées & la propagation de U, (r) restent valables pour EA(r,t).

L’éclairage de A est spatialement incohérent si les vibrations prises en deux
points distincts de ’émetteur n’ont aucune relation de phase (permanente)
entre elles. Cela se traduit par

<EA(T‘1,t) EA(TQ,t))t = IA(T‘l) (5(1"1 — 1"2) . (8.34)

Soit alors un émetteur sphérique B (rayon de courbure Rg), situé a la dis-
tance d de la pupille d’entrée d’un objectif, mais pas nécessairement centré sur
celle-ci. Soit A la sphére tangente a B et centrée en P, sur la pupille d’en-
trée (fig. 8.5). Comme les amplitudes des champs sur A et B se différencient
seulement par un terme de phase quadratique, nous avons I4(r) = Ip(r). Les
amplitudes des images géométriques sur A’ et B’ sont E g et Epg et leur cor-
respondent les éclairements Ta¢ et Ipg. Des relations Uag(r’) = Ua(r'/gs) et
Upa(r') = Up(r'/gs), nous déduisons d’abord Exq(r',t) = Ea(r'/gs,t—1p) €t
Epa(r',t) = Eg(r'/gs,t —tp), Ol t, est le temps de propagation de la lumiére
de A a son image A, de sommet & sommet (ce temps est le méme que le temps
de parcours de B a B’, puisque B est tangent & A, et B’ a A’). Il en résulte
IA(;(T‘I) = IB(;(T‘I).
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Pour I'image physique sur ' nous avons

Ip(r") = (B (v',t) Ep (r',)):

[ ari | b =BT =T5) (Bacrt. a0 dr

\h(r' — )2 Ipa(rh) dr, (8.35)
R2

soit encore,
Ig: = Ipg * |h|?*. (8.36)

Proposition 8.3.1. En lumiére spatialement incohérente, un objectif est un
filtre linéaire pour Uéclairement. Sa réponse percussionnelle (spatiale) incohé-
rente est le carré du module de la réponse percussionnelle (spatiale) cohérente,
quelle que soit la courbure de l’objet.

Remarque 8.3.1. Le résultat de ce paragraphe, synthétisé par la relation
(8.36), apparaitra au paragraphe 10.5.5 comme un cas particulier de la forma-
tion d’une image en éclairage partiellement cohérent (voir la relation (10.129)
p. 307).

8.3.2 Comparaison entre éclairage cohérent et éclairage incohérent

Avant de nous intéresser a la fonction de transfert en lumiére incohérente,
nous comparons 'image formée par un objectif en éclairage cohérent a celle
formée en éclairage incohérent, quand ’objet représente une fréquence spatiale
pure. Il s’agit d’illustrer la facon de manipuler la notion de fréquence spatiale
en éclairage incohérent.

Sur 'objet, 'amplitude du champ réel associée a la fréquence spatiale F
s’écrit U(r) = Uy cos2nF-r (Up est une constante dimensionnelle, supposée
réelle), et si Iy = Up?, Vintensité vibratoire correspondante est

I
I(r) = Iy cos? 2n For = 50(1 + cosdwF-r). (8.37)

L’intensité vibratoire posséde une fréquence double de celle de 'amplitude
du champ et elle contient en plus un fond continu correspondant & la par-
tie constante de I(r). Ce fond continu, le méme quelle que soit la fréquence
spatiale considérée, doit sa présence au fait qu’une intensité vibratoire est une
grandeur positive et qu’il n’existe pas d’objet dont l'exitance serait celle d’une
fréquence pure, & moins justement d’y inclure le fond continu. Nous allons ce-
pendant constater que cela n’empéche pas de traduire le comportement d’un
systéme optique & I’aide de son effet sur une intensité vibratoire de la forme de
celle donnée par la relation (8.37).

Reprenons le processus de formation d’une image par un objectif et, pour
simplifier, supposons que la pupille soit une ouverture rectangulaire de largeur
L (suivant x) et de hauteur H (suivant y) avec H > L, si bien qu’en pratique
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il n’y a pas de filtrage suivant la direction y et que nous pouvons raisonner avec
z (cela revient & prendre H infini; la composante de la réponse percussionnelle
selon y est une distribution de Dirac).

L’émetteur est A et son image est A En lumiére cohérente, 'objet est le
champ associé 4 la fréquence spatiale F', et comme nous ne considérons qu’une
seule dimension, nous prenons F' = (F,0). Puisqu’il s’agit de comparer des
éclairements (ou des intensités vibratoires) il est plus judicieux de considérer
le champ réel, parce que le champ complexe engendre un éclairement constant
(homogene), quelle que soit la fréquence spatiale F. L’amplitude du champ sur

A est
Ua(z,y) = Up cos2nFyx, (8.38)

et la fonction pupille est (pour H infini)

p(§,m) = rectr(§). (8.39)

Si d est la distance de la pupille d’entrée au sommet de A, la fréquence spatiale
F est transmise si, et seulement si, Fy < L/|2Ad|. Dans ce cas, le champ sur
A’ est

Uo 27TFO$/

Ua(2',y") = = cos ) 8.40
( ) 9s Js ( )

Dans le cas contraire U4, = 0.
L’intensité vibratoire sur Pobjet est (Iy = Up?)

I
Ta(z,y) =1y cos? 2 Fyx = 70(1 + cosdn Fyzx), (8.41)

et 'intensité vibratoire sur I'image est

I o 2y’ I AnFyx’
Lu(ay) = =% cos® =22 = 0 (1+COS : OI) '
2 2
gs 9s 295 Is

(8.42)

Remarque 8.3.2. Le résultat précédent s’établit aussi & I'aide des relations
(8.1) et (8.4) avec

U, 27 Fyx!

Uac(z',y') = =2 cos SR (8.43)
9s gs

et
sin Lz
N L Adgs
h(z,y) = g, 7l 6(y), (8.44)
Adys

qui se déduit de la relation (8.3). On utilise le résultat suivant. Soient f et g
les fonctions définies par
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f(x) = cos2nFyzx, (8.45)
sinmFyx
= —— 4
(@) = i = % (8.46)

ou Iy et Fy sont deux nombres positifs. Si 2Fy < Fj, alors fxg = f, et si
2Fy > Fy alors f* g = 0 (cela se montre en passant par les transformées de
Fourier de f et g); on retrouve finalement la relation (8.40). <&

Si I'objet est spatialement incohérent, nous supposons que son intensité vi-
bratoire est celle de la relation (8.41), laquelle est 'intensité vibratoire corres-
pondant & une fréquence spatiale pure (en cohérent). L’éclairement de I'image
se déduit de la relation (8.36) avec

i Lz \?
L2 mn _)\d
W)l = mms | == =2 | 5(y), (8.47)
Adgs
et en remplacant Ipg par
IO 47TFO$/
Lic(2',y :—<1+cos ) . 8.48
(@y) =3 o2 - (8.48)

Pour le calcul explicite nous définissons les fonctions f et g par

f(z) = cosdnFyzx, (8.49)
sinmFyx 2

Alors fxg= (Fy — 2F)f si 2Fy < Fy, et fxg=0s12F, > Fy. Il en résulte

IO L _ 2F0)\|d|) cos 47T.IIFO:| (851)

Tz, )= — — |1 1
a@ ) =503 Adgs{ +( L Py

si Fy < L/|2Xd|, et T4 = 0 dans le cas contraire.

L’analyse de la relation (8.51) montre qu’en éclairage incohérent :

— le fond continu se transmet ;

— la modulation se transmet a la méme fréquence que celle de I'objet (au

grandissement transversal prés) ;

— Pamplitude de la modulation est atténuée.

La conclusion est double. D’abord la notion de fréquence spatiale, bien
que définie pour une onde cohérente (ou plus précisément pour amplitude du
champ), permet d’analyser le comportement d’un systéme optique en lumiére
incohérente. D’autre part, la réponse du systéme optique dépend de 'éclairage,
et les fréquences spatiales sont mieux transmises en lumiére cohérente qu’en lu-
miére incohérente puisque dans ce dernier cas il y a atténuation (la comparaison
étant faite pour les éclairements).
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8.3.3 Spectre quadratique

En lumiére incohérente, un systéme optique est linéaire pour l'intensité vi-
bratoire, conformément & la relation (8.36). Nous appelons spectre quadratique
du champ sur I’émetteur A la transformée de Fourier 13 4 de son intensité vi-
bratoire I4 [71]. Si U4 est Pamplitude du champ sur A, soit U4 défini par

Ua(r) =Ua(-r1), (8.52)
de telle sorte que de I4 = |U4|? résulte

o~

TA(F) = Uy IEJA(F) . (8.53)

8.3.4 Fonction de transfert en lumiére incohérente

La relation entre le spectre quadratique de 'image et celui de l’objet (ou
plus exactement de 'image géométrique) s’obtient par transformation de Fou-
rier & partir de la relation (8.36). Pour appliquer cette transformation, il est
naturel d’introduire la transformée de Fourier Hj,. de la réponse percussion-
nelle incohérente |h|? : elle est telle que

Hino(F) = T * f(F) . (8.54)

La relation (8.36), appliquée & ’émetteur incohérent A et & son image A/
conduit &

T4(F) = Iy(F) Hinc(F). (8.55)

La fonction Hiy est la fonction de transfert (spatiale) incohérente du systéme
optique. Or H,, la fonction de transfert cohérente, est la transformée de Fourier
de h (la réponse percussionnelle cohérente), et la relation (8.54) s’écrit

Hino(F) = He +Ho(F). (8.56)

La relation (8.56) signifie que la fonction Hjy. est la fonction d’autocorrélation ®
de la fonction H,, ce qui s’écrit

Hinc - HC®HC' (857)

A une homothétie prés, la fonction H, est la fonction pupille (voir le paragraphe
8.2.4). 1l en résulte que la fonction de transfert en lumiére incohérente est la
fonction d’autocorrélation de la fonction pupille. La relation (8.21) conduit a

8 La fonction d’autocorrélation de la fonction f est la fonction g = f *f Explicite-
ment, en dimension 1, on écrit g = f ® f avec

g(x):/Rf(a?')f(x’—x)dx’.
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Hine(F") = /R (- Mg, ) p Ngi[F— F)dF. (3.58)

Avec les paramétres de ’espace image, la relation (8.58) devient

Hino(F') = /R p' (—Nd'F)p(—Nd'[F — F'))dF . (8.59)

11 est habituel de normaliser la fonction de transfert incohérente et de définir
la, fonction

(8.60)

Le module [H(F")| s’appelle la fonction de transfert de modulation du systéme
optique [157].

Remarque 8.3.3. La fonction de transfert de modulation d’un objectif se me-
sure par diverses méthodes. La, production de mires sinusoidales & pas variable ?,
par exemple & ’aide d’un interférométre & polarisation, conduit & une mesure
point, par point de cette fonction (c’est-a-dire fréquence spatiale par fréquence
spatiale) [151]. D’autres méthodes se fondent sur 'expression de la fonction
de transfert de modulation comme fonction d’autocorrélation de la fonction
pupille [151].

8.3.5 Exemple d’une pupille circulaire

Soit un objectif & pupille circulaire. Le diamétre de la pupille d’entrée est
D, et la fonction pupille est définie par p(r) = circp(r); sa valeur est 1, si
r < D/2, et 0 sinon. L’objet est & la distance d de la pupille d’entrée. Comme
la fonction circp est réelle et paire, la fonction de transfert incohérente s’écrit

Hin(F) = / cirecp(Adgs F) cirep(Adygs[F — F']) dF . (8.61)
R2
Le diameétre de la pupille de sortie est D' = |g,|D, et
Hiyne(F') = / circp (N'd'F) circp (Nd'[F — F'))dF. (8.62)
R2

La valeur de cette intégrale est, celle de 'aire commune & un disque de diamétre
D'/|Nd'| et & ce méme disque translaté de F', comme le montre la figure 8.11.

Pour le calcul explicite, on met & profit les symétries de la fonction circp,
et on utilise ’angle # indiqué par la figure 8.12. Alors

!/

Nd'|

/!

cosf. (8.63)

9 Un telle mire a une exitance de la forme de celle donnée par la relation (8.37).
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Ey

% ’
Iy,
Fic. 8.11. La valeur au point F’ de
la. fonction d’autocorrélation de la fonction
\ PR circpr(A'd'F) est proportionnelle & la zone
D/INd| ombrée.

Fi1a. 8.12. Données pour le calcul explicite
de la fonction d’autocorrélation de la fonction
CiI‘CD/(A/d/F).

D//[)\/d,‘

L’aire commune aux deux disques est
D”?

= 2 7,2
2N =d

et comme S(#) est maximal en § = 7/2, la fonction S se normalise sous la
forme

S(6) (8 —sinfcosb) , (8.64)

s(0) = % (0 —sinf@cosf) , (8.65)

si bien que s(n/2) = 1. Par conséquent la fonction de transfert de modulation
de l'instrument est

|H(F')| = s (arccos ] F’) (8.66)
o : :

La figure 8.13 représente le profil de la fonction H(F') et la figure 8.14
la fonction méme (cette fonction est ici & valeurs positives et donc égale a son
module). On en conclut qu’en lumiére incohérente un systéme optique & pupille
circulaire est un filtre passe-bas, le module de la fréquence de coupure étant

D/

F = .
V|

(8.67)

Si o est le demi-angle sous lequel on voit la pupille de sortie depuis le sommet
de l'image, alors o' = D’'/|2d], et

2

Fl=" (8.68)
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H(F")

1 4

0 ' Fia. 8.13. Section de la fonction de trans-
2%/ fert incohérente d’un systéme optique a
Y% pupille circulaire (voir la figure 8.14).

La fréquence spatiale F” de la relation (8.68) a une signification dans 1’es-
pace image. Dans ’espace objet il lui correspond la fréquence de coupure F,
de module

gsD’
Nd'

D’ D 20
g T X (8.69)

F=|g.F

ol « est le demi-angle sous lequel on voit la pupille d’entrée depuis le sommet
de ’objet.

La comparaison des relations (8.69) et (8.31) montre que la fréquence de
coupure en lumiére incohérente est le double de la fréquence de coupure en
lumiére cohérente. Mais il existe en éclairage incohérent une atténuation pour
les fréquences spatiales intermédiaires, qui n’existe pas en éclairage cohérent.
D’autre part il est préférable de comparer I’éclairement dans les deux cas comme
il a été fait au paragraphe 8.3.2; la fréquence de coupure est alors la méme.

Fia. 8.14. Fonction de transfert
incohérente d’un systéme optique
centré & pupille circulaire.

Remarque 8.3.4. Les aberrations géométriques (non considérées ici) ont une
grande influence sur la fonction de transfert de modulation d’un systéme réel
et elles doivent étre prises en compte pour comparer deux objectifs [157].
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8.4 Caractérisation d’un instrument d’optique

8.4.1 La résolution d’un instrument d’optique

La fonction de transfert fournit une information sur la transmission des
fréquences spatiales par un instrument d’optique. Il existe notamment une fré-
quence de coupure au-dela de laquelle I'instrument ne transmet plus rien. Or
les hautes fréquences spatiales décrivent les détails fins de ’objet & reproduire
et lexistence de la fréquence de coupure fait que certains détails de ’objet ne
sont pas reproduits dans I'image. La fonction de transfert indique de plus com-
ment chaque fréquence est transmise et elle contient pour cela une information
compléte sur le comportement de I'instrument. Cette information est particu-
lierement utile quand on s’intéresse aux effets des aberrations, dans la mesure
ol ces derniéres ne changent pas la fréquence de coupure, mais se manifestent
par une atténuation de la fonction de transfert de modulation plus marquée
pour les fréquences intermédiaires [143,157]. Par conséquent, la comparaison
de deux instruments doit se faire & ces fréquences intermédiaires plutot qu’a la
fréquence de coupure (pour une méme ouverture).

La notion de résolution d’un instrument est antérieure & celle de fonction
de transfert. Méme si elle contient une information moins riche, elle mérite
une bréve présentation & cause de son emploi encore fréquent. La résolution
traduit la capacité qu’a un instrument de distinguer deux objets ponctuels. Il
peut s’agir de deux points lumineux (deux étoiles observées au moyen d’un
télescope) ou de deux points sombres sur un fond lumineux (deux personnes
sur fond neigeux, observées de loin [157]).

Nous nous limitons au cas d’un objectif formant 'image d’un objet situé
& distance finie et supposons la pupille circulaire. Soit un point lumineux A
sur 'axe du systéme optique, & la distance d de la pupille d’entrée. Cet objet
se représente par une distribution de Dirac Uy £ d(r) (régle 2 p. 56) et, par
définition, amplitude de I'image est la réponse percussionnelle spatiale du
systéme, c’est-a-dire, en lumiére cohérente

U0£02 o~ 7!
Ua(r') = nggp (vgs . (8.70)

ou p est la fonction pupille de 'objectif et g5 le grandisement transversal pour la
position de 'objet. Comme la pupille est circulaire de diamétre D, nous avons

p(r) = circp(r), (8.71)
et ensuite
7 7 Dr'! J wD'r’
U () = 7D2Uole® P\ Mg, ) wD"Upte® "\ Nd' ©.72)
AT o Ndgs Dr  oNd D' '

ou X est la longueur d’onde dans I’espace image, d’ la distance de la pupille de
sortie & I'image et D’ le diamétre de la pupille de sortie.
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Supposons qu’il y ait un autre point lumineux B prés de A. A quelle condi-
tion peut-on distinguer les images A’ et B’ de A et B ? En vérité chaque image
est une tache de diffraction (figure d’Airy pour une pupille circulaire). On dis-
tingue les deux images si les deux taches sont suffisamment séparées I'une de
l’autre. Nous adoptons le critére suivant : on distingue les deux images si le
maximum de la tache de diffraction associée & B’ est au-dela du premier zéro
de la tache associée & A’ (critére de Rayleigh, fig. 8.15). Ce critére comporte
une part d’arbitaire, et sans doute qu’un observateur exercé peut affirmer la
présence de deux points quand les deux taches sont légérement en deca de la
distance définie par le critére précédent. Le critére de Rayleigh se révéle d’em-
ploi facile pour un calcul numérique explicite et, de toutes facons, il fixe un
ordre de grandeur a la résolution, ce qui est finalement le plus important. (Il
existe d’autres critéres de résolution, comme celui de Sparrow [150] qui reste
trés proche du critére de Rayleigh 19.)

Fic. 8.15. Limite de résolution angulaire d’un objec-
tif & pupille circulaire de diamétre D, selon le critére
de Rayleigh.

Pour z # 0, le premier 0 de la fonction Jy(7z) se trouve en z = 1,22
(rz = 3,83 [3]), de telle sorte que la distance minimale entre A’ et B’, qui
permet de les distinguer, est 7, tel que

Nd'
La résolution angulaire de I’objectif est
)\I
ap = 1,223. (8.74)
Exprimée dans ’espace objet, la résolution angulaire est
A
=1,22—. 8.75
o ) D ( )

Remarque 8.4.1. Dans la réalité, 'analyse de la résolution est en général plus
complexe que celle que nous venons de mener [92]. Il arrive qu’on doive distin-
guer deux points d’éclairements différents ; par exemple en astronomie I'image

10 Selon le critére de Rayleigh, & la limite de résolution, la distance des maxima des
éclairements des images est égale au rayon du disque central de la figure d’Airy.
Selon le critére de Sparrow, cette distance est réduite & 0,84 fois ce rayon.
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d’une étoile peut étre masquée par le premier anneau de 'image d’une étoile
de plus faible magnitude (qui est vue plus brillante) : la séparation des deux
étoiles est supérieure 4 la limite de résolution donnée par le critére de Rayleigh,
et pourtant une des deux est occultée. En éclairage cohérent le déphasage qui
existe entre les images de deux points influe sur la résolution.

Le degré de cohérence de 1’objet (cohérence partielle) a aussi une influence
sur la résolution. L’analyse du paragraphe 10.5.5 montre comment 1’éclairement
d’une image dépend de la pupille de 'objectif qui la forme et de la cohérence
partielle de ’objet. Elle s’applique & I'image de deux points lumineux.

Il faut donc prendre les résultats précédents comme indicatifs et fixant un
ordre de grandeur.

Remarque 8.4.2. A la suite de la remarque 8.4.1 constatons qu'’il serait plus
correct de parler de la résolution d’un instrument d’optique pour un éclairage
donné (tenant compte de la cohérence partielle).

8.4.2 Résolution et figure de diffraction de la pupille

La résolution d’un instrument d’optique est liée & sa réponse percussionnelle
spatiale, c’est-a-dire & la transformée de Fourier de sa fonction pupille. Nous
en déduisons que la résolution d’un instrument est caractérisée par la figure
de diffraction d’une ouverture identique & sa pupille. Ainsi les exemples de
figures de diffraction donnés au chapitre 5 fournissent un moyen d’analyser la
résolution d’instruments ayant des pupilles de diverses formes. Cela reste vrai
pour les antennes : les diagrammes de rayonnement, qui correpondent & des
antennes & 1’émission, servent aussi & analyser la résolution des antennes a la
réception.

8.4.3 Application a la photographie

[’analyse du paragraphe 8.2.6 reste vraie en éclairage incohérent : un ins-
trument d’optique & pupille circulaire est essentiellement un filtre passe-bas et
le résultat schématisé par la figure 8.8 fournit encore un moyen d’évaluer si une
fréquence spatiale est transmise ou non par linstrument. Nous tirons de cela
deux conclusions pour la photographie.

Considérons d’abord un objectif photographique formant 'image d’un objet
placé a une distance fixée. Si I’objectif est stigmatique (stigmatisme approché),
c’est-a-dire s’il n’est limité que par la diffraction, la meilleure résolution est
obtenue & pleine ouverture et, pour chaque fréquence spatiale, le module de la
fonction de transfert atteint le maximum possible & cette ouverture (autrement
dit, pour une fréquence spatiale donnée, le module de la fonction de transfert
de l'objectif est maximum si 'objectif fonctionne & pleine ouverture).

Dans la réalité les aberrations modifient ce résultat . Pour une ouverture
donnée, la fréquence de coupure n’est pas affectée par les aberrations [157] ; ces

1 Nous ne mentionnons que les aberrations géométriques. Le chromatisme complique
encore la situation, mais dans le méme sens.
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derniéres se traduisent, pour une fréquence spatiale donnée, par une diminution
du module de la fonction de transfert, et cela affecte la qualité de 'image. L’effet
des aberrations est surtout sensible aux fréquences intermédiaires [157]. Dans la
pratique, un objectif présente un optimum & environ deux & trois diaphragmes
de la pleine ouverture (par exemple, un objectif « qui ouvre & f/2 » donnera
le meilleur résultat & f/4 ou f/5,6). Ce résultat se transpose a 'objectif d’un
agrandisseur.

Nous établissons ensuite une comparaison entre les objectifs de divers for-
mats (6 x 6, 24 x 36, appareil numérique & détecteur & transfert de charges
(CCD) ou CMOS d’une dizaine de millimétres de cotés). La qualité finale d’une
image dépend du nombre de points résolus que le support photographique est
capable d’enregistrer. Nous voulons montrer cependant comment les résultats
précédents fixent une limite & ce qui peut étre vu sur l'objet. De 'analyse
schématisée par les figures 8.8 ou 8.10 il ressort que de deux objectifs donnés,
celui qui a le plus grand diamétre'? est celui qui peut transmettre les plus
hautes fréquences spatiales, c’est-a-dire les détails les plus fins de 'objet, cela
sans considération des distances focales, ni des ouvertures relatives. Ce résultat
avantage les objectifs de grand format ; ces derniers sont toutefois plus difficiles
a corriger des aberrations (par exemple ’aberration sphérique transversale croit
comme le cube du diamétre de la pupille).

Remarque 8.4.3. Un objectif de microscope a une trés grande résolution et
un petit diamétre. Cela ne contredit pas ce qui précéde : ’'objet observé étant
placé trés prés de 'objectif, les hautes fréquences spatiales sont bien collectées,
conformément au schéma de la figure 8.8.

8.5 Analyse de la formation des images par la méthode
de la transformation de Fourier fractionnaire

Nous proposons une généralisation du théoréme 4 (p. 221) & des émetteurs
non nécessairement centrés sur la pupille d’entrée de ’objectif. Le résultat que
nous allons établir se fonde sur la notion de produit de convolution fraction-
naire, lui-méme lié & la transformation de Fourier fractionnaire.

8.5.1 Produit de convolution fractionnaire

Le produit de convolution fractionnaire d’ordre o des fonctions f et g se
définit par la relation

f¥g=F o[ Falf] Falgl] (8.76)
ou F, désigne la transformation de Fourier fractionnaire d’ordre «. En parti-
. 0 w/2
culier fxg= fg,et f x g= fx*g.

2 En toute rigueur, c’est le diamétre de la pupille d’entrée qui compte.
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8.5.2 Imagerie en lumiére cohérente

Nous mentionnons seulement les principales étapes qui conduisent au résul-
tat ; les détails des calculs se trouvent dans un article publié par ailleurs [185].
Soit un objectif de pupille d’entrée P de sommet P, et de pupille de sortie P’ de
sommet P’ (ces pupilles sont sphériques comme images cohérentes de la pupille
matérielle (iris) qui existe dans le systéme). Le grandissement transversal pour
la conjugaison des pupilles est g,,.

L’émetteur est A, de sommet S, situé a la distance d de P, et son image
est la sphére A’, de sommet S, & la distance d’ de P’ (fig. 8.16).

For
/\
S ’ ! ‘
D/
A \ A
P P’
Pupille Pupille
d’entrée de sortie

F1G. 8.16. Formation d’une image analysée par la méthode de la transformation de
Fourier fractionnaire.

Soit D une sphére intermédiaire, tangente & P en P et centrée en W (son
rayon de courbure est Rp = PW). L’image de D est la sphére D', tangente a P’
en P’, centrée en W', 'image paraxiale de W (fig. 8.16). Son rayon de courbure
est Rp:.

La formation de l'image de A se décompose en un transfert réciproque de A
a D, une imagerie cohérente de D & D’ avec ouverture limitée, et un transfert
direct de D’ 4 A’ La raison du choix d’un transfert réciproque est la méme
qu’au paragraphe 7.1.1 : cela permet la composition des transformations de
Fourier fractionnaires concernées. Il est possible de choisir le rayon Rp de D
de telle facon que le transfert de A & D s’effectue par une transformation de
Fourier fractionnaire d’ordre réel. On montre alors qu’il en est de méme du
transfert de D' a A’

Le transfert de A & D est relatif aux paramétres u, € et «, et il se traduit
par la transformation F_, (transfert réciproque). Le transfert de D’ a A’ est
lié aux paramétres p, ¢’ et o, et il se traduit par la transformation Fp.

Si p et p’ sont les fonctions pupilles, les fonctions pupilles réduites se défi-
nissent ainsi

3
W
—
q
—
Il

p(VARpo), (8.77)
pi(o’) =p’ (\/Xé’RD/ o’) , (8.78)
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ol o et o' sont les variables réduites respectives sur D et D'
On montre les deux lemmes suivants [185].

Lemme 8.5.1. Les variables et amplitudes réduites sont telles que

1

Vp(e') = —ps(a") Vp(a'), si gp>0, (8.79)
p
1

Vpi(a') = —ps(—0")Vp(—a'), si ¢, <0. (8.80)
D

Le lemme 8.5.1 est nécessaire pour composer les deux transformations F_, et
For. Le résultat de cette composition s’exprime, pour les amplitudes réduites
sur A et A, sous la forme

cosa’ +&’'sina’

N i s /
VA'(p) = 9 eXp[l(O& O‘)} cosc + sinc For [psF—Q[VAH (p )

si gp >0, (8.81)

1 cosa’ + &' sin o’
Va(p) = — (o —a)——— = Forps F_olV. N,
A (p ) 9 eXp[l(O& O‘)} cosa tesina @ + [ps a[ A]] (P )
si gp<O0. (8.82)
Lemme 8.5.2. Les ordres o et o’ sont tels que

i. o =a sigpgs >0, et dans ce cas

cosa’ +¢&’'sina’ = g—p(cos a+esina), (8.83)
Ys

i. o =atw sigpgs <0, et alors

cosa’ +¢&'sina’ = —g—p(cos a+esina). (8.84)
Gs

On déduit du lemme 8.5.2 et des relations (8.81) et (8.82)

VA'(pI) = gi;:oz [psj:—a[VA]] (p/) y si gs >0, (885)

Var(p') = gl_sfa [psF_alVall(=p'), si gs<0. (8.86)

Nous exprimons maintenant les résultats précédents en termes de réponse
percussionnelle. Nous introduisons la fonction h, = Fu[ps], et écrivons les
relations (8.85) et (8.86) sous la forme

1 _
Var(p') = — (ha oy VA) (P, si gs >0, (8.87)
Gs

1 —a
Va(p') = — (ha B VA) (—p'), si gs<0O. (8.88)

S
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Pour comparer les résultats précédents avec la relation (8.4), nous utilisons
Pamplitude réduite Va¢, associée & 'image géométrique U, définie par

VN Rp:
V. =U _ 8.89
ac(p) A (cos o +¢’'sina ’ (8.89)
et telle que
1 :
VAG(p) = — VA(p) s si gs>0, (8.90)
1 :
Vac(p) = — Va(—p), si gs <O0. (8.91)
Nous arrivons a
V() (ha ri VAG> (), si gs>0, (8.92)
Var(p') = (ha W VAG> (—p), si gs<0. (8.93)

Les relations (8.92) et (8.93) sont une autre forme des relations (8.85) et (8.86)
et, constituent le principal résultat de la formation des images en lumiére cohé-
rente. Elles généralisent la relation (8.4) et sont valables pour tout émetteur,
qu’il soit centré ou non sur la pupille d’entrée de I'objectif. Tout cela se syn-
thétise dans la proposition suivante.

Proposition 8.5.1. Soit un systéme optique centré formant l'image A’ d’un
émetteur sphérique A. Soit o lordre de la transformation de Fourier fraction-
naire qui exprime le transfert du champ de A a la pupille d’entrée sous la forme
d’un transfert réciproque. La formation de 'image cohérente de A en A’ se tra-
duit par un produit de convolution fractionnaire d’ordre —a. Plus précisément,
la transformée de Fourier fractionnaire d’ordre —a (si e < 0) ou d’ordre 7 — «
(si « > 0) du champ réduit sur A’ est le produit de la transformée de Fou-
rier fractionnaire d’ordre —a ou ™ — o du champ réduit sur A avec la fonction
pupille réduite.

Interprétation. La proposition 8.5.1 contient le théoréme 4 comme cas parti-
culier : ce dernier correspond & oo = /2. Cependant il y a une sorte d’anomalie
dans le théoréme 4, & laquelle échappe la proposition 8.5.1. Cette anomalie
vient non seulement de la restriction d’un émetteur centré sur la pupille d’en-
trée, mais d’une autre restriction qui se déduit de la premiére : le théoréme 4 ne
s’applique pas par exemple & I'imagerie pupillaire. Autrement dit, il ne couvre
pas tous les cas d’imagerie! Son domaine de validité est limité par la courbure
de ’émetteur, mais aussi par la distance de ’objet a la pupille d’entrée.

Que devient la proposition 8.5.1 dans le cas ot I'objet A se confond avec
la pupille d’entrée de I’'objectif 13 ? L’image est la pupille de sortie. Dans ce cas

13 En toute rigueur il faudrait considérer la pupille d’entrée avec un rayon de courbure,
puisqu’il s’agit de I'image cohérente de la pupille physique (plane en général).
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a = 0 et la fonction h, est la fonction pupille ; de plus le passage des variables
spatiales aux variables réduites est le méme sur la pupille d’entrée et sur la
pupille de sortie, si bien que la relation (8.92) donne "amplitude du champ sur
la pupille de sortie (Up) en fonction de celle sur la pupille d’entrée (Up) sous
la forme

Up(s') = Up(s") p(s) , (8.94)

en supposant positif le grandissement pupillaire. La formation de 'image de la
pupille d’entrée s’exprime par un simple produit ! C’est d’ailleurs ce que nous
avons implicitement, supposé au paragraphe 8.2.

La proposition 8.5.1 compléte le théoréme 4 pour un émetteur non centré
sur la pupille d’entrée. Il le compléte également pour un émetteur proche de
la pupille d’entrée, et cela grace a la notion de produit de convolution frac-
tionnaire. Grosso modo, pour un objet éloigné de la pupille, la formation d’une
image s’exprime par la convolution de l'objet avec la transformée de Fourier
de la fonction pupille; prés de la pupille d’entrée, la formation d’une image
s’exprime par un produit simple. Comme pour la diffraction, il y a continuité
du processus de formation d’une image entre les deux cas extrémes cités. Le
cas général, intermédiaire, s’exprime par une convolution fractionnaire d’ordre
compris entre 7/2 et 0, qui relie les transformées de Fourier fractionnaires des
amplitudes réduites sur ’objet et sur son image.

8.5.3 Imagerie en lumiére incohérente

En lumiére incohérente un systéme optique est linéaire pour l'intensité vi-
bratoire, et la courbure de 'objet et de 'image n’ont pas d’importance. Il est
utile de vérifier qu’on arrive de nouveau & ce résultat par la méthode de la
transformation de Fourier fractionnaire.

Si I4 et T4+ sont les intensités vibratoires de 'objet et de I'image, les inten-
sités (vibratoires) réduites sont

Ja(p) = [Va(p)® = 1a (% ) , (8.95)

Tale) = [Va (@)l = L (—m ) , (3.96)

Iactol) = Wac (o) = L (o o ') (5.97)
Proposition 8.5.2. Si h,, est la fonction définie par

i) - S (0 -

la réponse pércussionnelle incohérente pour les intensités réduites est |hp|?.
Ezplicitement
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Jar(p') = (Jac * [hp*) (P) i gs>0, (8.99)

Ja(p') = (Jac * |hp?) (—p'), si gs<0. (8.100)

Il reste & montrer que le résultat de la proposition 8.5.2 n’est rien d’autre que
le résultat classique (celui qui s’obtient selon la théorie classique'* [97,157]).

Proposition 8.5.3. Les relations (8.99) et (8.100) sont équivalentes a la re-
lation (8.36) (ou I/ est remplacé par 14 et I par Lac).

Les preuves des propositions 8.5.2 et 8.5.3 sont proposées en exercices.

8.6 Exercices

Exercice 8.1. Démontrer la relation (8.42) & partir des relations (8.1) et (8.4).
Pour cela définir d’abord la réponse percussionnelle spatiale correspondant a
la pupille considérée, conformément a la relation (8.3).

Exercice 8.2. Démontrer les propositions 8.5.2 et 8.5.3.

Exercice 8.3 (Loi de Foucault). Montrer que la résolution (angulaire) d’un
télescope ne dépend que du diamétre de celui-ci. Vérifier la loi empirique de
Foucault qui donne, & A = 0,5 um, une résolution égale & 13”/D, ot D est le
diameétre de la pupille exprimé en centimétres.

Exercice 8.4. On souhaite observer une grille sinusoidale périodique, de pé-
riode p = 20 um, a l'aide d’un objectif de distance focale f/ = 10 mm. La mise
au point se fait 5 mm avant le foyer objet. La longueur d’onde est A = 0,5 um.
Quelle doit étre I'ouverture de 'objectif pour que la grille soit effectivement
résolue 7 On suppose 1’éclairage cohérent et on assimile 'objectif & une lentille
mince dont la monture sert de pupille.

14 1] est normal de retrouver ainsi les résultats de la théorie classique en éclairage in-
cohérent, car ce qui distingue ’approche métaxiale (méme a travers son expression
fractionnaire) c’est notamment la prise en compte de termes de phase quadratique,
lesquels n’'influent pas sur ’éclairement. Il en va autrement en éclairage cohérent,
comme nous ’avons vu au début de ce chapitre, et plus généralement en éclairage
partiellement cohérent (voir le chapitre 10).



Chapitre 9
Diffraction polychromatique

En prévision de I’étude de la cohérence, il convient de s’intéresser aux ondes
& spectre étroit et plus généralement aux ondes polychromatiques. L’étude qui
suit reste dans le cadre d’une théorie scalaire de la diffraction et se fonde sur
les résultats établis dans les chapitres antérieurs.

9.1 La notion de signal et ses représentations

Il est pertinent de concevoir un signal comme une grandeur abstraite qu’on
connait & travers des représentations [18]. Avant de voir comment cela s’ap-
plique aux signaux optiques, nous commencons, & titre d’illustration, par
I’exemple des ondes sonores.

Il existe essentiellement deux maniéres de décrire le signal émis par un dia-
pason qui produit le « la » de référence (dont la fréquence est vy = 440 Hz). On
a recours d’abord & la représentation temporelle selon laquelle la vibration so-
nore en un point de ’espace est proportionnelle & cos 2wvyt. Avec des notations
complexes, on utilise la fonction f telle que

f(t) = ag exp|2imt] (9.1)

ol ap est un facteur dimensionnel (par exemple une pression). La fonction f
est la représentation temporelle du signal.

Une autre facon de voir les choses considére que le diapason émet un son
de fréquence vg. Avec cette seule donnée numeérique, le son est parfaitement
défini (parce qu’on sait qu’il est sinusoidal) et cela constitue la description
fréquentielle du signal. Mathématiquement, cette représentation s’écrit sous la
forme d’une distribution de Dirac §(v — 1) (au facteur dimensionnel agy prés).

En résumé, le signal sonore émis par un diapason a deux représentations :
une représentation temporelle sous la forme d’une fonction exponentielle ; une
représentation fréquentielle sous la forme d’une distribution de Dirac. Ainsi
ap exp[2imipt]| et agd(v — vy) représentent le méme signal, mais dans deux es-
paces différents, lesquels sont duaux pour la transformation de Fourier : on
passe en effet de la représentation temporelle & la fréquentielle par une trans-
formation de Fourier. Ni la fonction exponentielle, ni la distribution de Dirac
ne sont le signal : elles n’en sont que des représentations.
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Ce qui préceéde s’étend a des signaux non monochromatiques. Un signal abs-
trait est noté |.S) ; sa représentation temporelle est la fonction (ou distribution)
S et sa représentation fréquentielle la fonction (ou distribution) S.

L’énergie d’un signal |.S) & énergie finie est

_ 2
Eféwm\m, (9.2)

et le théoréme de Parseval (voir ’appendice B) conduit & écrire

= AZ/ZI/. .
Eféw(ﬂd (9.3)

L’égalité des deux intégrales précédentes résulte d’un calcul mathématique,
mais la notion de signal abstrait et de ses représentations en fait une nécessité
physique. De fait, comme S et S représentent le méme signal, calculer ’énergie
de ce dernier & partir de sa représentation temporelle ou de sa représentation
fréquentielle doit produire le méme résultat. C’est justement ce qu’exprime le
théoréme de Parseval.

9.2 Représentations d’un signal optique

9.2.1 Représentation spatio-temporelle

Soit A un émetteur ou un récepteur sphérique. L’amplitude du champ élec-
trique & l'instant ¢ et au point r de A est E4(r,t) : c’est une représentation
d’un signal abstrait |E4). Il s’agit de la représentation spatio-temporelle puis-
qu’elle se référe a une variable d’espace (& deux dimensions) et & une variable
temporelle.

Le champ FE4(r,t) est le champ analytique associé au champ réel (voir ’ap-
pendice D) ; cela est implicite par la suite. En toute généralité F 4 est une distri-
bution tempérée ; nous conservons cependant ’écriture fonctionnelle E4(r,t).

Enfin, dans ce chapitre, le signal |E4) est déterministe (ou certain). Ce n’est
qu’au chapitre 10 que nous traiterons de signaux aléatoires.

9.2.2 Représentation mixte. Composante spectrale

La représentation mixte de |E4), nous disons aussi sa composante spectrale,
notée €4, se déduit de la représentation spatio-temporelle par une transforma-
tion de Fourier temporelle

Eu(r,t) \L— ea(r,v), (9.4)

c’est-a-dire, quand ’écriture intégrale est licite,

ea(r,v) z/efmm’tEA(r,t) dt. (9.5)
R
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La composante spectrale est mixte en ce sens qu’elle se référe & une variable
d’espace et & une variable fréquentielle.

Pour une onde monochromatique de fréquence vy, la composante spectrale
ea(r,vy) est reliée & Vamplitude complexe du champ, notée U (r) jusqu’a
présent, par la relation !

ea(r,v) =Ua(r)d(v —vp). (9.6)

La relation (9.6) se déduit par exemple de la relation (1.2) p. 17 en remplagant
v par vg. Elle conduit & décrire la propagation d’une onde polychromatique
au moyen de sa composante spectrale, en utilisant les résultats des chapitres
antérieurs ; c’est ce qui est fait par la suite dans ce chapitre.

9.2.3 Représentation fréquence totale

La représentation « fréquence totale » de |E4) s’obtient en appliquant a la
composante spectrale e 4 (7, v) une transformation de Fourier spatiale (& deux
dimensions) : elle se note £4 et

r

ealr,v) = EA(F,v). (9.7)

soit encore, si e4(r, V) est intégrable,

SA(F,V):/ A E ¢y (r,v)dr. (9.8)
R2

Pour une onde monochromatique, la représentation fréquence totale est liée
au spectre angulaire V' (voir le chapitre 2) de la fagon suivante

2 F
Ea(F,v) = ”—2v<”—) S(v— 1), (9.9)
ou v est la vitesse de phase de 'onde dans le milieu de propagation.

9.2.4 Représentation fréquentio-temporelle

Il existe une quatriéme représentation, qui se rapporte aux variables F' et
t, et qui s’obtient & partir de E4(r,t) par I'intermédiaire d’une transformation
de Fourier spatiale, sous la forme

ea(F,1) :/ AT E B (e t)dr. (9.10)
R2

C’est la représentation fréquentio-temporelle de |E4).

! En toute rigueur, pour que e4 et Ua aient la méme dimension, il faudrait homo-
généiser la distribution de Dirac, c’est-a-dire écrire 6[(v — v0)/ fo], ol fo est l'unité
de fréquence (1 Hz en S.I.), comme il est fait au paragraphe 3.4.1 pour la variable
spatiale.
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9.2.5 Losange de Fourier

Les quatre représentations précédentes sont associées & un méme signal
« champ électrique » |E4) et contiennent chacune la méme information sur lui.

Tout cela se synthétise 4 I’aide du schéma suivant, appelé losange de Fourier

EA(T‘, f)
% N
ea(F,t) ea(r,v) (9.11)

AN %

SA(F,V)

(Dans ce schéma = représente une transformation de Fourier (et son inverse),
et la lettre placée a coté de ce symbole désigne la variable concernée par la
transformation directe.)

9.3 Opérateur linéaire de transfert du champ

9.3.1 Généralité du modéle de transfert du champ

Le transfert du champ sous la forme d’un opérateur linéaire se rencontre
dans diverses situations dont il est important de souligner la similitude formelle.

1. Diffraction. Au chapitre 3 (relation (3.34) p. 52), le transfert par diffraction
de 'amplitude du champ associée & une onde monochromatique, depuis un
émetteur A jusqu’a un récepteur B, se décrit par une relation de la forme

Ugr(s) = hpa(s,7)Ua(r)dr, (9.12)
R2
ol hpa est la réponse percussionnelle spatiale du phénomeéne de diffraction.
La forme explicite de hipa est connue (voir la relation (3.35) p. 53) mais
ne sera utilisée que plus loin. Cette modélisation vaut pour la diffraction
de Fraunhofer comme pour celle de Fresnel.

2. Imagerie. Le transfert du champ par imagerie s’exprime par une relation
du méme type que la relation (9.12) : c’est ce que montrent la relation (8.4)
ou la relation (8.15), qui se raménent &

Ua(s) = . ha a(s,r)Ua(r)dr, (9.13)

ot la sphére image A’ tient lieu de récepteur, et ot hara(s,7) = h(s — ),
la fonction h étant donnée par la relation (8.3) p. 221.

2 Emprunté & G. Bonnet [20].
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3. Imagerie et diffraction. Les relations (4.40) ou (4.42), qui expriment le
transfert du champ d’un émetteur quelconque vers un récepteur quelconque
aprés traversée d’un systéme optique centré, se mettent sous la forme

Up(8)= [ hpa(s',r)Ua(r)dr, (9.14)
R2

c’est-a-dire sous la forme de la relation (9.12).

4. Filtrage. Des opérations de filtrage, étudiées au chapitre 16, se traduisent
par une relation du type de (9.12), appliquée au signal d’entrée d’un pro-
cesseur optique.

En conclusion, la relation (9.12), prise comme modéle de transfert d’un
champ monochromatique, traduit une situation générale qui inclut I'imagerie,
la diffraction—propagation et certaines opérations de traitement du signal. Nous
allons en tirer quelques conséquences pour le transfert du champ en lumiére
polychromatique, puis examinerons plus en détail le transfert par diffraction.

Remarque 9.3.1. Une écriture plus générale que celle de la relation (9.12),
déja utilisée au paragraphe 3.5, est

Ugp(s) = (hpa(s,7),Ua(r)). (9.15)

Par exemple, dans le cas particulier de I'imagerie géométrique — telle qu’elle
est développée au chapitre 4 —, la fonction h 44 devient une distribution de
Dirac, et la relation (9.15) s’écrit

U (') = i<5(’"—/ - r),UA(r)> , (9.16)

gs s

ol gs est le grandissement transversal de I'imagerie entre A et A’
9.3.2 Le transfert du champ en représentation mixte. Gain
complexe

Dans la relation (9.12), la fréquence (temporelle) est implicite. Si 'onde
émise par A est monochromatique (de fréquence 1), la composante spectrale
du champ sur A s’écrit

ea(r,v) =Ua(r)é(v —w), (9.17)
et celle sur le récepteur B
ep(s,v) =Ug(s)d(v —up). (9.18)

L’amplitude Up se déduit de 'amplitude U, par la relation (9.12) et il en
résulte

ep(s,v) =d(v — vp) . hpa(s,r,v0)Ua(r)dr. (9.19)
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Toutefois, dans la relation (9.19), hpa(s, r,vp) n'est rien d’autre que hpa(s,r)
avec, en plus, écriture explicite de la fréquence.

Si 'onde considérée est polychromatique, le procédé antérieur se répéte pour
chaque fréquence du spectre, et de

hpa(s,r,v0)0(v —1p) = hpa(s,r,v)o(v — 1), (9.20)
résulte
ep(s,v) :/ hpa(s,r,v)ea(r,v)dr. (9.21)

La relation (9.21) vaut pour les composantes spectrales de champs polychro-
matiques sur A et sur B.
La relation (9.15) conduit pour sa part &

ep(s,v) = (hpa(s,r,v),ea(r,v)), (9.22)

plus générale que la relation (9.21).
Nous appelons « gain complexe? » la fonction (ou distribution) hpa (plus
précisément, c’est le gain complexe du transfert du champ de A a B).

9.3.3 Le transfert du champ en représentation spatio-temporelle.
Réponse percussionnelle

L’amplitude du champ sur B se déduit de e par une transformation de
Fourier inverse temporelle, soit explicitement

Ep(s,t') = J/ exp[2invt’| ep(s,v)dv
R

/ dv exp[2imvt’] J/ hpa(s,r,v)ea(r,v)dr (9.23)

/dr/thA /hBA(s r,v)exp|—2irv(t — )] dv
R2

Il est naturel d’introduire la transformée de Fourier inverse temporelle de la
fonction hpa : c’est Hpy, telle que

Hpa(s,r,t) = hpa(s,r,v). (9.24)

La relation (9.23) devient
Egp(s,t) :/ dr/HBA(s,r,t'ft)EA(r,t)dt
Rz JR
= / [Hpa(s,r,t) « Ex(r,t)] (t')dr, (9.25)
R2

% Nous choisissons ce terme plutét que celui de « réponse percussionnelle », parce
que la fonction Apa n’est la réponse percussionnelle que pour les variables d’es-
pace. Cela devrait éviter de la confondre avec la réponse percussionnelle spatio-
temporelle introduite au paragraphe suivant (voir la remarque 4 p. 221). Le terme
de gain complexe a déja été employé au chapitre 3.
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ol le produit de convolution est temporel.

La fonction Hp4 est la réponse percussionnelle spatio-temporelle associée
a la propagation du champ de ’émetteur A au récepteur B. Elle est invariante
par translation temporelle, ce qui signifie que, vue comme un opérateur, la
diffraction—propagation est un systéme linéaire stationnaire (temporellement).

La fonction Hp 4 sert & exprimer le transfert du champ dans sa représenta-
tion spatio-temporelle, selon la relation (9.25). La fonction hpa joue le méme
role, mais pour la représentation mixte ; la relation correspondante est la rela-
tion (9.21).

Théoréme 5 (Transfert du champ spatio-temporel [20]). Dans les li-
mites de l'approzimation métaxiale, le transfert du champ d’un émetteur A vers
un récepleur B, 4 lravers un systéme électromagnétique (linéaire) quelconque,
est effectué par un opérateur linéaire spatio-temporel dont la partie temporelle
est un filtrage linéaire. Ce transfert se traduit par la relation (9.25) en repré-
sentation spatio-temporelle et par la relation (9.21) en représentation mixzte. La
fonction (ou distribution) Hp 4 est la réponse percussionnelle spatio-temporelle
du transfert, et hga son gain complexe.

Remarque 9.3.2. L’emploi du terme « systéme électromagnétique quelcon-
que » dans ’énoncé du théoréme 5 veut traduire les diverses formes de transfert
du champ, citées au paragraphe 9.3.1.

9.4 Diffraction des ondes polychromatiques

9.4.1 Forme explicite de la réponse percussionnelle
spatio-temporelle

Pour appliquer le théoréme 5 & la diffraction des ondes polychromatiques
d’'un émetteur A vers un récepteur B, nous disposons de la forme explicite
du gain complexe hpa, déduite de I’étude de la diffraction des ondes mono-
chromatiques (premiére partie) et donnée, dans les limites de I'approximation
métaxiale, par la relation (3.35) p. 53, c’est-a-dire

i ir [(||ls—r|]*> s? r?
hpa(s,r) = Vo) exp{ 3 ( o) + s Bl (9.26)

Cette écriture était valable pour les ondes monochromatiques et omettait un
terme de la forme exp[—2imvD/v], lié au temps de parcours de la lumiére de
Pémetteur au récepteur (régle 1 p. 48). Mais ce terme dépend de la fréquence et,
pour une onde polychromatique, n’est pas constant. Il faut désormais I’écrire.
Par conséquent, la fonction hp4 est telle que

iv irv (|ls—r|> s r?
hBA(s,r,V):Eexp — T+R_B_R_A

|:—2i7TVD:|
exp | ———|
v

(9.27)
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ol nous utilisons la fréquence comme variable plutot que la longueur d’onde. La
fonction Hp4 s’en déduit par une transformation de Fourier inverse temporelle.
Bien str I’écriture de la relation (9.27) suppose I’abandon de la regle 1.

Avant de calculer Hga, remarquons que hpa(s,r,v) dépend encore de la
fréquence par l'intermédiaire de la vitesse de phase v. Nous ferons I’hypothése
que les variations de la vitesse de phase sont négligeables sur tout le spectre du
signal. Cela revient & admettre que la vitesse de phase est constante; elle est
alors notée v. Cette hypothése est raisonnable dans un milieu dilué (un gaz),
ou pour des ondes & spectre étroit, dans des conditions qui sont analysées en
détail au paragraphe 9.4.2. Si le milieu de propagation est le vide, la vitesse de
phase est la constante ¢, et ce qui suit s’applique rigoureusement.

Si les variations de la vitesse de phase sont négligeables sur le domaine
spectral considéré, conformément & ’hypothése précédente, la fonction Hpa se
déduit de hpa par transformation de Fourier inverse et s’écrit

1 1 l|s —r||? 52 r?
H t)y=—=§¢t—=(D - . 9.28
Balsm ) =555 { > ( Y T9p " 2Rs;  2Ra (9.28)
Pour interpréter 'argument de la dérivée de la distribution de Dirac dans
la relation (9.28) nous introduisons la distance D(s, r) qui sépare le point r de

I’émetteur du point s du récepteur. Les notations sont celles de la figure 9.1 :
D(s,r) = PP’ = ||PP’|| avec

PP =Pp+pS+ S8 +8p+pP. (9.29)

De plus : ||SS'|| = D, pS = —r et S’p’ = s. Des approximations au second
ordre de pS et S’p’ conduisent &

12 7 s ? 2

PP"=|D- - — 9.30
(P- 57+ ) +lls 7P, (9.30)

puis, toujours au deuxiéme ordre,

22 (sl
D =PP =D - . 9.31
(s,7) SR, " 2Rp T 2D (0.31)
La relation (9.28) devient
1 D(s,r)

H )y=——=§6[t-—+), 9.32
pals )= ( d ) (9.32)

Fic. 9.1. Paramétres pour le calcul de
la distance d’'un point quelconque P de
I’émetteur & un point quelconque P’ du
récepteur (ici r et s sont choisis coli-
néaires pour faciliter la représentation
par une figure plane).
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et la relation (9.25)

Ep(s,t) ! OF4 (r,t @) dr. (9.33)

- 277717D R2 ot

Ce qui précéde se synthétise dans la proposition suivante, qui est finalement
un cas particulier du théoréme 5, valable pour la diffraction—propagation.

Proposition 9.4.1 (Diffraction d’un champ polychromatique). L’effet
de la diffraction—propagation sur une onde polychromatique est, outre une inté-
gration spatiale, un retard temporel — lié au temps de propagation de l’émetteur
au réceptewr — suivi d’une dérivation temporelle.

Remarque 9.4.1. Sila vitesse de phase n’est pas considérée constante, il n’est
pas possible, en général, de déduire formellement Hp 4 de hp 4 par une transfor-
mation de Fourier inverse, faute d’une expression explicite de v(r). Ce probléme
est étudié au chapitre 11 dans un cadre plus général que celui de la diffraction.

9.4.2 Justification de ’approximation d’une vitesse de phase
constante

Comme nous ’avons annoncé au paragraphe précédent, nous revenons sur
les conditions de 'approximation d’une vitesse de phase constante. Ce qui nous
intéresse, c’est la variation du terme v /v, qui intervient dans I’expression du
gain complexe hpa telle que celle de la relation (9.27), c’est-a-dire, au fond,
la variation du nombre d’ondes avec la fréquence. Il revient au méme de s’in-
téresser & la variation de k = nv, ou n est l'indice de réfraction du milieu de
propagation considéré.

Dans une expression comme celle de hpa — relation (9.27) — nous disons
que la fréquence se manifeste & la fois de facon directe — par les facteurs qui
contiennent explicitement v — et de fagon indirecte, par I'intermédiaire de v,
ou de l'indice de réfraction.

La variation relative de s due & une variation Av de la fréquence est

Ak Av An
JR— JR— + JR—

K v n
ou An dépend de Av.
L’hypothése faite au paragraphe précédent (vitesse de phase constante) re-

vient & négliger la variation relative de n par rapport & celle de la fréquence v
et & écrire, & la place de la relation (9.34),

: (9.34)

Ak Av
K v

(9.35)

La relation (9.35) est exacte pour le vide, milieu non dispersif (pour les ondes
électromagnétiques). Elle reste justifiée dans certaines situations qui vont étre
examinées.
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TaB. 9.1. Indice de réfraction de quelques substances [77].

Longueur Eau Fluorine Silice Crown Flint
d’onde (nm) a20° C vitreuse moyen dense
434,0 1,3404 1,4396 1,467 3 1,526 4 1,684 7
486,1 1,3371 1,4370 1,463 6 1,5214 1,6735
589,3 1,3300  1,4338 1,458 8 15153  1,6605
656,3 1,3311 1,4325 1,456 8 1,6127 1,6553
759,4

- - - 1,509 6 1,6495
768,2 1,328 9 1,4309 1,454 4 - -

Le tableau 9.1 donne des valeurs de I'indice de réfraction de quelques sub-
stances vitreuses ou cristallines (fluorine) et de I’eau. La variation de I'indice
sur ’ensemble du spectre visible est la plus forte pour le flint dense : elle vaut
un peu moins de 0,05 (en absolu), soit encore environ 3-10~2 en valeur relative.
Pour la silice, la variation est de 0,013, soit 0,9 - 102 en valeur relative.

Le tableau 9.2 donne 'indice de réfraction de air (milieu dilué). Sa variation
sur tout le spectre visible est de I’ordre de 6 - 10~ (c’est a la fois la variation
absolue et pratiquement la variation relative puisque l'indice est voisin de 1).

D’une extrémité a ’autre du spectre visible, la variation relative de la fré-
quence est d’environ 1/2, si bien que pour lair

= o1,2.107° =, (9.36)

1l en résulte que la relation (9.35) est vraie & mieux que 1,2-107° prés pour
un milieu dilué comme l’air (pour un gaz en général), sur tout le spectre visible,
ce qui signifie

Av

Ar Av
0,999988 — < — <1,000012
v K

L .

(9.37)

TaB. 9.2. Indice de réfraction de lair [29].

Longueur Indice de

d’onde (nm) réfraction

430,8 1,000 296 6
467,7 1,000295 1
486,1 1,000294 8
518,4 1,0002940
537,8 1,000293 5
589,6 1,0002926
656,3 1,0002916

759,4 1,000 290 5




9. Diffraction polychromatique 261

Elle est vraie & 2 - 1072 prés pour la silice et & environ 6 - 1072 pour un verre
dense (flint du tableau 9.1), ici encore, pour tout le spectre visible.

Cela précisé, I’analyse de I'influence indirecte de la fréquence (par inter-
médiaire de la vitesse de phase) est la suivante.

1. Si, dans ’expression d’une grandeur ou d’une fonction, les variations de la
fréquence sont négligeables dans leur influence directe, alors les variations
de la vitesse de phase (ou de l'indice de réfraction) le sont a fortiori. Cela si-
gnifie que l'influence indirecte des variations de la fréquence est négligeable.
Cela est vrai dans tout milieu.

2. Si les variations de la fréquence ne sont pas négligeables sous forme directe,
il y a lieu d’examiner leur influence indirecte via la vitesse de phase, essen-
tiellement sous forme absolue. Deux situations conduisent éventuellement
a négliger l'influence indirecte de la fréquence. Ce sont les suivantes :

a) Le rayonnement est a spectre étroit. Par exemple, une variation relative
de 10~* de la fréquence se traduit, dans un milieu dense comme la silice,
par une variation relative de la vitesse de phase inférieure a4 1077 ;

b) Le milieu de propagation est dilué. Les variations de l'indice sont elles
aussi inférieures & 107° sur tout le spectre visible.

Nous verrons aux paragraphes 9.5.2 et 11.2.3 des mises en ceuvre de ces ap-
proximations et nous verrons que la condition 2a) n’est pas facilement remplie.

9.4.3 Diffraction de Fraunhofer d’une onde polychromatique

La diffraction de Fraunhofer constitue un cas particulier de ce qui a été
discuté au paragraphe 9.4.1 et se rencontre si D = Ry = —Rp. La sphére
de Fourier de I’émetteur A ne dépend pas de la fréquence (temporelle) : elle
est achromatique. Au lieu de B comme récepteur nous utilisons F (sphére de
Fourier) : le gain complexe du transfert de 4 a F s’écrit

i 2i 2imv D
hpa(s,r,v) = ;—Zexp { :;/sw“} exp { m: } . (9.38)

Dans les limites de I'approximation métaxiale, la composante spectrale de
l'amplitude du champ sur F est

iv [ 2irvD] iy
er(s, V) = —exp |— ex s-r| ea(r,v)dr, 9.39
#(s,v) vD P i v /]Rz P { vD } Alr,v) ( )
ou encore, si on emploie la représentation fréquence totale sur I’émetteur,
iv [ 2irvD] vs
er(s,v) = —exp |— £ (—,V) . 9.40
#(s,v) vD P i v A\uD ( )

Ainsi la composante spectrale sur la sphére de Fourier est liée & la représentation
fréquence totale sur I’émetteur, laquelle est la transformée de Fourier spatiale de
la composante spectrale sur ’émetteur. C’est une généralisation du théoréme 1 :
la diffraction de Fraunhofer des ondes polychromatiques se traduit par une
transformation de Fourier spatiale portant sur les composantes spectrales.
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9.4.4 Chromatisme de diffraction

La relation (9.40) montre que la diffraction s’accompagne de chromatisme %,

c’est-d-dire que la figure de diffraction n’est pas la méme pour chaque fréquence
(temporelle). Ce chromatisme se manifeste sous trois formes® :

— chromatisme d’amplitude : terme iv/vD;

— chromatisme de phase : terme exp|[—2irvD/v];

— chromatisme de grandeur ® : terme vs/vD qui apparait dans ’argument
de la fonction €4 et qui traduit une homothétie (spatiale) de la figure de
diffraction.

Le chromatisme dont il est question ici existe méme dans le vide (pour lequel

v = ¢), et cela montre que son origine ne réside pas seulement dans la dispersion
du milieu de propagation. Il est di & la présence explicite de la fréquence v dans
I’expression des trois types de chromatismes cités plus haut. Il existe donc un
« chromatisme de diffraction pur » (non lié & la dispersion chromatique du
milieu). Il en est de méme, en premiére approximation, pour un milieu dilué
dans la mesure ou la dispersion de la vitesse de phase est négligeable.

Dans le cas général, le chromatisme de diffraction a une double origine :
dans le phénoméne de diffraction lui-méme (chromatisme de diffraction pur);
dans la dispersion chromatique du milieu de propagation (par l'intermédiaire
de la vitesse de phase). Sa variation avec la fréquence est de méme sens pour
les deux origines : par exemple le chromatisme de grandeur, qui vaut vs/vD,
augmente avec la fréquence & cause de la présence explicite de v dans cette
expression, et aussi parce que la vitesse de phase diminue si v croit (dispersion
normale).

Finalement, le chromatisme de diffraction varie & I'inverse du chromatisme
des matériaux, lequel résulte de la dispersion de l'indice de réfraction. Une
radiation bleue est davantage déviée par un prisme qu’une radiation rouge;
ou encore, la valeur absolue de la distance focale d’une lentille simple est plus
petite dans le bleu que dans le rouge. Au contraire, 'angle de diffraction d’un
faisceau lumineux incident sur un réseau de diffraction est plus grand dans le
rouge que dans le bleu (c’est une conséquence de la loi ¢ = \F).

9.4.5 Réponse percussionnelle et fonction de transfert temporelles
d’une pupille

Dans un article trés novateur [90], Froelhy, Lacourt et Viénot ont introduit
les notions de réponse percussionnelle et de fonction de transfert temporelles
d’une pupille optique. La figure 9.2 illustre les expériences proposées et, réalisées

4 L’analyse est faite ici pour la diffraction de Fraunhofer ; elle se développerait dans
le cas général au moyen de la relation (9.27). Le chromatisme décrit est propre a
la diffraction en général.

5 11 n’est pas nécessaire de supposer la vitesse de phase constante, puisque le chro-
matisme se décrit & ’aide de la composante spectrale, donnée par la relation (9.40).

5 Le chromatisme de grandeur est une notion classique en optique géométrique [156].
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[ : Analyse spectrale

F1G. 9.2. Montage-type des expériences de Froelhy, Lacourt et Viénot [90]. La pu-
pille diffractante est éclairée par une source blanche non représentée sur le schéma.
L’objectif £ produit un éclairage convergent, si bien que le phénoméne de diffraction
est de Fraunhofer. L’écran & isole un point du « plan » de Fourier. La partie droite
de la figure (au-dela de &) schématise 'analyse spectrale de la lumiére diffractée par
la pupille, observée au point isolé par £. On a choisi de symboliser cette analyse par
un prisme, mais I'emploi d’un autre type de spectroscope est envisageable.

par ces auteurs. Une pupille « diffractante » est éclairée par une onde conver-
gente obtenue & 1’aide d’un objectif £ & partir d'une source blanche (régime
de diffraction de Fraunhofer). Un écran &, percé d’une petite ouverture, isole
un point du « plan » de Fourier. Le spectre de la lumiére en ce point est analysé
par un spectroscope.

La figure 9.3 donne l'interprétation « métaxiale » du montage de la figure
9.2. La pupille diffractante, éclairée par une onde convergente, est équivalente
A un émetteur sphérique polychromatique A. On observe la diffraction sur la
sphére de Fourier F de A (diffraction de Fraunhofer).

La fonction de transfert temporelle, introduite par les auteurs précédents,
n’est autre que le gain complexe associé & la diffraction de Fraunhofer en lu-

Fi1G. 9.3. Interprétation du montage de la figure 9.2 dans les termes de la théorie
métaxiale. La pupille de la figure 9.2, éclairée par une onde convergente, est équi-
valente & un émetteur sphérique polychromatique A. L’écran £ isole un point de la
sphére de Fourier F.

" Parler de source (de lumiére) blanche est une image commode, mais souvent abu-
sive, pour désigner une source a spectre large couvrant & peu prés le spectre visible.
La définition précise, et conventionnelle, d’'une lumiére blanche reléve de la colo-
rimétrie et refléte un effet purement visuel [138,139]. Il est pratique de supposer
parfois que le spectre d’une telle source est représenté par une fonction rectangle,
c’est-a-dire qu’il est constant sur tout le domaine visible ; 'impression visuelle pro-
duite par une telle source serait légérement colorée et non blanche!
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miére polychromatique, un point de la sphére de Fourier, sg, étant fixé. Ce point
définit une direction d’observation. Autrement dit, la fonction de transfert tem-
porelle de la pupille est hpa(8g, 7, V). La réponse percussionnelle temporelle est
alors Hpa(sg,7,t).

Pour obtenir expérimentalement sa réponse percusionnelle temporelle, il
faudrait envoyer sur le systéme étudié (pupille diffractante) une percussion de
Dirac temporelle et étre capable d’effectuer des mesures sur des durées trés
courtes. En pratique, éclairer contintiment la pupille en lumiére blanche re-
vient & envoyer une succession de trains d’ondes trés brefs, proches de percus-
sions de Dirac. L’observation se fait sur le spectre de I'onde diffractée, qui est
stationnaire (c’est-a-dire sur le module du carré de la composante spectrale,
transformée de Fourier de ’amplitude de ’onde).

Dans les exemples qui suivent la composante spectrale de la source est
es(v); elle est supposée homogéne (pas de dépendance spatiale). Il lui corres-
pond une densité spectrale de puissance vs(v) = |eg()|?. On suppose de plus
étre dans le vide (v = ¢).

Trous d’Young, spectre cannelé. L’écran diffractant comporte deux trous

d’Young, séparés de L, comme ceux étudiés au paragraphe 5.2.3 (figure 9.4).
Avec les notations du paragraphe 9.4.3, la composante spectrale de I'onde

dans le plan des trous d’Young est (€y est 'unité de longueur, voir §3.4.1)

eq(z,y,v) = esv) b’ {0(1’ — é) + 5(:r + é)} 3(y) . (9.41)

La relation (9.40) donne, sur la sphére de Fourier (coordonnées ¢ et 7),

L4 (v) cos wg—y. (9.42)

eF(fanvl/):QEOQCD €g D

Le spectre de puissance observé au point (&, 7n) s’écrit

2062 137
‘€F(€,T],l/)|2 = Wﬁg(V)(l—‘rCOSQTFE) . (943)
Sauf au sommet de la sphére de Fourier (¢ = 0, n = 0), c’est un spectre cannelé,
comme le montre la figure 9.5.

cl .

Spectre cannelé

F1G. 9.4. Observation d’un spectre cannelé, diffracté par des trous d’Young en un
point de la sphére de Fourier, situé hors de 'axe de la pupille.
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|€F(070,V)|2 ‘eF(glaOaV)P |€F(£2707V)‘2

T T T T T T
141 1] 1 129] 1 1)
a b C

Fi1G. 9.5. Spectre cannelé diffracté par des trous d’Young éclairés par une source
« blanche » dont le spectre est uniforme sur Uintervalle [v1,17] : (a) au sommet de
la sphére (¢ = 0), on n’observe pas de cannelures; (b) prés du sommet; (c) loin du
sommet. (0 < & < &2.)

Remarque 9.4.2. La relation (9.43) s’interpréte de deux facons, et cela vaut
pour toute ouverture diffractante. Si la fréquence v est fixée, la fonction du
membre de droite est une fonction des variables d’espace, et la relation précé-
dente donne 'expression mathématique de la figure de diffraction de 'ouver-
ture. C’est au fond le point de vue adopté au chapitre 5. Si au contraire les
variables d’espace £ et 1 sont fixées, la variable est la fréquence et la méme
relation donne le spectre (temporel) diffracté. C’est le point de vue étudié dans
ce paragraphe.

Fente infinimente mince, de largeur finie. La fente, infiniment étroite,
est de largeur /. La composante spectrale de 'amplitude du champ sur la fente
est e, (x,y,v) = by eg(v) recte(x) 6(y) (o est I'unité de longueur). La représen-
tation fréquence totale s’écrit

sin Tl F;
8A(Fm,Fy,l/) :goes(l/)gwxx. (944)
La relation (9.40) donne
ler(0,0,0)* ler (€1,0,v)]? ler(€2,0,v)°
v v v
y'lau‘z z)lby'z I/I1CI/IZ

F1G. 9.6. Spectre cannelé diffracté par une fente de largeur finie. Méme légende que
celle de la figure 9.5.
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ily 2imvD| | wlév
ep(§n,v) = 7r_€ eg(v) exp {— } sin D (9.45)
et finalement
0o’ ey
lep (& m,v)? = =g s) sin® —2-. (9.46)

La figure 9.5 illustre ce résultat.

Remarque 9.4.3. Les résultats de ce paragraphe sont des cas particuliers de
celui établi au paragraphe 10.7.1.

9.5 Diffraction et imagerie des ondes de spectre étroit

9.5.1 Ondes de spectre étroit

La fréquence des ondes lumineuses étant trés élevée — de 'ordre de 5-10'¢ Hz
pour le spectre visible —, la lumiére émise par un laser est considérée comme
monochromatique avec une trés bonne approximation. Par exemple une largeur
de bande de la source de 1 GHz (cas d’un petit laser hélium-néon) représente
une variation relative de la fréquence de I’ordre de 10°. Il existe des lasers dont
la largeur de bande est encore beaucoup plus petite (parfois bien inférieure a 1
MHz; on arrive méme au Hz en métrologie).

Si on module la lumiére temporellement, la largeur de bande résultante
dépend & la fois de celle de ’onde porteuse qui est modulée, et de la modula-
tion elle-méme. Pour les besoins des télécommunications optiques actuelles on
module & 10 GHz des diodes lasers dont la largeur de bande est couramment
inférieure & 1 MHz : c’est pratiquement la modulation seule qui détermine la
largeur de bande. Bien qu’on puisse considérer comme monochromatique le fais-
ceau ainsi obtenu, ’étude de la dispersion chromatique dans une fibre optique
exige cependant de modéliser ’onde comme une onde de spectre étroit.

La lumiére émise par une lampe spectrale, éventuellement filtrée pour ne
correspondre qu’d une raie spectrale, est une autre illustration d’onde & spectre
étroit.

Ces exemples montrent que les ondes a spectre étroit sont une réalité phy-
sique. Leur représentation mathématique est une nécessité et constitue un bon
modéle pour traiter des phénomeénes de cohérence, de modulation et de disper-
sion (voir le chapitre 11).

Soit E4(r,t) le champ analytique associé & une onde de spectre étroit pro-
duite par un émetteur A. Nous appelons amplitude complexe du signal, et nous
notons A4(r,t), la fonction (ou distribution) définie par

Aa(r,t) = Ez(r,t) exp[—2invt] , (9.47)
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oll 7 est une fréquence du spectre du signal® La fonction A4 est & variations
lentes par rapport & exp[—2invt]. Si les composantes spectrales correspondant &
Ea et Aa sont eq(r,v) et aq(r,v), en appliquant la transformation de Fourier
4 chaque membre de la relation (9.47) on obtient

as(r,v) =ea(r,v+7). (9.48)

La composante spectrale de I'amplitude complexe sur A est la composante
spectrale du champ translatée de —v.

Si B est un récepteur situé a la distance D de A, la composante spectrale de
Pamplitude complexe du signal sur B est ag(s,v), et la relation (9.21) donne

ap(s,v) = /Z hpa(s,r,v+v)aa(r,v)dr, (9.49)
-

ou hpa est le gain complexe du transfert du champ de A & B. Le gain com-
plexe du transfert de 'amplitude complexe est le gain complexe du transfert
du champ translaté de —v.

9.5.2 Diffraction de Fresnel des ondes de spectre étroit

Considérons le transfert général du champ d’un émetteur A, de spectre
étroit autour de ¥, vers un récepteur B situé a la distance D (prise de sommet
a sommet). Avec les variables spatiales r sur A et s sur B, et conformément &
la relation (9.27), le gain complexe du transfert est h tel que®

h(sry)—i—yex _lmv M_l_i_i o _ 2imvD
T _’UD p I3 D RB RA XP v .

(9.50)

La fréquence v apparait trois fois explicitement dans le membre de droite
de relation (9.50) et la question se pose de savoir s’il est légitime d’approcher
v par v dans cette expression.

Elle intervient aussi indirectement par 'intermédiaire de la vitesse de phase
v. L’hypothése faite au paragraphe 9.4.1, selon laquelle la vitesse de phase sur
I’ensemble du spectre est quasiment une constante, est tout 4 fait réaliste pour
une onde & spectre étroit, si ce spectre se situe dans une région du spectre élec-
tromagnétique ol le milieu de propagation est transparent, une région éloignée
des zones de dispersion anormale (c.-a-d. loin des zones de forte absorption) [29].

L’analyse des possibles approximations est la suivante.

1. 11 est légitime d’approcher v par ¥ dans le terme v/vD dont la variation
relative est aussi celle de v. Ainsi, pour une onde de largeur spectrale
relative 1073, ce coefficient varie de 1073, Nous remplacons v par 7, et v

8 La fréquence U est une fréquence arbitraire du spectre. On pourrait la définir comme
la fréquence « centrale » du spectre [25, 26].
9 Pour alléger, nous écrivons h au lieu de hpa.
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par U, sans changer notablement les valeurs de h(s, 7, v). Nous sommes ici
dans le cas 1 de I’analyse du paragraphe 9.4.2 (p. 261).

Dans chaque expression ot nous ferons 1’approximation de v par v nous
choisirons plutot la longueur d’onde A que la fréquence comme variable
(A = ¥). Ainsi pour toute fréquence du spectre (étroit) de I’onde nous
écrirons

v 1

— . 9.51
vD \D ( )

. Considérons 'argument —2irvD/v de la deuxiéme fonction exponentielle

de la relation (9.50). Pour le vide v = ¢ = 3 - 10¥m/s, ce qui fixe un ordre
de grandeur 3 v; la fréquence v est de l'ordre de 5 - 10 Hz. Si D est de
l'ordre du métre, alors

D
Y 1,510, (9.52)
v

Une variation relative de 107 de v — c’est un spectre plus étroit que celui
pris comme exemple au point précédent — se traduit par une variation ab-
solue de I'ordre de 102 du terme de phase (en y incluant le facteur 27). Il
s’agit 1a de ce que nous avons qualifié d’influence directe de la fréquence.
Cette variation est beaucoup plus grande que 1 et 'argument de la fonction
exponentielle varie beaucoup quand on passe d’une extrémité du spectre
a lautre. Il n’est pas légitime de remplacer v par v dans ce cas, car cela
se traduirait par une modification radicale des valeurs de la fonction expo-
nentielle.

I1 faut ensuite évaluer I'influence indirecte de la fréquence (qui se manifeste
par l'intermédiaire de la vitesse de phase). Nous sommes ici dans le cas 2a)
de ’analyse du paragraphe 9.4.2 (p. 261). Une variation relative de 1075
de la fréquence se traduit, dans un milieu dense, par une variation de 107
de v et finalement par une variation absolue de 2rvD /v de I'ordre de 1,5 —
soit environ /2 —, ce qui se situe & la limite de I'acceptable. Considérer la
vitesse de phase constante n’est possible que pour un spectre trés étroit (de
I'ordre de 107° au maximum en valeur relative) ou bien si & 'hypothése de
spectre étroit on ajoute celle d’un milieu dilué.

La situation est intermédiaire pour le troisiéme facteur du membre de droite
de la relation (9.50). Notons

aw [|lr—s|]? s r?
T ( D JrRB Ra)’ 953

et évaluons sa variation absolue pour une variation de v. Supposons pour
fixer les idées D, R4 et Rp de 'ordre de 1 m et r et s de "ordre de 0,05 m.
Alors |7| < 0,75 10°. Une variation relative de 1075 de v se traduit par
une variation de 7 inférieure & 0,75, ¢’est-a-dire & une variation de la phase
inférieure & /4, une valeur acceptable. Dans ce cas on peut remplacer v
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par U dans l'expression de 7. (Nous avons choisi des données a la limite de
Pacceptable, comme pour fixer une borne supérieure a ’approximation.)
Ici l'influence indirecte de la fréquence est négligeable conformément a
I’analyse faite au point 1 du paragraphe 9.4.2.

Remarque 9.5.1. Une meilleure définition de la notion de spectre étroit, plus
opérationnelle, est la suivante : une onde est de spectre étroit s’il est possible
de remplacer v par ¥ dans I’équation (9.53) sans avoir de différence appréciable
dans le résultat. Cela dépend bien str de la précision exigée pour connaitre ce
dernier. Le troisiéme point de I’énumeération précédente fixe quelques ordres de
grandeurs. <

Finalement, pour une onde de spectre étroit, ’approximation de la fonction
h s’écrit

h(s,r,v) i { in <|8 —r||? N 52 r? )} { 2i7Tl/D:|
PV)==exp|—-=|———+=—— = || exp |———= .
P TIUTD T TR TR
(9.54)

La réponse percussionnelle spatio-temporelle se déduit de A par transfor-
mation de Fourier inverse temporelle. Pour rendre le calcul théorique possible,
la vitesse de phase, notée v, est supposée constante, conformément & la double
hypothése d’un spectre étroit et d’un milieu dilué. Ainsi

i ir (lls—r|? s 12
(8,7%) VPR { A ( b Rp  Ra

Il y a séparation entre la partie spatiale de H et sa partie temporelle. La partie
temporelle représente un retard lié au temps nécessaire & la lumiére pour aller
de I'émetteur vers le récepteur. La relation (9.25) s’écrit

i ir (|ls—r|]* 2 r? D
Ep(s,t) = — SRy (| A | Y S i I 1
5(5:0) AD Jre exp{ A( D JrRB Ra A\ v )"

(9.56)

(5t—2. 9.55
-2 e

Proposition 9.5.1. Pour une onde de spectre étroit, et dans les limites de
Uapprozimation métaziale, leffet de la diffraction se décompose en un opéra-
teur linéaire spatial et un retard temporel. Il y a séparation des deuz effets (ils
opérent indépendamment 'un de Uautre).

Remarque 9.5.2. La séparation de 'effet temporel et de I'effet spatial se com-
prend en comparant la proposition 9.5.1 & la proposition 9.4.1, ou encore les
relations (9.56) et (9.33). Dans cette derniére, la distance D(s,r) dépend du
point courant sur ’émetteur (r) et du point d’observation du phénomeéne de
diffraction (s), alors que dans la relation (9.56) D est une constante.

Remarque 9.5.3. Supposer la vitesse de phase constante pour justifier ’ap-
proximation du point 2 de 'analyse précédente exige de satisfaire des conditions
séveres de milieu dilué et de spectre trés étroit (sauf dans le vide!). Le cha-
pitre 11 traite du cas ou ces conditions ne sont pas remplies.



270 Optique de Fourier

9.5.3 Diffraction de Fraunhofer des ondes de spectre étroit

C’est, le cas du paragraphe précédent avec D = R4 = —Rp. Le gain com-
plexe s’écrit
i 2i 2imv D
h(s,r,v) = ;exp {J—W s-r} exp {— WNZ/ } , (9.57)
AD AD v
et la réponse percussionnelle spatio-temporelle
i 2i D
H(s,r,t) = ;exp {Nl—ﬂ s-r} 5 {t - 7} . (9.58)
AD AD v
L’amplitude du champ sur la sphére de Fourier de ’émetteur A est

i f 2im
FEr(s,t) = =— exp {~—s~r
r&0=55 L 5o

D
E,4 (r,t - %> dr. (9.59)

9.5.4 Transparence de courbure en spectre étroit

Soient un émetteur A de rayon de courbure R4 et deux récepteurs tangents
B’ et B” situés a la distance D de A. Le gain complexe du transfert de A &
B’ est h(s,r,v) et c’est h'(s,r,v) de A & B”. De la relation (9.54) résulte
lexpression des composantes spectrales du champ sur B’ et B” ep/(s,v) et
ep~(s,v), sous la forme

i 1 1 9
ep(s,v) =ep/(s,v) exp { 3 (RB// RB’) s } . (9.60)
Comme les calottes sphériques B’ et B” sont tangentes, la relation (9.60) tra-
duit le transfert du champ par une transparence de courbure (il s’agit de la
représentation mixte).

La représentation spatio-temporelle du transfert du champ par transpa-
rence de courbure, en spectre étroit, se déduit de la relation (9.60) par une
transformation de Fourier inverse temporelle et prend la forme

Epn(s,t) = Epi(s,t) exp {—%( ! ! )s?} : (9.61)

Rp» Rpg

Remarque 9.5.4. On arrive au méme résultat — c’est-a-dire & la relation
(9.61) — en déduisant de la relation (9.60) la forme explicite du gain complexe
du transfert associé & une transparence de courbure, soit

i 1 1
h(s',s,v) = exp {—% (RB// - RB/> 52} 5(s’ —s), (9.62)

puis celle de la réponse percussionnelle spatio-temporelle (déduite de h par
transformation de Fourier inverse temporelle)

H(s',s,t) =exp {—% (R;/ - R;) 52} 5(s' —s)®d(t). (9.63)

La relation (9.61) s’obtient enfin par convolution temporelle de H avec Ep/ et
intégration spatiale, conformément & la relation (9.56), ou méme (9.25).
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9.5.5 Imagerie d’un émetteur a spectre étroit

L’imagerie cohérente obéit & la double conjugaison, comme il a été vu au
chapitre 4 : conjugaison des sommets et conjugaison des centres de courbure.
Ici, le systéme optique qui forme I'image d’un émetteur A est supposé achroma-
tique, ¢’est-a-dire corrigé des aberrations chromatiques [156]. Certes ’achroma-
tisme est difficile & obtenir techniquement, sur un large domaine : en pratique
on « replie le spectre » et il reste toujours un résidu de chromatisme. L’hypo-
thése d’un chromatisme parfaitement corrigé est toutefois réaliste en spectre
étroit. Cela revient & supposer que 'image A’ de A est indépendante de la
fréquence et que le grandissement aux sommets, comme celui aux centres de
courbure, sont des constantes.

Dans ces conditions, de la relation (4.30) (c’est le théoréme 2 p. 78)

1 r’
Upr(?Y=—U (—) , 9.64
ar(r') 5 U\ (9.64)

on déduit la relation suivante qui lie les composantes spectrales des champs sur
I’émetteur et sur son image

1 7
ea(r’,v)=—eq (T—,Z/) . (9.65)
Js s
La relation (9.65) s’écrit aussi
, 1 7!
6,4/(7“,1/):—<5 — -7 ,eA(r,Z/)>, (9.66)
Js s

et elle fournit expression du gain complexe du transfert du champ par imagerie

1 7’
h(r',r,v :—6<——r>. 9.67
( ) Ys Gs ( )
La réponse percussionnelle spatio-temporelle est
, 1 7’
Hr'\rt)=—40 ——7r | @60t —tp), (9.68)
gs gs

ou t, est le temps de propagation de la lumiére'® du sommet de A au som-
met de A’. Finalement, ’amplitude du champ sur A’ (représentation spatio-
temporelle) est

N
Eu(r't) = E4 =1t ] . (9.69)
Gs gs

10 1’achromatisme signifie que t,, est indépendant de la fréquence.
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9.5.6 Conclusion pour les ondes de spectre étroit

Les formules de diffraction d’une onde de spectre étroit sont similaires &
celles d’une onde monochromatique dont la fréquence serait v, fréquence ar-
bitrairement choisie dans le spectre de ’onde. La seule différence réside dans
le retard engendré par le temps de propagation de I’émetteur au récepteur.
Ce retard se traduit par un terme de phase qui dépend de la fréquence. Par
exemple, pour la diffraction de Fresnel, on a (avec Av = v)

2imv D im (1 1y ,

i
ep(s,v) = D exp =
" /e { im (1 1 )7”2} o { QiﬂST
xpl-= | =— — Xp|—=—8§-
e P 3\D Ra PI" %o

a comparer avec I'équation (3.31) p. 52, qui, dans son expression compléte '
et avec les notations de ce chapitre, prend la forme

i 27D i1 1Y
Up(s) = D exp {— 3 } exp {—T (R_B + B) s } (9.71)

im (1 1 9 2im
X exp|l—=|—=—— )| exp|—=—s1| Us(r)dr.
/]R p{ X (D RA> } p{ D } Alr)

On établit des comparaisons analogues pour la diffraction de Fraunhofer,
pour une transparence de courbure, ou pour l'imagerie cohérente.

ea(r,v)dr,

9.6 Exercices

Exercice 9.1. Ecrire 'expression du gain complexe d’une transparence de
courbure en lumiére polychromatique.

En déduire I'expression de la réponse percussionnelle spatio-temporelle
d’une transparence de courbure.

Exercice 9.2. Appliquer ’analyse du paragraphe 9.4.5 & une ouverture circu-
laire. Puis & une ouverture annulaire (pupille d’un télescope). Dans les deux
cas, tracer les graphes correspondant a la figure 9.5.

1 Cest-a-dire en réintroduisant le terme exp[—2imD#/¥] que nous n’écrivions pas,
suivant la régle 1.



Chapitre 10

La cohérence et son transfert

La lumiére a des variations temporelles aléatoires : une étude statistique
est nécessaire pour décrire les fluctuations du champ, celles de ’éclairement
incident sur un détecteur, etc., et prédire les résultats de mesures effectuées
sur ces grandeurs. Ce chapitre examine les propriétés statistiques d’ordre 2 du
champ électrique, c’est-a-dire sa cohérence, et la propagation de cette derniére
par diffraction. Dans les limites de la théorie métaxiale, tous les résultats liés
4 la cohérence se déduisent du seul transfert de amplitude du champ. La
méthode suivie s’écarte des méthodes classiques [16,29, 98,153, 245] dans la
mesure ol elle met en ceuvre des émetteurs et récepteurs sphériques.

Le paragraphe 10.1 est consacré & une approche élémentaire et intuitive de
la notion de cohérence en optique classique ; son but est de rendre naturelle la
définition de la cohérence donnée au paragraphe 10.2 et de justifier certaines
hypothéses sur les propriétés que posséde a priori le champ électromagnétique
et sur lesquelles se fondent les résultats de ce chapitre.

Certaines notions et certains théorémes appliqués dans ce chapitre sont
exposés dans les appendices F et G ; 'appendice H précise les propriétés essen-
tielles codes fonctions de cohérence.

10.1 Considérations élémentaires sur la cohérence en
optique

10.1.1 Echelles de temps et cohérence

En optique classique !, la cohérence traduit la capacité d’une source de lu-
miére a4 produire des interférences. Cette définition est sans doute trop som-
maire pour ne pas cacher quelques subtilités ; elle mérite d’étre précisée. Dans
le cadre d’une théorie classique ! du rayonnement, la notion de cohérence est
liée aux échelles de temps caractéristiques de la maniére dont la lumiére est
émise par les atomes et de celle dont on observe ? un phénoméne lumineux.

! Non quantique.

2 L’observation suppose en pratique la détection de l'onde électromagnétique. En
optique classique on mesure un éclairement. Conformément & ce que nous avons
expliqué au chapitre 1, la grandeur observée « potentiellement » est ramenée a
Pintensité vibratoire. Une théorie de la détection plus compléte reléve de 'optique
quantique.
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L’émission de lumiére par les atomes et les molécules est au coeur de la
physique atomique [43]; son étude reléve de la mécanique quantique. Nous
nous limitons ici & un exposé élémentaire, en des termes naifs, nécessairement
approximatifs, mais dont nous croyons qu’ils peuvent toutefois fournir une jus-
tification plausible aux définitions et notions utilisées dés le paragraphe 10.2.

Nous admettons que les atomes émettent la lumiére sous la forme de trains
d’ondes de durée finie [87]. Un modéle mathématique simple consiste & re-
présenter 'amplitude d’un train d’onde par une fonction sinusoidale tronquée
(temporellement). Au besoin, on améliore le modéle en choisissant une fonction
sinusoidale amortie, de la forme et/ cos 2wt (vp est la fréquence fondamen-
tale et 79 une constante d’amortissement temporelle), qu’on tronque éventuel-
lement (en la multipliant par une fonction « rectangle »).

Dans ces conditions, trois échelles de temps sont & prendre en compte :

1° La premiére échelle est fixée par la période des vibrations lumineuses :
71 = 1/, si vp est la fréquence fondamentale. Cette période est de l'ordre
de 10715 s (environ de 1,3- 107 s 4 2,6 - 10715 s pour le spectre visible).

2° La deuxiéme échelle est fixée par la durée des trains d’ondes. C’est la durée
d’émission de la lumiére par un atome quand il passe d’un état excité 4 un
état moins excité. La physique atomique nous enseigne® que cette durée 7
est de Pordre de 1077 s.

3° La troisiéme échelle est fixée par la durée d’observation 73 : elle est bornée
inférieurement par la durée que requiert un détecteur pour donner une ré-
ponse & une excitation lumineuse. Le domaine des valeurs de 73 s’étale sur
plusieurs ordres de grandeur : de 10~ s & plusieurs secondes (et davan-
tage, c’est-a-dire une durée aussi longue qu’on le souhaite). Comme valeur
typique nous prenons 1 s.

Les trois durées s’ordonnent ainsi : 71 € T < 73; et ce qui est impor-
tant c’est qu’elles ont des ordres de grandeurs bien différents (c’est pourquoi
considérer 73 ~ 1 s est caractéristique).

Finalement, en optique, on observe sur une longue durée (a ’échelle de 73)
des phénoménes oscillant & des périodes trés petites (de 'ordre de 71) et qui
ont eux-mémes une durée intermédiaire (de 'ordre de 72). On n’observe que la
moyenne, prise a ’échelle de 73, d’'un phénoméne qui varie & ’échelle de 75 et
qui oscille & I’échelle de 7.

Dans ces conditions, la cohérence d’une source lumineuse est sa capacité a
produire des interférences a ’échelle de 73, fixée par la durée d’observation. La

3 11 est nécessaire de donner ici des explications supplémentaires et pour cela d’anti-
ciper sur la suite. Nous verrons que la durée des trains d’ondes est liée au spectre
de la source qui les émet. Les trains d’ondes dont nous parlons ici correspondent
a la largeur « naturelle » d’une raie spectrale; par la suite nous les qualifions de
trains d’ondes physiques. De fait, les raies spectrales sont élargies par divers phé-
noménes : effet Doppler, chocs entre atomes d’un gaz. De tels phénomeénes auront
par conséquent un effet sur la cohérence de la source ; pour cette raison, nous intro-
duisons au paragraphe 10.1.4 la notion de train d’onde apparent, liée a la largeur
spectrale effective de la source.



10. La cohérence et son transfert 275

possibilité effective d’observer (ou de détecter) des interférences & une échelle
comparable & 72, conduirait & revoir la notion de cohérence d’une source *

10.1.2 Superposition de deux vibrations

Soient deux vibrations sinusoidales, d’amplitudes
z1(t) = ay cos(2mit — 1), (10.1)
x2(t) = az cos(2mvat — pa), (10.2)

qui, superposées, produisent I’amplitude
x(t) = x1(t) + x=2(t). (10.3)

En optique (théorie scalaire), z, x1 et x2 sont des amplitudes du champ
électrique, et la détection porte sur la moyenne temporelle du carré de x(t) (ou
carré du module en représentation complexe), & un facteur dimensionnel preés :
Pintensité vibratoire est (le symbole { }; indique la moyenne temporelle)

I = {(x(t)?);. (10.4)

Avant de préciser sur quelle échelle de temps est prise la moyenne temporelle,
nous écrivons
z(t)? = a1? cos®(2mvit — 1) + ag? cos?(2muat — po)
“+ajas cos[2m(v1 + o)t — 1 — o
+arag cos[2m(vy — v2)t + w2 — 1] (10.5)
Les fréquences v et vo sont des fréquences du domaine optique et la

moyenne temporelle est prise sur une durée grande par rapport a 73 = 1/v1 (ou
1/v9 qui lui est comparable), si bien que (pour j = 1,2)

(cos 2my;t)s = (cos(2must — ;) =0, (10.6)

(cos?(2mvt — ;) = % , (10.7)
et & plus forte raison (car v; + o > 1/1)

(cos2m(v1 + o)t — 1 — w2])y = 0. (10.8)

4 On ne voit pas d’interférences si on regarde une feuille blanche éclairée par une
source blanche. Une photographie de cette feuille montre une image d’éclairement
homogeéne (les appareils photographiques actuels peuvent descendre a des temps
de pose de (1/8 000) s). Si I'on pouvait toutefois prendre une photographie de
la méme feuille, éclairée de la méme fagon, avec un temps de pose de 'ordre de
107° s, on enregistrerait des interférences, du type speckle. Un tel champ de speckle
se modifie & ’échelle de 72 : 'ceil (humain) ne pergoit qu’une moyenne temporelle
sur un temps finalement long, de 'ordre d’un quinziéme de seconde; il en résulte
une homogénéisation de I’éclairement.
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Il en résulte
. a12 a22

(x(t)?); = - + - + arag(cos[2m(vy — vo)t + w2 — 1))t - (10.9)

Dans la relation (10.9), le terme (cos[2w(v1 — v2)t + @2 — p1]): représente
des battements dont la fréquence est |1 — v2|. Observe-t-on ces battements ?
Pour cela il faut détecter des variations d’éclairement & une échelle de temps
de Pordre de 1/|v; — vo|. 1l faut donc, en général, compte tenu des moyens
techniques dont on dispose, que |1 — 12| soit assez petit. On obtient cela, en
principe, en controlant parfaitement la fréquence des sources ; mais c’est difficile
A réaliser en optique, et on pallie cet écueil en dédoublant 'onde émise par une
seule source et en superposant les deux ondes dérivées, aprés avoir décalé la
fréequence de I'une d’elles (un tel décalage s’obtient par exemple en déplacant
un des deux miroirs d’un interférométre de Michelson dans un mouvement de
translation uniforme; le décalage de la fréquence résulte de ’effet Doppler).
Dans ce dernier cas, on a pratiquement des interférences.

Formule des interférences. On a des interférences, au sens strict®, si le
phénomeéne de battements est « statique », c’est-d-dire si v1 = r». Posons
@ = @2 — 1, si bien que l'intensité vibratoire qui résulte de la superposition
des vibrations est

a12 a22

I={(z(t)?); = - + - + ajaz cos g . (10.10)

Il est toujours possible de supposer aijas > 0, quitte & changer l'origine du
temps : le déphasage entre 1 et x2 est encore égal & et la valeur de I n’est pas
modifiée. En notant I = a1?/2 et Iy = a3?/2 (ce sont les intensités vibratoires

des vibrations x7 et xs) la relation (10.10) devient (formule des interférences)

I=05L+L+2\/I115 cosp. (10.11)

Le terme 2+/I1 I cos ¢ de la relation (10.11) est le terme d’interférences.

L’éclairement résultant (intensité vibratoire ici) dépend essentiellement de
la différence de phase qui existe entre les deux vibrations superposées. De 14 le
phénomeéne d’interférences : interférences constructives si ¢ = 0 [r], destructives
si ¢ = 7 [r]. Le calcul de I’éclairement s’effectue en tout point d’un écran éclairé
par deux ondes; I’état d’interférences en chaque point de I’écran dépend du
déphasage des vibrations incidentes en ce point. La méthode est générale en ce
sens qu’elle s’applique a tout type d’interféromeétre (a deux ondes ici) : trous
d’Young, interférométre de Michelson par exemple.

En général les détecteurs optiques ont une réponse de durée grande par
rapport & 72 (la durée d’émission d’un train d’ondes). La moyenne temporelle
qui donne I’éclairement s’effectue & I’échelle de 73, c’est-a-dire sur une durée
grande par rapport & 7o. Les interférences sont un phénoméne stationnaire, &

5 2 M N 2 . 2~
? Dans un sens élargi, des battements & basse fréquence sont considérés comme un
phénomeéne d’interférences lentement variable.
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I’échelle de 73; c’est a cette échelle que se définit la cohérence d’une source.
L’hypothése de stationarité & 1’échelle de 73 est nécessaire pour expliquer les
interférences.

Comme 75 est grand par rapport a 71, une moyenne effectuée a 1’échelle de
T9 aurait un sens. On peut concevoir des interférences a 1’échelle de 74, car le
déphasage ¢ est maintenu constant & cette échelle. Les détecteurs habituels ne
permettent toutefois pas de les observer.

10.1.3 Trains d’ondes et cohérence

Contrairement a ce qui se passe en radio-électricité, il est difficile de main-
tenir constante la différence de phase entre deux sources lumineuses de méme
fréquence. Dans ces conditions, la meilleure fagon de produire des interfé-
rences, c’est-a-dire des battements statiques, consiste & dédoubler ¢ 'onde issue
d’une seule source de facon & obtenir deux répliques qu’on superpose dans
un deuxiéme temps. Chaque train d’onde se trouve dédoublé, puis ses deux
répliques, souvent décalées dans I’espace, sont superposées.

Puisque la durée d’un train d’onde est limitée, on comprend que si le déca-
lage des deux répliques est trop grand, ces derniéres ne se superposent pas et il
n’y a pas d’interférences. La figure 10.1 illustre cela & I’aide d’un interférométre
de Michelson.

Un train d’onde de durée 7 a une longueur L = ¢, ou ¢ est la vitesse de la
lumiére (on suppose 'interféromeétre placé dans le vide). Un train d’onde issu de

Mo

S

F1G. 10.1. Mise en évidence des possibilités d’interférences pour un train d’onde a
l'aide d’un interférométre de Michelson. Le schéma de l'interférométre est simplifié
(pas de lame compensatrice). Il y a des interférences dans les situations a) et b), pas
dans la situation c). Les explications sont données dans le texte.

5 Nous prenons ici le cas d’un dédoublement. Il existe des interféromeétres & ondes
multiples, comme l'interférométre de Fabry-Perot. On distingue les interférométres
a division d’amplitude — interférométre de Michelson — des interférométres & divi-
sion du front d’onde (les trous d’Young en sont un exemple).
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la source S, schématisé par une sinusoide tronquée, se scinde en deux répliques
quand il arive en O sur la séparatrice. Les deux répliques se réfléchissent I'une
sur M, 'autre sur Mo, puis se superposent en sortie de l'interférométre. Pour
plus de clarté elles sont décalées latéralement sur les schémas de la figure 10.1.
Examinons les trois situations présentées.

1. L’interférométre est réglé a la différence de marche nulle si les miroirs sont
équidistants de O (fig. 10.1 a). Dans ce cas les deux répliques parcourent
des distances égales et émergent de I'interférométre en phase”. Les deux
répliques interférent en sortie de I'interférométre.

2. On déplace le miroir Mo de A. Le train d’onde T5 est en retard de 2A par
rapport & T1. Si 2A < L, comme c’est le cas sur le schéma de la figure 10.1 b,
les trains d’ondes 17 et 15 se superposent partiellement et interférent sur
leur partie commune. Nous anticipons sur la notion de contraste : ici le
contraste des franges a diminué par rapport a la situation précédente (le
modéle d’'une amplitude de la forme d’une sinusoide amortie permet de
comprendre cela simplement).

3. Le miroir M est décalé de telle sorte que 2A > L (fig. 10.1 ¢). Les trains
d’ondes T7 et Tb ne se superposent plus et ne donnent pas lieu & interfé-
rences.

Dans la réalité un atome émet une série de trains d’ondes successifs 714,
T2l T8 ete., chacun donnant lieu & des répliques Tl[j Vet T2[j]. Prenons comme
réference le prolongement de la portion de sinusoide que constitue 711 & la-
quelle nous comparons tous les trains d’ondes TV, en définissant pour chacun
d’eux une phase relative. Nous distinguons deux cas extrémes :

— le cas incohérent (la dénomination se justifiera d’elle-méme par la suite)
pour lequel les phases sont aléatoires et équiréparties sur [0, 27]. Les trains
d’ondes successifs n’ont aucune relation de phase fixe entre eux;

— le cas cohérent pour lequel les différents trains d’ondes sont les portions
d’une méme sinusoide. Ils ont une relation de phase fixe entre eux.

Revenons a 'interférométre de la figure 10.1, réglé a la différence de marche
nulle comme sur la partie a) du schéma. La figure 10.2 montre les répliques
telles qu’elles émergent de Uinterférométre. Chaque train d’onde interfére avec
lui-méme® et tous les trains d’ondes produisent la méme figure d’interférences,
que la source soit cohérente ou incohérente (c’est-a-dire indépendamment des
relations de phase entre les trains d’ondes successifs). Il y a des interférences
dans ce cas a I’échelle de 73, parce que les interférences produites par chaque

" Pour simplifier nous ne tenons pas compte d’un éventuel déphasage a la réflexion.
Si la surface réfléchissante de la séparatrice est diélectrique, ce déphasage vaut
7 : il transforme ce qui serait un phénoméne d’interférences a centre blanc en un
phénomeéne a centre noir ! Nous n’avons pas représenté non plus la lame compensa-
trice, indispensable pour obtenir I’égalité des chemins optiques (A toute longueur
d’onde).

8 Plus précisément, ce sont les répliques ’1'1[]] et ’1'2[]] de chaque train d’onde 1 qui
interférent.
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O AR

FiG. 10.2. A la différence de marche nulle, les interférences dues aux trains d’ondes
successifs sont les mémes. Le phénoméne est stationnaire : on observe des interfé-
rences.

train d’onde, d’une durée de ’ordre de 72, sont identiques : chaque train d’onde,
A son arrivée, maintient le phénoméne.

Plagons-nous dans la situation c) de la figure 10.1 : le décalage des trains
d’ondes est supérieur & leur longueur. La figure 10.3 montre schématiquement
ce qui se passe avec une source incohérente (I’emploi de ce mot pour décrire
cette situation sera justifié a posteriori). Les trains d’ondes successifs n’ont pas

de déphasage fixe entre eux. Du fait du décalage du miroir Mo, la réplique T1[2]
se superpose (partiellement) & la réplique T2[1]. Ces deux répliques produisent
des interférences, sur leur partie commune, dont la durée est de 'ordre de 75.
De la méme facon, la réplique Tl[g] se superpose a la réplique T2[2] : elles donnent
des interférences, sur une durée de ’ordre de 72, qui remplacent celles dues aux
deux répliques précédentes. Mais la relation de phase qui existe entre T1[2] et
T2m n’est pas la méme (en général) que celle qui existe entre TI[S] et TE] : les
deux phénomeénes d’interférences sont différents. Si on poursuit ’analyse avec
la suite des trains d’ondes 7! on obtient une suite de figures d’interférences
qui se succédent & une fréquence de 'ordre de 1/79, qui sont différentes entre
elles. Ce qui est détecté, a I’échelle de 73, c’est la moyenne de I’éclairement de
chaque figure : c’est un éclairement uniforme. Il n’y a pas d’interférences a une
échelle de temps de l'ordre de 73. Il n’y a pas cohérence.

VWYV AW

e T e
,1,2(3> ,1,2[2] ,1,2[1]

F1G. 10.3. Source incohérente. Les trains d’ondes successifs n’ont pas de déphasage
fixe entre eux. Si le décalage des répliques est supérieur a la longueur des trains
d’ondes, il n’y a pas d’interférences.

Examinons maintenant le cas d’une source cohérente, comme le montre la
figure 10.4. Les trains d’ondes successifs sont émis & des instants aléatoires, mais
la phase est conservée de 'un & l'autre : les trains d’ondes du schéma b) sont,
de fait, les parties tronquées de la sinusoide du schéma a). Ceux du schéma c) le
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Fi1aG. 10.4. Source cohérente. Les trains d’ondes successifs sont en phase et sont pour
cette raison les trongons d’une méme sinusoide.

sont d’une sinusoide représentée en d) : c’est la sinusoide du schéma a) décalée
par la translation du miroir My. On constate que le déphasage qui existe entre

les répliques Tl[l] et T2m, qui ont une partie commune, est aussi celui qui existe

entre les répliques T1[2] et T2[2], entre les répliques Tl[g] et TQ[?’] etc. Chaque paire
de répliques produit la méme figure d’interférences & ’échelle de 75. De plus
TI[Z] et T2[2] ont aussi une partie commune et leur déphasage est le méme que
précédemment. C’est encore le cas de T1[4] (non représenté) et de T2[3] etc. Le
phénomeéne est stationnaire : on observe des interférences & ’échelle de 13. Il y

a cohérence (ce qui justifie a posteriori le vocabulaire employé).

Interférences et corrélation temporelle. Considérons un interférométre
de Michelson dont un miroir est décalé de A par rapport & la position qu’il
occuperait a la différence de marche nulle. En sortie de linterférométre on
superpose deux vibrations qui s’écrivent

z1(t) = acos(2mvot — ¢1), (10.12)
xa(t) = acos(2mvot — ¢2), (10.13)

et dont la différence de phase est

4 A

p=@2— 1= = 27T, (10.14)
si on est dans le vide, et ol 7 est le temps que met la lumiére pour parcourir la
distance 2A (a cause de la réflexion, un décalage de A d’un des miroirs produit
une différence de chemin optique 2A).

Ce qui est intéressant ici, ¢’est qu’on superpose une vibration x; avec la
vibration xs qui n’est autre qu’une version de x; déphasée, c’est-a-dire au fond
translatée dans le temps. On a en effet

wa(t) = wy(t — 7)), (10.15)

si bien que l'intensité vibratoire en sortie de 'interférométre est
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I(r) = ([w1(t) + 1 (t — 7)) - (10.16)
Avec des notations complexes, I'intensité vibratoire de la vibration z(t) est ®
I(r) = (@1 (t) + 1 (t — 7)[*)e, (10.17)
soit, explicitement
Ir)y =2l + (1) 1t — 7) )¢ + (1 (t) z1(t — T) )1
=2, + 2R (ml(t)mﬁ} . (10.18)

ou Iy = (|z1(t)]*)s = (lz1(t — 7)[*)e-

Le terme d’interférences de lintensité vibratoire en sortie de linterféro-
métre est la partie réelle de la fonction d’autocorrélation ' de 'amplitude de
la vibration, définie par

I(r) = (z1(t) 21 (t — 7)) - (10.19)

Cela justifie l'introduction de cette fonction pour décrire la cohérence du
champ ; en optique elle prend méme le nom de fonction de cohérence.

Enfin, l'intensité vibratoire de la source est, avec les notations précédentes,
Io = {Jz1(t)|*): = I'(0). Ce sera la définition retenue par la suite (paragraphe
10.2.3).

10.1.4 Cohérence temporelle et largeur spectrale

Spectre d’un train d’onde. Une source de lumiére comporte un grand
nombre d’atomes : tous n’émettent pas en phase, ni rigoureusement a la méme
fréquence M. Avant d’examiner les conséquences de cela, que peut-on dire du
spectre de 'onde émise par un atome dans les conditions du paragraphe pré-
cédent 7 C’est une onde a spectre étroit. Le spectre d’une fonction sinusoidale
tronquée est une fonction (sinx/x)?; le rapport 72 /7 étant de I'ordre de 10, le
spectre est concentré autour de la fréquence fondamentale 1. Le modéle d’une
sinusoide amortie fournit un résultat plus réaliste. Il est commode d’employer
la notation complexe et de tenir compte de la paire de Fourier (T est la fonction
de Heaviside)

9 Si on voulait rendre compatible cette définition de Pintensité vibratoire avec celle
obtenue en notation réelle — relation (10.16) —, il faudrait introduire un coeflicient
1/2 devant le membre de droite de la relation (10.17) et écrire

1

I(T)i§

(le1(t) + z1(t = 7)),
ce que nous ne ferons pas. Cela revient a modifier la définition de l'intensité vibra-
toire, ce qui n’est guére génant puisque nous omettons déja 'impédance du milieu
(voir le chapitre 1).

10 Voir la note en bas de page 8 p. 234.

1 Tes raies spectrales ont justement une certaine « largeur ». Par exemple l'effet
Doppler est une cause d’élargissement.
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T2

e 10.20
1+ 2imvry’ ( )

Y(t) exp {— i } =

72

pour écrire 'amplitude associée & un train d’onde et son spectre sous la forme
(a est une constante dimensionnelle)

t . aTo
T(t —— 2 t| = . 10.21
aT () exp { T2:| exp[2imvot] 14 2im(v — )12 ( )
Le module au carré du spectre est
2,2
y(v) 4T (10.22)

T+ A7 (v — 1vp)%1?’

et son graphe est une « lorentzienne ». Cela correspond bien au profil naturel
des raies spectrales. Compte tenu de vg ~ 5-10™ Hz et de 70 ~ 1079 s, le
spectre est trés étroit, centré autour de vq.

Spectre d’une source cohérente composée d’un grand nombre d’ato-
mes. Il n’y a aucune raison a priori pour que tous les atomes d’une source
lumineuse émettent des trains d’ondes de méme longueur d’onde, et méme si
c’était le cas, qu’ils les émettent en phase. C’est pourtant ce qui se passe dans
un laser, ou la lumiére est amplifiée par émission stimulée : un atome excité
retrouve son état initial s’il est stimulé par une onde (de fréquence appropriée) :
il émet une onde identique & 'onde stimulante dont I’amplitude est ainsi dou-
blée, la phase conservée. D’autre part le laser comporte une cavité optique et la
résonance privilégie des ondes en phase. Les trains d’ondes successifs émis par
un atome du milieu amplificateur d’un laser apparaissent comme les tronca-
tures d’une méme sinusoide. Puisque les atomes émettent des trains d’ondes &
tout instant, tous ces trains d’ondes reconstituent une seule et méme sinusoide.
L’onde émise par le laser est pratiquement une onde harmonique'? (sinusoi-
dale).

Dans ce cas, tout se passe comme si on avait une augmentation de la lon-
gueur des trains d’ondes. Nous parlons de train d’onde apparent. Pour une
source cohérente, la longueur des trains d’ondes apparents est beaucoup plus
grande que celle des trains d’ondes physiques, effectivement émis par les atomes.

Les schémas a) et d) de la figure 10.4 montrent qu’on obtient des interfé-
rences méme pour un décalage plus grand que la longueur des trains d’ondes
physiques : ce qui compte c’est bien la longueur des sinusoides en a) et d),
c’est-d-dire la longueur des trains d’ondes apparents. Celle-ci se mesure & ’aide
du montage de la figure 10.1.

Spectre d’une source incohérente composée d’un grand nombre
d’atomes. Si aucun artifice n’est utilisé comme dans un laser, le spectre d’'une
source est plus large que celui des trains d’ondes physiques. L’élargissement

1211 y a bien str une limite & cela : par exemple les atomes d’un laser & gaz sont
animés d’'un mouvement, si bien que chaque radiation émise par un atome subit
Peffet Doppler. Cela se traduit par un élargissement du spectre de ’onde émise.
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provient ici du fait que les atomes de la source émettent des trains d’ondes
dont les fréquences fondamentales ne sont pas les mémes. De 1a résulte un
brouillage des interférences, qui a lieu méme pour un petit décalage des miroirs
d’un interférométre de Michelson par rapport & la position de la différence de
marche nulle. Tout se passe cette fois-ci comme si on avait des trains d’ondes
apparents beaucoup plus courts que les trains d’ondes physiques.

Cohérence temporelle. Longueur de cohérence. Le montage de la figure
10.1 permet de mesurer la longueur des trains d’ondes apparents d’une source
S définis dans les conditions précédentes. On part de la différence de marche
nulle, pour laquelle on observe des interférences, puis on déplace par exemple le
miroir Ms. Il arrive un moment ou les interférences ont disparu : on met ainsi
en évidence la longueur de cohérence de la source, qui caractérise sa cohérence
temporelle.

Lalongueur de cohérence est liée au spectre de la source. Indiquons quelques
ordres de grandeur.

1. On obtient des interférences avec de la lumiére blanche, dont la longueur
de cohérence est de l'ordre de 5 um. Les distances des miroirs a O doivent
étre égales avec une précision de ’ordre de 2,5 um.

2. Les lampes spectrales ont, des longueurs de cohérence de 'ordre de quelques
centimétres. Cela dépend de la pression du gaz dans ’ampoule : la longueur
de cohérence augmente quand la pression diminue.

3. Les lasers ont des longueurs de cohérence allant de quelques centimétres a
plusieurs kilométres. Un petit laser hélium-néon courant a une longueur de
cohérence d’une dizaine de centimétres, voire du double. Un laser ionique &
argon a une longueur de cohérence d’environ 5 cm. Cette longueur devient
de 'ordre de quelques métres si on place un étalon Fabry-Perot dans la
cavité laser. Pour les besoins des télécommunications optiques, on fabrique
des diodes lasers dont la longeur de cohérence se chiffre en centaines de
métres. C'est aussi le cas pour des lasers employés en métrologie, de trés
grande pureté spectrale.

Remarque 10.1.1. La notion de cohérence et celle de monochromaticité sont
différentes et doivent étre distinguées. Certes une source qui serait parfaitement
monochromatique serait nécessairement cohérente (temporellement et spatia-
lement) puisque tous ses points émettraient des trains d’ondes arbitrairement
longs : en tous les points d’un écran qu’elle éclaire, la source produirait des
vibrations ayant entre elles une relation de phase fixe dans le temps : c’est la
définition de la cohérence. Dans la réalité, les sources lumineuses sont seule-
ment quasi-monochromatiques : un émetteur de spectre étroit spatialement
incohérent est concevable. Enfin on produit des interférences avec de la lumiére
a spectre large (lumiére blanche) : la cohérence (spatiale) est suffisante pour
Iobservation de franges stationnaires.
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10.1.5 Cohérence spatiale

La notion de cohérence spatiale, liée & I’étendue de la source, se comprend
de la facon suivante. On obtient des franges d’égales épaisseur avec un inter-
férométre de Michelson en inclinant 1égérement un des deux miroirs, comme
I'indique la figure 10.5. On parle de franges du coin d’air (le coin est formé par
les deux miroirs, ou plus précisément par leurs images & travers I'objectif £).

Dans un premier temps, la source est quasi ponctuelle. Les franges d’inter-
férences sont du type de celles obtenues dans I'expérience d’Young. En effet
chaque miroir donne une image de la source : S; pour M; et Sy pour My;
S1 et S5 se comportent comme deux trous d’Young. Si la source est de spectre
étroit, les franges ont un profil sinusoidal. Il est possible toutefois d’obtenir des
franges d’interférences avec une source blanche.

Si on déplace S en S, dans le plan de la figure 10.5, perpendiculairement &
I’axe S My, les franges se déplacent dans le plan £, perpendiculairement 4 I’axe
optique de £, d’'une quantité & proportionnelle & SS5’. Si SS’ est petit, & est
assez petit pour que les franges dues & S’ se superposent pratiquement a celles
dues & S. Dans ce cas, les deux systémes de franges se renforcent 'un 'autre.

En revanche, si on augmente S.S’, on passe par une valeur de d telle que les
franges d’interférences dues & S’ sont en opposition avec celles dues & S : les
deux systémes de franges se neutralisent.

Considérons désormais une source de lumiére ayant une étendue variable.
On obtient cela en plagant un diaphragme iris devant une source étendue. La
source est composée d’un trés grand nombre d’atomes ; chaque atome émet la
lumiére indépendamment des autre atomes, sans aucune relation de phase fixe
entre les différents trains d’ondes. Si la source est assez petite (diaphragme
trés fermé), les franges dues a tous les atomes se superposent et donnent des
franges d’interférences de bon contrate. Si on augmente le diamétre de liris, le
contraste diminue. On arrive méme a une valeur de ce diamétre pour laquelle
les interférences ont disparu : les atomes du bord de I’iris produisent des inter-
férences qui neutralisent celles dues aux points centraux de 'iris. On a perdu
la cohérence.

Les dimensions de la source influent sur sa capacité & produire des interfé-
rences. On parle de cohérence spatiale dans ce cas.

Fig. 10.5. Observation de franges du coin d’air sur
I’écran £. L’objectif £ projette les images des deux mi-
roirs sur £.
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10.1.6 Description de la cohérence

Les explications des paragraphes précédents, pour schématiques qu’elles
soient, permettent de compendre certains choix dans les modéles théoriques
adoptés pour définir la cohérence [16,87,98,114,153,241]. Voici quelques élé-
ments & prendre en compte dans la description de cette derniére :

1. Stationnarité. L’observation d’interférences sur une durée longue par rap-
port aux périodes d’oscillations du champ conduit & I’hypothése de station-
narité de ce dernier ;

2. Corrélation temporelle. La cohérence temporelle traduit la corrélation qui
existe entre les oscillations du champ prises & deux instants différents, sé-
parés d’une durée fixe (qui correspond au décalage obtenu a ’aide d’un
interféromeétre). Cela justifie la représentation de la cohérence par la fonc-
tion de corrélation de I'amplitude du champ;

3. Corrélation spatiale. La cohérence spatiale traduit la corrélation qui existe
entre les oscillations du champ en deux points de la source;

4. Largeur spectrale. Plus que la longueur des trains d’ondes physiques, effec-
tivement émis par la source, c’est la longueur des trains d’ondes apparents
qui caractérise la cohérence : c’est d’elle que dépend la corrélation des vi-
brations. Cette longueur est d’autre part liée & I’étendue spectrale de la
source. Il apparait une relation naturelle entre cohérence et largeur spec-
trale, exprimée théoriquement par le théoréme de Wiener-Khintchine.

10.2 La cohérence du champ électrique

10.2.1 Notations. Moyenne temporelle

Le champ électrique sur un émetteur ou un récepteur est un signal aléatoire ;
sa représentation temporelle est, en toute généralité, une distribution aléatoire.
Nous traitons toutefois seulement de fonctions aléatoires, dont I’appendice G
expose quelques propriétés, et utilisons les notations intégrales habituelles. Pour
rendre les écritures plus simples, nous adoptons méme des notations légérement
différentes de celles de ’appendice G et moins rigoureuses qu’elles.

Ainsi la moyenne temporelle de la fonction aléatoire (temporelle) X s’écrit

T/2

1
Xy = i — X(t)dt 10.2
0= i 7 [ X, (10.23)

ot X (t) remplace X, (t) — voir la relation (G.8). (X, est une réalisation de X.)

Nous ferons systématiquement I’hypothése que I’amplitude du champ est
une fonction aléatoire stationnaire et ergodique, de facon a appliquer le théo-
réme de Wiener—Khintchine sous la forme du corollaire G.2.2. (Voir aussi la
remarque G.2.1 p. 518.)
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10.2.2 Premier ordre

Soit E4(r,t) la représentation spatio-temporelle du champ électrique a
Iinstant ¢ et au point r d’un émetteur (ou récepteur) sphérique A. La va-
leur moyenne temporelle de E4(r,t) est (Ea(r,t)); et correspond & un champ
statique qui ne se propage pas, comme le montrent les équations de Maxwell.
Nous pouvons donc supposer

(Ea(r,t))e =0, (10.24)

sans que la propagation de la lumiére ne soit affectée.

10.2.3 Deuxiéme ordre. Cohérence

On a ’habitude en optique de baptiser « cohérence » les fonctions de cor-
rélation dont le paragraphe 10.1 examine le réle dans la description des inter-
férences. Ainsi les explications du paragraphe 10.1 justifient intuitivement les
définitions qui suivent. Celles-ci ont toutefois une portée plus générale, n’étant
plus liées & une expérience d’interférométrie particuliére. En effet les fonctions
de corrélation s’introduisent dans la théorie des fonctions aléatoires, comme
exposé dans I'appendice G. Les propriétés de la cohérence, les résultats établis
& son propos, ne sont que la traduction, dans le langage de 'optique, des pro-
priétés des fonctions (ou distributions) aléatoires !® (voir la remarque G.2.2).

Soient r; et 73 deux points d’un émetteur (ou récepteur) A (fig. 10.6). La
cohérence mutuelle entre les vibrations lumineuses en ces deux points est 14

FA(T‘l,T‘Q;T):<EA(T1,t)EA(T2,t7T) >t~ (1025)
Elle vérifie
FA(T‘Q,T‘l;T) = FA(T‘l,T‘Q; —7). (10.26)

Si r1 = 7o, la cohérence mutuelle devient la cohérence propre au point 71,
c’est-a-dire I'4(r1,71; 7). Ainsi

Ta(r,r;7) = (Ba(r,t) Ex(r,t — 7)) (10.27)

L’intensité vibratoire au point r de I’émetteur, notée I(r), est

I(r) = I'x(r,r;0). (10.28)
L’intensité (vibratoire) mutuelle aux points ry et 7o est, par définition,

Ta(r1,72;0) = (Es(r1,t) Ea(ra, 1)) . (10.29)

13 Parfois I'inverse vaut aussi : il existe une « formule des interférences » en théorie
des fonctions aléatoires [17], terme proprement ondulatoire.

1 T¢i Pindice A indique un émetteur ou un récepteur, et non une fonction aléatoire
comme dans 'appendice G. La fonction aléatoire étudiée est toujours 'amplitude
du champ électrique, et il n’y a pas lieu de 'indiquer par un indice.
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Fia. 10.6. La cohérence mutuelle traduit la corrélation
qui existe entre les vibrations émises (ou regues) en deux
points quelconques 71 et P2 d'un émetteur (ou récepteur)

A.

L’appendice H présente quelques propriétés mathématiques de la cohérence
mutuelle et de la cohérence propre. On déduit par exemple de I'inégalité de
Schwarz la relation

Pa(ry,ros 7| < [Ta(ry) La(ra)] 7 (10.30)

Remarque 10.2.1. Ce n’est pas l'intensité vibratoire qui se mesure en pra-
tique mais I’éclairement, dont I'unité S.I. est le W/m? (voir le chapitre 1).
L’éclairement est le produit de l'intensité vibratoire par I'inverse de I'impé-
dance. De la méme facon que lintensité vibratoire, la cohérence a une unité
qui est le W-Q/m? ou encore VZ/m?2

10.2.4 Représentation mixte. Densités spectrales

Densités spectrales de puissance et d’interaction. L’intensité vibratoire
I4 du signal polychromatique |F4), supposé certain, se répartit (en principe)
sur tout le spectre électromagnétique. En un point r, 'intensité vibratoire
contenue dans le domaine [v, v + dv| est

dIs(r) =va(r;v)dv, (10.31)

ot v4(r; v) est la densité spectrale de puissance.

La définition de la densité spectrale de puissance d’un signal aléatoire est
donnée a I’appendice G : c’est la définition G.2.1. Elle s’applique & un champ
électrique polychromatique aléatoire.

La densité spectrale de puissance est un cas particulier de la densité
spectrale d’interaction y4(ry1,72;v), définie & 'appendice G, et correspond a
r1 = ra. Pour cette raison nous écrivons parfois v4(r, r; v) au lieu de v4(r; v).

Selon le théoréme de Wiener—Khintchine [17,97,153,203], démontré dans
I’appendice G, et sous ’hypothése que le champ est une fonction aléatoire
stationnaire et ergodique au sens large, la densité spectrale d’interaction
~va(r1,T2; V) aux points r1 et r, est la transformée de Fourier temporelle de
la cohérence mutuelle I'4(ry,72;7), c’est-a-dire

Ta(r1,m2;7) = yalry,r2;v). (10.32)

Il résulte de la relation (10.26)
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valre,ri;v) = yalry, rojv). (10.33)

Si ry = 1o = r, il résulte de la relation (10.32) que la densité spectrale de
puissance ya(r,r;v) est la transformée de Fourier temporelle de la cohérence
propre. Par conséquent, 'intensité vibratoire au point r est

Ia(r) = Ty(r,r;0) = / Ya(r,r;v)de. (10.34)
R
La relation (10.34) est la forme intégrale de la relation (10.31).
La densité spectrale d’interaction est relative a la représentation mixte du
champ : elle est la représentation mixte de la cohérence.

Décorrélation de bandes spectrales disjointes. Avec les notations du pa-
ragraphe G.2.5 de I'appendice G, la densité spectrale de puissance v, d'une
fonction aléatoire X vérifie la relation

E[dz (1) dza(r2) | = vy (1) 6(v1 — v2) dvy dus, (10.35)

dont il résulte une propriété fondamentale des ondes lumineuses : deux vibra-
tions dont les spectres ont une intersection vide sont totalement incohérentes
entre elles et ne peuvent donner lieu & interférences. Cette propriété reste vraie
pour des radiations issues d’une méme source (c’est-a-dire pour des domaines
spectraux disjoints d’une méme source, et pour un temps d’observation long).

10.2.5 La notion de cohérence abstraite et ses représentations

De la méme fagon que le signal champ électrique |E4) admet quatre re-
présentations, on congoit la notion de signal de cohérence |C4) sur A muni
de quatre représentations. Ainsi la représentation spatio-temporelle de la cohé-
rence est I'4, tandis que sa représentation mixte est v4. On dresse un losange
de Fourier pour la cohérence de la fagon suivante

Ia(ri,ma;7)
T N
ga(F1, Fa;7) va(ry, ro;v) (10.36)

Ga(F1,Fs;v)

Puisque r1 et 72 sont des vecteurs de dimension 2, la correspondance entre
La(r1,72;7) et ga(F1, Fa;7) s’établit par U'intermédaire d’une transformation
de Fourier & quatre dimensions, qui s’écrit sous la forme

gA(Fl,FQ;T) = / FA(’Pl,T‘Q;T) exp[Qiﬂ(rloFl +T2°F2)} dridrsy.
R

(10.37)

Il en est de méme de la correspondance entre v, et G4.
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10.2.6 Cohérence spatiale, cohérence temporelle

Un émetteur A (ou une source lumineuse) est réductible [98] si sa cohérence
mutuelle s’écrit, pour r1, T2 et T quelconques, sous la forme

La(r1,m257) = afry,re) B(7) . (10.38)

La fonction «a représente la cohérence « spatiale » de I’émetteur, et la fonction
[ sa cohérence « temporelle ».

On parle également de rayon de cohérence. 11 s’agit d’une notion spatiale :
le rayon de cohérence au point 71 (pris comme référence) est R tel que

alry,re) =0, si [|re —ri]| > R. (10.39)

Dans la pratique, une condition telle que a(ri,r2) &~ 0 est plus réaliste. Si
[[r2 —7r1]| > R, la cohérende mutuelle I'4(r1,72;7) est nulle (ou pratiquement
nulle) : les vibrations en 71 et ro sont incohérentes entre elles.

Dans les exemples suivants, I’émetteur A4 peut étre remplacé par un récep-
teur.

Exemple 10.2.1 (Emetteur totalement cohérent). Une source monochro-
matique de fréquence g est telle que

B(r) = eHmT, (10.40)

et constitue un exemple d’émetteur totalement cohérent. Il s’agit d’un cas li-
mite, qui n’existe pas vraiment (physiquement). Mais la lumiére émise par
certains lasers permet de rapprocher ces sources de la limite évoquée ici.

Les modules des amplitudes du champ en 7y et r2 sont proportionnels, et
on est dans le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz (appendice H), si bien que

1/2

[Ta(ry,m2;7)| = [La(r1) La(r2)] (10.41)

Dans la relation (10.41) on suppose par exemple 71 donné : la relation est
alors vérifiée pour tout 7 et tout 7. Le col d’un faisceau laser est un exemple
de source totalement cohérente (dans les limites déja évoquées). Une source
lumineuse ponctuelle et monochromatique I’est également.

Exemple 10.2.2 (Emetteur totalement incohérent). Il s’agit d’un émet-
teur spatialement et temporellement incohérent. Sa cohérence mutuelle s’écrit 1°

FA(T‘l,T‘Q;T) = FA(T‘l,T‘l;T) 602’(0 (5(7"1 — 1"2) (5(7’), (10.42)

et représente encore un cas limite, essentiellement a cause du terme §(7). Une
source étendue de spectre large — par exemple une lampe & incandescence ou
un tube fluorescent — est totalement incohérente.

15 Le facteur £o°to homogénéise les distributions de Dirac ; £y est I'unité de longueur
et to Punité de temps (voir le paragraphe 3.4.1).
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Exemple 10.2.3 (Emetteur spatialement incohérent). Un tel émetteur
correspond & I'4(r1,r2;7) = 0 pour r1 # ra. Alors, quel que soit T,

FA(T‘l,T‘Q;T) :IA(’I"l)EUZ (5(1"1 —Tg)ﬁ(t). (1043)
Cela s’écrit encore
Ta(ri,re;7) = La(r,r1;7) Lo 6(r1 — 12) . (10.44)

Le rayon de cohérence est nul en tout point. Une source thermique (lampe a
incandescence par exemple) filtrée & I'aide d’un filtre chromatique passe-bande
est spatialement incohérente (on suppose que la source a une certaine étendue
spatiale).

Exemple 10.2.4 (Emetteur temporellement incohérent). C’est le cas
FA(T‘l,T‘Q;T) = Oz(T‘l,’I"Q) f() (S(T) (1045)

Une source & spectre étendu est temporellement incohérente. Une ampoule as-
sez petite comme le sont les ampoules & halogénes, si elle est vue & une distance
suffisante pour paraitre quasi ponctuelle, est une source temporellement inco-
hérente. Une étoile, vue de la Terre, constitue un autre exemple.

10.3 Superposition de deux champs. Interférences

Avant d’étudier le transfert de la cohérence par diffraction, nous appliquons
les définitions du paragraphe 10.2.3 aux situations décrites au paragraphe 10.1
et précisons la formule des interférences établie au paragraphe 10.1.2.

10.3.1 Formule des interférences. Degré de cohérence temporelle

Soit un récepteur A sur lequel on superpose deux champs d’amplitudes
[1] et E A] Il s’agit de calculer la cohérence mutuelle du champ résultant
EA = E,[q] + Ef]. Pour expliquer certains phénoménes d’interférences, il est

utile de considérer que E[Al] est un champ « retardé » (les deux ondes qui se
superposent ont parcouru des chemins optiques différents). Si 7. est ce retard,
I’amplitude résultante est

Ea(r,t) = EX(rt+ 1)+ EQ(r,1), (10.46)

et la cohérence mutuelle sur A s’écrit
FA(T‘l,T‘Q;T) = (EA(T‘l,t)EA(T‘Q,t—T) >t (10.47)
= ([EW vt +7) + ED )] [ ED oyt 7 — 1)
+E1[42](’I“2,t77'):|>

— FE” (ri,ro;7) + FEQ] (ri,ro;7) + FEQ](rl, T T + Te)

+Ff”(r1,r2;7 —Te),

t
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ou
Iy oy 7) = (BW (1, 6) B gyt — 1) )s . (10.48)
L’intensité vibratoire au point r est
I4(r) = Ta(r,7;0) (10.49)
= FEU (r,r;0) + FIE;M] (r,r;0) + FEZ] (r,r;7e) + FEH (r,r;—7e) -
Du fait que

e ez = riP e, e -1, (10.50)
I'intensité vibratoire en 7 s’écrit encore
Ia(r) = FEU (r,r;0) + FIE;H] (r,r;0) + FEZ] (r,r;7e) + FEZ] (r,r;7e)
= 1)+ 1) 4 2R (e, 77 ) (10.51)

La relation (10.51) est une formule des interférences, & comparer a la relation
(10.18).

Degré de cohérence temporelle. Le degré de cohérence temporelle MEZ] est

défini par

F[12] T
W12y = La (e (10.52)

1 2
1) 18 (r)
C’est une fonction a valeurs complexes, et I'inégalité de Schwarz conduit &
P e, <1 (10.53)

La formule des interférences (10.51) devient

La(r) = Iy + ) + 2 10 () 19 R [ (e, 70)] (10.54)

a comparer & la relation (10.11).

10.3.2 Mesure de la cohérence temporelle

_ Soit une source pontuelle S de spectre étroit autour de la longueur d’onde
A. Dédoublons-la, par exemple a I'aide d’un interféromeétre de Michelson (fig.
10.7) : nous obtenons deux images de la source. Tout se passe comme si nous dis-
posions de deux sources 57 et Sy, comme l'indique la figure 10.8. Leur décalage
est S152 = 8 = 2(OM; — OM>) (c’est la différence de marche). L’éclairement,
est observé & la distance D, plus précisément sur la sphére A de centre S> et
de rayon D (D > §); la distance D est telle que D = SO + OM; + MyE.
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Fi1c. 10.7. Schéma d’un interférométre
de Michelson comprenant une lame semi-
réfléchissante passant par O, une lame
compensatrice en C et deux miroirs pas-
sant par M; et M». A la différence de
marche nulle les distances OM; et OM>
sont égales.

Si I'interférométre est placé dans le vide, le retard de la vibration issue de
S) par rapport a celle issue de Sy est 16 7. = 8/c. Si D est assez grand, ce retard
est le méme pour tous les points de la sphére \A.

La source Sy crée sur la sphére A un champ homogéne (spatialement), de
la forme

ER (r,t) = Usp(t), (10.55)

ou Uy est une constante dimensionnelle et ot la fonction 3, qui décrit ’évolution
du champ, est telle que |3(0)] = 1. La source S; crée un champ de la forme

] _ L G
EA(r,t—&-TC)—erxp{ X(D—&—S D)r}ﬁ(t—&-n)

imdr?
~Upe — t+ 7). 10.56
vewp |20 6t 1 7 (10.56)

2

La cohérence de la source est définie par la fonction I, telle que

I(r) = (B@t) Bt = 7) e, (10.57)
exp[—it)(7)]. On a I'(0) = 1, car

qui se met sous la forme I'(7) = |I'(7)
[8(0)] = 1. 1l en résulte

12 iror?
I = UoPexn | 2] 1(r), (10.58)
| d ] D |
S |E  Fic. 10.8. L’interférométre de la figure 10.7

donne deux images de la source .S. Pour les
interférences en F, tout se passe comme si
on avait deux sources S1 et S, séparées de
la distance 8 = 2(OM1 — OMa).

% Voir la note en bas de page 7 p. 278. Si besoin est, le déphasage supplémentaire
est supposé inclus d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>