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Avant-propos

Ce livre presente l'optique de Fourier de far;on originale : il se fonde en
effet sur la theorie metaxiale du professeur Georges Bonnet et tient compte
des recents apports de la transformation de Fourier fractionnaire. Il n'est pas
dassique en ce sens qu'il s'ecarte du point de vue, universellement adopte,
dont l'ouvrage du professeur J. Goodman [97] reste la meilleure expression. Il
est ne du besoin de disposer d'un texte detaille qui puisse servir de reference
aux recherches (non dassiques!) que je mene dans Ie domaine, afin de m'eviter
de devoir rappeler en preambule a chaque nouvelle publication des resultats
deja publies, mais malheureusement peu connus. Ce n'est pas par gout de
l'originalite que j'ai choisi Ie cadre metaxial, puis fractionnaire, mais bien parce
que je suis convaincu des avantages qu'offre la doctrine metaxiale pour decrire
la diffraction et ses applications, dans les limites d'une theorie scalaire. J'espere
bien que ce livre contribuera a convertir les lecteurs a cette opinion.

L'ouvrage est la transcription de cours d'optique de Fourier donnes depuis
une quinzaine d'annees dans diverses formations universitaires 1 et ecoles d'in­
genieurs 2. Il constitue egalement la version franr;aise, notablement etoffee, d'un
livre publie en Colombie [187], dont la majeure partie a accompagne des cours a
l'universite industrielle du Santander, a l'universite du Cauca et a l'universite
de Pamplona (Colombie), un seminaire a l'universite federale de Rio de Ja­
neiro, et dernierement des cours intensifs a l'universite d'Antioquia (Medellin)
et a l'universite catholique du Perou (Lima), dans Ie cadre d'une cooperation
avec l'universite Paris-Sud (Orsay). Ces cours m'ont conduit a rechercher une
presentation du sujet qui soit didactique et cela devrait, je crois, se refleter
dans Ie texte. C'est aussi dans cette perspective didactique que j'ai indus des
exercices, dont certains proposes comme sujets d'examens dans les formations
et institutions deja mentionnees.

Compte tenu de la toute recente reforme du systeme universitaire franr;ais,
les chapitres 1 a 5 peuvent servir de support a un cours de premiere annee de
mastere de physique (ancienne maitrise). Quelques elements choisis dans les

1 Maitrise de physique a l'universite de Bretagne-Sud (UBS, Lorient et Vannes),
D.E.A a l'universite de Bretagne occidentale et a l'universite de Rennes 1, et
deuxieme annee du mastere « Physique, photonique et optique des telecommu­
nications » commun a l'ENSTB et l'ENIB a Brest, l'ENSSAT a Lannion, l'INSA
de Rennes et l'UBS.

2 Ecole nationale superieure des telecommunications de Bretagne (ENSTB, Brest)
et Ecole superieure d'electricite (Supelec, Rennes).
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chapitres 9 et 10, si l'accent est mis sur la coherence, ou Ie debut du chapitre 8
pour la formation des images, voire Ie chapitre 7, pour l'etude des faisceaux
gaussiens, fournissent des complements envisageables a ce niveau. Certains
approfondissements correspondent davantage a des cours de deuxieme annee
de mastere oriente vers l'optique (ancien D.E.A). L'ensemble me parait en­
core convenir a des formations d'ingenieurs comportant un enseignement d'op­
tique. Les chapitres se rapportant a la transformation de Fourier fractionnaire
s'adressent a des chercheurs qui souhaiteraient poursuivre l'etude de l'optique
de Fourier fractionnaire (en suivant la logique metaxiale).

*
* *

La composition de cet ouvrage resulte de mon propre cheminement en op­
tique et, au moment d'envoyer Ie texte a l'imprimeur, je me rends compte que
mon premier contact avec l'optique de Fourier remonte a plus de trente ans.
J'ai beneficie de ce que j'estime etre des circonstances heureuses pour deve­
lopper l'etude de ce domaine. Ma premiere chance fut sans doute de decouvrir
Ie sujet a travers les cours dispenses a l'Ecole superieure d'optique par Ie pro­
fesseur Andre Marechal et par Ie professeur Serge Lowenthal, sans oublier Ie
cours de microscopie de M. Georges Nomarski, ni les conferences du profes­
seur Joseph Goodman, alors en sejour sabbatique a l'Institut d'optique! Ce
fut une autre chance que de pouvoir mettre immediatement en pratique ce que
je venais d'apprendre, en donnant moi-meme un cours d'optique de Fourier a
l'universite industrielle du Santander (Colombie), ou je fus professeur d'optique
pendant deux ans. J'enseignais alors la forme dassique de la theorie dont j'eus
ainsi l'occasion d'approfondir la connaissance, comme il arrive quand on pre­
tend enseigner quelque chose. La troisieme chance, la plus determinante, sans
doute preparee par mon parcours anterieur, fut d'obtenir un poste de chercheur
a l'universite de Toulon et du Var, dans Ie laboratoire du professeur Georges
Bonnet. J'ai ainsi decouvert la theorie metaxiale de la bouche meme de son
inventeur. Et, pur produit de I'Ecole d'optique franr;aise, j'ai ete enthousiasme
par la vision du professeur Bonnet, si bien que, quelques annees plus tard,
lorsque je donnai un cours d'introduction a l'optique de Fourier a l'ENST de
Bretagne, il me parut naturel de tenter de suivre la voie si magnifiquement
ouverte par Georges Bonnet.

Tout cela se ressent certainement dans la presentation adoptee pour Ie texte,
dans Ie choix des matieres et des applications qui y sont abordees. Outre les
sujets dassiques de l'optique de Fourier (formation des images, transfert de
la coherence, holographie, traitement du signal), j'ai indus dans Ie livre des
themes qui ne sont pas rattaches traditionnellement a ce domaine : resonateurs
optiques, faisceaux gaussiens, spectrometrie instrumentale. L'optique de Fou­
rier apparait ainsi comme un cadre tres general, au sein duquel s'expliquent
et se modelisent un grand nombre de phenomenes optiques. J'espere que cet
effort de synthese sera apprecie.
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L'optique n'est pas une branche isolee de la physique, et Ie livre sort parfois
de ce domaine en montrant comment les techniques de l'optique de Fourier per­
mettent de comprendre, par exemple, quelques proprietes des antennes radio­
electriques. En etablissant ces paralleles, je suis certain d'etre fidele a l'esprit
meme qui a guide Georges Bonnet dans l'elaboration de la doctrine metaxiale.
Je crois de plus que cela sera utile aux etudiants et les aidera a acquerir une
vue unifiee des problemes de propagation electromagnetique en espace libre, du
moins dans leurs grandes lignes. L'histoire des sciences montre que de tels rap­
prochements sont souvent fructueux : des progres accomplis dans une discipline
sont suivis de progres similaires dans une discipline connexe, pour peu qu'on
ait pris soin de faire Ie lien entre les procedes propres a chacune d'elles. J'en
veux pour preuve l'optique astronomique actuelle, qui repose sur la methode
de Handbury Brown et Twiss, mise au point en 1954 pour la radio-astronomie
- qu'on peut d'ailleurs voir elle-meme comme une extension de la methode de
Michelson et Pease de 1921, purement optique -, et sur la technique de synthese
d'ouverture developpee pour Ie radar.

Dans la forme, j'ai cherche a etre consistant sur Ie plan mathematique et
la lecture du livre exige une bonne connaissance de la transformation de Fou­
rier. L'etudiant debutant ne doit pas se decourager : l'ouvrage offre aussi un
moyen d'acquerir la pratique de cet outil si important en mathematiques et en
applications des mathematiques (physique, traitement du signal). Pour reduire
les difficultes, la redaction des calculs est souvent tres detaillee, et, preferant la
clarte a l'elegance, j'ai eu recours a quelques repetitions.

Chaque fois que je l'ai pu, j'ai accompagne les calculs et la theorie d'ex­
plications intuitives - quand j'en avais! - et j'ai mentionne des considerations
techniques pour illustrer comment l'optique de Fourier s'appliquait effective­
ment a des situations reelles. Je n'ai pas hesite non plus a contredire parfois la
doctrine classique quand je pensais avoir meilleure explication. Cela concerne
par exemple Ie transfert de la coherence par imagerie, ou encore Ie lien entre
Ie theoreme de Zernike et la diffraction. Le lecteur jugera du bien-fonde de rna
these.

*
* *

La redaction de ce livre s'est echelonnee sur de (trop) nombreuses annees,
et j'ai souvent fait part de mon projet a des collegues et amis qui ont tou­
jours consenti a ecouter mes explications sur certains points delicats, ou encore
en chantier, favorisant de la sorte la maturation des sujets exposes. Je remer­
cie pour cela Raymond Chevallier, Yves Defosse et Renaud Moignard, alors
a l'ENSTB, pour leur ecoute et leurs remarques. Des collegues colombiens,
avec leur cordialite coutumiere, ont joue Ie meme role lors de mes sejours dans
leur pays: je remercie Yezid Torres, a l'origine de la version castillane (colom­
bienne!) du livre; Jader Guerrero avec qui j'ai eu des discussions passionnees;
Rafael Torres pour Ie developpement d'applications originales et prometteuses.
Je remercie egalement Guillermo Baldwin (Lima) dont la finesse des questions
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a souvent permis un enrichissement des sujets en debat entre nous ; Paulo Ri­
beiro, de l'universite federale de Rio de Janeiro, et les membres de son equipe,
Marcelo Almeida, Daniel Tasca, Stephen Walborn, de m'avoir fait decouvrir les
images quantiques, dont je ne doute pas qu'elles offriront de nouvelles applica­
tions a l'optique de Fourier.

D'autres collegues m'ont fait part de leurs remarques sur Ie manuscrit meme,
dont j'ai la plupart du temps tenu compte. II va de soi cependant qu'ils ne
sont pas responsables de la mauvaise interpretation que j'aurais faite de leurs
idees, ni des erreurs qui peuvent encore exister dans mon texte. lIs ne sont pas
supposes non plus adherer necessairement aux opinions que j'exprime. Pierre­
Emmanuel Durand, tres critique, et Eric Fogret, tres minutieux, sont a l'origine
d'un grand nombre d'ameliorations de mon texte et je les en remercie. Je re­
mercie Jean-Jacques Bellanger pour ses indications essentielles sur les variables
et fonctions aleatoires et pour Ie temps qu'il a bien voulu consacrer a me les
faire comprendre; Michel Ney pour son eminente expertise sur les antennes;
Denis Battarel, Christian Boisrobert, Yann Boucher et Yves Souche pour leurs
remarques generales et leurs conseils. Je suis particulierement reconnaissant
envers Pierre Chavel, de l'Institut d'optique, de m'avoir fait part de ses re­
marques et de son point de vue critique et stimulant sur l'optique metaxiale et
fractionnaire.

De multiples passages de ce livre, notamment les chapitres 9 et 10, son fond
theorique meme, s'inspirent directement du cours dispense par Ie professeur
Georges Bonnet a l'universite de Toulon et du Var, cours auquel j'ai assiste
en 1982-83. II est certain que je n'aurais pas developpe l'optique de Fourier
fractionnaire comme je l'ai fait a partir de 1993, que je n'aurais pas ecrit ce livre,
si je n'avais connu la theorie metaxiale et si Ie professeur Bonnet ne m'en avait
explique les grandes lignes de vive voix. Je ne saurais etre trop reconnaissant
envers Ie professeur Bonnet de tout ce que mon passage dans son laboratoire
a eu d'enrichissant pour moi-meme. Je lui adresse mes vifs remerciements et
l'assure de mes plus sinceres sentiments d'admiration et de respect.

Pierre Pellat-Finet

Guidel, Saint-Marcellin, janvier 2009.
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XXIV Optique de Fourier

Guide de lecture 1

Les fondements de la theorie exposee dans ce livre se trouvent pour la plu­
part dans les quatre premiers chapitres; leur assimilation parait indispensable
a la lecture de la suite de l'ouvrage.

Outre une formulation pratique du principe de Huygens-Fresnel, Ie cha­
pitre 1 fixe Ie cadre de la theorie scalaire dans lequel se situe tout l'ouvrage. La
notion de frequence spatiale (§2.1), celle de spectre angulaire (§2.2), la propa­
gation de ce dernier, sont des elements fondamentaux, abordes au chapitre 2.
L'association entre frequence spatiale et onde plane (§2.1.2), resumee par la
relation (2.11), est un point essentiel de la theorie.

De nombreux developpements (pratiquement tous!) reposent sur Ie theo­
reme 1 (Diffraction de Fraunhofer), expose au chapitre 3 (§3.2.2), qui constitue
un resultat fondamental de la theorie metaxiale. Complete par la notion de
transparence de courbure (§3.2.1), il conduit a la relation (3.31) qui resoud
Ie probleme general de la diffraction-propagation dans un milieu homogene et
isotrope. La notion de sphere de Fourier (definition 3.2.1 §3.2.2) est constam­
ment employee par la suite. Celle d'emetteur spherique equivalent (§3.4) revet
un aspect technique, utile a la comprehension des montages experimentaux.

Le theoreme 2 (Imagerie coherente, §4.2.1), element central du chapitre 4,
represente un resultat capital. Le paragraphe 4.1, consacre au dioptre spherique,
a pour but de conduire au theoreme 2, tout en illustrant les resultats du cha­
pitre 3. Le paragraphe 4.2.2 fournit une justification a l'emploi d'emetteurs et
recepteurs spheriques. Le theoreme 3 (Loi du grandissement des rayons, §4.2.3)
enonce un joli resultat d'optique geometrique, et c'est pour cela qu'il est eleve
au rang de theoreme. Toutefois son role dans la theorie n'est pas fondamental,
meme s'il est utilise parfois dans des calculs et s'il rend de grands services en
de telles occasions (l'exercice 4.15 en fournit un exemple). Le probleme de la
diffraction-propagation dans deux milieux homogenes et isotropes separes par
un systeme optique est resolu au paragraphe 4.3.

Vne fois les elements precedents assimiles, la lecture du livre peut echapper
a une progression lineaire, comme l'indique Ie plan de la page precedente.

Le chapitre 5, qui expose Ie calcul de l'amplitude du champ et de l'eclaire­
ment d'une figure de diffraction, ou encore celui du diagramme de rayonnement
d'une antenne, est un chapitre d'applications dont la lecture n'est pas indispen­
sable pour la suite. La plupart des resultats etablis dans ce chapitre sont cepen­
dant des classiques qu'il est souhaitable de connaitre : trous d'Young (§5.2.3),
diffraction par une ouverture circulaire (§5.2.4), rendement de diffraction d'un
reseau (§5.5), pour n'en citer que quelques-uns.

1 Nous ne donnons pas de guide de lecture des appendices: la consultation de la table
des matieres, qui indique leur ordre et Ie titre de chacun d'eux, semble suffisante
pour orienter Ie lecteur. Certains chapitres se terminent par un complement dont
la connaissance n'est clairement pas indispensable a la comprehension du texte qui
Ie suit.
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Les chapitres 6 et 7 exposent les principes de l'optique de Fourier frac­
tionnaire, en compatibilite avec la theorie metaxiale. Leur lecture n'est pas
indispensable a celle de la plupart des chapitres ulterieurs, sauf en quelques
endroits qui seront precises. 11 est donc possible de revenir aces chapitres plus
tard; ne pas les aborder serait cependant passer a cote de l'objectif que s'est
fixe l'auteur, qui est de presenter l'optique de Fourier fractionnaire. L'element
cle reside dans Ie lien etabli entre diffraction de Fresnel et transformation de
Fourier fractionnaire : il se comprend par la seule lecture du paragraphe 6.1.
Les autres paragraphes de ce chapitre ont un caractere technique; ils sont utiles
si on veut vraiment mettre en ceuvre la theorie fractionnaire.

Comment lire Ie chapitre 7? Indiquons d'abord les prerequis : paragraphes
6.1 et 6.2.1 (notion de transfert reciproque). Le paragraphe 7.1, independant des
deux qui Ie suivent , reprend la theorie du dioptre spherique, exposee au chapitre
4, mais par la methode de la transformation de Fourier fractionnaire dont il
donne une idee de ce qu'elle est. Les paragraphes consacres aux resonateurs
optiques (§7.2) et aux faisceaux gaussiens (§7.3) sont la pour illustrer cette
meme methode. A bien des egards, ils forment un tout (ordonne) et la priorite
a intentionnellement ete donnee a l'expose de la methode, en conformite avec Ie
titre du chapitre. Le lecteur peut toutefois souhaiter connaitre et appliquer les
proprietes des resonateurs et celles des faisceaux gaussiens sans devoir etudier
en detail leur demonstration! Pour cela la redaction est volontairement tres
hierarchisee et devrait autoriser une lecture a un niveau plus eleve, permettant
de degager les principaux resultats, pour la plupart connus par ailleurs. La
theorie des resonateurs optiques et des faisceaux gaussiens est completee au
chapitre 14; les resultats etablis dans ce chapitre ne sont pas directement lies a
la transformation de Fourier fractionaire (certaines conditions de stabilite par
exemple) ou bien representent des approfondissements assez detailles (etude
des resonateurs instables) : ils sont places la pour ne pas alourdir Ie chapitre 7
dont la finalite vient d'etre expliquee.

Le chapitre 8 fait suite au chapitre 4 : il aborde l'influence de la pupille
d'un instrument d'optique sur la formation d'une image. 11 ne pouvait pas etre
place avant, parce que la fin du chapitre evoque Ie role de la transformation
de Fourier fractionnaire dans la description de la formation des images (§8.5)
et se fonde, a ce titre, sur Ie chapitre 6. La formation d'une image en lumiere
coherente se traduit par Ie theoreme 4 (§8.2.2), qui constitue un des resultats
centraux de l'optique moderne.

Les chapitres 9 et 10, dont Ie sujet est l'etude de la propagation de la cohe­
rence - theme capital, lie au caractere spatio-temporel de la diffraction poly­
chromatique -, font eux aussi suite au chapitre 4 et peuvent etre abordes apres
la lecture de celui-ci. Ce n'est pas Ie cas des chapitres 11 et 12 qui prolongent
a la fois les chapitres 6 et 7, mais aussi Ie chapitre 9. Toutefois, Ie debut du
chapitre 11 est relativement independant des autres chapitres et ce n'est qu'au
paragraphe 11.3.6 qu'est utilisee la transformation de Fourier fractionnaire, et
que la connaissance du paragraphe 6.1 est utile. La lecture du chapitre 12 ne
semble possible qu'a la suite de celle du paragraphe 7.3.
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Pour l'essentiel, les chapitres 13, 15 et 16 font suite au chapitre 4, et au
chapitre 7 pour ce qui concerne Ie chapitre 14, comme il a ete dit; ils sont
independants les uns des autres. Le paragraphe 15.4, consacre aux dispositifs
de modulation de la lumiere, a une portee universelle (l'univers etant Ie livre !).
II a ete place au chapitre 15 pour des raisons qui sont expliquees dans Ie texte.
Sa lecture presente toutefois de l'interet en prealable it celIe du chapitre 5.

Finalement, on voudra bien constater que les calculs relatifs it la trans­
formation de Fourier fractionnaire, souvent techniques, occupent peu de place
dans Ie livre; ils ne sont pas indispensables it la lecture d'une grande partie du
texte, ni meme it la comprehension de nombreux resultats qui relevent de la
seule optique metaxiale, voire meme parfois de l'optique de Fourier classique.
lIs restent toutefois utiles it qui veut poursuivre dans la voie de l'optique de
Fourier fractionnaire, peut-etre en deuxieme lecture...
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Symboles et notations

1 Symboles

Voici, avec leur signification, les symboles utilises, pour la plupart univer­
sellement (dans la mesure du possible), dans ce livre.

Ensemble des nombres entiers positifs
Anneau des nombres entiers
Corps des nombres reels
Corps des nombres complexes
Ensemble des paires de nombres reels
Ensemble des nombres reels x tels que a ::; x ::; b
Ensemble des nombres reels x tels que a < x < b
x est un element de A
A est indus dans B
Complexe conjugue de z

Partie reelle de z

Signe de a
Differentielle
Nombre imaginaire tel que i2 = -1

e Base du logarithme neperien (e = 2,718281828459 ... )
Ln Fonction logarithme neperien
log Fonction logarithme de base 10
n! Factorielle n
(2n - I)!! Notation condensee de (2n - 1) . (2n - 3)· ··5·3·1
( , ) Crochet de dualite
( )t Moyenne temporelle
t M Matrice M transposee
E Esperance mathematique
P Probabilite
D Fin de preuve (C. Q. F. D., Quod emt demonstmndum)
o Fin d'une remarque ou d'un exemple (si ambigulte avec la suite)
S.1. Systeme d'unites international
£0 Unite de longueur (£0 = 1 men S.I.)
to Unite de temps (to = 1 sen S.I.)
x Suite d'une expression mathematique (ecrite sur plusieurs lignes)
X Produit vectoriel
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Difference de chemin optique. Dioptrie
Distribution de Dirac
Peigne de Dirac
Fonction de Heaviside
Fonction rectangle de largeur £ (ou fonction porte)
Fonction triangle de base 2£ (sa hauteur est £)
Fonction sinus cardinal (sinc x = sin JrXI Jrx)
Fonction sinus cardinal de « largeur » 2/£ (since x = sinc£x)
Derivee d'ordre j de la fonction 1
Fonction 1 symetrisee : !(x) = 1(-x) (sauf appendice D)
Transformee de Fourier de 1
Transformee de Fourier inverse de 1
U et u forment une paire de Fourier : u = [j
Transformee de Fourier fractionnaire d'ordre ex de 1
Produit tensoriel de 1 et g
Produit de convolution de 1 et g

Produit de convolution fractionnaire d'ordre ex de 1 et g
Correlation de 1 et g

Permittivite du vide (sauf chapitre 7)
Vitesse de la lumiere (dans Ie vide) : c = 299792458m/s
Vitesse de phase dans un milieu homogene et isotrope
Indice de refraction (n designe parfois un nombre entier)
Vitesse de groupe
Indice de groupe
Vecteur d'onde
Nombre d'ondes (k designe parfois un nombre entier, variable)
Constante de propagation (chapitres 11 et 12)
Longueur d'onde dans Ie vide
Longueur d'onde
Longueur d'onde caracteristique d'un spectre etroit
Frequence (temporelle)
Frequence caracteristique d'un spectre etroit
Frequence spatiale
Frequence angulaire
Frequence spatiale longitudinale (chapitre 11)
Emetteur ou recepteur spherique (calotte spherique)
Sphere de Fourier (d'une calotte spherique)
Rayon de courbure de A (grandeur algebrique)
Courbure de A (<1:A = liRA)
Amplitude du champ sur A (onde monochromatique)
Eclairement ou intensite vibratoire sur A
Signal champ electrique sur A
Amplitude du champ electrique sur A (onde polychromatique)
Composante spectrale du champ sur A
Grandissement transversal entre deux points A et AI conjugues
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g8 Grandissement transversal aux sommets (8 et 8')
gc Grandissement transversal aux centres (G et G')
gp Grandissement transversal pupillaire
Wo Col d'un faisceau gaussien
Wo Rayon transversal du col d'un faisceau gaussien
(0 Distance de Rayleigh d'un faisceau gaussien
FA Coherence mutuelle ou coherence propre sur A
I A Densite spectrale d'interaction ou de puissance sur A

La typographie permet de distinguer :
- d (differentielle) de d (distance) ;

E (esperance mathematique) de E (amplitude du champ electrique);
e (base du logarithme neperien) de e (distance; composante spectrale) ;
i (nombre imaginaire) de i (nombre entier variable) ;
8 (chemin optique; dioptrie) de <5 (distribution de Dirac) ;
X (produit vectoriel) de x (suite d'une expression ecrite sur deux lignes).

2 Notations

Les vecteurs sont indiques par des lettres grasses, par exemple r. Le produit
scalaire euclidien de r et s est note r·s et leur produit vectoriel r X s (dans
lR3 ).

On utilise souvent un espace vectoriel euclidien de dimension 2. Si on choisit
des coordonnees cartesiennes orthogonales x et y, on ecrit r = (x, y) et Ie
module (norme euclidienne) de ce vecteur est r = Ilrll = (x2 +y2)1/2. L'element
de surface au point r est note dr (dr = dx dy).

Les frequences spatiales sont representees comme les elements (vecteurs)
d'un espace vectoriel de dimension 2: on ecrit F = (Fx , Fy ) dont Ie module est
F = IIFII = (F} + Fy

2)1/2. On a aussi dF = dFx dFy .

1 ;+00 i·Pour les integrales, on ecrit ou . L'ecriture f(r) dr designe une
IR -00 IR2

integrale double, ce qu'indiquent ala fois lR2 et l'element differentiel dr.
Dans l'espace affine de dimension 3, on designe par PQ Ie vecteur d'origine

Pet d'extremite Q, et par PQ sa longueur.
On note AB la mesure algebrique du segment oriente AB. Conformement

aux conventions traditionnellement adoptees en optique en France, les mesures
algebriques sont comptees positivement dans Ie sens de propagation de la lu­
miere (les formules et relations algebriques qu'on ecrit sont bien sur indepen­
dantes de ce choix). Par abus nous disons parfois distance de A a B pour mesure
algebrique du segment oriente AB. Il arrive ainsi, abusivement, que la distance
d'un point a un autre soit negative.

Si la fonction h est Ie produit de convolution des fonctions f et g, on ecrit
h = f * 9 et h(t) = f * g(t). Pour eviter des ambigultes, on ecrit parfois
h(t) = [f *g](t) ou encore h(t) = [f(t') * g(t')](t), la variable t' etant muette.
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Les notations relatives aux distributions et a la transformation de Fourier
sont precisees dans les appendices A et B.

3 Symboles graphiques

Voici les principaux symboles utilises pour representer certains composants
optiques. Dans la plupart des figures, s'il n'y a pas de miroir, la lumiere se
propage de gauche a droite.

I
I
I

Lentille mince convergente

Lentille mince divergente

Miroir

Miroir semi-transparent

Systeme centre S

Calotte spherique de sommet S et centre C

Verre (matiere)



Introduction

L'optique de Fourier doit son nom it l'emploi delibere de la transformation
de Fourier dans la representation de phenomenes fondes sur la diffraction de
la lumiere 1. Inscrite dans les limites d'une theorie scalaire, elle est, tradition­
nellement, bee it l'optique coherente et les sujets developpes dans ce livre se
rattachent it ce theme. Le domaine et les applications usuelles de l'optique de
Fourier concernent la formation des images, la resolution des instruments d'op­
tique, Ie traitement du signal optique, l'holographie, Ie transfert de la coherence.
Nous verrons comment y inclure la theorie des resonateurs optiques et celIe des
faisceaux gaussiens ; celIe de la dispersion dans les fibres optiques. L'optique de
Fourier fournit ainsi un cadre general it la modelisation d'un grand nombre de
phenomenes optiques 2.

Aujourd'hui, l'optique de Fourier constitue une branche classique de l'op­
tique moderne. Son apparition dans les annees 1950 resulte de la description
de phenomenes optiques it l'aide de la theorie des signaux et systemes dont
les notions et Ie vocabulaire se sont imposes en optique. L'apparition du laser
en 1960 s'est traduite par une nouvelle impulsion pour l'optique coherente et
a donne lieu it de nouvelles applications : holographie, traitement du signal.
L'optique de Fourier a atteint desormais une certaine maturite.

Quel est alors l'interet d'un nouvel ouvrage sur Ie sujet? Deux raisons Ie
suscitent. La premiere reside dans l'utilite, que nous crayons toujours actuelle,
de presenter une theorie originale : la diffraction metaxiale. Inventee dans les

1 Joseph Fourier n'a pas travaille dans ce domaine de I'optique qui porte son nom.
Et si I'on voulait rendre hommage a un contemporain de Fourier qui, lui, a etudie
la diffraction, Ie nom illustre d'Augustin Fresnel viendrait immediatement a l'es­
prit [88]. « Optique de Fresnel» ? Ce serait restrictif tant les travaux de Fresnel
depassent Ie cadre de I'optique de Fourier. De plus, c'est bien la transformation de
Fourier qui lie tous les sujets abordes dans ce livre (meme si on utilise les integrales
de Fresnel et si certains auteurs parlent parfois de transformation de Fresnel, ce
qui illustre d'ailleurs la richesse de I'ceuvre de Fresnel). De toutes fa«ons, Ie terme
d'« optique de Fourier» semble desormais consacre par I'usage.

2 Nous attribuons a I'optique de Fourier un domaine d'etude plus vaste que celui qui
lui correspond habituellement et qui se limite a peu pres a la description spatiale
de la diffraction (c'est-a-dire a la premiere partie de ce livre et a la plupart des
applications de la troisieme partie). En particulier, de notre point de vue, I'aspect
spatio-temporel de la diffraction releve manisfestement de I'optique de Fourier,
comme nous Ie verrons par la suite. Cette remarque ne constitue pas un jugement
de valeur sur les ouvrages d'autres auteurs; elle precise seulement Ie sujet meme
de ce livre et la fa«on dont il doit etre entendu.
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annees 1975-1978 par G. Bonnet [19-24]' l'approche metaxiale merite, de notre
point de vue, d'etre mise a la portee de ceux qui, etudiants, enseignants, cher­
cheurs ou ingenieurs, s'interessent a l'optique de Fourier. Outre la synthese
theorique qu'elle represente, la doctrine metaxiale offre, nous esperons Ie de­
montrer, un grand avantage pratique pour de nombreuses applications.

La deuxieme raison resulte de l'apparition, plus recente, de methodes de
calcul fondees sur la transformation de Fourier fractionnaire, qui se sont consi­
derablement developpees depuis 1993 [5,144,161,169,181-183]. Nous verrons
qu'il existe un calcul operationnel, lie a la transformation de Fourier fraction­
naire, particulierement bien adapte a l'optique metaxiale. Plus generalement,
nous montrerons qu'il existe desormais une far;on de traiter les problemes de
diffraction metaxiale, et par la-meme d'optique coherente, par la transforma­
tion de Fourier fractionnaire, a tel point que nous pourrons parler d'« optique
de Fourier fractionnaire ».

La litterature classique relative a l'optique de Fourier [92,97,175,223] ou a
l'optique coherente [85,147,157,168] manque d'elements portant sur son aspect
metaxial ou fractionnaire. En consequence il nous parait necessaire de renouve­
ler la presentation du sujet et de prendre en compte ses recents developpements.
Ce livre est une tentative originale de presenter l'optique de Fourier sous une
forme tout a la fois moderne, synthetique, concrete et riche d'applications po­
tentielles.

*
* *

Pourquoi cependant une nouvelle approche de l'optique de Fourier? Pour­
quoi travailler « en metaxial » ? Car l'objet de la diffraction metaxiale est
celui-Ia meme de la theorie classique 3: exprimer Ie transfert du champ electro­
magnetique et de sa coherence par diffraction, dans un milieu homogene ou a
travers un systeme optique. Dans les deux cas, Ie cadre est celui d'une theorie
scalaire de la diffraction. Toutefois, alors que la theorie classique, conformement
au modele de l'optique geometrique paraxiale, se restreint a des objets 4 plans,
l'optique metaxiale considere des emetteurs et recepteurs spheriques 5. Plus ge­
neralement, la theorie metaxiale approche les emetteurs et recepteurs par leur
sphere osculatrice 6 en leur sommet et constitue de ce fait une approximation

3 Nous appelons « classique » la theorie telle qu'elle est developpee dans Ie livre
de Goodman [97]. C'est aussi, a peu pres, Ie point de vue adopte par Marechal
et Fran<;on [157]. Pour nous, ce qui est metaxial n'est pas classique. Dne recente
relecture des notes prises en suivant ses cours, laisse penser que S. Lowenthal
exprimait parfois des idees proches du point de vue metaxial.

4 « Objet» est a prendre ici dans un sens large qui inclut les images, et plus gene­
ralement toute surface sur laquelle on cherche a calculer I'amplitude du champ.

5 II s'agit, de fait, de calottes spheriques, c'est-a-dire de portions de spheres, ayant
(en general) la symetrie de revolution. Dne generalisation a des surfaces localement
toriques est possible [184].

6 La sphere osculatrice n'est pas forcement la sphere « la plus proche» d'une portion
de surface donnee. Elle ne I'est que localement, au voisinage du sommet (voir la
note 3 p. 43).



Introduction 3

du deuxieme ordre par rapport aux dimensions transversales des objets et aux
angles d'ouverture. De la Ie terme de « metaxial » qui indique qu'on va au-dela
du premier ordre qui caracterise l'optique paraxiale 7.

On sait que Ie premier ordre ne constitue qu'une approximation et qu'il faut
aller au-dela pour prendre en compte les aberrations geometriques des systemes
optiques. On sait egalement que, pour des raisons de symetrie [156], ces der­
nieres n'interviennent qu'a travers des developpements limites ne comportant
que des ordres impairs, c'est-a-dire au moins d'ordre 3 (on parle d'aberrations
du troisieme ordre 8, du cinquieme ordre, etc.). L'ordre 2 est anormal en op­
tique! Il n'est pas dans la culture de l'opticien! On ressent cela a la lecture
des ouvrages classiques dans lesquels est baptise de paraxiall'usage de termes
de phase quadratique necessaires a la description du transfert « coherent» du
champ par diffraction. Pour nous, ces termes sont metaxiaux et nous voyons
une contradiction ales inclure dans l'approche paraxiale.

Le nCBud de la question se pen;oit a l'aide d'une breve analyse historique
et technique de la formation des images 9. Meme si les proprietes de la lumiere
partiellement coherente ont ete etudiees et mises a profit depuis la fin du XIXe

siecle (travaux d'Abbe) puis tout au long des deux premiers tiers du xxe siecle,
que ce soit en microscopie (Zernike), en optique astronomique (Michelson),
en formation des images (Abbe, Hopkins, Marechal) et meme en holographie
(Gabor), il est indeniable que l'apparition du laser en 1960 a donne un elan
incomparable a l'optique coherente, notamment a travers de nouvelles applica­
tions (holographie, traitement du signal). Or, tant que l'optique se sert d'objets
incoherents, la courbure 10 de ces derniers n'a pas d'influence 11 sur la forma­
tion d'une image, et l'optique paraxiale, qui se limite a examiner la formation
de l'image plane d'un objet plan, fournit un cadre acceptable a la formation

7 L'optique geometrique paraxiale, ou optique de Gauss, approche les surfaces objets
ou images par des plans et se developpe dans les limites du premier ordre par
rapport aux dimensions tranversales et aux angles d'ouverture.

8 Nous utilisons cette denomination, consacree par l'usage, qui caracterise l'aberra­
tion transversale, malgre l'ambiguite qu'elle introduit pour notre propos. II existe
une classification des aberrations a la fois plus generale et plus precise (classification
de Nijboer [156]), qui repose sur la notion d'ecart normal aberrant (par rapport
a une sphere). Par exemple, l'aberration spherique dite du « troisieme ordre » est
caracterisee par un ecart normal aberrant du quatrieme ordre en fonction du rayon
de l'ouverture. De ce point de vue, les calculs des paragraphes 3.2.1 et 3.2.2 ou
encore 9.4.1 montrent que l'approximation metaxiale est une approximation du
chemin optique d'ordre 2, intermediaire entre l'approximation paraxiale et celie
qui traduit les aberrations.

9 L'analyse de la formation des images n'est pas aussi restrictive qu'il y parait :
elle necessite de disposer d'un modele pour la propagation et inclut ipso facto une
theorie de la diffraction.

10 La difference de courbure entre deux surfaces tangentes entre elles engendre une
difference de phase entre les champs sur chaque surface. Elle n'affecte pas l'eclai­
rement, grandeur prise en compte en optique incoherente.

11 Sauf pour les aberrations, mais nous avons vu qu'il fallait aller au moins au troi­
sieme ordre pour en tenir compte.
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d'une image geometrique 12. Grosso modo - c'est-a-dire mis a part les travaux
evoques precedemment -, c'etait Ie seul cas qu'il y avait lieu d'examiner avant
1960.

La situation changea en 1960 : il fallut s'interesser au transfert de l'am­
plitude du champ, mais aussi de sa phase 13. Curieusement, les physiciens ont
conserve Ie schema traditionnel de l'optique paraxiale, en etudiant des transferts
plan a plan entre objets et images 14. Nous verrons que ce modele, sur lequel
repose l'optique de Fourier dassique, doit etre modifie : sauf cas particulier que
nous exposerons, l'image coherente d'un objet plan (nous disons un emetteur
plan) n'est pas sur un plan, mais sur une sphere (calotte spherique). Etudier
Ie transfert du champ d'un emetteur spherique 15 vers un recepteur spherique
devient une necessite logique, a laquelle satisfait la doctrine metaxiale et dont
nous deduirons des consequences fondamentales pour l'imagerie coherente 16.

Certes, l'introduction d'emetteurs et de recepteurs spheriques peut paraitre,
a qui ne connait pas la theorie metaxiale, comme une abstraction theorique.
Il n'en est rien et nous montrerons que de tels emetteurs et recepteurs se ren­
contrent frequemment dans la pratique experimentale et instrumentale. Certes,
on peut y voir une fa<;on de manier les termes de phase quadratique qu'on ren­
contre en diffraction et dont la theorie dassique tient d'ailleurs compte (tout
en les qualifiant de paraxiaux). De notre point de vue la doctrine metaxiale ne
saurait etre reduite a cela et c'est une des ambitions de ce livre de Ie montrer.
Nous verrons que rester dans des plans, refuser de se placer sur des spheres,
introduit des erreurs d'appreciation dont les consequences se font sentir dans
les calculs memes (voir par exemple Ie transfert de la coherence par imagerie,
chapitre 10).

Ce qui precede veut justifier Ie recours a la theorie metaxiale du point de
vue de l'optique pure. Cependant cette theorie plonge egalement ses racines
dans la theorie du signal et constitue, de ce fait, une synthese de travaux liant
l'optique au signal 17. C'est essentiellement la coherence, parce qu'elle introduit

12 Avant la prise en compte des phenomenes de diffraction dus a l'ouverture limitee
des instruments d'optique.

13 En toute rigueur l'amplitude contient la phase. Nous enumerons les deux pour
insister sur la prise en compte de la phase, necessite de l'optique coherente.

14 Certains travaux de Kogelnik [125] sur les resonateurs optiques constituent, a notre
sens, une exception. A l'oppose de cette exception, mentionnons l'existence univer­
sellement reconnue de la methode des « matrices ABeD» qui fait Ie maximum
imaginable pour decrire les resonateurs par les lois de l'optique geometrique pa­
raxiale [126,216].

15 Un plan est une sphere de rayon de courbure infini. L'etude des emetteurs sphe­
riques inclut celle des emetteurs plans. L'inverse est faux (en general).

16 Comme par exemple la conjugaison des sommets et la conjugaison des centres
de courbure dont nous verrons qu'elles permettent de comprendre simplement les
curieuses proprietes de « conjugaison » des faisceaux gaussiens (chapitre 7).

17 Si l'apport etats-unien est connu et reconnu (citons les travaux de Goodman), tout
comme l'apport britannique (Gabor par exemple), l'Ecole franc;aise a joue un role
de pionniere en la matiere [24], que ce soit du cote du signal (Blanc-Lapierre, Du­
montet) ou du cote de l'optique, avec l'Ecole de Besanc;on (Duffieux [71], Vienot et
leurs successeurs), ou celle de l'Institut d'optique (Marechal, Franc;on, Lowenthal).
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les phenomenes aleatoires en optique, qui exige Ie rapprochement avec la theo­
rie du signal et Ie recours aux methodes statistiques de cette discipline 18. La
magistrale synthese realisee par G. Bonnet paracheve cette evolution tout en
ouvrant de nouvelles perspectives. L'optique de Fourier acquiert ainsi une di­
mension supplementaire et devient une theorie de la propagation de la lumiere
proprement spatio-temporelle, un fait dont ce livre se veut Ie reBet.

Reste l'approche fractionnaire. Nous la croyons bien adaptee a l'optique
metaxiale sans doute parce qu'elle permet de gerer facilement les termes de
phase quadratique - et par consequent les emetteurs et recepteurs spheriques.
Mais une fois encore, son role ne saurait se reduire a cela : la methode de
la transformation de Fourier fractionnaire parait assez generale pour meriter
qu'on la decrive, et c'est au fond Ie but de cet ouvrage. De tout effort de
synthese resulte une economie de moyens qui seule permet Ie depassement de
la « frontiere » que constitue l'etat actuel de notre connaissance du monde
physique. L'optique de Fourier fractionnaire est en construction: elle constitue
pour cette raison un domaine de recherche actif.

*
* *

La presentation de l'optique metaxiale adoptee dans cet ouvrage est assez
differente de celIe suivie par l'inventeur de la theorie (G. Bonnet) dans son
cours ou ses articles. II nous a paru plus simple - plus pedagogique? - d'intro­
duire Ie plus rapidement possible la transformation de Fourier dans l'expression
mathematique des phenomenes de diffraction, et pour cela de commencer par
une etude du transfert du champ limitee aux variables d'espace 19 (ce qui re­
vient a examiner d'abord les ondes monochromatiques). Cela concerne toute la
premiere partie du livre et permet de reduire au maximum les aspects fonda­
mentaux de la diffraction, puisque tout est deduit de l'analyse harmonique de
l'amplitude du champ et d'une formulation intuitive du principe de Huygens­
Fresnel. La diffraction constitue un domaine d'etude tres vaste et il n'etait
pas possible de donner une formulation mathematique du principe de Huygens
sans des developpements consequents. La lecture du livre de Goodman [97], de
celui de Born et Wolf [29], ou de Nieto -Vesperinas [166], pourra fournir une
connaissance plus detaillee des fondements de la theorie scalaire (classique).

Les proprietes temporelles (ou, par dualite, spectrales) de la lumiere as­
socient les phenomenes aleatoires au transfert du champ par diffraction. Leur
etude fait l'objet de la deuxieme partie de l'ouvrage, consacree d'abord aux
proprietes temporelles de la diffraction. La transformation de Fourier y tient
encore un role central, puisque c'est elle, mais dans Ie domaine temps-frequence
cette fois-ci, qui permet de passer d'une representation du champ a une autre.

18 Ce livre se limite aux aspects statistiques temporels du champ electromagnetique.
Les phenomenes lies au speckle, dont l'etude releve eminemment de methodes sta­
tistiques [99], n'y sont pas abordes.

19 II est possible que cela traduise, inconsciemment sans doute, un reflexe d'opticien,
pas toujours tres a l'aise avec la coherence ni la statistique!
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La diffraction apparait comme un filtre lineaire spatio-temporel, que ce soit
pour Ie transfert du champ ou pour celui de la coherence.

On con<;oit des lors la possibilite d'une approche theorique fondee d'em­
blee sur la representation spatio-temporelle d'un signal optique (en general
polychromatique) et de sa coherence. Le transfert par diffraction n'apparait
qu'ensuite, comme un cas particulier de filtrage. C'est l'approche suivie par
G. Bonnet dans ses articles. Elle nous parait plus abstraite et nous croyons que
son etude sera facilitee par l'assimilation prealable des resultats etablis dans ce
livre.

Mentionnons pour terminer qu'un effort particulier a ete accompli pour
etendre autant que possible la theorie metaxiale - plus precisement son champ
d'application -, et cela de plusieurs fa<;ons. Tout d'abord en examinant en
details des problemes classiques d'optique coherente, comme la formation des
images par les systemes optiques a ouverture limitee (chapitre 8), en montrant
sur des exemples l'interet technique de l'optique metaxiale (maniement des
phases quadratiques, recherche du centre de courbure des ondes, chapitre 13),
ou encore en donnant quelques calculs relatifs au rayonnement des antennes
en champ lointain (chapitre 5). Ensuite, en rattachant a l'optique de Fourier
des domaines qui ne s'y rapportent pas classiquement : c'est Ie cas de la spec­
trometrie instrumentale (chapitre 13). Enfin, a l'aide du calcul fractionnaire,
en developpant une theorie metaxiale des resonateurs optiques et des faisceaux
gaussiens (chapitres 7 et 14), ou encore en synthetisant, dans une meme de­
marche, les aspects spatiaux de la diffraction et ceux temporels de la dispersion
- que ce soit dans les lignes de transmission ou en diffraction meme, comme
cela est expose aux chapitres 11 et 12.



Premiere partie

Diffraction monochromatique



L'optique de Fourier se fonde sur une theorie scalaire de la diffraction selon
laquelle la propagation d'une onde electromagnetique s'exprime essentiellement
- c'est-it-dire it des termes de phase quadratique pres - par une transformation
de Fourier spatiale (portant sur des variables d'espace). C'est exactement Ie
cas pour la diffraction de Fraunhofer, et la diffraction de Fresnel se ramene it
ce schema, une fois adaptees la courbure de l'emetteur et celle du recepteur,
comme Ie montre l'etude du chapitre 3. Ce resultat sert, au chapitre 4, it de­
gager les conditions d'obtention de l'imagerie coherente puis, au chapitre 5,
it calculer l'eclairement de figures de diffraction classiques. La notion de fre­
quence spatiale, introduite au chapitre 2, est omnipresente dans cette partie.
Elle sert it l'analyse de la formation des images par les objectifs et it l'etude de
la resolution des instruments d'optique (chapitre 8).

La diffraction de Fraunhofer se rencontre quand un champ electromagne­
tique se propage d'un emetteur spherique it la sphere de Fourier de ce dernier et
elle s'exprime mathematiquement par une transformation de Fourier. 8i on ob­
serve Ie champ sur un recepteur intermediaire, on accomplit, par propagation,
une « fraction» de la transformation de Fourier, et il parait naturel de traduire
cela it l'aide d'une transformation de Fourier « fractionnaire ». Ce point de vue
fait l'objet du chapitre 6 ; il est developpe au chapitre 7 et conduit it une theorie
scalaire des resonateurs optiques et des faisceaux gaussiens.

Toute cette partie se rapporte it des transformations de Fourier fraction­
naires ou standard ne portant que sur des variables d'espace ou sur leurs va­
riables conjuguees (frequences spatiales). Les ondes electromagnetiques consi­
derees sont monochromatiques et leur dependance temporelle n'est pas ecrite.
De fa<;on generale la propagation, que ce soit la diffraction au sens strict ou la
formation des images, est decrite comme un filtre lineaire spatial au sens de la
theorie des signaux et systemes.



Chapitre 1

Le principe de Huygens-Fresnel

Le principe de Huygens-Fresnel est a la base de la theorie de la diffraction
des ondes electromagnetiques. Il est une consequence des equations de Max­
well et peut s'exprimer sous une forme mathematique rigoureuse. Son etude
detaillee reste cependant en dehors de l'objectif de cet ouvrage : une formula­
tion intuitive plus directement applicable a l'optique de Fourier suffira ici. On
trouve des developpements theoriques complementaires dans un certain nombre
d'ouvrages classiques [29,58,97,166,221].

1.1 Diffraction-propagation

Imaginons une source de lumiere quasi ponctuelle (et quasi monochroma­
tique), eclairant un ecran opaque perce d'une ouverture (fig. 1.1). Sur un
deuxieme ecran (<< blanc») on observe une zone eclairee qui se detache sur un
fond sombre, resultat de la projection de l'ouverture par Ie faisceau lumineux
issu de la source. La transition de l'ombre a la lumiere n'est pas parfaitement
nette : elle comporte de fines franges. Un tel phenomene ne s'explique pas
en termes d'optique geometrique, theorie fondee sur la notion de rayon lumi­
neux. Selon cette theorie, les rayons lumineux sont portes par des droites, si Ie
milieu est homogene, et nous devrions observer une figure lumineuse homothe­
tique de l'ouverture : les franges sont inexplicables. Dans la realite, la source
n'est certes pas strictement ponctuelle et on comprend qu'il puisse se creer, sur
l'ecran d'observation, une zone de penombre entre l'ombre et la lumiere; mais
cela ne rend pas compte des franges effectivement observees, qui s'apparentent
a des interferences.

Ombre

Ouverture Bcran
d'observation

FIG. 1.1. Phenomene de diffraction par
une ouverture. La transition de I'ombre a
la partie ec1airee n'est pas brusque et se
compose de fines franges. La figure repre­
sente schematiquement, dans Ie cerc1e, Ie
profil de l'ec1airement sur I'ecran d'obser­
vation, au voisinage de la zone de transi­
tion (voir Ie paragraphe 5.3.2).
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Ce qui precede est un exemple de phenomene de diffraction. Un tel phe­
nomene fut decrit pour la premiere fois \ en termes assez precis, par Gri­
maldi 2 au XVIIe siecle (Physico-Mathesis de Lumine Coloribus et Iride, 1665
[117,199,228]). Parallelement, Huygens batissait une theorie ondulatoire de
la lumiere 3, sans pour autant, semble-t-il, l'appliquer lui-meme a la diffrac­
tion [117]. La theorie de Huygens allait a l'encontre de la theorie corpusculaire
de Newton 4 ; elle connut son triomphe au XIXe siecle a la suite des travaux
de Fresnel et plus tard de Kirchhoff, precisement en fournissant une expli­
cation de la diffraction. La theorie ondulatoire de la lumiere re<;ut enfin une
confirmation « definitive» de la part de Maxwell qui l'inclut dans sa theorie
electromagnetique 5. Tout cela a tel point que meme l'hypothese des « quanta
de lumiere » (les photons), emise en 1905 par Einstein et qui redonnait force
au point de vue corpusculaire, ne put ebranler la theorie ondulatoire. Tout au
contraire les physiciens durent s'attacher a construire une nouvelle theorie qui
put inclure a la fois les aspects ondulatoires et corpusculaires de la lumiere.
Ils en vinrent egalement a attribuer des proprietes ondulatoires a la matiere
et a concevoir la diffraction de particules massiques (electrons par exemple) ;
cela fut a l'origine du developpement de la Mecanique quantique 6. La notion
de diffraction apparait comme un paradigme de toute theorie ondulatoire.

L'experience schematisee par la figure 1.1 conduit a definir la diffraction
comme un phenomene relatif aux ouvertures qu'on rencontre en optique (on
parle de diffraction par un bord d'ecran). Cela est quelque peu restrictif : c'est
sans doute la consequence de ce qu'en optique les objets etudies sont pour la
plupart des emetteurs secondaires (ou des sources de lumiere secondaires) qui
n'emettent pas la lumiere par eux-memes mais reflechissent ou diffusent celle
emise par une source primaire. Pour donner un exemple, Ie Soleil est une source
primaire alors que la Lune est une source secondaire, qui n'est vue de la Terre
que parce qu'elle reflechit et diffuse la lumiere du Soleil (si on s'en tient au
spectre visible). Les ouvertures diffringentes sont ainsi des sources secondaires,
eclairees par des sources primaires. La situation est en partie differente dans
Ie domaine des hyperfrequences ou de la radio-electricite, puisque, outre les

1 Selon Born et Wolf [29], Leonard de Vinci aurait mentionne Ie phenomene bien
plus tot.

2 Grimaldi a, semble-t-il, observe des phenomenes de diffraction par des fils [230],
complementaires de celui decrit par la figure 1.1.

3 Cette theorie concevait la lumiere comme une vibration longitudinale du milieu de
propagation, I'ether [60].

4 Newton avait sans doute un point de vue sur la lumiere plus nuance, qui ne se
limitait pas a la seule theorie corpusculaire dont il fut Ie defenseur [60,228]. La
decomposition de la lumiere blanche par un prisme (phenomene de dispersion),
la coloration des lames minces (anneaux de Newton) Ie conduisirent a completer
sa conception corpusculaire par des elements ondulatoires. Cependant, meme sous
cette forme, sa theorie s'opposait a celle de Huygens; elle prevoyait par exemple
une vitesse (de phase) d'autant plus grande que Ie milieu de propagation etait plus
dense [199].

5 Le Traite d 'electricite et de magnetisme de Maxwell fut publie en 1873.
6 Terme qui rempla«a I'oxymoron « Mecanique ondulatoire ».
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obstacles qui diffractent comme des ecrans, il existe des antennes a ouverture,
c'est-a-dire des emetteurs ayant des formes variees (rectangulaires, circulaires),
qui sont equivalentes aux ouvertures percees dans des ecrans opaques en op­
tique. Ainsi Ie probleme de la propagation de la lumiere au-dela d'une ouver­
ture circulaire est equivalent 7 a celui de la propagation, en radio-electricite,
du champ electromagnetique a partir d'une antenne (source primaire) dont la
forme est celle d'un disque (si on suppose Ie courant electrique d'amplitude
homogene sur l'antenne). La repartition spatiale de l'onde qui se propage est
la meme dans les deux cas. La figure 1.2 illustre cela.

Ecran a ouverture circulaire
Antenne radio-electrique

a ouverture circulaire

FIG. 1.2. Analogie entre diffraction par un bord d'ecran circulaire en optique (partie
gauche de la figure) et rayonnement d'une antenne a ouverture circulaire (partie
droite). (Les ondes se propagent de gauche a droite.)

En resume, Ie probleme de la diffraction par une ouverture, en optique,
est comparable a celui de la propagation d'une onde electromagnetique issue
d'un emetteur qui ala meme forme que l'ouverture. C'est pour cela que nous
parlerons de diffraction-propagation, de telle far;on qu'un probleme de propa­
gation d'une onde electromagnetique en espace libre est, fondamentalement, un
probleme de diffraction. Nous reviendrons plus loin sur cette question (voir la
remarque 2.3.6 p. 37).

1.2 Formulation intuitive du principe de Huygens-Fresnel

Pour expliquer la propagation de la lumiere, Huygens s'attache a l'etat
vibratoire de l'onde, a un instant donne, sur une surface d'onde et il imagine
que chaque point de cette surface se comporte comme une source secondaire
qui reemet la lumiere. Si on applique cette propriete a une onde qui arrive sur
l'ouverture d'un ecran, on explique ainsi 8, de far;on elementaire, qu'il puisse

7 Dans certaines limites : l'onde diffractee par une ouverture percee dans un ecran
depend aussi de la nature de ce dernier (ecran metallique ou dielectrique), de son
absorption.

S Ce que n'a pas fait Huygens, rappelons-le. II a surtout applique sa theorie a la
refraction, a la reflexion et a la polarisation de la lumiere [117,199].
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Source

Ouverture

FIG. 1.3. La theorie ondulatoire permet
d'expliquer la presence de lumiere dans
l'ombre geometrique (Huygens). La prise
en compte des interferences permet d'affi­
ner Ie modele (Fresnel).

y avoir de la lumiere dans des regions inaccessibles aux rayons lumineux de
l'optique geometrique (fig. 1.3).

Les idees ondulatoires de Huygens furent completees, au debut du XIXe

siecle, par Fresnel (1815, 1818) [88] qui pensa a leur adjoindre la possibilite
qu'a la lumiere d'interferer - propriete demontree peu avant par Young (1801)
- et qui parvint de cette fac;on a expliquer certains phenomenes de diffraction.
Fresnel put calculer Ie champ diffracte par des obstacles de forme simple, et il
est juste d'associer son nom a celui de Huygens quand on traite des fondements
de la theorie de la diffraction, tant son apport fut decisif pour fournir un modele
precis des phenomenes 9.

Comme souvent en physique, on baptise un principe ou un theoreme du nom
du premier auteur qui les a formules, meme s'ils se traduisent de nos jours sous
une forme plus moderne que leur forme initiale. C'est Ie cas par exemple du
principe de Fermat, qui a evolue du principe du temps de parcours minimum a
celui de chemin optique stationnaire; c'est aussi Ie cas du principe de Huygens­
Fresnel qui revet aujourd'hui une forme plus generale que celIe donnee par
ses deux auteurs. Remarquons encore que ce principe, au sens strict, n'en est
plus un puisqu'il se deduit des equations de Maxwell et entre dans Ie cadre
de l'electromagnetisme. II n'y a cependant aucun inconvenient a continuer a
l'appeler principe.

Ainsi, une expression du principe de Huygens-Fresnel assure que si l'on
connait Ie champ electromagnetique, engendre par une source 10, en chaque
point d'une surface fermee delimitant un volume « interieur » ne contenant
pas la source, alors Ie champ en tout point de cet interieur est parfaitement
determine.

Si, comme c'est souvent Ie cas en optique, on dispose d'un ecran plan, perce
d'une ouverture, qui separe la source S du point d'observation M (fig. 1.4),
on obtient une surface fermee en completant l'ecran (qui inclut l'ouverture)
par une portion de sphere centree en M. Puis on fait tendre vers l'infini Ie
rayon de cette sphere: on montre que la contribution du champ sur la sphere
au champ en M tend vers 0, sous la condition connue comme condition de

9 Fresnel realisa des experiences de diffraction de la lumiere par des fils. La lecture du
memoire qu'il soumit a I'Academie des sciences en 1818, avec Ie soutien d'Arago,
suggera a Poisson qu'il devait y avoir un point lumineux au centre de l'ombre geo­
metrique engendree par un petit ecran circulaire eclaire par une source ponctuelle,
ce qui paraissait une absurdite. Averti, Fresnel fit l'experience et verifia l'existence
du point lumineux prevu par les calculs de Poisson, fondes sur sa theorie [229,238].

10 C'est-a-dire des charges, des courants electriques ou des atomes.
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FIG. 1.4. Choix d'une surface fermee entourant
Ie point M oil on souhaite connaitre Ie champ
electromagnetique. Cette surface est constituee
par une partie de I'ecran (trait plein epais), I'ou­
verture diffractante (segment rectiligne en poin­
tilles) et une portion de sphere centree en M (en
pointilles). Le volume interieur delimite par la
surface ne contient pas la source S. Le principe
de Huygens-Fresnel affirme que Ie champ en M
est entierement defini par Ie champ qui existe
sur la surface precedente.

Sommerfeld [97,221]. Finalement, la connaissance du champ sur l'ecran suffit
seule a determiner Ie champ en M, c'est-a-dire en un point quelconque situe
au-dela de l'ecran par rapport a la source [29,97,221]. L'ecran devrait avoir une
etendue infinie, mais en pratique on admet que Ie champ est nul sur la partie
opaque de l'ecran et que seul Ie champ sur l'ouverture importe, c'est-a-dire Ie
champ sur une surface placee entre la source S et Ie point M OU s'observe Ie
champ diffracte.

Vne forme simplifiee du principe de Huygens-Fresnel, inspiree de ce qui
precede et qui est celIe que nous utiliserons dans cet ouvrage (chapitre 2), est
la suivante. Soit S une source de lumiere et soit M un point de l'espace. La
source engendre en M un champ electromagnetique. Soit E une surface (en
pratique limitee) situee entre la source et M (fig. 1.5). Supposons etre capables
de reproduire sur E Ie champ qu'y engendre Set enlevons la source. Le principe
de Huygens-Fresnel affirme que Ie champ en M n'a pas change.

La propagation d'une onde electromagnetique de la source S au point M se
conc;oit des lors de deux fac;ons equivalentes : directement, en une seule etape;
ou bien en deux etapes si on introduit une surface intermediaire arbitraire. Ces
deux points de vue auront chacun une traduction mathematique, une fois qu'on
aura associe un operateur a la propagation d'une onde electromagnetique :
l'operateur qui traduit la propagation de SaM devra etre Ie compose de deux
operateurs, associes respectivement (a) a la propagation de l'onde de la source

))~
M M

S 4) ) s ..~:}

E E

FIG. 1.5. Selon Ie principe de Huygens-Fresnelle champ engendre en M est Ie meme
dans les deux situations presentees : a gauche, la source S eclaire directement M; a
droite, on dispose d'une surface E sur laquelle Ie champ est exactement celui qu'aurait
engendre la source S, si elle etait presente.
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a la surface intermediaire; et (b) a la propagation de l'onde, de cette meme
surface a M.

Nous verrons par la suite comment utiliser Ie principe de Huygens-Fresnel
sous l'une ou l'autre des deux formes precedentes. Cependant nous pouvons
d'ores et deja en citer une application fameuse : l'holographie [91,97] dont Ie
principe se fonde sur la figure 1.5 (voir Ie chapitre 15).

1.3 Elements pour une theorie scalaire

1.3.1 Ondes localement planes

Nous etudions des ondes qui ont localement la structure d'une onde plane
(fig. 1.6). Le champ magnetique H en un point d'une surface d'onde (c'est
une surface equiphase) se deduit du vecteur champ electrique E de la fac;on
suivante : E, H et s (unitaire, perpendiculaire a la surface d'onde 11 et oriente
dans Ie sens de propagation) forment un triedre rectangle direct et

~= ~=Z
IIHII V-S ' (1.1)

ou Zest l'impedance du milieu de propagation, J.L sa permeabilite et E sa per­
mittivite. Dans ces conditions, l'onde est caracterisee par Ie seul vecteur E (et
la normale a l'onde). C'est ce vecteur que nous considerons desormais. Le choix
du vecteur E est a la fois historique (c'est E qui s'identifie au « vecteur de
Fresnel» [40]) et technique: on montre que c'est lui qui a des effets sur les
detecteurs quadratiques utilises en optique 12.

Tout Ie livre reste dans Ie cadre d'une theorie scalaire de la diffraction qui
ne prend pas en compte l'aspect vectoriel du champ electromagnetique, c'est-a­
dire les phenomenes de polarisation 13. Le champ electromagnetique est suppose
posseder une polarisation fixe qui ne change pas par diffraction. Cela correspond
bien a la realite tant que les details des objets etudies sont relativement plus
grands que la longueur d'onde (disons une vingtaine de fois, soit typiquement
superieurs a 10 f.lm) et suffit a expliquer deja un grand nombre de phenomenes
optiques.

11 Le milieu est suppose isotrope. Le vecteur s est colineaire au vecteur de Poynting
P = ExH.

12 Cela est mis en evidence par l'etude d'ondes stationnaires pour lesquelles les champs
E et H ont des ventres et des nreuds en quadrature: une emulsion photographique
est impressionnee seulement sur les ventres du champ E et non sur ceux de H (qui
sont les nreuds de E) [121,158]. Cela est vrai pour un milieu non magnetique. La
question se presente differemment en radio-electricite dans la mesure OU on sait
detecter Ie champ H, par exemple a l'aide du courant qu'il engendre dans une
boucle metallique.

13 Nous decrirons cependant quelquefois des phenomenes de diffraction lies a la polari­
sation de la lumiere : voir les paragraphes 5.1.1, 5.4.3, 15.4.4. Cela concerne surtout
les composants optiques a base de cristaux liquides : ecrans plats, modulateurs de
lumiere spatiaux.
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FIG. 1.6. Onde localement plane dans un milieu iso­
trope. Les vecteurs E (champ electrique) et H (champ
magnetique) au point M sont dans Ie plan tangent en
Mala surface d'onde. Le vecteur de Poynting Pest
orthogonal au plan tangent.

Dne autre fac;on de considerer les choses consiste a dire qu'on ne s'interesse
qu'a une composante du champ electrique et a supposer qu'il n'y a pas de
couplage entre les composantes de ce champ, ni entre elles et celles du champ
magnetique (Ie seul couplage vient de la relation (1.1) et de l'orthogonalite
des champs). Ce point de vue autorise la composition des composantes, apres
qu'elles se sont propagees, de maniere a reconstituer Ie vecteur champ elec­
trique. Cela est fait au paragraphe 5.4.3; mais ce n'est qu'une approximation.

Dans une theorie scalaire, l'amplitude du champ electrique associee a une
onde monochromatique de frequence v et consideree au point M et a l'instant
t s'ecrit

E(M, t) = U(M) e2invt , (1.2)

ou U(M) est l'amplitude complexe du champ electrique (elle se mesure en
V jm). Dans la premiere partie du livre nous n'utiliserons que U(M), que nous
designerons comme amplitude du champ (electrique), et n'ecrirons pas la partie
temporelle de l'amplitude de l'onde (Ie terme exp[2iJrvt] serait en facteur dans
toutes les expressions de l'amplitude du champ que nous ecrirons). Faire ainsi
sera possible tant que nous n'aurons pas a traiter des ondes polychromatiques,
qui exigent Ie recours a l'ecriture complete (chapitres 9 et 10, deuxieme partie).

La notation complexe est d'usage courant, mais il ne faut pas oublier que
Ie champ electrique « physique» est la partie reelle du champ complexe. Si Er

est l'amplitude du champ reel, alors

Er(M, t) = ~{E(M, t)}, (1.3)

ou ~ signifie « partie reelle ». Tout cela reste valable pour des champs qui ne
sont pas necessairement monochromatiques (notion de champ analytique, voir
Ie paragraphe D.2 p. 495).

Les milieux de propagation consideres dans cet ouvrage sont isotropes et
homogenes 14 (et transparents). La vitesse de la lumiere (dans Ie vide) est c
(c = 299792458mjs). Nous notons v la vitesse de phase d'une onde lumineuse
monochromatique (frequence v) dans un milieu de propagation d'indice de

14 L'isotropie traduit une invariance par rotation, I'homogeneite une invariance par
translation.
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refraction n. La longueur d'onde est A dans Ie milieu de propagation et Ie
nombre d'ondes est k = 27fIA. Le vecteur d'onde est k = ks, OU s est un
vecteur unitaire dans la direction de propagation (perpendiculaire a la surface
d'onde). Si Ao est la longueur d'onde dans Ie vide, alors Ao = nA et k = 27fnI Ao.

1.3.2 Eclairement, intensite vibratoire

Les detecteurs optiques ne sont pas sensibles directement au champ elec­
trique mais a l'eclairement associe. L'eclairement en un point d'un detecteur
eclaire par une onde lumineuse est homogene (d'un point de vue dimensionnel)
au module du vecteur de Poynting et se mesure en W1m2 (voir l'appendice
E). Il est aussi proportionnel a la moyenne temporelle du carre du module du
vecteur champ electrique 15 et vaut, au point M du detecteur,

(1.4)

OU co est la permittivite du vide (co = 8,854187817· 10-12 F1m [118]), e la
vitesse de la lumiere (dans Ie vide), n l'indice de refraction du milieu; ( )t
designe la moyenne temporelle. L'angle e est l'angle que fait la normale au
detecteur en M avec Ie rayon moyen du faisceau incident en M (fig. 1.7). La
relation (1.4) vaut pour un milieu non magnetique (de permeabilite relative
J-lr = 1). Le coefficient cone est l'inverse de l'impedance 16 du milieu, definie
par la relation (1.1).

Pour un champ represente par l'amplitude de la relation (1.2), la relation
(1.4) s'ecrit

(1.5)

FIG. 1.7. L'eclairement au point M d'un detecteur
est proportionnel a IU (MW cos ().

15 Pour cette raison on parle de detecteurs quadratiques. On ne mesure d'autre part
que des moyennes temporelles, car les detecteurs optiques sont lents a l'echelle des
periodes d'oscillations des ondes lumineuses, de l'ordre de 10-15 s; les mesures sont
effectuees sur un tres grand nombre de periodes.

16 Cela vaut pour un milieu non magnetique, de permeabilite J.l, = J.l,o (la permeabilite
du vide est J.l,o = 47l' .10- 7 Him) ; si Eo est la permittivite du vide, Er la permittivite
relative du milieu (E = EoE r = Eon2), on deduit en effet de (EOJ.l,O)1/2 = lie que
l'impedance du milieu est Z = (J.l,oIEoE r )1/2 = 1/(Eonc). L'impedance du vide est
Zo I'::j 377 Q.
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Pour aWiger les formules, nous prendrons parfois egal a 1 Ie coefficient pre­
cedent et supposerons l'incidence normale sur Ie detecteur. Plus precisement,
nous definissons l'intensite vibratoire de l'onde au point M par [135]

I(M) = IU(M)1 2
. (1.6)

L'intensite vibratoire est egale a l'eclairement a un facteur d'obliquite et un
coefficient pres (respectivement cos eet Eoncj2). Son interet est de pouvoir etre
calculee independamment de la position ou de l'orientation du detecteur, et plus
generalement sur toute surface aerienne (qui n'est pas une surface materielle).

Vne grande partie du livre s'attache au calcul de l'amplitude du champ
diffracte dans diverses situations. L'intensite vibratoire associee s'obtient en
calculant Ie carre du module de l'amplitude du champ. Il est entendu que l'eclai­
rement sur un recepteur donne s'en deduirait simplement en tenant compte du
facteur d'obliquite et de l'impedance du milieu de propagation. Par la suite
nous emploierons souvent Ie terme d'eclairement, meme si nous calculerons
seulement l'intensite vibratoire. Nous ferons ainsi pour insister sur la grandeur
qui serait effectivement mesuree, esperant eviter de cette maniere la grande
confusion qui existe a ce propos dans la litterature.

Il ne faut pas confondre en effet l'intensite vibratoire (ni surtout l'eclaire­
ment) avec l'intensite definie en photometrie ou radiometrie, laquelle se mesure
en W jsr (watts par steradian), comme il est precise a l'appendice E. L'intensite
vibratoire est en quelque sorte une grandeur « aerienne », comme un eclaire­
ment potentiel. Ce qui est detecte, ce qui est mesure, c'est l'eclairement (ou
l'exitance si on se place du point de vue de l'emetteur). Mais pour l'obtenir, il
faut intercepter Ie rayonnement par une surface materielle.

1.3.3 Spectre electromagnetique et domaine optique

Le spectre de la lumiere visible correspond a des longueurs d'ondes (dans Ie
vide) allant de 0,4 J.l.m a 0,78 J.l.m environ, c'est-a-dire a des frequences comprises
entre environ 7,5.1014 Hz (bleu extreme) et 3,8.1014 Hz (rouge extreme). Le
domaine ultra-violet s'etend typiquement de 0,01 J.l.m a 0,4 J.l.m et Ie domaine
infra-rouge (optique) de 0,78 J.l.m a 1 mm environ. Ces bandes spectrales consti­
tuent Ie domaine de l'optique. On leur adjoint eventuellement les rayons X, dont
les longueurs d'ondes sont situees en dec;a de celles du domaine de l'ultra-violet
(jusqu'a des longueurs d'ondes de 0,1 nm).

Le spectre des ondes electromagnetiques comprend encore les rayons "y dont
les frequences sont superieures a celles des rayons X. Au-dela de l'infra-rouge,
pour des frequences allant de 300 GHz (1 mm de longueur d'onde dans Ie vide)
a 300 MHz, on parle d'hyperfrequences. La radio-electricite releve de frequences
encore plus basses (allant jusqu'a quelques kHz).
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1.4 Representation de l'amplitude du champ

Dans ce livre nous appliquons tres souvent la transformation de Fourier it
l'amplitude du champ, dans des conditions qui seront precisees dans les pro­
chains chapitres. Au plan mathematique, l'ecriture de la relation (1.2) suppose
implicitement que E et U sont des fonctions ; or Ie cadre fonctionnel est insuf­
fisant pour l'analyse harmonique, puisque des fonctions aussi « simples» que
les fonctions sinusoidales ont pour transformee de Fourier la somme de deux
distributions de Dirac (affectees de coefficients appropries) ; cette constatation
fournit un des arguments les plus forts pour justifier l'emploi des distributions
en optique : vouloir utiliser la transformation de Fourier sans les distributions,
c'est se priver, en pratique, des fonctions circulaires sinus, cosinus et de la
fonction exponentielle it argument imaginaire (fonction cissoidale), c'est-it-dire
des ondes planes et des ondes monochromatiques! II semble plus raisonnable
d'adopter ces modeles, certes modeles limites d'ondes reelles, et de travailler
avec les outils mathematiques qui leur sont adaptes.

Le point de vue precedent conduit it representer l'amplitude du champ elec­
trique, grandeur physique, par une distribution, et plus precisement par une
distribution temperee, de fa<;on it garantir l'existence de la transformee et de
l'antecedent de Fourier de l'amplitude du champ. L'appendice A donne des ele­
ments de la theorie des distributions et precise les notations que nous utilisons.
L'espace des distributions temperees, note S' et presente dans l'appendice B,
est tres vaste : il contient notamment les fonctions de carre sommable et suffit,
en general, aux besoins de la physique et it la representation des signaux alea­
toires (utiles au chapitre 10) [18]. II est c10s pour la transformation de Fourier.

Par consequent, dans la relation (1.2), les amplitudes E et U doivent etre
considerees, a priori, comme des distributions temperees 17. Cela pose d'abord
un probleme d'ecriture : tout au long du texte nous emploierons Ie plus souvent
une notation fonctionnelle - la relation (1.2) en est un exemple; nous conti­
nuerons it l'ecrire - et des integrales (notamment pour la transformation de
Fourier), tout en sachant que cela n'est pas toujours rigoureux et qu'il serait
plus correct d'avoir recours it la notation habituelle utilisee pour les distribu­
tions; Ie paragraphe 3.5 donne un exemple de ce qu'il serait possible de faire.

Dne deuxieme difficulte it surmonter reside dans l'interpretation d'une dis­
tribution en physique et en mesures physiques. On sait par exemple que Ie
produit de deux distributions n'est pas defini en general, Ie carre d'une distri­
bution non plus: comment exprimer alors l'ec1airement d'un detecteur it l'aide
de la relation (1.5) si U est une distribution? Dne solution est proposee dans
l'appendice A.

Enfin, l'etude de la coherence (chapitre 10) met en CBuvre des elements
c1assiques de la theorie des signaux aleatoires. Dans ce domaine encore, Ie re­
cours aux distributions fournit des modeles certes ideaux mais qui simplifient
grandement l'analyse harmonique des signaux aleatoires.

17 Par exemple, un point lumineux se represente par une distribution de Dirac.



Chapitre 2

Frequence spatiale et spectre angulaire

Dne premiere fac;on de resoudre un probleme de diffraction repose sur la
notion de spectre angulaire et conduit a representer la diffraction comme un
filtrage lineaire, au sens de la theorie des signaux et systemes. La methode
developpee dans ce chapitre peut se qualifier de frequentielle; elle illustre un
des interets de la transformation de Fourier dans l'etude de la diffraction. Sou­
lignons egalement qu'elle est conforme ala theorie classique.

Avant d'aborder ce chapitre il est utile de lire l'appendice B consacre a la
transformation de Fourier.

2.1 Frequence spatiale

2.1.1 La notion de frequence spatiale

Rapportons l'espace a un systeme de coordonnees (x, y, z), orthonorme. Soit
une onde electromagnetique (ou lumineuse) se propageant dans la direction z.
L'amplitude complexe du champ electrique , dans Ie plan d'equation z = 0, se
represente par la fonction 1 U(x, y) (theorie scalaire). Si Uest la transformee
de Fourier de U, l'analyse harmonique (ou analyse de Fourier) conduit a 2

(2.1)

(2.2)

ou Fx et Fy sont les variables conjuguees de x et y. Nous appelons frequence
spatiale la variable vectorielle F = (Fx , Fy) et nous notons F = IIF II son
module 3. La dimension de Fest l'inverse d'une longueur et son unite Ie mm- 1

(ou parfois la paire de lignes (ou traits) par millimetre, voir la remarque 2.1.2).
La notation vectorielle fournit une ecriture plus condensee de la relation

(2.1) sous la forme

U(F) = I" U(r) e2i7fF.r dr.
JJR2

1 Plus gi'meralement I'amplitude du champ se represente par une distribution tem­
peree comme il est explique au paragraphe 1.4.

2 Si U est une distribution, une ecriture telle que I'integrale de la relation (2.1) peut
se considerer comme symbolique (voir I'appendice A).

3 Certains auteurs [157] appellent frequence spatiale Ie module de F.
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La transformation de Fourier inverse permet d'ecrire 4

U(x y) = 1U(F F) e-2i7f(xFx+yFy) dF dF, x, y x y,
IR2

ou encore

U(r) = r U(F) e-2i7fr.F dF.
JIR2

(2.3)

(2.4)

(2.5)

La relation (2.3) montre que U(x, y) se decompose sur la « base» des fonc­
tions exponentielles de la forme exp[-2i7r(xFx + yFy )]. Cette derniere fonc­
tion represente, a une constante dimensionnelle pres, la vibration associee a
la frequence spatiale F = (Fx , Fy ), et nous en obtenons une representation
schematique en considerant les points (x, y) du plan d'equation z = 0 qui
satisfont exp[-2i7r(xFx + yFy )] = 1. Ce sont des points equiphases tels que
xFx + yFy = m (m E 2:), qui se repartissent sur un ensemble de droites paral­
leles (fig. 2.1), separees de la distance

1 1
p- --- JF

x
2 + F

y
2 - F'

La grandeur pest la periode spatiale (ou Ie pas) de la fonction de base
exp[-2i7r(xFx + yFy )] : c'est Ie module du vecteur « periode spatiale », de­
fini par p = F / F 2

.

y

x
FIG. 2.1. L'amplitude de la vibration asso­
ciee a la frequence spatiale F = (Fx , Fy ) a des
cretes localisees sur un reseau de droites paral­
leles. La periode spatiale est p.

Le champ electrique reel est la partie reelle du champ complexe, et l'ampli­
tude du champ reel associe a la frequence spatiale F = (Fx , Fy ) s'ecrit

Ur(x, y) = Uo cos[27r(xFx + yFy )] , (2.6)

ou Uo est une constante dimensionnelle. Cette amplitude a ses maxima sur Ie
reseau de droites paralleles des points equiphases deja mentionnes (fig. 2.1).
Vne tOle ondulee ou des tuiles (romaines) peuvent donner une image intuitive
de l'amplitude du champ (fig. 2.2) : leurs cretes correspondent aux maxima de
la fonction cos[27r(xFx + yFy )].

4 Cela est vrai « presque partout », et a condition que D soit sommable. Cette
derniere limitation disparait dans S', espace des distributions temperees.
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y

x

FIG. 2.2. A gauche: representation schematique de I'amplitude associee a une fre­
quence spatiale sous la forme imagee de « tole ondulee ». A droite : representation
d'une fonction de la forme cos2 [27l"(xFx + yFy )]; du fait du passage au carre, la pe­
riode spatiale (vectorielle) de cette fonction est p/2, OU P = (Fx /F 2 ,Fy /F 2

).

La figure 2.3 illustre Ie caractere bidimensionnel (et vectoriel) de la fre­
quence spatiale. On peut faire varier la periode spatiale mais aussi l'orientation
des droites.

FIG. 2.3. Aspect vectoriel de la frequence spatiale. Les frequences F 1 et F 2 ont Ie
meme module, mais des orientations differentes : F 1 = F2 • Les frequences F 2 et F 3

ont la meme orientation, mais des modules differents : F2 < F3 .

La relation (2.3) conduit a considerer la repartition du champ dans Ie plan
d'equation z = 0, donnee par U(x, y), comme etant la somme ponderee de
repartitions elementaires similaires aux reseaux de la figure 2.2 et correspondant
a diverses periodes et orientations. Le poids attribue a la repartition associee
a la frequence spatiale (Fx, Fy ) est [j (Fx, Fy ).

Frequences spatiales et details d'un objet. L'amplitude du champ U dans
Ie plan x, y decrit aussi l'amplitude du champ rayonne par un objet (plan) qui
serait place dans ce plan. Les details les plus fins de l'objet correspondent a des
variations rapides de l'amplitude du champ (fonction des variables spatiales
x et y) et se traduisent, dans la decomposition spectrale, par les frequences
spatiales de plus grand module. Transmettre de hautes frequences spatiales (en
module) c'est transmettre les details les plus fins d'un objet; pour cette raison,
la notion de frequence spatiale permet d'analyser la resolution des instruments
d'optique, comme nous Ie verrons par la suite (notamment au chapitre 8).
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Remarque 2.1.1. En S.1. l'amplitude du champ U se mesure en Y1m et par
consequent sa transformee de Fourier spatiale [j se mesure en Y·m.

Remarque 2.1.2 (Paire de traits par millimetre). On utilise parfois la
paire de traits par millimetre comme unite de module de la frequence spatiale.
Cela se comprend si on considere une modulation binaire (fig. 2.4). Sachant
que la frequence spatiale fondamentale est l'inverse de la periode (spatiale), Ie
recours au mot « paire » vient de ce qu'une periode correspond de fait a deux
traits adjacents : un trait noir et un trait blanc.

La quantite associee au module d'une frequence spatiale est la meme, que
l'unite choisie soit Ie mm- I ou la paire de traits par mm : par exemple 100
paires de traits par mm font 100 mm-I.

Les images sont enregistrees notamment dans des emulsions photogra­
phiques, captees par des detecteurs electroniques (par exemple les dispositifs a
transfert de charges, DTC - Charge coupled device, CCD en anglais) ou affi­
chees sur des moniteurs (ecrans a tube cathodique, ecrans a cristaux liquides,
modulateurs de lumiere spatiaux) qui sont en general caracterises par les di­
mensions du «point elementaire » qu'ils sont capables de detecter ou d'afficher.
Suivant une seule dimension, il faut deux points elementaires pour obtenir une
variation d'eclairement (ou de luminance suivant les cas) correspondant a une
periode. Ainsi la plus petite periode enregistrable (ou affichable) est Ie double
de la dimension du point elementaire.

p

1110011I FIG. 2.4. Pour une mire binaire, la periode p correspond a une
paire de traits : un noir et un blanc. La paire de traits par milli­
metre est une unite de module de frequence spatiale.

2.1.2 Association des frequences spatiales et des ondes planes

Un des elements centraux de la theorie que nous exposons est qu'a une fre­
quence spatiale donnee la diffraction-propagation fait correspondre une onde
plane dont la direction de propagation est parfaitement definie. Pour com­
prendre cela, rappelons que l'onde plane qui se propage dans la direction du
vecteur d'onde k (fig. 2.5), dont les cosinus directeurs 5 sont a, (3", se repre­
sente par

[
2iJr ]exp[-ik . p] = exp -T(ax + (3y + ,z) , (2.7)

5 On a : 0: = cosex, (3 = COSey et , = cosez , OU ex, ey et ez sont les angles entre
Ie vecteur k et les axes x, y et z. De plus 0:

2 + (32 + ,2 = 1. Le vecteur k s'ecrit
k = (27r / ),,)s OU s est unitaire et oriente dans la direction de propagation. Les
cosinus directeurs 0:, (3 et , sont les composantes du vecteur s.
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x

y

FIG. 2.5. Plan d'onde de l'onde plane se propageant
z dans la direction du vecteur d'onde k. L'amplitude com­

plexe au point pest proportionnelle a exp[-ik . p]; la
phase est constante dans Ie plan d'onde considere, lequel
est orthogonal au vecteur k : un plan d'onde est un plan
equiphase.

si on ne tient pas compte de la dependance temporelle du champ (terme
exp[2i7fvt] que nous n'ecrivons pas, car nous nous interessons seulement pour
l'instant it la repartition spatiale de l'onde). La relation (2.7) donne l'amplitude
du champ cree au point p = (x, y, z) par l'onde plane consideree (it un facteur
dimensionnel pres).

Dans ces conditions, la frequence spatiale F = (Fx , Fy ) etant donnee, l'am­
plitude exp[-2i7f(xFx +yFy )] represente Ie champ engendre, dans Ie plan z = 0,
par l'onde plane qui se propage dans la direction definie par

o = )"'Fx , (2.8)

(3 = )"'Fy , (2.9)

'Y = V1- )...2Fx
2 - )...2Fy

2 = }1- (02 + (32), (2.10)

en supposant 1 - )...2Fx
2 - )...2Fy

2 2: O. Le cas 1 - )...2 Fx
2 - )...2 Fy

2 < 0 fait l'objet
du paragraphe 2.2.3.

Propriete fondamentale. II resulte du principe de Huygens-Fresnel que
l'onde qui se propage dans la region z > 0 est la meme :

- si Ie plan d'equation z = 0 est ec1aire par une onde plane de cosinus
directeurs (0, (3, 'Y), issue de la region z < 0;

- si Ie champ dans Ie plan z = 0 est Ie champ associe it la frequence spatiale
(Fx , Fy ) qui satisfait les relations (2.8-2.10).

Ainsi it chaque frequence spatiale est associee la direction de propagation
d'une onde plane parfaitement definie. Nous verrons par la suite comment cela
permet d'aborder des problemes de diffraction (paragraphe 2.3) et d'analyser
les systemes optiques (chapitre 8).

Remarque 2.1.3. On rencontre des frequences spatiales dont les composantes
sont negatives. Le changement de signe des composantes d'une frequence spa­
tiale correspond it un changement du vecteur d'onde de l'onde associee : ce
dernier devient Ie symetrique de ce qu'il etait, par rapport it l'axe z.

2.1.3 Vecteur frequence angulaire

Les relations (2.8-2.10) montrent que 'Y se deduit de 0 et (3 : connaitre ces
deux parametres suffit pour determiner l'onde plane representee par la relation



26 Optique de Fourier

(2.7). Introduisons Ie vecteur P de composantes (ex, (3) dans un espace euclidien
de dimension 2, l'espace des frequences angulaires. Des relations (2.8) et (2.9)
on deduit (ex, (3) = A(Fx , Fy), c'est-a-dire

p=AF. (2.11)

Comme 'Y est Ie cosinus directeur, relativement a z, de la direction de pro­
pagation de l'onde plane associee a F, nous avons

'Y = cos Bz ,

ou Bz est l'angle entre z et k, et selon la relation (2.10)

(2.12)

(2.13)

Pour les petits angles : i[J ~ 1Bz I·
Le vecteur pest la frequence angulaire de l'onde plane associee a la fre­

quence spatiale F. La relation 6 (2.11) est importante dans la mesure OU elle
lie une quantite caracteristique de la structure d'un objet - en l'occurrence une
frequence spatiale - a une quantite caracteristique du rayonnement diffracte
par cet objet, a savoir une direction de propagation.

Interpretation du vecteur frequence angulaire. Puisque P = (ex, (3) et
que ex et (3 sont les cosinus directeurs du vecteur k (relatifs a x et y), Ie vecteur
pest la projection du vecteur unitaire (et sans dimension) k/llkll sur Ie plan
x, y, comme Ie montre la figure 2.6.

y

z

k

FIG. 2.6. Interpretation du vecteur .p (<< frequence
angulaire ») comme projection du vecteur d'onde k
sur Ie plan x, y (apres normalisation).

Exemple 2.1.1. Un detail de 2, 51lm sur un objet lumineux represente des
variations spatiales de l'amplitude du champ correspondant a une frequence
spatiale 7 de module

6 Dans ses articles [20-23], G. Bonnet ecrit la relation (2.11) sous la forme.p = ->"F.
La presence du signe moins vient du choix de conventions differentes, notamment
dans la definition de la transformation de Fourier. Le choix des conventions propres
Ii notre ouvrage est explique dans I'appendice B. Cette difference de signe se re­
trouve par la suite, par exemple dans la relation (3.24) (diffraction de Fraunhofer,
theoreme 1) ou dans la relation (10.101) (transfert de la coherence).

7 Cette frequence est associee Ii un pas de 5 Jlm.
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(2.14)

A la longueur d'onde A = 0,5 J.lm, ce detail diffracte la lumiere sous l'angle

(2.15)

Remarque 2.1.4. L'exemple precedent, qui traite d'un detail de 2,5 J.lm,
semble contredire ce que nous avons admis au chapitre 1, a savoir que la theo­
rie scalaire que nous developpons etait valide si les details des objets auxquels
nous nous interessons etaient plus grands que 10 J.lm (c'etait un ordre de gran­
deur). De fait, cette valeur etait la condition a respecter pour ne pas avoir a
considerer les effets de la polarisation. Elle n'exclut pas de pouvoir associer un
angle de diffraction a une frequence spatiale situee au-dela de la limite evoquee.
Simplement, dans un tel cas, on peut s'attendre a ce que les amplitudes des
ondes diffractees soient liees a la polarisation des champs, et c'est cela dont la
theorie scalaire ne peut rendre compte avec precision.

2.1.4 Obtention de l'onde plane associee a une frequence spatiale
donnee

En optique, les objets diffractants sont souvent eclaires par une source pri­
maire qui produit une onde plane homogene. On eclaire ainsi des transparences,
et Ie champ qui en emerge s'ecrit, au point r, sous la forme U(r) = Uot(r) OU
Uo est l'amplitude de l'onde d'eclairage et t la fonction de transmission 8 de la
transparence. Or, de fac;on elementaire, par modulation d'amplitude on ne sait
fabriquer que des transparences dont la fonction de transmission est reelle et
positive : t est en general une fonction a valeurs reelles comprises entre 0 et
1. II n'est pas possible d'obtenir par cette technique une fonction de la forme
exp[2i7rFo·r]. On ne peut meme pas produire la fonction cos 27rFo·r sur une
periode 9. On sait produire

1
t(r) = "2(1 + cos 27rFo-r) , (2.16)

c'est-a-dire, comme Ie montre la decomposition de la fonction cosinus en somme
de deux fonctions exponentielles, une amplitude complexe et a la fois l'ampli­
tude complexe conjuguee avec, en plus, une constante. En termes d'optique :
on sait produire une onde complexe et a la fois son onde conjuguee et une onde
homogene se propageant sur l'axe.

Nous verrons par la suite (chapitre 15) que l'holographie permet l'enregistre­
ment d'une onde complexe, sous la forme d'un eclairement module (donc sous
la forme d'une grandeur reelle positive). Cependant nous verrons egalement
que la restitution de l'onde s'accompagne de la creation d'une onde conjuguee
et d'une onde homogene (correspondant a un fond homogene).

8 Voir la relation (5.1) du chapitre 5 pour une definition precise.
9 L'exercice 2.3 p. 39 montre comment depasser cette limitation.
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FIG. 2.7. Si on envoie sur Ie prisme une onde plane se
propageant suivant z, Ie champ dans Ie plan x,y est celui
associe a une frequence spatiale de module (n -l)A/A oil
nest l'indice du verre et A l'angle au sommet du prisme.

Le probleme de l'obtention d'une amplitude exponentielle complexe a une
solution si on admet que t puisse traduire une transparence de phase 10. Un
prisme d'angle au sommet A en fournit un exemple. Si A est petit, et si nest
l'indice du verre qui constitue Ie prisme (lui-meme place dans l'air, ou Ie vide),
la deviation angulaire produite par Ie prisme est (n -l)A, si bien que Ie prisme
est une transparence dont la fonction de transmission est telle que

( ) _ [_ 2i1f(n - l)AX]
t x,y - exp A ' (2.17)

a condition que l'arrete du prisme soit parallele a l'axe y et qu'elle serve d'ori­
gine a l'abscisse x (fig. 2.7). Si on envoie sur Ie prisme une onde plane se pro­
pageant perpendiculairement au plan x, y, l'onde emergente est l'onde plane
associee a la frequence spatiale

F = ((n-1)A )
o A'O. (2.18)

Le prisme offre simplement un moyen de changer la direction de propagation
de l'onde plane incidente. Cela modifie la frequence spatiale du champ dans Ie
plan x, y.

Par la suite, nous parlerons du champ ou de l'onde plane associes a une
frequence spatiale, comme si nous etions effectivement capables de produire
un tel champ ou une telle onde, sans revenir a la discussion de ce paragraphe.
Souvent il s'agira d'une onde isolee, par la pensee, dans un ensemble comprenant
en plus l'onde conjuguee et une onde homogene (fond continu).

2.2 Spectre angulaire

2.2.1 La notion de spectre angulaire

Au lieu de la frequence spatiale, on choisit comme grandeur de travail la
frequence angulaire, c'est-a-dire, au fond, les cosinus directeurs ex et (3.

10 Obtenir dans un plan une amplitude sinusoidale est encore possible par d'autres
moyens. Citons l'interferometrie (coin d'air avec un interferometre de Michelson),
ou Ie filtrage spatial de l'onde produite par une transparence de la forme de celle
de la relation (2.16).
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Soit une onde se prop~geant suivant l'axe z, d'amplitude U dans Ie plan
d'equation z = 0, et soit U la transformee de Fourier de U. Soit V la fonction
(ou distribution) definie par

1 ~ (a (3)
V(a,(3) = ,\2 U -:\'-:\

La relation (2.3) s'ecrit

r [ 2i7f ]U(x, Y) = JJR2 V(a, (3) exp ---:\(ax + (3y) da d(3.

Aves des variables vectorielles, la relation (2.19) s'ecrit

et la relation (2.20)

U(r) = ~2 V(p) exp [- 2~7f por] dp.

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

La fonction V represente Ie spectre angulaire de l'onde consideree, dans Ie
plan z = O. Physiquement, Ie spectre angulaire est l'ensemble des differentes
directions de propagation des ondes planes qui composent l'onde incidente sur
Ie plan z = 0 (ou encore l'ensemble des vecteurs d'ondes), comme il resulte de
l'interpretation suivante.

Interpretation: decomposition d'une onde quelconque sur une fa­
mille d'ondes planes. L'analyse harmonique - telle qu'elle est developpee
dans Ie paragraphe 2.1 - conduit a representer l'amplitude du champ U(r)
dans Ie plan d'equation z = 0, comme la superposition ponderee d'amplitudes
elementaires (representees par des fonctions exponentielles a argument ima­
ginaire), les coefficients de ponderation etant les valeurs D(F). L'association
entre frequences spatiales et ondes planes conduit a un resultat plus general, qui
porte sur l'onde incidente sur Ie plan z = 0 et non seulement sur son amplitude
dans ce meme plan : toute onde incidente sur Ie plan z = 0 est la superposi­
tion ponderee d'ondes planes, les coefficients de ponderation etant donnes par
Ie spectre angulaire. Chaque onde plane a sa propre direction de propagation.
Cela reste vrai pour l'onde emise par un objet rayonnant place dans Ie plan
d'equation z = O.

Remarque 2.2.1. L'introduction du facteur 1/,\2 dans la relation (2.19) qui
definit Ie spectre angulaire se justifie par des raisons dimensionnelles. L'am­
plitude du champ se mesure en V/ m et D(Fx , Fy ) en V·m. Par consequent
V(a, (3) se mesure egalement en V/m : c'est bien l'amplitude du champ d'une
onde plane.
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Une autre justification vient de la relation (2.11) : if> = )"F, dont il resulte 11

dif> = ).,2 dF. La relation (2.21) permet d'ecrire

V(if» dif> = U(F) dF. (2.23)

Ainsi l'amplitude U(F) = U(Fx , Fy ) est la contribution du domaine frequentiel
[Fx,Fx + dFx[x[Fy,Fy + dFy[ a l'amplitude de l'onde, et V(if» = V(a,,8) est
la contribution du domaine [a, a +dar x [,8,,8 +d,8[ (ici x represente Ie produit
cartesien de deux ensembles).

Remarque 2.2.2. Les bornes de l'integrale de la relation (2.20) sont infinies,
ce qui peut surprendre puisque a et ,8 sont des cosinus directeurs qu'on peut a
priori croire bornes (par 1 en valeur absolue). Ce n'est pas toujours Ie cas: a et
,8 peuvent etre superieurs a 1 (ce sont alors des cosinus a argument imaginaire,
c'est-a-dire des cosinus hyperboliques) ; cela a lieu pour les ondes evanescentes
mentionnees au paragraphe 2.2.3. On peut admettre encore que Ie spectre an­
gulaire est, en pratique, a support borne et qu'il n'y a pas d'inconvenient a
l'integrer sur JR2.

2.2.2 Propagation du spectre angulaire

Soit une onde se propageant suivant z, dont l'amplitude, dans Ie plan d'equa­
tion z = 0, est U(x, y) ou bien U(x, y, 0). Son spectre angulaire est 12

1 I" [2' ]Vo(a,,8) = ).,2 lIT/!.2 U(x, y, 0) exp ~7r (ax + ,8y) dx dy, (2.24)

et la transformation de Fourier inverse donne (c'est la relation (2.20) adaptee
aux notations de ce paragraphe)

I" [ 2i7r ]U(x, y, 0) = lIT/!.2 Vo(a,,8) exp -T(ax + ,8y) dad,8. (2.25)

L'amplitude du champ dans Ie plan zest U(x, y, z); son spectre angulaire est

1 I" [2i7r]Vz (a,,8) = ).,2 lIT/!.2 U(x,y,z) exp T(ax+,8y) dxdy.

II en resulte

(2.26)

(2.27)

11 L'apparition de >..2 dans la forme differentielle vient de ce que les variables sont
de dimension 2. De fac;on detaillee, on a ip = (et,;3) = (>..Fx , >..Fy ) = >..F, et par
consequent dip = det d,6 = >..2dFx dFy = >..2dF.

12 On pourrait aussi ecrire V(et,,6, 0). La description du paragraphe 2.2.1 etait gene­
rale; nous indiquons desormais en indice l'abscisse du plan considere.
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La fonction U satisfait l'equation de Helmholtz 13 (.::1 est Ie laplacien)

(2.28)

qui s'ecrit, avec "(2 = 1 - a 2 - {32 et en tenant compte de k = 2Jr/ >.,

(2.29)

L'integrale qui apparait dans l'equation (2.29) est une integrale de Fourier et
elle est nulle si, et seulement si 14,

(2.30)

L'equation (2.30) est une equation differentielle en z dont l'integration donne
(pour a 2 + {32 :s; 1, c.-it-d. "(2 ?: 0)

(2.31)

si on ne garde que l'exponentielle avec Ie signe moins h?: 0), celle qui corres­
pond it une onde se propageant vers les z positifs. Selon la relation (2.10), Ie
parametre"( s'exprime en fonction de a et {3 : "( = (1 - a 2 - {32)1/2 ; la relation
(2.31) montre que la propagation se traduit par un changement de phase pour
chacune des composantes du spectre angulaire.

Remarque 2.2.3. De la relation (2.31) provient l'interet de la notion de fre­
quence spatiale, qui est Ie meme que celui de frequence temporelle (en di­
mension 1). L'importance de cette notion resulte de la linearite des systemes
rencontres en optique. Ainsi un £lItre lineaire conserve les frequences et n'intro­
duit qu'une attenuation et un dephasage. Cela revient it dire que les fonctions
exp[2iJrvt] sont des fonctions propres des systemes lineaires (temporels). C'est
la meme chose pour les frequences spatiales. La diffraction-propagation atte­
nue et dephase l'onde associee it une frequence spatiale mais sans changer cette
frequence : elle agit comme un £lItre lineaire spatial.

Pour ce qui est des instruments d'optique il faut preciser qu'une frequence
spatiale n'est pas vraiment conservee puisque l'instrument introduit un gran­
dissement dans la formation d'une image. Ce grandissement est cependant com­
mun it toutes les frequences spatiales du spectre angulaire incident sur l'ins­
trument (ce qui n'est pas Ie cas en general de l'attenuation ni du dephasage) :
l'analyse du comportement d'un systeme en termes de frequence spatiale reste
pertinente (voir Ie paragraphe 8.2.5).

13 L'equation de Helmholtz est I'equation des ondes pour les ondes harmoniques (voir
I'appendice D).

14 Selon Ie cadre fonctionnel adopte, cela resulte de ce que la transformation de Fourier
est un automorphisme de 5 (espace des fonctions a decroissance rapide), de £2
(espace des fonctions de carre sommable) ou encore de 5' (espace des distributions
ternperees).
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2.2.3 Frequence de coupure. Ondes evanescentes

Ce qui precede est valable si

(2.32)

Dans Ie cas contraire, Ie cosinus directeur 'Y prend la forme 'Y = il\; OU I\; est un
nombre reel negatif (I\; > a n'est pas realiste (pour un milieu passif) : il y aurait
une amplification de l'onde). L'onde s'attenue tres rapidement, en pratique sur
un parcours de l'ordre de la longueur d'onde (voir l'exemple 2.2.1) et il s'agit
d'une onde evanescente.

La relation (2.32) se traduit en termes de frequence spatiale a l'aide des
relations (2.8) et (2.9) sous la forme

ou encore

1
->FA - ,

(2.33)

(2.34)

de telle sorte que I/A est Ie module d'une frequence de coupure. Le cas eva­
nescent se rencontre si F > 1/A. Cela signifie qu'une onde electromagnetique
de longueur d'onde A ne peut pas transporter de l'information relative a des
details plus petits que A (pas sur une grande distance). Les ondes evanescentes
ont cependant un interet pratique: on parvient ales recuperer en microscopie
en champ proche et elles ont justement l'avantage de traduire de fins details de
l'objet observe, situes au-dela de la frequence de coupure [57,62].

La limitation mentionnee ici vaut dans Ie cadre d'une theorie scalaire. II
existe des phenomenes lies a des periodes spatiales inferieures a la longueur
d'onde : diffusion de Rayleigh, reseaux de diffraction a pas submicronique [132]
dont certains se comportent comme des milieux birefringents [64,123].

Exemple 2.2.1. Soit un reseau de diffraction correspondant a la frequence
spatiale (Fx , Fy ) = (1000 mm-I, 1 000 mm- 1 ). Sa periode spatiale est 0,7 /-lm
et ses traits sont inclines a 45° des axes x et y. On eclaire ce reseau par une
source monochromatique de longueur d'onde A = 1 /-lm. Alors l-a2 _;32 = -1,
et pour une distance de propagation z = 1 /-lm, l'amplitude relative de l'onde
(par rapport a celle en z = 0) est seulement exp[-21f] ~ 1,9.10-3 .

Remarque 2.2.4. Dans ce paragraphe les milieux sont supposes dielectriques
(transparents). Si une onde electromagnetique est incidente sur un milieu me­
tallique, les resultats sont differents : pour un metal reel (non parfait) il existe
un effet de peau et la profondeur de peau (caracteristique de la penetration de
l'onde dans Ie metal) est d'autant plus faible que la frequence est elevee (expri­
mee en /-lm, elle vaut 50/y'V, OU la frequence vest exprimee en MHz [236]). Aux
frequences optiques, la profondeur de peau est extremement faible; Ie milieu
metallique se comporte comme un bon miroir. 0
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L'existence de la frequence de coupure en 1/>. a des consequences pra­
tiques essentielles : elle fixe Ie module des frequences spatiales qui peuvent
etre « vues » par une onde electromagnetique. A son tour ce dernier fixe la
finesse des details qu'on peut observer ou reproduire. Voici quelques exemples :

1. En microscopie optique, on observe des details plus fins en lumiere bleue
qu'en lumiere rouge;

2. Les disques compacts utilises pour la reproduction musicale ou pour Ie
stockage des donnees informatiques comportent des micro-cuvettes qui
forment une piste en spirale [39]. C'est un faisceau lumineux issu d'une
diode laser qui lit Ie disque. La longueur d'onde de lecture est de 0,8 /-lm
environ. Il est possible de stocker une plus grande quantite d'information
sur la meme surface, a condition de reduire la taille des micro-cuvettes : leur
lecture exige toutefois une longueur d'onde plus petite puisqu'on augmente
leur frequence spatiale. Cette reduction de la longueur d'onde de lecture
est necessaire pour les DVD (Digital Versatile Disc) : ils sont Ius a une
longueur d'onde de 0,65 /-lm environ. Le tout recent systeme Btu-ray Disc
utilise de la lumiere bleue (longueur d'onde de 0,4 /-lm environ, a la limite
de l'ultra-violet) : grosso modo, on divise par 2 la dimension (lineaire) des
cuvettes (par rapport a un disque compact) et multiplie par 4 la capacite
(surfacique) de stockage des disques. (On augmente encore la capacite de
stockage en superposant plusieurs couches gravees.) ;

3. Certains des circuits integres qui sont a la base des progres considerables
des ordinateurs sont obtenus par photolithographie, apres photoreduction.
Leurs performances augmentent avec Ie facteur d'integration. Actuellement,
on n'arrive a des resolutions inferieures a 100 nm que par l'emploi d'un
rayonnement ultra-violet, c'est-a-dire de courtes longueurs d'ondes - et
parfois de techniques de super-resolution qui permettent un gain supple­
mentaire. On a d'ailleurs pratiquement atteint aujourd'hui les limites que
l'optique peut offrir dans Ie domaine. Dans un milieu d'indice de refraction
n, un meme rayonnement « porte » des frequences spatiales superieures
a celle qu'il transporterait dans Ie vide, puisque n>. = >'0; cela est utilise
pour la fabrication de circuits integres : lors de la photoreduction ceux-ci
sont immerges dans un « liquide d'indice » ;

4. Les structures cristallines ne sont pas visibles en microscopie optique clas­
sique. Elles ont des periodes de l'ordre du nanometre et ne diffractent pas la
lumiere visible: les cristaux paraissent continus ; l'onde lumineuse n'est pas
affectee lors de sa traversee du milieu, subissant seulement eventuellement
une attenuation homogene. En revanche les cristaux diffractent les rayons
X dont les longueurs d'ondes sont justement de l'ordre du nanometre.

Dans Ie domaine des hyperfrequences, ou des ondes radio, on sait qu'une
surface metallique se comporte souvent comme un (bon) miroir 15 et qu'il existe
dans ce cas aussi un phenomene d'ondes evanescentes, sur une distance de
l'ordre de la profondeur de peau [236]. La frequence de coupure en 1/>. permet

15 Le miroir est parfait si Ie metal est un conducteur parfait.
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d'i'waluer si une structure metallique periodique se comporte comme une surface
continue et reflechit les ondes electromagnetiques (sans diffraction, c'est-it-dire
selon les lois de l'optique geometrique). Voici quelques exemples d'applications :

1. On utilise en radio-astronomie, dans Ie domaine des hyperfrequences, des
miroirs constitues de grillages metalliques. Ceux-ci, tout en etant plus legers
qu'elles, se comportent comme des plaques metalliques continues, pour des
longueurs d'ondes superieures au pas du maillage du grillage. A de telles
longueurs d'ondes 16, Ie miroir parait continu;

2. V ne cage de Faraday est un ensemble metallique (cuivre), ferme, conc;u
pour isoler les instruments de mesures du rayonnement electromagnetique
exterieur. Ces cages sont constituees de grillages plus ou moins serres qui
reflechissent les ondes dont les longueurs d'ondes sont superieures au pas
de la grille. (Voir aussi la note 17 de ce chapitre.) ;

3. Vne automobile constitue une sorte de cage de Faraday (dans la mesure
ou sa carosserie est metallique) qui empeche les ondes electromagnetiques
de penetrer dans l'habitacle (cela protege de la foudre par exemple); mais
Ie vehicule comporte des ouvertures de l'ordre du metre: il est possible
de recevoir des communications sur son telephone mobile it l'interieur de
l'automobile, car les longueurs d'ondes porteuses sont voisines de 15 ou 30
cm - suivant les normes -, et petites devant les dimensions des ouvertures
de la carosserie. En revanche il est souhaitable de disposer d'une antenne
exterieure pour recevoir la radio, par exemple en modulation de frequence
(porteuse de l'ordre de 3 m de longueur d'onde, plus grande que les dimen­
sions des ouvertures du vehicule). Pour d'autres longueurs d'ondes (grandes
ondes par exemple) la reception est possible, car la profondeur de peau est
superieure it l'epaisseur de la carrosserie ;

4. On a un effet comparable (en sens inverse si on veut) pour les fours it micro­
ondes dont la porte est munie d'une grille metallique de pas millimetrique :
la lumiere passe et permet de voir les aliments qui se rechauffent dans Ie
four; mais les ondes electromagnetiques qui rayonnent dans Ie four, qui
sont dangereuses pour les etres humains et dont la longueur d'onde est de
l'ordre d'une quinzaine de centimetres, ne traversent pas cette grille 17.

Remarque 2.2.5. En toute rigueur la frequence 1/,\ est en dehors du domaine
de la theorie scalaire tel que nous l'avons dMini. Dans les exemples precedents
elle fixe cependant un ordre de grandeur aux periodes spatiales it partir des­
quelles on observe tel ou tel effet.

16 Par exemple la longueur d'onde de 21 em du spectre de l'hydrogene.
17 Cache de Faraday. Les frequences qui resonnent dans un four Ii micro-ondes

sont relativement proches de celles utilisees en telephonie mobile. Ainsi un four
Ii micro-onde constitue une bonne cage de Faraday pour la telephonie mobile. En
pla<;ant son telephone mobile dans un tel four (sans allumer ce demier, attention !),
on constate qu'il ne sonne pas quand on l'appelle, preuve qu'il ne re<;oit plus de
signal dans de telles conditions. II est bien cache!



2. Frequence spatiale et spectre angulaire 35

2.3 Spectre angulaire et diffraction

2.3.1 La diffraction comme filtre lineaire

Examinons comment la notion de spectre angulaire permet d'aborder un
probleme de diffraction-propagation. Si l'on dispose de l'amplitude du champ
dans Ie plan d'equation z = 0, on obtient Ie spectre angulaire Va dans ce
plan par analyse harmonique. La propagation se traduit par un dephasage lie
it la distance de propagation z : Ie spectre angulaire Vz se deduit de Va par
multiplication par une fonction de phase. Enfin, la transformation de Fourier
inverse appliquee it Vz donne l'amplitude du champ dans Ie plan d'abscisse z.

En pratique, conformement it la relation (2.31), on passe de Va it Vz en
multipliant par la fonction Hz telle que

(2.35)

(2.36)

La fonction Hz est la fonction de transfert associee it la propagation it la distance
z. On obtient

(2.37)

qui exprime justement que la diffraction est un filtre lineaire.

Remarque 2.3.1. De fait (voir Ie paragraphe 2.2.3), Hz(a, (3) n'est pas ri­
goureusement nul si a 2 + (32 > 1 ; il existe dans ce cas des ondes evanescentes.
Celles-ci ne se propagent pas it grande distance et les negliger revient it supposer
Hz(a, (3) = 0 pour les valeurs de a et (3 correspondantes.

Remarque 2.3.2. On utilise parfois les frequences spatiales comme variables
plut6t que les frequences angulaires, et on parle de Hz(F) comme de la fonction
de transfert (ce qui correspond d'ailleurs davantage it l'usage habituel de ce
terme). En toute rigueur il faudrait adopter egalement une autre notation pour
cette fonction, puisque les variables ont change.

Remarque 2.3.3 (Respect du principe de Huygens-Fresnel). Pour
tout (a, (3) et quels que soient ZI et Z2, il resulte de la relation (2.35) que
la fonction Hz satisfait la relation 18

(2.38)

qui traduit Ie principe de Huygens-Fresnel : Ie phenomene de diffraction du
plan d'equation z = 0 au plan d'equation z = ZI + Z2 est la composition de la
diffraction du plan z = 0 au plan z = ZI (sur une distance ZI) avec la diffraction
du plan z = ZI au plan z = ZI + Z2 (sur une distance Z2).

18 Cela reste vrai dans Ie cas evanescent, comme consequence de la relation (2.36).
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Remarque 2.3.4. L'abscisse z de Hz peut etre negative, de telle sorte qu'on a
un phenomene de diffraction virtuel. Cela est conforme au principe de Huygens­
Fresnel tel qu'il est exprime dans la remarque 2.3.3 (considerer pour cela Z2 < 0
et Zl +Z2 > 0). Ainsi z n'est pas une distance mais une mesure algebrique (voir
p. xxix).

Remarque 2.3.5 (Diffraction et convolution). Le chemin suivi pour pas­
ser du champ Uo, dans Ie plan z = 0, au champ dans Ie plan d'abscisse zest
Ie chemin Uo ----+ Vo ----+ Vz ----+ Uz du schema suivant, OU « ·Hz » represente la
multiplication par Hz et T F la transformation de Fourier (avec changement de
variable) :

Uo * h z Uz-------+

TFl rTF- 1

VO
·Hz Vz-------+

(2.39)

L'approche est frequentielle en ce sens que Ie passage du plan z = 0 au plan
d'abscisse zest decrit par son effet sur Ie spectre angulaire et s'exprime a l'aide
des frequences spatiales (ou angulaires).

Comme Vz se deduit de Vo par une multiplication par Hz, on s'attend ace
que Ie transfert direct de Uo a uz , exprime en variables d'espace, se traduise
par une convolution; c'est ce qu'indique sur Ie schema (2.39) Ie symbole * hz,
la fonction hz etant l'antecedent de Fourier de Hz. Ce point de vue est repris
au chapitre 3 (paragraphe 3.6) et generalise, sous certaines conditions, aux
emetteurs et recepteurs spheriques.

2.3.2 Dispersion par diffraction-propagation

La decomposition d'une onde quelconque sur une famille d'ondes planes
conduit a considerer cette onde comme un paquet d'ondes spatial. A une cer­
taine distance on obtient l'onde diffractee en recomposant les memes ondes
planes. Toutefois, comme Ie montre la relation (2.35), l'effet de la propagation
sur une onde plane est un dephasage qui depend de l'onde plane, de sa direc­
tion et de la distance sur laquelle on considere sa propagation. II en resulte une
modification de la recomposition par rapport a la composition initiale, et c'est
en cela que se manifeste Ie phenomene de diffraction-propagation.

Si on reporte les relations a = AFx et (3 = AFy dans la relation (2.35), on
constate que la propagation sur une distance z se traduit, pour l'onde plane
de cosinus directeurs (a, (3), par un dephasage qui depend du module de la
frequence spatiale. Pour un paquet d'ondes auquel est associe un ensemble de
frequences spatiales, il en resulte une dispersion spatiale. Le phenomene est
tout a fait comparable a ce qui se passe pour les paquets d'ondes temporels
dans un milieu dispersif (pour lequel l'indice de refraction depend de la fre­
quence temporelle et induit, par propagation, un dephasage propre a chaque
frequence) .
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Remarque 2.3.6 (Definition de la diffraction). Nous pouvons preciser
maintenant ce qu'est la diffraction et la distinguer de la seule propagation. Nous
dirons qu'il y a diffraction s'il y a modification du spectre angulaire d'une onde
par un obstacle ou bien au cours de la propagation. On exclut Ie changement
de direction de propagation par refraction ou reflexion 19.

2.3.3 Diffraction par un ecran plan

Soit Ui(x, y) l'amplitude du champ d'une onde incidente sur un ecran place
dans Ie plan z = O. 11 y a une ouverture E dans l'ecran, caracterisee par la fonc­
tion de transmission t, qui vaut 1 dans l'ouverture et 0 en dehors. L'amplitude
du champ emergeant de l'ecran est (en z = 0)

U(x,y) = Ui(x,y)t(x,y) , (2.40)

et son spectre angulaire est Ie produit de convolution Vo = Vi * t, OU Vi est Ie
spectre angulaire de l'onde incidente.

Ce qui precede reste valable pour des fonctions plus generales: la fonction t
peut etre n'importe queUe application de E dans [0,1], ou meme une fonction
it valeurs complexes (cas des objets de phase), ou encore une distribution.

Exemple 2.3.1 (Ouverture rectangulaire). Soit une onde plane qui eclai­
re, it l'incidence normale, une ouverture rectangulaire de cotes L et H, percee
dans un ecran plan (fig. 2.8).

Nous designons par recte(x) la fonction qui vaut 1 si Ixl ~ £/2, et 0 sinon 20.

L'amplitude du champ immediatement apres l'ecran est

U(x, y) = UorectL(x) rectH(Y) ,

OU Uo est un facteur dimensionnel.
Le spectre angulaire de U est 21

. JrLa . JrH(3
UoLH sm -A- sm -A­

Vo (a, (3) =~ -Jr-=L-'--'-a- --Jr---C;Hco'(3~

A A

(2.41)

(2.42)

L'onde diffractee est composee d'ondes planes. Pour a = 0 = (3, on a l'onde
plane qui se propage suivant z, et c'est cette onde qui a l'amplitude la plus
grande. 11 n'y a pas d'ondes dans les directions a = AIL (quel que soit (3), ni
dans les directions qui satisfont (3 = AIH.

Le spectre angulaire etant un ensemble de directions de propagation, on
« l'observe » en principe it l'infini. En pratique, un objectif convergent ramene

19 Encore qu'il soit concevable de voir une refraction ou une reflexion speculaire
comme l'ordre 0 d'un phenomene de diffraction!

20 Nous ecrivons aussi rect(x/l') = rect£(x).
21 II y a une simplification possible par LH/>..2 dans l'expression de Vo. Nous ne la

faisons pas, pour faire apparaitre explicitement des fonctions sin x/x.
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~ x

FIG. 2.8. Diffraction par une ouverture rectangu­
laire. A chaque frequence spatiale (Fx , Fy ) de l'ou­
verture correspond une onde plane qui se propage
dans la direction du vecteur s, unitaire, de cosinus
directeurs ex = >..Fx et (3 = >..Fy .

Ie spectre angulaire it distance finie, dans son plan focal image: chaque direction
de propagation est focalisee en un point de ce plan. Nous reviendrons sur cette
question au chapitre 5 (la figure 5.9 p. 109 montre la figure de diffraction d'une
ouverture rectangulaire ; elle donne Ie module au carre du spectre angulaire de
l'onde diffractee, si on y remplace ~ par ex et TJ par (3).

Si l'onde incidente arrive sur l'ecran de telle sorte que la normale it l'onde
fasse l'angle 80 avec x et soit perpendiculaire it l'axe y, l'amplitude du champ
incident dans Ie plan x, y est de la forme 22

[
2i7fX80 ]Ui(x,y) = Uo exp --A- . (2.43)

Le spectre angulaire de l'onde diffractee s'obtient it partir du spectre angulaire
de la relation (2.42) par convolution avec b(ex - 80); il s'ecrit

. 7fL(ex - 80 ) . 7fH(3
UoLH sm A sm -A-

Vo(a, (3) = ----:\2 -7f-:::-L-;-(a---'-'--::-8
0
--;-)- --7f=H~(3-

A A

(2.44)

II y a « translation» du spectre de 80 (pour la variable a). Comme Ie spectre
angulaire se rapporte it des angles, une translation angulaire est, de fait, une
rotation dans l'espace. Autrement dit, une rotation de l'onde incidente se tra­
duit par la meme rotation du spectre angulaire (cela est seulement vrai pour
de petits angles).

2.4 Exercices

Exercice 2.1 (Lois de Descartes 23). Etablir les lois de Descartes de la
reflexion et de la refraction d'un dioptre plan it partir de la notion de frequence

22 Si eo est petit. Dne expression plus precise est Uo exp[-2i7fX sin eoj>"]. II convient
de remplacer eo par sin eo dans la relation (2.44).

23 En anglais, prononcer Snell.
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spatiale et de celle de spectre angulaire. (Indication: comparer, sur Ie dioptre,
les traces des ondes incidente, reflechie et transmise.)

Exercice 2.2. On eclaire, sous incidence normale, une transparence plane avec
une onde plane monochromatique d'amplitude Uo. La fonction de transmission
de la transparence est t(x, y) = (1 + cos 27rFox)j2.

Quel est Ie spectre angulaire de l'onde qui emerge de la transparence?

Exercice 2.3 (Transparence sinusoidale). La fonction de transmission
d'une transparence 7i s'ecrit tl(X,y) = Icos 27rFoXI, OU Fo est une constante.
Soit une lame de verre dont l'epaisseur est donnee par

e(x)=eo, si x E [4q - 1 4q + 1 [ qEZ,
4Fo '4Fo '

e(x)=eO+el' si x E [4q + 1 4q + 3 [ qEZ.
4Fo '4Fo '

OU eo et el sont des constantes. Cette lame de verre constitue une transparence
72 de fonction de transmission t2, en creneaux.

On superpose les deux transparences de fac;on a constituer une transparence
T dont la fonction de transmission est t = ht2. On eclaire l'ensemble par une
onde plane monochromatique de longueur d'onde A, d'amplitude Uo.

1. Quelle doit etre la valeur de el pour que Ie dephasage entre deux creneaux
voisins de 72 soit egal a 7r?

2. Donner l'expression de t(x, y) quand el remplit la condition precedente.

3. Quel est Ie spectre angulaire de l'onde qui emerge de la transparence T?

Exercice 2.4 (Spectre angulaire d'une onde spherique). Soit g une fonc­
tion de deux variables x et y, et soient r et Bles coordonnees polaires correspon­
dantes. La fonction g est une fonction radiale (elle ala symetrie de revolution)
si elle depend seulement de r (et non de B). Nous ecrivons indifferemment g(r)
ou g(x, y). La transformee de Fourier 9 de g a egalement la symetrie de re­
volution. Avec des coordonnees polaires (F, 'IjJ) dans Ie plan de Fourier, nous
ecrivons G(F) la transformee de Fourier de g.

La transformee de Fourier d'une fonction de deux variables a symetrie de
revolution s'identifie a sa transformee de Hankel (ou de Fourier-Bessel, voir
l'appendice B) ainsi definie pour la fonction g

r+ oo
g(F) = G(F) = 27r Jo g(r) Jo(27rFr) rdr,

OU Jo est la fonction de Bessel de premiere espece et d'ordre O. Nous utiliserons
parfois la notation G = T.H.[g].

La transformation de Hankel est sa propre transformation inverse : si G est
la transformee de Hankel de g, alors

roo
g(r) = 27rJo G(F) Jo(27rrF) FdF.
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1. Donner l'expression du laplacien (note .1) d'une fonction radiale, en coor­
donnees polaires (dimension 2). Montrer : T.H.[L1g(1')] (F) = -4Jr2F 2G(F).

2. Soient S et TIes transformees de Hankel des fonctions 8 et t. Montrer que

r+ oo r+ oo
Jo 1'8(1') t(1') d1' = Jo FS(F) T(F) dF.

Soit K(F) la transformee de Hankel de 1/1'. Montrer qu'elle verifie

rooJ
o

(FK(F) -1) exp[-JrF2
] dF = O.

3. Soient h et 9 deux fonctions telles que

h(1') = e- ikr ,
e- ikr

g(1') =-,
l'

ou k est un nombre reel positif (on fera k = 2Jr/,\ quand il faudra appliquer
Ie resultat a une onde spherique de longueur d'onde '\). On designe par H
et G les transformees de Hankel de h et g. Montrer que

fj~~) = -iH(F).

En utilisant la question 1, etablir une equation differentielle que doit satis­
faire G. En deduire G.

4. On considere une onde spherique se propageant vers les z positifs et conver­
geant au point de coordonnees (0,0, a). Quel est Ie spectre angulaire de
l'amplitude du champ dans Ie plan d'equation z = O?

5. Quel est Ie spectre angulaire de la meme onde dans Ie plan z = 2a?

6. En comparant les champs dans les plans z = 0 et z = 2a, montrer que Ie
passage par Ie foyer (c'est-a-dire Ie point de convergence) se traduit par un
dephasage de Jr.

Exercice 2.5 (Spectre angulaire et faisceau gaussien). Soit une onde
se propageant suivant l'axe z et dont l'amplitude du champ dans Ie plan x, Y
(d'equation z = 0) s'ecrit

[
x2 + y

2
]

U(x, y) = Uo exp - wo 2 '

ou Wo et Uo sont des constantes dimensionnelles.

1. Calculer Ie spectre angulaire de l'onde dans Ie plan z = O.

2. Calculer Ie spectre angulaire dans Ie plan z = a.

3. Faire une approximation a l'ordre 2 du spectre angulaire precedent et en
deduire l'expression de l'amplitude du champ dans Ie plan z = a.



Chapitre 3

Diffraction ffietaxiale

Nous nous proposons d'exprimer Ie transfert du champ par diffraction it
l'aide des variables d'espace. Les calculs qui suivent sont des calculs approches,
limites au deuxieme ordre par rapport aux variables d'ouverture des systemes
et des dimensions transversales des emetteurs et des recepteurs ; cela constitue
l'approximation metaxiale. Dne des originalites de la theorie metaxiale, deve­
loppee par G. Bonnet [19-24]' reside dans l'emploi d'emetteurs et de recepteurs
spheriques (et pas seulement plans) dont la necessite devrait apparaitre logique
par la suite. La transformation de Fourier tient encore un role central dans ce
chapitre.

3.1 Emetteurs et recepteurs dans l'approximation
metaxiale

3.1.1 Coordonnees sur un emetteur ou un recepteur spheriques

Pour des raisons qui apparaitront peu it peu, nous considerons des emetteurs
et des recepteurs spheriques. De fait, il s'agit de calottes spheriques ayant la
symetrie de revolution autour d'un axe 1. Ces emetteurs ou recepteurs peuvent
etre de veritables emetteurs ou recepteurs, en ce sens qu'ils emettent ou de­
tectent la lumiere, mais il est avantageux de les considerer plus generalement
comme des emetteurs ou recepteurs aeriens, pas necessairement materialises,
reels ou virtuels, comme il est habituel en optique. Ce sont des surfaces sur
lesquelles on definit l'amplitude du champ. Ainsi une meme surface spherique
peut etre it la fois emettrice ou receptrice selon Ie point de vue adopte.

Dne calotte spherique A a un centre de courbure, disons 0, et un som­
met ou pole S (fig. 3.1). Le rayon de courbure de la sphere est la grandeur
« algebrique» definie par

(3.1)

Le signe du rayon de coubure indique de quel cote est tournee la concavite de
la calotte spherique.

1 II est possible d'etendre la theorie a des portions de tores [184].
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x

A

c
FIG. 3.1. Coordonnees cartesiennes sur une calotte
spherique A. Les coordonnees du point M sont celles
de sa projection m sur Ie plan P, tangent a A en son
sommet.

Nous adoptons par ailleurs Ia convention selon Iaquelle une mesure alge­
brique est positive si elle est orientee suivant Ie sens de propagation de Ia
Iumiere (voir p. xxix). Cela ne pose pas de probleme tant que nous n'avons pas
de miroir sur Ie trajet de Ia Iumiere. (Nous traitons de miroirs au chapitre 7.)

Comment reperer un point sur une calotte spherique? Soit A une calotte
spherique de sommet Set soit P Ie plan tangent a A en S (fig. 3.1). Choisissons
des coordonnees cartesiennes x et Y dans P. Soit M un point de A dont Ia
projection orthogonale sur Pest m. Nous designons par r Ie vecteur Sm. Les
coordonnees (xm,Ym) de m dans Ie plan P definissent sans ambiguite Ie point
M sur A (si A est moins qu'une demi-sphere). Ainsi Ies coordonnees de m dans
Ie plan P servent aussi de coordonnees pour Ie point M.

Pour Ies amplitudes des champs, nous adoptons Ia notation suivante

(3.2)

pour Ie champ en M, et

(3.3)

pour Ie champ en m. Les points M et mont Ies memes coordonnees ; cependant
Ies amplitudes des champs en M et m ne doivent pas etre confondues : I'ampli­
tude du champ en M est I'amplitude au point de coordonnees (xm,Ym), mais
sur Ia calotte spherique A (indique par I'indice A) ; I'amplitude du champ en
m est I'amplitude au point de coordonnees (xm,Ym), mais dans Ie plan tangent
(d'ou I'indice P).

Par Ia suite nous n'ecrivons plus I'indice m et notons r = (x, y). La norme
de ce vecteur est r = Ilrll = (x2 + y2)1/2, et nous notons dr = dxdy.

3.1.2 Approximation metaxiale

L'approximation metaxiale est une approximation developpee au deuxieme
ordre 2 par rapport aux parametres d'ouverture (dimensions transversales et

2 D'oille terme de « metaxial » invente par G. Bonnet pour exprimer que sa theorie
est developpee « au-dela » du premier ordre, caracteristique des calculs de I'optique
geometrique « paraxiale » (optique de Gauss).
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angles). La necessite d'aller au deuxieme ordre est coherente avec l'emploi
d'emetteurs et de recepteurs spheriques. Plus precisement, l'approximation me­
taxiale consiste a admettre les conditions suivantes :

les emetteurs et les recepteurs sont approches par des calottes spheriques.
Un plan est une sphere de rayon de courbure infini : les emetteurs ou
recepteurs plans sont des cas particuliers d'emetteurs ou recepteurs sphe­
riques et sont consideres a ce titre dans la theorie exposee ;
les ouvertures sont moderees. Cela signifie que les dimensions transver­
sales des emetteurs et des recepteurs sont petites devant les distances
d'observation et les rayons de courbure. Par exemple, pour un point r
d'un emetteur A de rayon de courbure RA , on suppose

(3.4)

les angles des « rayons lumineux » avec l'axe d'un emetteur ou d'un recep­
teur sont moderes. Par exemple, l'approximation de la fonction cosinus a
l'ordre 2 (cos 8 ~ 1 - 82 /2) est precise a 1,7% pres pour 8 = 20° ;
les calculs (approches) sont developpes au deuxieme ordre par rapport
aux parametres d'ouverture et aux angles, conformement aux points pre­
cedents.

Hypotheses sur les milieux de propagation. Comme mentionne au cha­
pitre 1, les milieux de propagation sont isotropes, homogenes et lineaires. Par
la suite (deuxieme partie) il sera necessaire de supposer les systemes optiques
et les milieux de propagation stationnaires dans Ie temps (au moins a l'echelle
de la vitesse de propagation des signaux).

Remarque 3.1.1. II resulte des approximations precedentes que, quelle que
soit sa forme, un emetteur (ou un recepteur) est approche par sa sphere oscu­
latrice en son sommet. Cette sphere est tangente a l'emetteur en son sommet
et son rayon de courbure est celui de l'emetteur en ce meme point 3. De fait,
les approximations que nous ferons sont de type parabolique, et il serait sans
doute plus rigoureux d'utiliser des emetteurs et des recepteurs paraboloidaux.
Mais les spheres sont plus maniables! D'autre part, les dioptres qu'on rencontre
en optique sont spheriques en general 4. Et surtout, les ondes de reference, qui
servent a evaluer les aberrations, l'ecart au stigmatisme, sont des ondes sphe­
riques. Pour uniformiser la representation des surfaces, il nous semble plus
pratique de travailler avec des spheres, et cela est equivalent a travailler avec
des paraboloides, dans la limite du deuxieme ordre.

3 La sphere osculatrice ne depend que de la courbure de l'emetteur en son sommet.
Pour un emetteur d'extension transversale limitee, il peut exister une sphere plus
proche de lui, sur l'ensemble de son ouverture, que sa sphere osculatrice; c'est Ie
cas pour un paraboloide. (La notion de proximite de deux surfaces se definit par
exemple Ii l'aide une distance quadratique moyenne.)

4 II est vrai que les dioptres et miroirs aspheriques sont de plus en plus frequemment
utilises en optique instrumentale.
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3.2 Diffraction de Fraunhofer

3.2.1 Transparence de courbure

Soient deux calottes spheriques A et B tangentes en leur sommet (fig. 3.2).
Les rayons de courbure de ces calottes sont respectivement RA et RB . Les
coordonnees sont les memes sur A et sur B puisque ces deux spheres ont un
plan tangent commun P.

P

FIG. 3.2. Si les calottes spheriques A et B sont
tangentes, on passe du champ sur A au champ sur
B par une transparence de courbure.

La situation etudiee ici se rencontre par exemple quand A et B sont deux
calottes spheriques aeriennes, eclairees par une meme onde, et il s'agit d'etablir
une relation entre l'amplitude du champ engendre par l'onde sur A et celle du
champ engendre sur B.

Cherchons la relation entre l'amplitude du champ au point M de A et celle
du champ au point m, la projection de M sur P (coordonnees (x,y) = r). Au
deuxieme ordre 5

__ r 2

Mm=--­
2RA'

(3.5)

ou r 2 = x 2 + y2. La difference de chemin M m correspond a une difference de
phase r.p telle que 6

(3.6)

si bien que 7

(3.7)

La meme relation vaut entre B et P si on remplace RA par RB . II en resulte

5 Le premier terme neglige est d'ordre 4 en r.
6 Si nest I'indice de refraction du milieu de propagation, la difference de chemin

optique est 0 = n M m; la difference de phase est rp = 211"0/.\0 (.\0 est la longueur
d'onde dans Ie vide) et cette relation conduit a la relation (3.6), compte tenu de
.\0 = n.\.

7 Le terme de phase est exp[-irp]. Le signe dans I'exponentielle est Me au choix de
la dependance temporelle, de la forme exp[2i11"vt], adoptee au chapitre 1.



3. Diffraction metaxiale 45

(3.8)

On dit que Ie transfert du champ de A a B, exprime par la relation (3.8),
s'effectue par transparence de courbure. « Transparence », parce que les am­
plitudes des champs sur A et B se differencient seulement par un terme de
phase quadratique qui disparait si on considere l'eclairement (proportionnel au
carre du module de l'amplitude du champ) : il n'y a aucune attenuation de
l'onde entre A et B. Et « de courbure », parce que la transparence traduit une
adaptation des courbures.

Remarque 3.2.1. Les rayons de courbure etant algebriques, la relation (3.8)
reste vraie dans toutes les situations imaginables. Si on l'inverse, on trouve

(3.9)

et il faut comprendre que cette expression est encore la relation (3.8), les am­
plitudes UA et UB, les rayons RA et RB, etant en quelque sorte «muets ».

Remarque 3.2.2. Vne transparence de courbure n'a aucun effet sur une onde.
Elle traduit seulement la relation qui existe entre l'amplitude du champ sur
deux spheres tangentes. Considerons ainsi une onde qui engendre sur la calotte
spherique A un champ d'amplitude UA. Cette meme onde engendre sur B,
tangente aA, un champ d'amplitude UB. Eh bien! les amplitudes UA et UB sont
liees par une transparence de courbure. En particulier, il ne faut pas confondre
une transparence de courbure avec une lentille mince qui transforme une onde
spherique en une autre, et qui opere egalement par l'intermediaire d'un terme
de phase quadratique (voir Ie paragraphe 4.5.6 et la remarque 4.5.3 p. 95).

3.2.2 Diffraction de Fraunhofer et transformation de Fourier

Soit A un emetteur de rayon de courbure RA , de sommet Set centre C (fig.
3.3). Supposons connaitre l'amplitude du champ sur A et cherchons l'amplitude
du champ sur la sphere F qui admet C comme sommet et S comme centre (on
dit que A et F sont des calottes spheriques confocales 8). Les variables spatiales
sont r sur A et s sur F.

L'amplitude du champ dans Ie plan P, tangent a A en S, est Me a celIe du
champ sur A par une transparence de courbure. Le rayon de courbure du plan
P etant infini, pour RB = Rp = 00, la relation (3.8) donne 9

8 La raison en est que si on imagine ces calottes spheriques reflechissantes, elles
constituent alors deux miroirs spheriques partageant leur foyer. On sait en effet que
Ie foyer d'un miroir spherique est ami-distance du sommet et du centre. II existe
d'autres configurations confocales pour des miroirs spheriques (voir par exemple
I'exercice 7.2 p. 215). La configuration consideree ici est symetrique.

9 La relation (3.10) n'est autre que la relation (3.7). Nous la deduisons de la relation
(3.8) pour illustrer I'emploi de la notion de transparence de courbure.
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P Q

s

A
r

F
s

c.-
FIG. 3.3. Elements pour Ie calcul du transfert de
I'amplitude du champ de l'emetteur spherique A au
recepteur :F (spheres confocales symetriques).

(3.10)

De meme, l'amplitude du champ sur F s'exprime en fonction de l'amplitude
du champ dans Ie plan Q tangent a F en son sommet C par la relation

(3.11)

(3.12)

puisque Ie rayon de courbure de Fest RF = -RA'
Pour exprimer la propagation du spectre angulaire du plan P au plan Q

(fig. 3.3), la fonction de transfert a prendre en compte est celle qui correspond a
la distance de propagation z = RA ; avec la frequence spatiale comme variable,
elle prend la forme (voir la relation (2.35) p. 35)

HRA (F) = exp [- 2~7rRAvh - .\2F 2] ,

et la relation (2.37) s'ecrit

(3.13)

ou [jQ et [jp sont les transformees de Fourier respectives de UQ et Up.
L' approximation du deuxieme ordre de HRA(F) est

(3.14)

si bien que, dans les limites de l'approximation metaxiale, les transformees de
Fourier des amplitudes des champs sur P et Q verifient

(3.15)

L'amplitude du champ sur Q se deduit de la relation (3.15) par transformation
de Fourier inverse; elle s'exprime a l'aide d'un produit de convolution. Pour
ecrire correctement ce dernier, introduisons la fonction fa, ou a est un nombre
reel, definie par



(3.17)

(celIe de
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fa(F) = exp[-i7faF2] ,

et telle que (voir Ie tableau B.3 p. 485)

f-l/a(r) ~ iafa(F) ,
ou ~ indique que les deux fonctions forment une paire de Fourier
droite est la transformee de Fourier de celIe de gauche).

La relation (3.15) conduit a

UQ(s) = )..,~A exp [- 2i7f)..,RA ] Up *h/>-.RA (s),

soit plus explicitement

UQ(s) = )..,~A exp [- 2i7f)..,RA ] ~2 Up(r) exp [- )..,~A lis - r 112] dr.
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(3.16)

(3.18)

(3.19)

Les relations (3.10) et (3.11) permettent d'ecrire, apres developpement du terme
lis - rl1 2 qui apparait dans la relation (3.19),

UF(s) = )..,~A exp [- 2i7f)..,RA] ~2 exp [2~~~r] UA(r)dr, (3.20)

soit encore

UF(s) = )..,~A exp [- 2i7f)..,RA] [fA ()..,~A) . (3.21)

L'amplitude du champ sur F se deduit de l'amplitude du champ sur A
essentiellement par une transformation de Fourier (et changement de variable).

Definition 3.2.1 (Sphere de Fourier). La sphere F s'appelle la sphere de
Fourier de la sphere A. (Le sammet de l'une est le centre de l'autre.)

Examinons Ie terme T = exp[-2i7fRA/)..,] qui figure dans les relations (3.20)
et (3.21). Soit v la vitesse de phase de l'onde lumineuse dans Ie milieu de
propagation. Si vest la frequence de l'onde, Ie terme T s'ecrit

T = exp [- 2i7f:AV] = exp[-2i7fVT], (3.22)

OU T est Ie temps de propagation de l'onde de l'emetteur A jusqu'a sa sphere
de Fourier F (pole a pole). Comme l'onde consideree est monochromatique, Ie
terme Test une constante ; il traduit Ie retard de la vibration en C par rapport
a celIe en S (ce retard est Ie meme pour tous les points de F par rapport a
tous les points de A). Pour alleger, nous n'ecrirons plus Ie terme 10 T. 11 faudra
cependant nous en souvenir et Ie reintroduire quand nous traiterons des ondes
polychromatiques puisque T depend de la frequence (voir Ie chapitre 9). Ne pas
ecrire T revient a adopter la convention suivante.

10 Le terme T n'a pas d'influence sur l'ec1airement de la figure de diffraction, puisqu'il
est de module unite. Ainsi certains resultats seront corrects sans qu'il soit necessaire
de tenir compte de T.
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RegIe 1 (Origine du temps). Si D est la distance separant le p6le (sommet)
d'un emetteur au p6le d'un recepteur et v la vitesse de phase des ondes dans le
milieu de propagation, l'origine du temps sur le recepteur est choisie translatee
de D/v par rapport a l'origine du temps sur l'emetteur.

La distance D (mesure algebrique) qui separe Ie sommet de l'emetteur du
sommet du recepteur est la distance de diffraction. Dans ce qui precede cette
distance est D = R A . Compte tenu de la regIe 1, nous ecrivons desormais la
relation (3.20) sous la forme

UF(S) = A~A ~2 exp [2~~~r] UA(r) dr

= A~ ~2 exp [2i;~.r] UA(r) dr, (3.23)

et la relation (3.21)

(3.24)

Nous dirons que UFest la transformee de Fourier « optique » de UA. On
passe de UA it UF en effectuant les trois operations suivantes :

1 0 Transformation de Fourier (au sens mathematique) : elle fournit UA(F);

2 0 Changement de variable : changement de F en S / AD ;

3 0 Multiplication par i/AD.

Nous enonc;ons :

Th€lOreme 1 (Diffraction de Fraunhofer). Soit A un emetteur spherique
monochromatique (longueur d'onde A), de sommet S et centre e (son rayon
de courbure est R A = se), et soit F sa sphere de Fourier, c 'est-a-dire la
calotte spherique centree en S et de sommet e. Le transfert du champ de A a
F s'obtient par une transformation de Fourier optique. Plus precisement, avec
des variables r sur A et S sur F, le transfert de l'amplitude du champ s 'exprime
- a un terme de phase constant pres - par les relations (3.23) ou (3.24).

A

Emetteur Sphere de Fourier

FIG. 3.4. Diffraction de Fraunhofer,
transformation de Fourier optique. On
passe de l'amplitude du champ sur l'emet­
teur spherique A a celie du champ sur :F
essentiellement par une transformation de
Fourier; pour cette raison :F est la sphere
de Fourier de A. (Schema emprunte a G.
Bonnet.)
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La figure 3.4 illustre Ie theoreme 1. La situation representee est celle d'un
phenomene de diffraction de Fraunhofer [157]. Historiquement, un tel pheno­
mene a ete observe pres du centre de courbure d'une onde spherique 11. Le
resultat etabli ici est valable pres du centre de courbure d'un emetteur sphe­
rique.

Remarque 3.2.3 (Attenuation de l'onde). Le facteur 1/RA (ou 1/D) qui
intervient devant l'integrale des relations (3.24) ou (3.23) est un facteur d'at­
tenuation de l'onde. On sait en effet que Ie champ electromagnetique s'attenue
de fa<;on inversement proportionnelle a la distance de propagation.

Remarque 3.2.4 (Quadrature). Suivant la regIe 1, un terme de phase est
omis dans les relations (3.24) ou (3.23) dans lesquelles on a toutefois laisse
Ie terme i. Ce terme indique que la lumiere diffractee est en quadrature par
rapport a la lumiere directe, un fait experimental connu, mis a profit dans
la technique du contraste de phase [82,85] (voir l'exercice 16.2 p. 461); son
maintien dans l'expression de l'amplitude diffractee est ainsi justifie.

Remarque 3.2.5 (Diffraction a l'infini). Quand A est un plan, la sphere
:F tend vers l'infini et Ie phenomene de diffraction de Fraunhofer devient un
phenomene de diffraction a l'infini.

Remarque 3.2.6 (Ordre de l'approximation). De fait, dans Ie calcul ap­
proche qui conduit a la relation (3.21) puis aux relations (3.24) ou (3.23), Ie
premier terme neglige est d'ordre 4 par rapport aux parametres d'ouverture,
de telle sorte que Ie theoreme 1 est valable au troisieme ordre.

Remarque 3.2.7 (Les limites de l'analyse harmonique dans la des­
cription de la diffraction). On peut etre surpris, par exemple dans la relation
(3.23), par Ie domaine d'integration, JR2, qui d'une certaine fa<;on est trop vaste
et deborde Ie domaine de validite de l'approximation metaxiale. L'emetteur A
est fini, ce qui signifie que UA (r) est nul des que r depasse une certaine valeur.
II n'y a pas d'inconvenient a integrer sur JR2. Cela pose cependant Ie probleme
de la pertinence physique de l'analyse de Fourier appliquee aux signaux reels,
puisque si UA est a support borne, sa transformee de Fourier, mathematique­
ment, ne l'est pas; pourtant Ie champ sur la sphere de Fourier est, lui aussi, a
support borne. La representation des champs reels (physiques) dans Ie cadre de
l'analyse de Fourier est necessairement une representation approchee. La pre­
cision de cette approximation depend de l'etendue du support de l'amplitude
UA. Elle depend aussi de la resolution du detecteur, dans la mesure OU celui-ci
ne percevrait pas de difference entre des champs qui ne se distingueraient que
par des details trop fins. Les trop hautes frequences (spatiales) ne sont pas
detectees. Nous savions deja qu'elles n'etaient pas transportees par une onde
electromagnetique si elles etaient superieures a 1/,\ (en module), conformement

11 Fraunhofer l'observait pres du foyer image d'une lunette astronomique, l'objet etant
une etoile a l'infini. Voir la figure 3.7 p. 54.
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a la relation (2.34). Pour ces deux raisons, meme si du point de vue mathema­
tique Ie spectre (angulaire) d'une onde est a support non borne, la partie qui
se propage et celle qui est detectee sont a support borne.

Remarque 3.2.8 (Reciprocite de la sphere de Fourier. Sphere de Fou­
rier virtuelle). La relation entre l'amplitude du champ sur la sphere A et
celle sur sa sphere de Fourier Fest reciproque. En effet, si nous prenons la
transformation de Fourier inverse de chaque membre de la relation (3.24) nous
obtenons 12

(3.25)

ou UFest la transformee de Fourier inverse de UF. Un changement de variable
et Ie fait que R A = -RF conduisent a

(3.26)

c'est-a-dire

(3.27)

La relation (3.27) n'est rien d'autre que la relation (3.24) dans laquelle on
a echange les roles de A et F. Ainsi Fest l'emetteur et A Ie recepteur, un
recepteur virtuel : la distance de diffraction est D = CS = R F < 0; la lumiere
se propage de gauche a droite et Ie schema de la figure 3.4 reste valable.

En conclusion, si Fest la sphere de Fourier de A, la sphere A est la sphere
de Fourier de F.

Si un emetteur a un rayon de courbure positif 13, sa sphere de Fourier est
reelle et Ie transfert du champ s'effectue par l'intermediaire d'une transforma­
tion de Fourier, conformement au theoreme 1 (la situation est celle de la figure
3.4, ou A est l'emetteur). Si Ie rayon de courbure est negatif, la sphere de
Fourier est virtuelle et Ie transfert du champ s'envisage de deux manieres : au
moyen d'une transformation de Fourier inverse - c'est la relation (3.26) - ou
bien d'une transformation de Fourier mais avec une distance de propagation
negative 14 - c'est la relation (3.27) -; ce dernier point de vue est conforme au
theoreme 1 (la situation est encore celle de la figure 3.4, comme explique plus
haut, F etant l'emetteur).

12 S'agissant d'une transformation de Fourier a deux dimensions, l'homothetie sur la
variable est a prendre en compte conformement a la relation (B.32) p. 481.

13 Ou plus precisement, suivant Ie sens de propagation de la lumiere.
14 La distance de propagation est egale au rayon de courbure de l'emetteur. Parler

de distance negative est abusif. 11 s'agit plut6t d'une mesure algebrique. Cela est
explique p. xxix.
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3.3 Transfert general. Diffraction de Fresnel

3.3.1 Transfert du champ d'un emetteur spherique quelconque a un
recepteur spherique quelconque

Soit un emetteur A de sommet 8, de rayon de courbure RA, et soit un
recepteur B de sommet 8', de rayon RB, situe a Ia distance D de A (D = 88',
fig. 3.5).

Soit A' Ia sphere de sommet 8 centree en 8' (son rayon est D) et soit :F
sa sphere de Fourier, Iaquelle est Ia sphere de sommet 8' et centree en 8 (son
rayon de courbure est -D).

Le transfert du champ de A a B se decompose en trois etapes : d'abord une
transparence de courbure de A a A' ; puis une transformation de Fourier (op­
tique) de A' a :F; enfin une transparence de courbure de :F a B. Explicitement
nous avons

[
iJr (1 1) 2]UB(s) = exp --:\ RB + D S UF(S) , (3.28)

puisque Ie rayon de courbure de :F est RF = -D. Le transfert de A' a :F est
un phenomene de diffraction de Fraunhofer (distance de propagation D) qui
s'ecrit

(3.29)

Enfin, comme Ie rayon de A' est egal a D, nous avons

(3.30)

Le resuitat de Ia composition des trois operations precedentes s'exprime sous
Ia forme

D

FIG. 3.5. Le transfert general par diffraction d'un emetteur que1conque A vers un
recepteur que1conque B est Ie produit d'une transparence de courbure de A Ii A',
d'une transformation de Fourier optique de A' Ii F, et d'une autre transparence de
courbure de F Ii B.
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i [i7f (1 1) 2]UB (s) = - exp - - - + - 8
AD A R B D

i' [i7f ( 1 1) 2] [2i7f ]X exp -- - - - r exp -s·r UA(r)dr.
]R2 A D R A AD

(3.31)

Remarque 3.3.1. Nous avons utilise deux operateurs pour traduire Ie trans­
fert de l'amplitude du champ dans Ie cas general: transparence de courbure
et transformation de Fourier. Le role de cette transformation est clair: c'est
elle qui fait passer du voisinage de 5 au voisinage de 5'. Les transparences de
courbure sont la pour assurer des adaptations de courbure « locales».

Remarque 3.3.2 (Eclairement sur Ie recepteur). Le terme de phase qua­
dratique qui figure devant l'integrale de la relation (3.31) n'intervient pas dans
l'eclairement sur B puisque celui-ci est proportionnel a IUB(S)1 2 . Cela signi­
fie que l'eclairement sur B, c'est-a-dire la figure de diffraction sur B (voir Ie
chapitre 5), ne depend pas de la courbure du recepteur (dans les limites de
l'approximation metaxiale). Bien sur, ce terme de phase quadratique a parfois
son importance en optique coherente, quand il s'agit de travailler avec l'ampli­
tude du champ.

Remarque 3.3.3 (Diffraction entre deux plans. Convolution). On trou­
ve dans les textes « classiques » [97]1'expression du transfert du champ entre
deux plans A et B. Elle se deduit de la relation (3.31), si on prend RA et RB
infinis, et s'ecrit

UB(s) = _i exp [_~ 8 2] r exp [_~ r 2 ] exp [2i7f s.r] UA(r) dr.
AD AD k2 AD AD

(3.32)

L'integrale de la relation (3.32) est un produit de convolution:

(3.33)

Ce resultat est conforme a la remarque 2.3.5 et au graphe (2.39) p. 36. II est
generalise au paragraphe 3.6.

Remarque 3.3.4 (Transformation de Fresnel). L'operation qui fait passer
de UA a UB selon la relation (3.32) - ou (3.33) - est parfois baptisee transfor­
mation de Fresnel.

Remarque 3.3.5. La relation (3.31) se synthetise sous la forme

(3.34)

ou
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(3.35)

La fonction (ou distribution) hBA est Ie gain complexe du transfert du champ
par diffraction de A a B (nous adoptons la denomination du chapitre 9) ; pour
des ondes monochromatiques, hBA joue Ie role d'une reponse percussionnelle
portant sur les seuls variables spatiales : nous la designons parfois sous Ie nom
de reponse percussionnelle spatiale. Cette formulation inclut la forme integrale
de la diffraction de Fraunhofer comme cas particulier (D = R A = -RB ).

Remarque 3.3.6. La fonction hBA est une « densite » surfacique : l'unite S.l.
de hBA(s,r) est Ie m- 2 .

Remarque 3.3.7 (Diffraction a distance finie). En theorie classique [97]
on parle souvent de « diffraction a distance finie » pour un phenomene repre­
sente par la relation (3.32), par opposition a la diffraction a l'infini (Fraunhofer)
mentionnee dans la remarque 3.2.5. En toute rigueur cette denomination n'a pas
lieu d'etre en theorie metaxiale puisque la diffraction de Fraunhofer s'observe
tout aussi bien a distance finie [157]. Malgre tout, nous adopterons souvent
cette terminologie a propos d'un phenomene represente par la relation (3.31),
nous conformant ainsi a un usage tres repandu (voir toutefois Ie paragraphe
3.3.2).

Remarque 3.3.8. Jusqu'a present nous avons utilise des notations integrales
et suppose implicitement que les amplitudes des champs etaient des fonctions
integrables. Or la fonction hBA est seulement localement sommable et cela laisse
penser qu'il est parfois necessaire d'avoir recours a une notation plus rigoureuse
et d'admettre que les amplitudes des champs, comme la reponse percussionnelle
d'un systeme (ou son gain complexe), puissent etre des distributions.

Conformement a ce qui est explique dans l'annexe A (§A.3), nous ecrivons
parfois la relation (3.34) sous la forme

(3.36)

Cette ecriture est valide si hBA est une distribution et UA une fonction. Elle
est enCOre valide (sous forme symbolique) si hB A est un noyau et UA une
distribution: elle traduit alors un produit de convolution de Volterra comme il
est explique au paragraphe A.3. Nous en verrons un usage au paragraphe 3.5.

3.3.2 Diffraction de Fresnel au sens strict

On a un phenomene de diffraction de Fresnel 15 quand on observe Ie champ
diffracte sur une sphere C centree sur l'emetteur A (fig. 3.6), la sphere C etant

15 II arrive qu'on confonde parfois la diffraction de Fresnel avec Ie cas general expose
au paragraphe precedent, c'est-a-dire avec la diffraction a distance finie (voir la
remarque 3.3.7). Nous ferons souvent cette confusion par la suite, comme nous
I'avons deja indique.
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distincte de la sphere de Fourier de A : Ie sommet de C reste a une certaine
distance du centre de A (D i=- RA). La sphere C est une sphere « cardinale» 16,

et son rayon de courbure est -D. L'amplitude du champ sur C est donnee par
la relation

Uc(s) = _i r exp [_ iJr (~ __1 ) /2] exp [2iJr s.r] UA(r) dr,
AD JW!.2 A D R A AD

(3.37)

qui se deduit de la relation (3.31) en rempla<;ant RB par -D.

D

s
FIG. 3.6. Diffraction de Fresnel. On observe Ie champ
diffracte sur une sphere cardinale C centree sur I'emetteur
A, mais distincte de sa sphere de Fourier.

3.3.3 Diffraction de Fresnel ou diffraction de Fraunhofer?

La meilleure fa<;on de decider si un phenomene de diffraction est de Fresnel
ou de Fraunhofer consiste peut-etre a se fonder sur son expression mathema­
tique. Si Ie transfert du champ par diffraction se traduit par une transformation
de Fourier, il s'agit d'un phenomene de Fraunhofer. S'il y a un terme de phase
quadratique sous l'integrale, c'est un phenomene de Fresnel 17. La presence d'un
eventuel terme de phase quadratique devant l'integrale ne change rien a ce qui
precede (voir la relation (3.31) p. 52), car un tel facteur ne change pas l'eclai­
rement detecte (proportionnel au carre du module de l'amplitude du champ),
conformement a la remarque 3.3.2 p. 52.

La distinction entre les deux types de phenomenes est a la fois historique et
experimentale (fig. 3.7). La diffraction de Fraunhofer s'observe pres du centre

-- :_D---1
l'

:~
Bcran

diffractant
Bcran

d'observation
Bcran

diffractant
Bcran

d'observation

FIG. 3.7. Diffraction de Fresnel (ft gauche) et diffraction de Fraunhofer (ft droite).

16 On appelle sphere cardinale toute sphere centree sur I'emetteur.
17 D'oil la notion de transformation de Fresnel (voir la remarque 3.3.4).
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de courbure d'une onde convergente 18 (en pratique pres du foyer d'un objec­
tif) et celIe de Fresnel pres d'un ecran (sans element optique entre l'ouverture
diffringente et Ie plan d'observation) [40].

II existe une continuite de passage entre un phenomene de diffraction de
Fresnel et un de Fraunhofer, comme cela devrait ressortir des developpements
du chapitre 6. Par exemple, dans l'expression mathematique de la diffraction
par un ecran plan, si on augmente la distance de cet ecran a l'ecran d'observa­
tion, Ie terme de phase quadratique sous l'integrale tend vers 1, ce qui signifie
que Ie phenomene de diffraction, qui est de type « Fresnel », tend vers un
phenomene de type « Fraunhofer ».

3.4 Emetteur spherique equivalent

La theorie metaxiale fait abondamment reference a des emetteurs et recep­
teurs spheriques, alors qu'en optique on utilise (ou croit utiliser) la plupart du
temps des objets ou des detecteurs plans. Y-a-t-il donc un interet pratique a
l'emploi de spheres? Nous allons voir que, contrairement a ce qu'on pourrait
penser a priori, les emetteurs (ou recepteurs) spheriques sont tres courants, ce
qui ajoute a leur interet theorique.

3.4.1 Source ponctuelle et homog€meite des distributions de Dirac

L'amplitude d'une onde spherique monochromatique, de longueur d'onde
A, qui diverge a partir de l'origine 0 d'un systeme de coordonnees s'ecrit, ala
distance D de l'origine (D > 0), sous la forme

aUoU(D) = D exp[-ikD] ,

ou k est Ie nombre d'ondes (k = 27f/A), Uo une constante dimensionnelle (ho­
mogene a l'amplitude d'un champ electrique) et a une constante homogene a
une longueur. Le facteur exp[2i7fl/t] est omis.

La relation (3.38) est valable si D est superieur a quelques dizaines de
longueurs d'ondes [40]. La theorie metaxiale considere seulement une portion
de l'onde precedente : a la distance D, la surface d'onde est reduite a une calotte
spherique (fig. 3.8). Le terme exp[-ikD] est lui-meme omis selon la regIe 1. Ainsi
l'amplitude du champ engendre par l'onde precedente sur la sphere A de centre
o et de rayon 19 -D, est

(3.39)

18 Cela inclut la diffraction « a I'infini » : si I'ecran diffractant est plan, son centre de
courbure est a I'infini. Voir la remarque 3.2.5 p. 49.

19 Le rayon de A est -D, car D est la distance de 0 (Ie centre de courbure de A) au
sommet de A.
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c A

FIG. 3.8. L'amplitude du champ emis par Ie point lumineux
o se represente, sur I'emetteur C, par une distribution de Di­
rac. Le rayon de courbure de C est choisi arbitrairement, en
particulier egal aD, distance de 0 a A.

D'autre part, on comprend intuitivement que Ie champ au foyer 0 de l'onde
se represente par une distribution de Dirac, sous la forme bUo o(r), OU best une
constante qui reste a definir. Cela se confirme si on applique Ie theoreme 1 a
la sphere C passant par 0 et de rayon D, dont A est la sphere de Fourier (fig.
3.8). L'amplitude du champ sur A est la transformee de Fourier « optique » du
champ sur C. En ecrivant l'amplitude du champ sur C sous la forme 20

Uc(r) = bUoo(r),

on obtient

(3.40)

(3.41)

Pour retrouver la relation (3.39) il faut choisir b = -iAa. 11 reste une constante
arbitraire dans Ie choix de a et b. Nous choisissons

(3.42)

OU £0 est l'unite de longueur (£0 = 1 men S.I.).

RegIe 2 (Representation d'une source ponctuelle). Une source ponc­
tuetle placee al'origine des coordonnees d'un emetteur spherique, emettant une
onde monochromatique de longueur d'onde A et d'amplitude Uo, se represente
par la distribution £02Uo0(r), ou £0 est l 'unite de longueur du systeme d'unites
employe, independamment du rayon de courbure de l'emetteur.

Remarque 3.4.1. La regIe precedente rend homogene la « variable» de la
distribution de Dirac. Cela resulte de

(3.43)

Exprimee sous la forme 0(r), la distribution de Dirac est une densite surfacique
(parce qu'elle s'applique a un vecteur de dimension 2) : multipliee par Ie carre
d'une longueur, elle est «sans dimension », comme l'est o(rj£o).

Rendre homogene la distribution de Dirac permet de conserver l'homo­
geneite des grandeurs dans certains ca1culs que nous rencontrerons (voir par
exemple la remarque 5.2.2 p. 107, ou la relation (10.138) p. 309).

20 Cela est vrai quel que soit Ie rayon de courbure de la sphere C ; c'est la distribution
de Dirac qui rend cela possible. Le rayon de C est choisi egal a D de fa<;on a ce que
C soit la sphere de Fourier de A. La methode suivie s'applique, queUe que soit A.
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Remarque 3.4.2. Le choix d'une distribution de Dirac pour representer un
point lumineux ne pretend pas decrire avec exactitude une onde en son foyer.
Nous renon<;ons a decrire l'onde pres de son foyer, car cela depasse Ie cadre
d'une theorie scalaire de la diffraction. La distribution de Dirac est un bon
modele qui permet les ca1culs de l'amplitude du champ cree par l'onde, des
qu'on est assez loin du foyer (quelques dizaines de longueurs d'ondes).

3.4.2 Trace d'une onde spherique sur un plan

L'amplitude produite par une source ponctuelle sur une sphere centree sur
elle est une constante; il est parfois suffisant, pour certains ca1culs, de choisir
cette constante egale a 1 et de normaliser ainsi l'amplitude, ce que nous ferons
dans ce paragraphe 21.

Cherchons quelle est l'amplitude du champ engendre par une source ponc­
tuelle 0, sur un plan P situe a la distance D de la source (fig. 3.9). Pour cela
introduisons la sphere A tangente a P et centree sur la source; son rayon de
courbure est -D et par consequent l'amplitude du champ sur P (deduite de
celIe sur A par transparence de courbure) est

[
i7r 2]Up(r) = exp - >.Dr ,

car l'amplitude du champ sur A est une constante, choisie egale a 1.

o

A

p

FIG. 3.9. L'amplitude du champ engendre par I'onde sphe­
rique sur Ie plan Pest proportionnelle a un terme de phase
quadratique.

De fa<;on equivalente, imaginons qu'il existe sur un plan P un champ dont
l'amplitude soit

Up(r) = exp [~;r2] , (3.45)

et introduisons la sphere A tangente a P et de rayon D. Par transparence de
courbure, on ca1cule que l'amplitude du champ sur A vaut 1 : c'est l'amplitude
du champ d'une onde convergeant au centre de courbure de A (foyer de l'onde
spherique), c'est-a-dire au point C situe a la distance D du plan P. La figure
3.10 illustre la situation en fonction du signe de D.

L'amplitude de la relation (3.45) est la trace, sur Ie plan P, d'une onde
spherique convergeant a la distance D de P (D est algebrique).

21 A la suite de ce qui est fait au paragraphe precedent, on pourrait introduire la
constante i£o2Uo/>.D oil D est la distance de la source a la sphere, mais cela ne
modifierait pas Ie resultat obtenu.
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(3.46)

FIG. 3.10. Sur Ie plan P, une amplitude de phase quadratique, de la forme
exp[i1rr2

/ AD], est celie du champ engendre par une onde spherique qui converge au
point C situe a la distance (mesure algebrique) D de P. Si D > 0, Ie point C est reel,
comme sur Ie schema de gauche. Si D < 0, Ie point C est virtuel : I'onde diverge a
partir de C, comme sur Ie schema de droite.

3.4.3 Emetteur spherique equivalent a un objet plan eclaire par une
onde spherique

Soit une transparence plane T (par exemple une diapositive) de fonction de
transmission 22 t, c'est-a-dire dont Ie coefficient de transmission (en amplitude)
au point rest t(r) (avec 0:::; t(r) :::; 1; plus gi'meralement, t(r) est un nombre
complexe de module inferieur ou egal a 1). Si Test eclairee par une onde
convergeant a la distance D de T, l'amplitude incidente sur Test celle donnee
par la relation (3.45), et l'amplitude emergente est

UT(r) = t(r) exp [~;r2] .
Si A est la sphere tangente a T et de rayon D (fig. 3.11), l'amplitude du champ
sur A se reduit a

(3.47)

La « distance» D est algebrique : si on eclaire un objet plan T par une
onde divergente issue d'un point situe a la distance D de T (D < 0), on montre
que cet objet est equivalent a un emetteur spherique de rayon D, centre sur Ie
foyer de l'onde, et sur lequel l'amplitude du champ vaut t (voir Ie schema de
droite de la figure 3.10 OU l'objet T serait place dans Ie plan P).

Nous enon<;ons Ie resultat suivant (illustre par la figure 3.11) :

Proposition 3.4.1 (Emetteur spherique equivalent). Un objet plan, de
fonction de transmission t, eclaire par une onde spherique convergeant 23 it,

la distance D de l'objet, est equivalent it, un emetteur spherique tangent au
plan de l'objet, de rayon de courbure D, centre au foyer de l'onde et sur lequel
l'amplitude du champ est egale it, la fonction t (it, un facteur dimensionnel pres).

22 Si Ui(r) est I'amplitude de I'onde incidente au point r de la transparence et Ut(r)
celie de l'onde transmise, Ie coefficient de transmission au point rest t(r) tel que
Ut(r) = t(r) Ui(r). Voir Ie chapitre 5, relation (5.1).

23 Le mot « convergeant » est a prendre dans un sens large: une onde divergente est
une onde convergeant virtuellement.
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S~C
l(c)V

FIG. 3.11. Emetteur spherique equivalent. La transparence plane T, ec1airee par
une onde convergeant en C, est equivalente a un emetteur spherique A centre en C.
L'amplitude du champ sur A est egale ala fonction de transmission de T, a un facteur
dimensionnel pres.

En conclusion, ce qui compte n'est pas tant la forme reelle d'un objet mais
plut6t la far;on dont il est eclaire. Quand on travaille en eclairage convergent, et
cela est frequent dans les montages experimentaux, on introduit naturellement
des emetteurs spheriques. Ainsi, un emetteur spherique n'est pas seulement une
notion theorique : On rencontre un tel emetteur chaque fois qu'on eclaire un
objet plan par une Onde spherique. Un emetteur plan s'obtient en eclairant un
objet plan par une onde plane.

Ce qui precede s'adapte pour transformer des recepteurs spheriques, tels
qu'ils apparaissent en theorie metaxiale, en recepteurs plans et vice versa. Pour
obtenir en pratique un eclairage convergent, ou pour compenser une courbure,
on utilise un objectif; des exemples explicites sont fournis aux paragraphes
4.2.4, 13.1 et 13.2.

3.5 Composition des operateurs de transfert du champ

Il s'agit de montrer que la theorie metaxiale, bien que ne constituant qu'une
approximation (d'ordre 2), est compatible avec Ie principe de Huygens-Fresnel.

Soit Al un emetteur spherique et soit A2 un recepteur spherique a la dis­
tance D2I . Soit A 3 une calotte spherique intermediaire 24, situee a la distance
D 3I de AI. La distance de A 3 a A 2 est D 23 , telle que D 2I = D 23 + D 3I . Selon
Ie principe de Huygens-Fresnel (chapitre 1) Ie transfert du champ de Al a A2

doit etre la composition du transfert de Al a A3 et du transfert de A3 a A 2

(pris dans cet ordre, fig. 3.12). Plus precisement, si nOUS designons par 'H-jfl
l'operateur de transfert de Afl vers Aj , avec (j,e) = (2,1),(2,3), ou (3,1), Ie
principe de Huygens-Fresnel impose d'avoir (loi de composition des operateurs)

(3.48)

24 Nous employons Ie terme de calotte spherique intermediaire par commodite. Le
resultat obtenu dans ce paragraphe est vrai queUes que soient les positions relatives
de AI, A2 et A3 ; ces calottes spheriques sont reeUes ou virtueUes suivant les cas.
Par exemple si A 3 est place avant Al (pour la lumiere, c'est-a-dire a gauche sur la
figure 3.12), Ie transfert de Al a A3 est virtue!.
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1)31 1)23

FIG. 3.12. Selon Ie principe de Huygens­
Fresnel, Ie transfert direct de Al a A2 est
equivalent a la composition des transferts
de Al a A3 et de A3 a A2.

Spatialement, avec la variable r j sur la sphere A j , l'operateur 'H-jfl se traduit
par (voir la remarque 3.3.8 et la relation (3.36) p. 53)

(3.49)

ou h jfl est Ie gain complexe (ou la reponse percussionnelle spatiale) du transfert
de l'amplitude du champ, donne par la relation (3.35) et qui s'ecrit ici

(3.50)

La question est de savoir si cette formulation de la diffraction-propagation et
la relation (3.50) (qui resulte d'un ca1cul approche a l'ordre 2) sont compatibles
avec la composition des operateurs, exprimee par la relation (3.48).

Pour eviter des ecritures impropres, qui resulteraient du fait que la fonction
hjfl est seulement localement sommable, nous ecrivons Ie transfert de l'ampli­
tude du champ a l'aide des notations de la theorie des distributions: la relation
(3.49) se situe dans ce cadre.

Le rayon de A j est note R j . Si U j est l'amplitude du champ sur A j , soit Vj
definie par

(3.51)

Pour alleger les ecritures nous utilisons egalement

(3.52)

Le transfert du champ de Afl a Aj , exprime par la relation (3.49), et l'ex­
pression explicite de h jfl - relation (3.50) -, conduisent a25

(3.53)

puis par transformation de Fourier

(3.54)

25 La relation (3.53) n'est qu'une autre forme de la relation (3.31) adaptee aux nota­
tions de ce paragraphe.
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Ainsi Ie transfert direct de Al a A 2 s'exprime, sous forme frequentielle, par
V2 = [121 VI, et la composition des transferts de Al a A3 et de A3 a A 2 conduit
a

(3.55)

Le principe de Huygens-Fresnel est respecte si [121 = 923931. Verifions qu'il
en est bien ainsi. Pour cela, nous utilisons (a est un nombre reel)

~exp[inr2] ;==0 exp[-inaF2 ] ,
Ia a

et obtenons

923(F) 931 (F) = exp[inAD23 F 2] exp[inAD31 F 2] = exp[inAD21 F2]

= 921(F).

(3.56)

(3.57)

Nous concluons que l'approximation metaxiale est compatible avec Ie principe
de Huygens-Fresnel.

Terminons par l'ecriture explicite de la composition des champs (a l'aide
des variables d'espace). Les calculs precedents permettent d'ecrire

(3.58)

dont il resulte

U2(r2) = exp [_ i~:2] V2(r2)

= exp [- i~:2] \g23(r2 _ r3), (g31(r3 - rd, exp [i~;2] U1(rd))

= \ exp [- i~:2] exp [i~:2] g23(r2 - r3),

(exp [- i~:2] exp [i~;2] g31(r3 - rd, U1(r 1)))

= (h23 (r2, r3), (h31 (r3' rl), U1(rd)). (3.59)

Finalement

(h21 (r2' rd, U1(rd) = U2(r2)

= (h23 (r2' r3), (h31 (r3' rl), U1(rd)). (3.60)

La relation (3.60) traduit la composition des operateurs de champs sous la
forme spatiale.

Remarque 3.5.1. Quand l'ecriture integrale est licite, la relation (3.60) prend
la forme

U2(r2) = r h21 (r2,rl)U1(rl)dr l
JW1Z

= lz h23 (r2, r3) (lz h31 (r3, rd U1(rd dr1) dr3· (3.61)
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Remarque 3.5.2. L'expression trouvee, au chapitre 2, pour la propagation du
spectre angulaire est compatible avec Ie principe de Huygens-Fresnel, confor­
mement ala remarque 2.3.3 p. 35. La demonstration du theoreme 1 repose pour
sa part sur une approximation de la fonction de transfert de la propagation a
l'ordre 2. La forme approchee de cette fonction est encore compatible avec Ie
principe de Huygens-Fresnel; elle s'ecrit en effet, pour la distance z, sous la
forme (deduite de la relation (3.14) p. 46),

Hz (ex, m= exp [- 2i;Z] exp [i:Z (ex 2 + 132
)] ,

ce qui conduit a

(3.63)

quels que soient (ex, 13), Zl et Z2.

La compatibilite de la composition des operateurs de transfert du champ
avec Ie principe de Huygens-Fresnel, objet de ce paragraphe, repose sur cette
propriete de l'approximation de la fonction de transfert a l'ordre 2, et etend Ie
resultat aux emetteurs et recepteurs spheriques.

3.6 Complement: diffraction et filtrage lineaire

Conformement a ce qui a ete vu au paragraphe 2.3.1, la diffraction est un
£lItre lineaire et Ie chapitre 2 en constitue une description frequentielle. Par
dualite, il existe une description en termes de variables d'espace et on s'attend
a ce que la diffraction se traduise par une relation de convolution. Les conditions
pour qu'il en soit ainsi sont examinees dans ce paragraphe : elles conduisent a
une autre fa<;on de decomposer Ie transfert du champ d'un emetteur spherique
quelconque vers un recepteur quelconque.

3.6.1 Representation spatiale

Selon les relations (3.34) et (3.35), Ie transfert du champ par diffraction
d'un emetteur spherique A vers un recepteur B se met sous la forme

(3.64)

ou

(3.65)

Est-il possible d'ecrire l'integrale de la relation (3.64) comme un produit de
convolution?
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FIG. 3.13. Le transfert du champ entre deux
spheres concentriques est un filtrage lineaire : il
s'exprime par un produit de convolution.

Supposons que A et B aient Ie meme centre de courbure C (fig. 3.13) : la
distance de A it Best D = RA - RB , et

i [iJr (RA 2 RB 2 )]hBA(s, r) = - exp -- -s + -1' - 2r·s
AD AD R B R A

Si K, = RB/RA, la relation (3.66) s'ecrit

i [iJrK, II S 11
2

]hBA(s,r) = AD exp - AD ~ - r

Soit h~A la fonction definie par

de telle sorte que

La relation (3.64) s'ecrit

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

La relation (3.70) montre que Ie transfert de A it B est un filtrage lineaire
spatial puisqu'il se traduit par une convolution. Nous enon<;ons :

Proposition 3.6.1. Pour une onde monochromatique, le transfert du champ
par diffraction entre deux spheres concentriques est un filtrage lineaire spatial.

Remarque 3.6.1 (Filtrage lin€mire entre deux plans). Si A et B sont des
plans, on a K, = 1. On retrouve Ie resultat mentionne dans la remarque 3.3.3
p. 52, conformement it la remarque 2.3.5 p. 36.

3.6.2 Representation frequentielle

Par transformation de Fourier, la relation (3.70) conduit it la relation

(3.71)
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Pour une ecriture explicite nous utilisons encore la relation (3.56) et obtenons

(3.72)

(3.73)

La relation (3.72) est l'expression frequentielle du transfert du champ entre
deux spheres concentriques; elle traduit un filtrage lineaire. Si A et 13 sont des
plans, alors r;, = 1, et la relation precedente n'est autre qu'une approximation
it l'ordre 2 de la relation (2.37). Comme cette derniere, la relation (3.72) se
reduit essentiellement au produit du spectre par une fonction de transfert. Elle
s'applique cependant it une situation plus generale, puisque valable pour des
calottes spheriques (concentriques).

Remarque 3.6.2 (Dephasage de Jr lors du passage au foyer). Suppo­
sons RAJR B = r;, < 0, ce qui signifie que Ie centre C, commun aux spheres
A et 13, est situe entre elles. Supposons que Ie champ sur A soit homogene,
d'amplitude Uo, ce qui correspond it une onde spherique convergeant en C.
Pour UA(r) = Uo, la relation (3.72) devient

~ 1
UB(F) = -Uoo(F),

r;,

compte tenu de la propriete suivante de la distribution de Dirac (dimension 2)

1
o(r;,F) = 2 o(F).

r;,
(3.74)

Quand r;, < 0, par transformation de Fourier inverse, la relation (3.73) devient

U ( ) Uo i7r UO
B S = -~ =e ~. (3.75)

(3.76)

Pour aller de A it 13, l'onde est passee par son foyer (son centre de courbure)
et elle a subi un dephasage de Jr.

L'experience de Meslin met en evidence Ie dephasage de Jr; elle consiste it
produire des interferences it partir des deux images d'une source formees par
des bilentilles de Billet decalees longitudinalement [29,40].

3.6.3 Description frequentielle d'une transparence de courbure

Soient A et 13 deux calottes spheriques tangentes, de rayons respectifs RA
et RB. Soit Ll tel que

1 1 1
Ll R

B
- R

A
.

Le transfert du champ de A it 13 s'effectue par transparence de courbure et
s'exprime sous la forme

(3.77)
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soit encore, par transformation de Fourier

(3.78)

ou la fonction f -)..£1 est telle que

(3.79)

3.6.4 Transfert general

Nous nous interessons de nouveau au transfert du champ d'un emetteur
quelconque A, de rayon de courbure RA, vers un recepteur quelconque B, de
rayon RB, situe a la distance D de A, mais nous allons l'exprimer sous forme
frequentielle. Ce transfert se decompose en un filtrage lineaire spatial de A a A*,
la sphere tangente aBet concentrique a A (fig. 3.14), puis d'une transparence
de courbure de A* a B.

Le rayon de A* est RA* = RA - D, et pour exprimer Ie transfert par filtrage
de A a A* nous utilisons

RA -D
/'l,=

RA

Soit Ll tel que

1

Ll
1

(3.80)

(3.81)

Sous forme frequentielle, Ie transfert de A a A* s'exprime par

et celui de A* a B par

(3.82)

(3.83)

Pour exprimer la composition des deux operations precedentes, introduisons la
fonction dilatee de /'l, de UA, definie par

Nous obtenons

(3.84)

A

D
FIG. 3.14. Le transfert du champ de A a B
se decompose en un filtrage lineaire de A a
A* et une transparence de courbure de A* a
B.
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UB(F) = -iALlh; [i-ALl *U-A"D B"UA)] (F).

Vne forme integrale explicite de la relation (3.85) est

(3.85)

UB(F) = -iALlh; rexp[iJrALlIIF - F'11 2
] exp[iJrAh;DF,2] UA(h;F')dF'.

JW!.2
(3.86)

3.6.5 Trilogie de la diffraction de Fresnel

La figure 3.15 montre une autre far;on de passer d'un emetteur quelconque
A a un recepteur quelconque J3; elle se resume par la proposition 3.6.2 qui suit,
dans laquelle diffraction de Fresnel signifie transfert general (distance finie).
Les calculs explicites sont proposes en exercice (voir l'exercice 3.5 p. 67).

Proposition 3.6.2 (Trilogie de la diffraction de Fresnel - G. Bonnet
[23,24]). Un phenomene de diffraction de Fresnel d'un emetteur spherique A
vers un recepteur spherique J3 se decompose en trois operations successives :

1° Une transformation de Fourier optique (spatiale) de l'emetteur vers sa
sphere de Fourier F, equivalente a une diffraction de Fraunhofer;

2° Un filtrage spatial entre F et une sphere cardinale C (c'est-a-dire centree
sur l'emetteur) tangente au recepteur;

3° Une transparence de courbure entre la sphere cardinale C et le recepteur
spherique J3.

"'>iE"'------ D

A

3.7 Exercices

13

FIG. 3.15. Trilogie de la diffraction de
Fresnel. Le transfert du champ de A a 13 se
decompose en une transformation de Fou­
rier de A a :F (diffraction de Fraunhofer),
suivie d'un filtrage lineaire de :F a C, puis
d'une transparence de courbure de C a 13.

Exercice 3.1 (Principe de Babinet 26). Deux transparences planes ~ et
72 sont complementaires 27 si leurs fonctions de transmission respectives tl et
t2 sont telles que tl(X,y) + t2(X,y) = 1, pour tout point (x,y).

Montrer que les figures de diffraction de Fraunhofer des deux transparences
sont identiques, sauf au centre du champ d'observation.

26 II s'agit d'une forme « scalaire » (et simplifiee) du principe de Babinet. On montre
en effet que Ie principe de Babinet fait intervenir a la fois Ie champ electrique et
Ie champ magnetique, donc Ie caractere vectoriel des ondes electromagnetiques,
notamment si les ecrans complementaires sont metalliques [29,53,119].

27 On parle aussi d'ecrans complementaires.



3. Diffraction metaxiale 67

Exercice 3.2 (Diffraction par une ouverture circulaire. Zones de Fres­
nel). Partie d'examen de DEA, universite de Bretagne occidentale, Brest, 1996.
Soit une ouverture circulaire de diametre 2p percee dans un ecran opaque et
eclairee par une onde plane d'amplitude Uo (fig. 3.16).

'-. s
FIG. 3.16. Elements pour l'etude de la diffraction par une
ouverture circulaire et la definition des zones de Fresnel.

1. Montrer que l'amplitude du champ en un point 5 situe a la distance D sur
l'axe de l'ecran est proportionnelle a 1- exp[-iJrp2 j>'D]. Quelle valeur de
p donne-t-elle une amplitude nulle en 57 une amplitude maximale 7

2. Meme question pour une ouverture annulaire comprise entre les diametres
2PI et 2p2. Comment choisir PI et P2 pour obtenir une amplitude maximale
en 57

3. Comment peut-on augmenter l'amplitude du champ en 5 (plus exactement
son module) 7

Exercice 3.3. Montrer que Ie transfert de l'amplitude du champ entre deux
plans, qui s'exprime par la relation (3.32), satisfait la composition des opera­
teurs de champs.

Exercice 3.4. Soient deux spheres concentriques A et 13 dont les rayons de
courbure sont de meme signe (ce qui signifie que A et 13 sont du meme cote
du centre de courbure). On note D = RA - RB et suppose D > 0 (D est la
distance de A a 13). Ca1culer l'amplitude du champ sur 13 quand Ie champ sur
A est homogene (UA = Uo, une constante).

Exercice 3.5. Faire les ca1culs explicites du transfert du champ d'un emetteur
que1conque A vers un recepteur que1conque 13 en utilisant la trilogie de la
diffraction de Fresnel (proposition 3.6.2). Retrouver la relation (3.85).

Exercice 3.6. Proposer une alternative a la trilogie de la diffraction de Fres­
nel, telle qu'elle est exposee au paragraphe 3.6.5, en permutant les operations de
transformation de Fourier, de filtrage lineaire et de transparence de courbure.
Preciser les spheres auxiliaires qui interviennent dans cette decomposition.

Exercice 3.7. Retrouver la loi de composition des operateurs de transfert du
champ pour des emetteurs et recepteurs concentriques, en suivant la methode
frequentielle du paragraphe 3.6.
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Exercice 3.8 (Onde cylindrique et dephasage par passage au foyer).

1. Retrouver Ie dephasage de 7r subi par une onde spherique au passage de
son foyer en appliquant deux fois Ia diffraction de Fraunhofer.

2. Au lieu d'une onde spherique, on considere une onde cylindrique.

a) Montrer que Ie « foyer» de l'onde devient une ligne focale.

b) Montrer que l'onde cylindrique subit un dephasage de 7r/2 par passage
a son foyer.

Exercice 3.9 (Verification experimentale de l'existence du depha­
sage). L'experience de Meslin [29,40] offre un moyen de verifier I'existence
du dephasage de 7r par passage au foyer. Montrer qu'on obtient encore cela a
I'aide d'un interferometre de Mach-Zehnder en pIac;ant un objectif convergent
sur un des deux bras de I'appareil. Faire Ies calculs correspondants.



Chapitre 4

Imagerie coherente

Apres l'etude du transfert du champ par diffraction dans un milieu iso­
trope et homogene, il est naturel d'examiner ce qui se passe si l'emetteur et
Ie recepteur sont dans deux milieux distincts, separes par un dioptre, ou plus
generalement par un systeme centre. Un cas particulier concerne Ie transfert
du champ d'un emetteur vers son image coherente (c.-a-d. en amplitude et en
phase). Nous etablissons les lois de l'imagerie coherente et montrons que les
formules de conjugaison de l'optique geometrique paraxiale se deduisent de la
diffraction metaxiale. La conservation de la phase dans Ie processus d'image­
rie coherente se traduit par des relations typiquement metaxiales et justifie Ie
recours a des emetteurs et recepteurs spheriques.

4.1 Le dioptre

L'etude du dioptre est menee a partir de cas particuliers qui conduisent a
la formulation des conditions d'imagerie coherente pour un emetteur spherique
quekonque. Par imagerie coherente nous entendons que l'image est une copie
homothetique de l'objet, en amplitude et en phase: Ie facteur d'homothetie
est Ie grandissement transversal (paraxial). Nous admettons que Ie champ sur
l'image puisse etre egal au champ sur l'objet a un coefficient multiplicatif pres,
a condition que ce coefficient soit Ie meme pour tous les points de l'objet (ou
de l'image).

4.1.1 Formule de conjugaison

Soit V un dioptre spherique, c'est-a-dire une calotte spherique separant deux
milieux isotropes et homogenes d'indices de refraction respectifs n et n' (fig.
4.1). Les longueurs d'ondes du rayonnement dans les deux milieux sont A et A'
et satisfont nA = n'A'. Soit R D Ie rayon de courbure de V, et soit 0 son sommet.
Soit S un point lumineux situe sur l'axe du dioptre, dans l'espace objet (indice
n). La distance 1 de 0 a S est d (c'est de fait une mesure algebrique : d = OS).
Soit S' un point de l'espace image, sur l'axe du dioptre et soit d' = OS'.

I Nous adoptons ici les habitudes de I'optique geometrique paraxiale en prenant la
distance - de fait une mesure algebrique - du dioptre vers I'objet. Puisque I'objet
est I'emetteur et la surface du dioptre Ie recepteur, d est I'opposee de la distance
de diffraction habituelle, telle qu'elle est utilisee par exemple au paragraphe 3.3.
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FIG. 4.1. Le dioptre spherique.

Pour calculer l'amplitude du champ sur V, considerons la calotte spherique
A tangente a V et centree en 8 (son rayon de courbure est d). L'amplitude
du champ sur A est une constante, choisie egale a 1 pour alleger les ecritures.
L'amplitude du champ sur V se deduit de celle sur A par une transparence de
courbure et s'exprime sous la forme

[
i7f (1 1) 2]UD - (r) = exp - -:\ RD - dr. (4.1)

(L'indice D_ indique qu'il s'agit du champ sur la face anterieure du dioptre,
immediatement avant la refraction.) Vne methode similaire conduit a ecrire
l'amplitude du champ sur V qui correspond a une onde spherique convergeant
en 8', sous la forme (l'indice D+ indique qu'il s'agit du champ sur la face
posterieure du dioptre)

[
i7f (1 1) 2]UD+(r) = exp - A' RD - d' r . (4.2)

Le point 8 1 est l'image de 8 a travers Ie dioptre si l'onde spherique issue
de 8 se transforme en une onde spherique convergeant vers 8 1

, ce qui a lieu si
UD_(r) = UD+(r), quel que soit r. (On dit aussi que 8 et 8 1 sont deux points
conjugues.) En tenant compte de nA = n lAI, cela s'ecrit

n
l(~I - ;D) = n (~ - ;D)

La relation (4.3) prend la forme

(4.3)

(4.4)
n l n n l - n

dl=d+~'

qui est une formule de conjugaison du dioptre spherique (de type formule de
Descartes) .

Remarque 4.1.1. Si RD i=- 0, Ie dioptre est un systeme a foyers: ses distances
focales objet (I) et image (II) sont telles que

n l

l'
n nl-n

(4.5)

(Voir Ie paragraphe 4.5.)
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Remarque 4.1.2 (L'optique geometrique est incluse dans la theorie
de la diffraction). Comme annonce en introduction de ce chapitre, la formule
de conjugaison du dioptre, relation (4.4), se deduit de la theorie de la diffraction,
c'est-a-dire de la theorie electromagnetique de la lumiere; c'est ce qui vient
d'etre decrit. On demontre de la meme maniere la formule de conjugaison d'un
miroir spherique. La definition du grandissement transversal, qui sera donnee au
paragraphe 4.1.4, complete la formule de conjugaison. Il est ainsi concevable
de deduire de l'etude du dioptre et du miroir spheriques les proprietes d'un
systeme centre quelconque, succession de dioptres et de miroirs : on utilise
pour cela les methodes c1assiques de l'optique geometrique paraxiale. Ainsi
l'optique geometrique paraxiale est inc1use dans la theorie de la diffraction. Ce
point sera repris plus en detail au paragraphe 4.5. L'exercice 2.1 a montre que
les lois de Descartes se deduisaient de la notion de spectre angulaire; c'est bien
toute l'optique geometrique qui se deduit de la diffraction.

4.1.2 Image d'une calotte spherique tangente au dioptre

La formule de conjugaison (4.4) montre que 0, Ie sommet du dioptre, est
sa propre image (si d = 0, alors d' = 0). Par consequent, si une sphere a pour
sommet 0, sa sphere image admet egalement Ie point ° pour sommet; cette
propriete simplifie la recherche de la position de la sphere image dans ce cas.

Soient A et A' deux calottes spheriques tangentes a v, de centres de cour­
bure respectifs G et G', de rayons RA et RA' (fig. 4.2). Supposons A dans
l'espace objet et A' dans l'espace image. Si AO est la longueur d'onde dans Ie
vide, l'emploi de deux transparences de courbure permet d'ecrire 2

[
i7fn' (1 1) 2]UA'(r) = UD(r) exp -- - - - r

AO R A , RD

[
i7f (n - n' n n') 2]= UA(r) exp -- -- - - + - r
AO RD RA RA'

L'amplitude du champ sur A' est l'image coherente de l'amplitude du champ
sur A si Ie terme de phase quadratique de la relation (4.6) vaut 1, quel que soit
r, et cela conduit a

c c '
- ---

FIG. 4.2. L'image d'une calotte spherique A
tangente au dioptre est la sphere A', tangente
au dioptre, dont Ie centre de courbure est Ie
conjugue du centre de courbure de A.

2 Nous rempla<;ons dans les expressions des transparences de courbure >.. par >"o/n
et >..' par >"o/n'.
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n' n n' - n
-=-+--
RA, RA RD '

(4.7)

qui n'est rien d'autre que la relation de conjugaison du dioptre pour les points
C et C', puisque OC = RA et OC' = RN.

En conclusion, une calotte spherique A', tangente au dioptre, est l'image co­
herente 3 de la calotte spherique A, tangente au dioptre, si Ie centre de courbure
de A' est l'image paraxiale du centre de A. On a

(4.8)

Remarque 4.1.3. La relation (4.8 ) ne tient pas compte du coefficient de
transmission du dioptre, qui, selon les formules de la reflexion et de la refrac­
tion de Fresnel [29,40,84]' depend de l'angle d'incidence. Sous les hypotheses
metaxiales, l'incidence est pratiquement normale et Ie coefficient de transmis­
sion est pratiquement constant, si bien que la relation (4.8) se remplace par

(4.9)

OU T est Ie coefficient de transmission de Fresnel a incidence normale, tel que

2n
T=---.

n+n'
(4.10)

Remarque 4.1.4. La figure 4.2 (comme la figure 4.5) montre un schema de
principe qui n'est pas realiste mais qui permet de bien separer les calottes
spheriques A et A'. La figure 4.3-a montre un cas reel. Les points C et C' sont
par exemple les points de Weierstrass (ou d'Young) du dioptre spherique. Si
n > n', Ie point objet C est reel et Ie point image C' est virtuel. La calotte
spherique A est, optiquement, dans l'espace objet, meme si, geometriquement,
elle est au-dela du dioptre.

Il arrive que les calottes spheriques A et A' de la figure 4.3-a sont des
surfaces d'ondes : Ie point 0 leur etant commun, tous les points de ces calottes

®
c' C

a
FIG. 4.3. (a) Cas reel d'imagerie de deux spheres tangentes au dioptre. (b) Le chemin
optique [JI K] est nul.

3 Nous disons aussi que l'amplitude du champ sur A' est l'image de l'amplitude du
champ sur A.
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doivent etre en phase. C'est d'ailleurs ce que traduit la relation (4.8) pour deux
points conjugues. II n'est possible de satisfaire cette relation que si Ie chemin
optique entre deux points conjugues est nul (puisqu'il doit etre egal a sa valeur
en 0). La figure 4.3-b montre comment cela se realise dans la situation de la
figure 4.3-a : Ie chemin optique [J I] est negatif. Puisque Ie point J est dans
l'espace objet, on a [JI] = nJI. On a aussi [IK] = n' IK. Comme n > n',
les longueurs des segments doivent satisfaire l'inegalite I J < I K de fa<;on a
obtenir [JK] = nJI + n' IK = O.

4.1.3 Image d'une calotte spherique centree sur Ie dioptre

Soit C un emetteur spherique a la distance d de V, centre en 0 et de sommet
S : OS = d (fig. 4.4). Son rayon de courbure est -d. Soit F la sphere de Fourier
de C; elle est centree en Set son rayon est d. Ainsi Fest tangente aV. Comme
d est l'opposee de la distance habituellement choisie pour exprimer Ie transfert
du champ par diffraction d'un emetteur vers sa sphere de Fourier, nous avons
ici, avec des coordonnees s sur F et selon Ie theoreme 1, p. 48,

(4.11)

L'image de Fest la sphere :P tangente aV et centree en S', l'image paraxiale
de S (c'est ce qui est demontre au paragraphe precedent). Le point S' est a la
distance d' de 0, telle que

n' n n' - n
d'=d+~' (4.12)

Soit C' la sphere de sommet S', centree sur V. La sphere C' est la sphere de
Fourier de F' et son rayon de courbure est -d'. Avec des coordonnees r sur C
et r' sur C', l'amplitude du champ sur C' est

i ~ (r') i ~ ( r' )
Uc,(r') = A'd' Up' A'd' = A'd' UF A'd'

Ad ::::::. ( Ad ) n'd ( n'd )
= A'd' Uc - A'd,r' = nd' Uc nd,r' (4.13)

d
V

d'

. --
FIG. 4.4. L'image de la calotte sphe­
rique C, centree sur Ie dioptre, est
la sphere C', centree elle aussi sur Ie
dioptre, et dont Ie sommet S' est Ie
conjugue du sommet S de C.
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La relation (4.13) montre que CI est l'image coherente de C. Le grandissement
transversal (ou lateral) pour les sommets (notion paraxiale) est gs, defini par
r l = gsr ; il vaut

nd l

gs = nld .

La correspondance entre les champs sur C et CI s'ecrit (au coefficient de trans­
mission pres, voir la remarque 4.1.3)

Uc,(r /) = ~ uc(r
l

) •

gs gs

En conclusion, l'image d'une calotte spherique centree sur Ie dioptre est une
calotte spherique elle aussi centree sur Ie dioptre et dont Ie sommet est l'image
paraxiale du sommet de la calotte objet.

4.1.4 Image d'une calotte spherique quelconque

Soit A un emetteur spherique de rayon de courbure RA , de sommet S et
de centre 0, situe dans l'espace objet (fig. 4.5). Soit d = OS. Soit la sphere
C tangente a A et centree en 0 : son sommet est S et son rayon est -d.
L'amplitude du champ sur C se deduit de celle du champ sur A en appliquant
une transparence de courbure sous la forme

[
inn (1 1) 2]Uc(r) = UA(r) exp ~ d + R

A
T . (4.16)

(4.17)

Soit CI l'image coherente de C : elle passe par SI avec dl = OS' ; les distances
d et dl satisfont la relation (4.12) qui exprime la conjugaison de S et SI. Les
relations (4.13) et (4.16) conduisent a ecrire l'amplitude du champ sur AI,
tangente a CI et de rayon RA , (son centre est 0 /), sous la forme

( I) ( I) [inn
l (1 1) 12]UA' r = Uc' r exp -~ RA' + dl T

_ nld U (nld I) [inn (~ _1) n
/2

d
2

12]
- d l A dl r exp \ d + R 2 2 Tn n /\0 A n d l

[
innl (1 1) 12]X exp - -- -- + ----,- T .
Ao RA' d

C

A C v CI

CI

.- --
FIG. 4.5. Image coherente
d'une calotte spherique quel­
conque A par un dioptre. II y
a double conjugaison : conjugai­
son des sommets 5 et 5' ; conju­
gaison des centres de courbure
C et C'.
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L'amplitude du champ sur A' est l'image coherente de l'amplitude du champ
sur A si Ie terme de phase quadratique de la relation (4.17) vaut 1, quel que
soit r', et cela a lieu si

d' ( d') d ( d )- 1+- =- 1+-
n' RA' n RA

(4.18)

Si q = DC et q' = DC', alors RA = q - d et RA' = q' - d', et la relation (4.18)
s'ecrit

(4.19)

D'autre part, la relation (4.12) s'applique a S et S' qui sont conjugues, et de
la relation (4.19) resulte

n' n n' - n
-=-+--
q' q RD '

(4.20)

qui signifie que C' est l'image paraxiale de C.
La relation entre l'amplitude du champ sur A et sur son image A', deduite

de la relation (4.17), s'ecrit

(4.21)

ou g8 est Ie grandissement transversal aux sommets; il est donne par la relation
(4.14).

Ce qui precede s'enonce ainsi :

Proposition 4.1.1 (Imagerie coherente a travers un dioptre). L'am­
plitude du champ sur la calotte spherique A' est l'image coherente, Ii travers
un dioptre spherique, de l'amplitude du champ sur la calotte spherique A si, et
seulement si, le sommet et le centre de courbure de A' sont les images paraxiales
respectives du sommet et du centre de courbure de A. L 'amplitude du champ
sur A' est liee Ii celle sur A par la relation (4.21), OU g8 est le grandissement
transversal aux sommets (entre l'objet et son image).

Remarque 4.1.5. La sphere A passe par S et son image A' doit necessaire­
ment passer par S', l'image de S : il est logique d'imposer a priori a A' d'etre
tangente ala sphere C; c'est ce que nous avons fait. L'unicite de la sphere image
A' en resulte. Le meme raisonnement a ete implicitement utilise au paragraphe
4.1.3.

Remarque 4.1.6. Les cas etudies aux paragraphes 4.1.2 et 4.1.3 entrent clai­
rement dans Ie cadre de la proposition 4.1.1, puisque Ie dioptre est sa propre
image. Par exemple, Ie centre de courbure d'une sphere centree sur Ie dioptre
est sa propre image et par consequent c'est Ie centre de courbure de la sphere
image.
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Remarque 4.1.7. La remarque 4.1.3 s'applique encore ici.

Remarque 4.1.8. On sait qu'un dioptre reflechit en partie l'onde incidente,
Ie coefficient de reflexion de Fresnel sous incidence normale etant [84,119]

n-n'
r=---.

n+n'
(4.22)

Le dioptre se comporte comme un miroir partiel auquel s'adaptent les resultats
precedents (voir par exemple l'exercice 4.2).

4.1.5 Invariants du dioptre

Avec les notations anterieures, la formule de conjugaison du dioptre sphe­
rique s'ecrit

n' n
d' d

n' -n

RD
(4.23)

Le deuxieme membre de cette relation est une constante (en ce sens qu'il ne
depend pas de la position de l'objet ni de celIe de l'image) et par consequent
Ie premier membre est aussi une constante. Quel que soit l'objet, il existe une
relation fixe entre la position de l'objet et celIe de l'image.

Definition 4.1.1 (Invariant de Gauss du dioptre). Soit un dioptre spheri­
que qui separe deux milieux d'indices n et n' ; si d est la distance du sommet du
dioptre au sommet d'un objet (emetteur spherique) et d' la distance du sommet
du dioptre au sommet de l'image de l'emetteur, la quantile

n' n
d' d

(4.24)

est l'invariant de Gauss du dioptre; c 'est une constante.

La relation (4.19) montre qu'il existe un autre invariant pour Ie dioptre,
independamment de l'objet et de sa courbure.

Definition 4.1.2 (Invariant metaxial du dioptre - G. Bonnet). Soit un
dioptre spherique qui separe deux milieux d'indices n et n' ; si d est la distance
du sommet du dioptre au sommet d'un emetteur spherique et q la distance du
sommet du dioptre au centre de courbure de l'emetteur, la quantile

n n
d q

(4.25)

est independante du milieu (objet ou image); c'est l'invariant metaxial du
dioptre.

Remarque 4.1.9. La definition de l'invariant de Gauss et celIe de l'invariant
metaxial d'un dioptre spherique s'appliquent a un dioptre plan (voir l'exercice
4.1).
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4.1.6 Loi du grandissement des rayons pour Ie dioptre

Definition 4.1.3 (Grandissement des rayons de courbure). Si la sphere
AI, de rayon de courbure R A " est l'image de A, de rayon R A , le grandissement
des rayons est (par definition)

RA ,
gr = --.

RA

Soit AI l'image coherente de A a travers un dioptre. Le grandissement trans­
versal aux sommets est

(4.27)

Les centres de courbure etant conjugues, il existe un grandissement (transver­
sal) aux centres qui s'ecrit, avec les notations deja utilisees,

nql
gc=-·

n'q

Le grandissement des rayons est alors

R A , ql - d' nq'd' nl
gr = -- = --- = -- = -gsgc·

R A q-d n'qd n

(4.28)

(4.29)

(On obtient la troisieme egalite a l'aide de l'invariant metaxial.) La relation
gr = gsgcnl In constitue la loi du grandissement des rayons de Bonnet pour
Ie dioptre. Nous l'enoncerons formellement pour les systemes centres generaux
(Theoreme 3, p. 80).

4.2 Systemes centres

4.2.1 Image coherente du champ sur un emetteur spherique

Un systeme centre (lentille, objectif) est forme d'une succession de dioptres
ou de miroirs (systemes catadioptriques) ayant un axe commun 4, et avant de
chercher a etendre aux systemes centres les resultats etablis pour Ie dioptre,
il faudrait etudier Ie miroir spherique; il est clair toutefois que l'etude menee
pour Ie dioptre se transpose telle quelle (exercice 4.2) : nous admettons donc
que l'imagerie coherente par un miroir impose la conjugaison des sommets et
des centres de courbure d'un emetteur et de son image.

Soit un systeme centre et un emetteur spherique A dans l'espace objet. A
cet emetteur correspond une suite d'images a travers les dioptres (ou miroirs)
successifs, la derniere image etant l'image de A a travers Ie systeme centre. A

4 Cet axe peut etre une ligne brisee si Ie systeme comporte des miroirs plans.
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chaque traversee d'un dioptre (ou reflexion sur un miroir) il y a double conju­
gaison des centres et des sommets. Cette double conjugaison reste valable pour
la succession des dioptres et done pour Ie systeme centre. A chaque conjugai­
son a travers un des dioptres constituant Ie systeme correspond un grandisse­
ment transversal; Ie grandissement transversal du systeme (pour la conjugaison
consideree) est Ie produit des grandissements transversaux des conjugaisons
successives (voir l'exercice 4.5).

Nous enon<;ons (voir fig. 4.6) :

Th€lOreme 2 (Imagerie coherente - G. Bonnet). L'amplitude du champ
sur la calotte spherique AI est l'image coherente de l'amplitude du champ sur la
calotte spherique A Ii travers un systeme centre si, et seulement si, le sommet et
le centre de courbure de AI sont les images paraxiales respectives du sommet et
du centre de courbure de A. Si g8 est le grandissement transversal aux sommets
(entre objet et image), alors

1 (r l

)UA'(r l
) = - UA - .

g8 g8
(4.30)

FIG. 4.6. Imagerie coherente a tra­
vers un systeme centre quelconque
S. II y a double conjugaison des
sommets et des centres de courbure
entre la sphere objet A et son image
coherente AI.

Remarque 4.2.1. La remarque 4.1.3 s'applique a la relation (4.30).

Remarque 4.2.2. Historiquement, Ie theoreme 2 se trouve dans un article de
Kogelnik [125] mais limite aux miroirs spheriques (cet article se rapporte aux
resonateurs optiques pour lesquels il est necesssaire de rechercher quelle est
l'image coherente du champ sur un miroir a travers l'autre miroir formant Ie
resonateur). La forme generale, valable pour tout systeme centre, semble etre
un des apports de G. Bonnet.

4.2.2 Image coherente d'un emetteur plan a travers un systeme a
foyers

Soit un systeme centre a foyers S (objectif de microscope, objectif photo­
graphique, ...) et un emetteur plan A de sommet S (fig. 4.6). Le centre de
courbure de A est a l'infini et son image est Ie foyer image F I du systeme.
L'image de A est la calotte spherique AI de sommet SI (l'image paraxiale de
S) et de centre Fl. II en resulte que l'image coherente (en amplitude et en
phase) d'un objet plan a travers un systeme a foyers n'est pas un plan mais
une sphere. Nous avons la une des raisons pour lesquelles nous devons utiliser
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des spheres: il n'est pas possible, en imagerie coherente, de travailler plan-plan
(avec un systeme a foyers).

On montre que seul un systeme afocal donne une image coherente plane
d'un emetteur plan (voir l'exercice 4.4).

FIG. 4.7. L'image coherente d'un emet­
teur plan A a travers un systeme centre a
foyers est une calotte spherique A' centree
sur Ie foyer image du systeme.

(4.31)

4.2.3 Loi du grandissement des rayons

La loi du grandissement des rayons, etablie pour un dioptre (paragraphe
4.1.6), s'etend aux systemes centres composes de dioptres ou de miroirs.

Demontrons-Ia pour deux dioptres V et V' consituant un systeme centre S
(fig. 4.8). Les indices successifs sont n, Net n' . L'emetteur est A (sommet 8
et centre G dans l'espace objet) : son image est Al dans l'espace intermediaire
(sommet 8 1 et centre Gl ) et A' (sommet 8 ' et centre G' ) a travers l'ensemble
des deux dioptres. La calotte spherique A' est aussi l'image de Al a travers
V'. La loi du grandissement des rayons pour l'imagerie de A et Al a travers Ie
dioptre V s'ecrit

R AI N
-R = grl = - g81 gel ,

A n

ou g81 est Ie grandissement transversal pour la conjugaison de 8 et 8 1 , et gel
Ie grandissement pour la conjugaison de Get Gl .

Pour l'imagerie de Al et A' a travers V', si g82 est Ie grandissement transver­
sal pour la conjugaison de 8 1 et 8 ', et gc2 Ie grandissement pour la conjugaison
de Gl et G', Ie grandissement des rayons s'ecrit

RA, n'
R = gr2 = N g82 gc2 .

Al
(4.32)

FIG. 4.8. Schema de principe du passage a travers deux dioptres successifs pour
demontrer la loi du grandissement des rayons de Bonnet pour un systeme centre.
L'emetteur A a pour images successives Al et A'.
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Le grandissement entre S et SI est g8 = g81 g82, et celui entre 0 et 0 1 est
ge = gel ge2 (voir l'exercice 4.5). Pour Ie grandissement des rayons entre A et
AI, il en resulte

RA , n l

gr = -R = grl gr2 = - g8 ge .
A n

(4.33)

Nous generalisons et enonc;ons :

Th€lOreme 3 (Loi du grandissement des rayons de Bonnet). Dans les
conditions du theoreme 2, si g8 est le grandissement transversal aux sommets
et ge le grandissement tranversal aux centres de courbure, et si n et n l sont les
indices de refraction respectifs du milieu objet et du milieu image, le grandis­
sement des rayons de courbure (entre sphere objet et sphere image) est

n l

gr = -g8ge'
n

(4.34)

Remarque 4.2.3. Traditionnellement, en optique paraxiale, on utilise la no­
tion de grandissement longitudinal (ou axial). C'est en principe une notion
differentielle 5 de la forme

dz'
gz=~, (4.35)

ou zest suivant l'axe du systeme (c'est la direction de propagation) et OU dz'
est la variation de la position de l'image pour une variation dz de la position
de l'objet. Si gy est Ie grandissement transversal pour une position de l'objet,
Ie grandissement axial pour cette meme position est [156]

n l

2gz = - gy
n

(4.36)

II s'agit la d'une relation classique de l'optique de Gauss qui n'est, de fait, qu'un
cas particulier de la loi de Bonnet. En effet, si Ie centre de courbure de l'emetteur
tend vers Ie sommet de ce dernier, Ie centre de courbure de l'image tend vers Ie
sommet de l'image et par consequent Ie grandissement transversal aux centres,
ge, tend vers Ie grandissement transversal aux sommets g8' de telle sorte qu'a
la limite, Ie grandissement des rayons tend vers (n l /n)g82. Mais g8 n'est rien
d'autre que Ie grandissement transversal pour la position de l'objet en optique
paraxiale, et Ie grandissement des rayons est l'equivalent du grandissement
longitudinal. La loi exprimee par la relation (4.36) est un cas limite de la loi
de Bonnet.

Remarque 4.2.4 (Grandissement longitudinal pour des distances fi­
nies). La loi du grandissement des rayons se generalise en loi du grandissement
longitudinal pour des distances finies. Soient A et 0 deux points de l'axe optique

5 Sous cette forme, cette notion n'a de sens que loin des foyers.
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d'un systeme centre, dont les images paraxiales sont AI et CI. Le grandissement
axial pour cette double conjugaison est

(4.37)

ou ga est Ie grandissement transversal de la conjugaison (A, AI) et gc celui de la
conjugaison (C, C /). Pour demontrer ce resultat, il suffit de considerer la sphere
A de sommet A et centre C et son image coherente AI de sommet AI et centre
C I

, puis d'appliquer la loi du grandissement des rayons de Bonnet.
L'exercice 4.7 etablit un lien entre la loi du grandissement des rayons et une

forme particuliere de la relation de Lagrange-Helmholtz [68].

4.2.4 Application: obtention sur un plan du champ qui existe sur
une calotte spherique

Nous avons vu au paragraphe 3.4 qu'une transparence plane eclairee par
une onde divergente (ou convergente) etait equivalente, en theorie metaxiale,
it un emetteur spherique tangent it la transparence et centre sur Ie foyer de
l'onde. Nous examinons maintenant Ie probleme voisin d'obtenir sur un plan P
Ie champ qu'on a sur une calotte spherique A (meme amplitude et meme phase).
Pour fixer les idees, supposons que A soit une calotte spherique convexe, par
rapport it la direction de propagation (fig. 4.9). 11 s'agit de former une image
plane de A, et pour cela nous utilisons un objectif L. Le theoreme 2 indique
que l'image du centre C de A doit etre it l'infini. Ce sera Ie cas si C se confond
avec Ie foyer objet F de l'objectif. Le sommet P de Pest l'image (paraxiale)
du sommet de A. Si nous souhaitons un grandissement transversal de 1 entre
Ie champ sur A et Ie champ sur P, Ie point A doit se confondre avec Ie point
principal objet 6 H de L, et P se confond alors avec Ie point principal image
HI. Dans ces conditions, les amplitudes des champs sur A et P sont egales :
Up(r) = UA(r).

Le paragraphe 13.1.2 explique comment obtenir un grandissement different
de 1, et Ie paragraphe 13.2.3 comment utiliser un objectif divergent si A est
concave.

C

F

p

H'

P

FIG. 4.9. L'objectif L, represente par ses points
principaux H et HI et son foyer objet F, per­
met d'obtenir sur Ie plan P la meme amplitude du
champ que sur la calotte spherique A.

6 La notion de point principal d'un systeme centre, comme celie de foyer, deja utilisee,
est suffisamment connue pour que nous I'employions des a present sans la definir au
prealable. Nous introduirons toutefois logiquement ces notions au paragraphe 4.5.
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4.3 Transfert general a travers un systeme centre

4.3.1 Decomposition du transfert en une imagerie et un phenom€me
de diffraction-propagation

Apres l'examen du transfert du champ par imagerie, se pose Ie probleme
plus general du transfert du champ d'un emetteur A (rayon RA), situe dans
l'espace objet d'un systeme centre (indice n), vers un recepteur quelconque B'
de l'espace image (indice n' ). La question se resoud en faisant intervenir la
sphere A', image coherente de A it travers Ie systeme (fig. 4.10). Le transfert
de Avers B' est la composition du transfert par imagerie coherente de A it A'
et du transfert par diffraction de A' it B'. Si ga est Ie grandissement transversal
dans l'imagerie de A (grandissement aux sommets), Ie premier de ces deux
transferts se traduit par

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Si D' est la distance du sommet de A' au sommet de B' , si RA' est Ie rayon de
courbure de A' et R B , celui de B', alors

( ') i [i7f (1 1) 1
2] 1 [2i7f I ,]UB' S = -- exp - - -- + - s exp -- s ·r

ND' N R B , D' ]R2 ND'

[
i7f ( 1 1) 12] I IX exp -- - - - r UA'(r )dr ,
N D' RA'

ou Nest la longueur d'onde dans l'espace image (nA = n'N). Le transfert de
A it B' s'ecrit enfin

( ') i [ i7f (1 1) 1
2] i' [2i7f I ,]UB' S = --- exp - - -- + - s exp -- s ·r

A' D'ga A' RB' D' ]R2 A'D'

[
i7f ( 1 1) 1

2
] ( r ' ) IX exp -- - - -- r UA - dr.

A' D' RA' ga

Un autre point de vue est envisageable : il fait intervenir la sphere B, l'ante­
cedente de B' it travers Ie systeme centre (ce qui signifie que B' est l'image de B,

D'

FIG. 4.10. Dne premiere fac;on de decrire Ie transfert du champ de A a B' a travers
Ie systeme centre S. Ce transfert resulte de la composition d'une imagerie coherente
de A a A' et d'un phenomene de diffraction en milieu homogene de A' a B' (pris dans
cet ordre).
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fig. 4.11). Le transfert de A a 131 est la composition du transfert par diffraction
de A a 13 et de celui, par imagerie coherente, de 13 a 131

• Si RB est Ie rayon de
courbure de la calotte 13 et si D est la distance du sommet de A au sommet de
13, alors

UB(S) = _i exp [_ i7f (_1 +~) 8 2] rexp [2i7f s.r]
AD A R B D JW12 AD

x exp [- i; (~ - ;A) r 2
] UA(r) dr. (4.41)

Si gb est Ie grandissement transversal pour l'imagerie de 13, on obtient finale­
ment

UB,(sl) = ~ UB (~)
gb gb

= A~9b exp [- i; (;B + ~) ;~:] ~2exp [A~:b sl·r]

x exp [- i; (~ - ;A) r2
] UA(r)dr. (4.42)

Les relations (4.40) et (4.42) sont bien sur equivalentes. La preuve est pro­
posee en exercice (exercice 4.15).

D

-----~
Imagerie B'

FIG. 4.11. Vne deuxieme fa<;on de decrire Ie meme transfert que celui de la figure
4.10. On compose un phenomene de diffraction de A Ii B avec une imagerie coherente
de B Ii B'.

4.3.2 Mise en ceuvre pratique

L'experience acquise lors de l'enseignement de l'imagerie coherente nous
conduit a preciser les choses suivantes, pourtant elementaires , et a insister sur
la generalite des resultats obtenus aux paragraphes precedents (imagerie co­
herente et transfert general). Les elements d'optique geometrique que nous
utilisons sont suffisamment connus [156] pour etre cites sans demonstration (Ie
paragraphe 4.5 comporte la demonstration des formules de conjugaison).

La force du theoreme d'imagerie coherente est d'etre applicable a tout sys­
teme centre, quels que soient les elements qui Ie composent. Or tout systeme
centre est soit afocal, soit un systeme a foyers (ce resultat bien connu est de­
montre au paragraphe 4.5.2).
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Tout systeme a foyers se ramene au schema canonique 7 de la figure 4.12 ou
F est Ie foyer objet, F ' Ie foyer image, H Ie point principal objet (sur l'axe)
et H' Ie point principal image 8 [77,156]. La figure montre comment construire
l'image (paraxiale) d'un objet AB, et en particulier comment determiner la
position de l'image A' a partir de celle de l'objet A. Pour Ie calcul, on utilise
par exemple la formule de conjugaison de Newton

FA· F'A' = f l' ,

oU fest la distance focale objet (f
(f' = H'F').

(4.43)

H F) et l' la distance focale image

B

F

A FIG. 4.12. Schema canonique d'un
systeme centre a foyers et construc­
tion de principe d'une image.

Si Ie systeme est afocal, il se reduit en general 9 ala succession deux systemes
a foyers (objectif et oculaire par exemple), Ie foyer image du premier systeme
etant confondu avec Ie foyer objet du second. Nous considerons encore une telle
decomposition comme canonique.

Dans ces conditions, la recherche de l'image coherente d'un emetteur A, de
sommet A et centre 0, est immediate si on dispose du schema canonique du
systeme (et sait comment situer l'emetteur par rapport au systeme). 11 n'y a que
deux conjugaisons a calculer : celle du sommet A et celle du centre de courbure
0, que Ie systeme soit un dioptre, une lentille simple ou un objectif zoom
comportant une quinzaine de lentilles reparties en divers groupes! L'optique
coherente metaxiale utilise les resultats de l'optique geometrique paraxiale.

En presence d'un systeme complexe (compose), la methode preconisee
consiste d'abord a reduire Ie systeme a ses elements canoniques. Rappelons
la formule de Gullstrand 10 [156]

(4.44)

7 Dessine, par convention, pour un systeme convergent. La position des foyers est
inversee si Ie systeme est divergent. De meme, il arrive que la position des points
principaux soit inversee. Cela ne change rien au principe de construction d'une
image, tel qu'il ressort de la figure 4.12.

8 II existe d'autres points cardinaux : points nodaux, anti-principaux, anti-nodaux.
Sauf cas particulier, ils ont moins d'interet pour nous.

9 Une lame a faces paralleles n'entre pas dans ce schema. On la traite pour ce qu'elle
est: la succession de deux dioptres plans. Un systeme de transport d'image est une
succession de systemes afocaux qu'on traite comme telle.

10 Allvar Gullstrand, prix Nobel de physiologie et medecine en 1911 pour ses travaux
d'optique physiologique.
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qui donne la vergence 11 D d'un systeme centre compose d'un premier systeme
de vergence D 1 et d'un deuxieme de vergence D 2 , N etant l'indice de refrac­
tion du milieu qui separe les deux systemes et e « l'interstice », c'est-a-dire la
distance (mesure algebrique) du point principal image du premier systeme au
point principal objet du second.

Cette formule s'applique plusieurs fois de suite pour reduire un systeme
compose par exemple de plusieurs lentilles. Execute « a la main », Ie procede
est fastidieux, sauf pour un nombre reduit de composants (deux ou trois ele­
ments). II existe des methodes matricielles equivalentes pour traiter la question
de far;on systematique; leur emploi est encore fastidieux (au-dela de deux ou
trois elements). II existe surtout des programmes informatiques permettant
d'effectuer ces operations.

Vne fois les elements cardinaux du systeme connus, et la sphere objet situee
par rapport a eux (position du sommet A, position du centre G), on calcule la
position des images A' et G', dont on deduit la sphere image, puis Ie grandis­
sement transversal entre A et A' (grandissement aux sommets). Vne methode
alternative consiste a calculer les images successives de A et G a travers les
differents elements qui composent Ie systeme, avec l'avantage que cette far;on
de faire s'applique a un systeme afocal (par exemple a un systeme de transport
d'image). La encore les moyens informatiques aident beaucoup. La sphere image
connue, la relation (4.30) donne enfin Ie transfert de l'amplitude du champ de
l'objet a son image. La question de l'imagerie coherente d'un emetteur a tra­
vers un systeme complexe est alors resolue. On voudra bien remarquer qu'il est
inutile de calculer Ie transfert du champ a travers chaque element du systeme.

La methode se transpose au transfert general etudie au paragraphe 4.3.1.
En resume, Ie calcul du transfert du champ par diffraction a travers un systeme
centre compose de plusieurs elements, comporte les etapes suivantes :

1° Reduction du systeme centre a son schema canonique, selon les methodes
de l'optique geometrique paraxiale;

2° Calcul de la position de l'image paraxiale du sommet de l'emetteur et
de celIe de l'image de son centre de courbure. Calcul du grandissement
transversal de la conjugaison aux sommets ;

3° Application du theoreme 2 pour obtenir l'image coherente de l'emetteur;

4° Expression de la diffraction-propagation de l'image coherente de l'emetteur
au recepteur.

On peut inverser l'ordre des operations, conformement a l'etude du para­
graphe 4.3.1, et chercher l'antecedent du recepteur a travers Ie systeme (evi­
demment ce n'est plus la meme imagerie, ni la meme diffraction, qu'il faut
prendre en compte). II est inutile (et souvent fastidieux, voire impraticable),
nous l'avons deja dit, d'examiner Ie transfert du champ par diffraction a travers
chacun des elements qui composent Ie systeme.

Des exemples sont donnes au chapitre 13.

11 La vergence est D = n' / l' = -n/ j, OU nest l'indice de l'espace objet et n' celui
de l'espace image. La vergence se mesure en dioptries: 10 = 1m- I

. La vergence
d'un systeme afocal est nulle.
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4.4 Conclusion : image paraxiale, image metaxiale

L'optique metaxiale joue vis-it-vis de l'optique coherente Ie r6le que joue
l'optique paraxiale pour l'optique incoherente et, comme e11e, fournit un cadre
pour l'analyse de la formation d'une image par un systeme centre.

Tant qu'on travaille avec l'ec1airement, comme en optique incoherente, la
courbure des objets et des images n'importe pas 12 : il est suffisant d'utiliser
des objets plans et de developper une approximation du premier ordre par
rapport aux parametres d'ouverture et aux dimensions transversales des objets.
Les rayons lumineux consideres restent voisins de l'axe optique, d'ou Ie terme
d'approximation paraxiale.

L'optique metaxiale et l'optique paraxiale permettent de determiner la po­
sition de l'image quand on connait ce11e de l'objet : Ie sommet de l'image me­
taxiale (coherente) est bien lit ou Ie prevoit l'optique paraxiale (incoherente).
Toutefois, la conservation de la phase entre l'objet et son image, exigee par
l'imagerie coherente, impose une condition supplementaire sur la courbure de
l'objet et sur ce11e de l'image (ou de far;on equivalente sur la position de leur
centre de courbure) ; pour traduire cela il faut avoir recours it une approxima­
tion du deuxieme ordre, une approximation metaxiale.

La situation est resumee par la figure 4.13.

Optique incoherente Optique coherente

t .. . t...
Optique geometrique Optique metaxiale

paraxiale
(2e ordre)(1er ordre)

~ /
Aberrations
(3e ordre)

FIG. 4.13. L'optique metaxiale joue pour I'optique coherente Ie r61e que tient l'op­
tique geometrique paraxiale vis-a-vis de I'optique incoherente. La prise en compte
des aberrations fait intervenir des termes d'ordres superieurs dans les approximations
(nous avons indique ici symboliquement Ie 3e ordre; en termes d'ecart aberrant, il
s'agit du 4e ordre comme il est precise dans I'introduction de ce livre). La fleche en
pointilles qui relie I'optique coherente a I'optique paraxiale correspond a I'optique de
Fourier classique, laquelle reste dans un schema d'imagerie plan a plan, malgre la
prise en compte de termes de phase quadratique (du deuxieme ordre).

La condition supplementaire que nous venons de mentionner - conjugaison
des centres de courbure - est une condition geometrique. Vne analyse plus

12 A moins de s'interesser aux aberrations, mais cela suppose, des developpements
limites menes a I'ordre 4 (en termes d'ecart normal aberrant), au-dela de l'ap­
proximation metaxiale.
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profonde montre que la veritable image physique fait intervenir la diffraction
d'une autre fa<;on encore, essentiellement par l'intermediaire de la pupille de
l'instrument : autrement dit, il faut tenir compte de l'ouverture limitee des
systemes optiques, et cela fera l'objet du chapitre 8.

4.5 Complement : formules de conjugaison et points
cardinaux d 'un systeme centre

Conformement a la remarque 4.1.2 p. 71, les formules de conjugaison des
systemes centres sont des consequences de la theorie de la diffraction, puisque
c'est Ie cas pour un dioptre (ou un miroir) et qu'un systeme centre est une
succession de dioptres (ou de miroirs). Il est cependant instructif de deduire di­
rectement les formules de conjugaison des systemes centres des lois de l'imagerie
coherente, et non des formules du dioptre : c'est l'objet de ce paragraphe.

4.5.1 Un autre point de vue sur Ie dioptre

Soit de nouveau la situation de principe de la figure 4.2, ou un dioptre V,
separant deux milieux isotropes et homogenes d'indices n et n ' , forme l'image
A' (rayon RA') d'un emetteur spherique A (rayon RA) tangent au dioptre en
son sommet.

Meme s'ils ne sont pas dans les memes espaces optiques, on peut chercher a
relier les champs sur A et A'. Si ces deux calottes spheriques etaient seules, et
parce qu'elles sont tangentes, on passerait de l'amplitude du champ sur l'une
au champ sur l'autre par une transparence de courbure. Toutefois, a cause de
la presence du dioptre, l'amplitude du champ sur A' est egale a celle du champ
sur A, precisement parce que les deux spheres sont conjuguees. Le dioptre
compense en quelque sorte la transparence de courbure qui existe « geometri­
quement » entre A et A' : il se represente mathematiquement par la fonction
de transmission (Ao est la longueur d'onde dans Ie vide)

[
iJr ( n' n ) 2]TA (r) = exp - - - - r ,
Ao R A , R A

(4.45)

et graphiquement comme l'indique la figure 4.14, sous la forme d'une transpa­
rence, notee YD.

8 RA R A, G)
0 0'

- ---
A A'

Tv

FIG. 4.14. Representation d'un dioptre par
une transparence plane Tv dont la fonction de
transmission est donnee par la relation (4.45).
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Le procede se generalise a une sphere quelconque H (sommet S et rayon
RB) et a son image coherente H' (sommet S', rayon RB') a travers Ie dioptre
(fig. 4.15). La propagation du champ de H a H' est vue comme une « boite
noire », notee TD , dont l'effet est celui du dioptre. Pour trouver la fonction de
transmission associee, decomposons Ie transfert du champ de H a H' de la fac;on
suivante (fig. 4.15) :

1° Transparence de courbure pour passer de UB(r) a UT-(r) (amplitude sur
Ie plan d'entree de TD ) ;

2° Changement de variable entre l'entree et la sortie de la boite noire pour
tenir compte du grandissement : U~_ (r') = (1/98) UT - (r' /98) ;

3° Multiplication par TB(r') (effet du dioptre, a definir) : l'amplitude a la
sortie de la boite noire est UT+(r') = TB(r') U~_ (r');

4° Transparence de courbure pour passer de UT+(r') a UB,(r').

Comme Ie champ sur H' est identique au champ sur H, au grandissement 98
pres, il doit y avoir compensation des courbures, et Ie resultat des operations
precedentes doit etre l'identite, ou plus precisement, compte tenu de l'homo­
thetie entre objet et image

(4.46)

II en resulte que la fonction de transmission de la boite noire associee a l'ima­
gerie de H et H' est 13

(4.47)

---~

FIG. 4.15. Representation d'un
dioptre par une boite noire TD (une
transparence) dont la fonction de
transmission est donnee par la rela­
tion (4.47).

Ce qui est remarquable, c'est que les deux fonctions TA et TB des relations
(4.45) et (4.47) sont identiques. Autrement dit, la representation du dioptre
que nous venons de fournir est independante de la paire de spheres conjuguees
choisie pour la definir : la transparence associee au dioptre est intrinseque.
Nous n'allons pas demontrer ce resultat pour un dioptre, mais d'emblee pour
un systeme centre quelconque; c'est l'objet du paragraphe suivant.

13 Le resultat est exprime avec la variable de l'espace image r'. II s'exprime aussi en
fonction de r, variable de l'espace objet, voir la relation (4.69).
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4.5.2 Systemes it. foyers et systemes afocaux

Soit un systeme centre S suppose stigmatique (stigmatisme approche) :
l'image geometrique 14 d'un point est un point. De fa<;on equivalente, Ie systeme
S transforme une onde spherique issue du point objet en une onde spherique
convergeant vers Ie point image.

L'indice de refraction de l'espace objet est n et celui de l'espace image est
n l

. La longueur d'onde d'etude est Ao (dans Ie vide).
Soit un point lumineux C (suppose etre sur l'axe du systeme centre) et soit

C I son image a travers S. Soit A une sphere centree en C, de sommet Set de
rayon RA = SC (fig. 4.16). Conformement au theoreme 2, l'image coherente
de A est la sphere AI de centre CI et de sommet SI, l'image paraxiale de S (Ie
rayon de AI est RA , = SICI). Le grandissement transversal aux sommets est
98 et celui aux centres est 9c.

®s(js_
A

S

@
c~
-~-

A'

(4.48)

FIG. 4.16. Le systeme centre S transforme une onde spherique issue de C en une
onde spherique convergeant en C' (de fac;on virtuelle ici).

Vne onde spherique issue de C produit un champ homogene sur A. De
meme, un champ homogene sur AI correspond a une onde convergeant en CI

(sur la figure 4.16 cette convergence est virtuelle, puisque la lumiere se propage
de gauche a droite). Le systeme S transforme la courbure de l'onde incidente.
Pour avoir une expression explicite de l'effet du systeme centre, nous reprodui­
sons l'analyse faite pour Ie dioptre au paragraphe precedent: Ie systeme centre
est equivalent a une transparence qui opere entre A et AI et dont la fonction
de transmission s'ecrit

T(rl
) = exp [i7r (~ _ _ n_) r12

] ,

Ao RA' 9s2RA

au coefficient de transmission pres.
Deux cas sont a distinguer.

Systeme afocal : 9c = 9s. La loi du grandissement des rayons conduit a
n l n
----=0
RA , 9lRA '

et Ie systeme S est dit afocal.

(4.49)

14 Par « geometrique » nous voulons dire que nous ne tenons pas compte de la dif­
fraction comme il sera fait au chapitre 8 (prise en compte de l'ouverture limitee
des systemes optiques).
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Proposition 4.5.1. Pour un systeme afocal, le grandissement transversal est
constant.

Preuve. Soit W un point quelconque de l'axe optique du systeme 5 et soit W'
son image paraxiale. Soit 9w Ie grandissement transversal pour cette conju­
gaison. Soit 9 Ie grandissement longitudinal entre SW et S'W', c'est-a-dire,
suivant la loi du grandissement des rayons, tel que

S'W' n'
9 = -=- = -9s9w'

SW n

Soit 9' Ie grandissement longitudinal entre GW et G'W'

, G'W' n'
9 = -=- = -9c9w .

GW n

De l'hypothese 9c = 9s, il resulte 9 = 9', puis

n' S'G' S'W' +W'C' n'
-:;;9s9c = SG = SW + WG = 9 = -:;;9s9w .

Necessairement : 9w = gc = gs (car 9s -I=- 0).

(4.50)

(4.51)

(4.52)

D

(4.53)

Remarque 4.5.1. Le resultat de la proposition 4.5.1 peut s'enoncer comme
suit: un systeme optique pour lequel il existe deux conjugaisons ayant Ie meme
grandissement transversal est un systeme afocal. 0

Systeme a foyers: 9c # 9s. Cette fois

n' n
-----1=-0
RA' 982RA '

si bien qu'il est legitime de definir une distance 1', baptisee distance focale
image du systeme 5, par

n'

981'
n' n

RA' - 982RA .
(4.54)

(4.55)

Le systeme 5 est un systeme a foyers 15 et, conformement a la relation (4.48),
il se represente par

T(r') =exp [A~::~,r'2] .
Cette relation n'est interessante que si I' est independante des paires (G, G') et
(S, S') qui ont servi a la definir, ce que nous montrerons ulterieurement. Nous
verrons egalement que la distance focale l' definie ci-dessus est bien egale a
la distance focale image habituelle de l'optique geometrique paraxiale, et qu'il
existe effectivement des foyers, ce qui justifie Ie vocabulaire employe.

15 A ce stade de la theorie, il s'agit seulement d'une nomenclature. L'existence des
foyers sera prouvee par la suite.
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4.5.3 Systeme it. foyers: formule de conjugaison avec origines en
deux points conjugues quelconques

Soit C et S deux points objets quelconques (sur l'axe du systeme centre) et
soient C' et S'leurs images paraxiales (la figure 4.16 illustre encore la situation).
Soit A la sphere centree en C, de sommet S (de rayon RA = SC). Son image
coherente est la sphere A' de centre C', de sommet S' (et de rayon RA' = S'C').
Le grandissement aux sommets est 98 et celui aux centres est 9c.

Les points choisis comme origines sont Set S'. Nous notons p = RA = SC
et p' = RA' = S'C'. La relation (4.54) s'ecrit

n' n n'
98 p' = 9sP + f' .

La relation (4.56) est la relation de conjugaison avec origines en deux points
conjugues quelconques, S et S', pour lesquels Ie grandissement transversal est
98 (voir Ie livre de Marechal [156] p. 38). Toutefois, pour affirmer cela, il faut
etablir que la distance l' est independante de S et S', ce qui va etre fait.

Commenc;ons par etablir deux relations utiles par la suite. Dans l'imagerie
de la sphere A, la loi du grandissement des rayons s'ecrit

p' n'
- = -9s9c,
p n

et des relations (4.56) et (4.57) il resulte

(4.57)

1 1 n'p
nf' . (4.58)

On deduit de fac;on analogue

(4.59)

Les relations (4.58) et (4.59) serviront dans les calculs.

Proposition 4.5.2. La distance l' definie par la relation (4.54) est indepen­
dante des paires (C, C') et (S, S').

Preuve. Soient Vet W deux points de l'axe du systeme centre et soient V' et W'
leurs images paraxiales. Les grandissements transversaux de ces conjugaisons
sont 9v et 9w. La distance l' est definie par la relation (4.54) a l'aide des paires
(C, C') et (S, S'). Soient v = SV, v' = S'V', w = SW et w' = S'W'. Comme
S et S' servent d'origines, les relations (4.58) et (4.59) appliquees a V et V'
s'ecrivent

1 1 n'v

n1'
et (4.60)

Ces memes relations appliquees a W et W' deviennent
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1 1

gw g8

II en resulte

n'w

n1'
et

w'
g8 - gw = l' . (4.61)

lIn'
- - - = -,(v - w)
gv gw nj

et
v' -w'

gw - gv = -j-'- . (4.62)

Soit 13 la sphere de centre V et sommet W : son rayon de courbure est
R B = v - w. Soit 13' la sphere de centre V' et sommet W' : son rayon de
courbure est RB , = v' - w'. Nous calculons

n' n n' n
-- - --- --- - --,--------,----------=-

R B, gw2RB v'-w' (v-w)gw 2

n' n

(4.63)
gw1'

La relation (4.63) est la relation (4.54) ecrite pour les spheres 13 et 13', c'est-a­
dire pour les paires (V, V') et (W, W'). D

La proposition 4.5.2 permet de conc1ure que dans la relation (4.56) les points
S et S' n'interviennent finalement que comme origines, et que l' est indepen­
dante du choix de ces deux points. La relation (4.56) est bien la relation de
conjugaison avec origines en deux points conjugues quelconques S et S', comme
nous l'avons annonce.

4.5.4 Systeme a foyers: formule de conjugaison avec origines aux
points principaux (Descartes)

Proposition 4.5.3. Soit S un systeme afoyers. Il existe deux points conjugues
H et H' pour lesquels le grandissement transversal est egal a1. La paire (H, H')
est unique.

Preuve. Considerons une paire de points conjugues (S, S') et conservons les
notations anterieures. Si g8 = 1, nous choisissons H = S et H' = S'. S'il
existait une autre paire de points conjugues (G, G') avec gc = 1, Ie systeme S
serait afocal, conformement au cas etudie pour etablir la proposition 4.5.1 (voir
la remarque 4.5.1).

Si g8 -I- 1, soient Ie point H et la mesure algebrique D tels que

- n ( 1),D = SH = - 1 - - j,
n' g8

(4.64)
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et soit H' l'image de H par S. Soit D ' = S'H' et soit gh Ie grandissement
transversal entre H et H'. La relation (4.58) s'ecrit

1 1 n'D
nf' '

(4.65)

(4.66)

c'est-a-dire 1/gh = 1, ce qui prouve l'existence de la paire (H, H'). Son unicite
resulte de celIe de D, definie par la relation (4.64). D

Definition 4.5.1. Les points H et Hide la proposition 4.5.3 sont les points
principaux 16 de S.

Prenons les points principaux comme origines. Soient A et A' deux points
conjugues et soient x = H A et x' = H' A'. La relation (4.56) appliquee aux
points H et H', pour lesquels g8 = gh = 1, devient

n ' n n'
-=-+-.
x' x l'

La relation (4.66) est la relation de conjugaison de Descartes. Les origines sont
les points principaux.

Le grandissement transversal ga entre A et A' est deduit de la relation (4.58)
en faisant ga = ge, P = x, pi = x' et g8 = gh = 1 ; cela donne

1 nix nix
-=1+-=-
ga nf' nx"

soit encore

nx'
ga=-·nix

4.5.5 Foyers

(4.67)

(4.68)

Foyer image. Considerons les formules de Descartes, avec origines aux points
principaux, appliquees a deux points conjugues A et A' (x = HA et x' = H' A').
Si A est a l'infini, son image est, par definition, Ie foyer (principal) image. Alors
x = ±oo et la relation (4.66) donne x' = 1', soit encore l' = H' F'. La distance
focale image definie au paragraphe 4.5.2 est bien celIe qui est habituellement
definie en optique geometrique paraxiale.

Foyer objet. Soient de nouveau deux paires de points conjugues (S, S') et
(G, G' ). Ce sont les sommets et les centres de deux calottes spheriques images
A (rayon RA ) et A' (rayon RA ,). Avec les coordonnees de l'espace objet, Ie
systeme S se represente par

[
. ( I ) ]
l7r n 2 n 2

T(r) = exp - -g8 - - r .
Ao RA' RA

(4.69)

16 Ce sont les points principaux sur l'axe. 11 existe des points principaux hors de l'axe :
en optique paraxiale tout point d'un plan principal est un point principal.
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La relation (4.69) n'est rien d'autre que la relation (4.48) ou 98r remplace r '.
On definit la distance focale objet I (d'un systeme a foyers) par

n n l
2 n

- 98 7 = RA' 98 RA

Il en resulte (avec pi = RA' et p = RA)

n l n n
9-----

8 pi - 98P I'

et

npl npl npl
98 = -- - - = 9c - - .

98nlp n lI n lI

Ainsi

Des relations (4.56) et (4.71), on deduit enfin

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

n l

l'
n

I
(4.74)

La distance focale objet definie par la relation (4.70) est bien la distance focale
objet habituelle de l'optique geometrique paraxiale.

Si 98 = 1, la relation (4.71) redonne la formule de conjugaison de Descartes
(origine aux points principaux) sous la forme

n l

Xl

n n

X I
(4.75)

On designe par F Ie foyer (principal) objet, tel que HF = I. L'image de F a
travers Ie systeme est a l'infini : si X = I, alors la formule de Descartes montre
que Xl est infini.

Remarque 4.5.2 (Formule de conjugaison de Newton). Pour la paire
de points conjugues (A, AI), si q = FA et ql = F'AI, la formule de conjugaison
de Newton s'ecrit

qql = If'. (4.76)

Elle se deduit par exemple de la formule de Descartes. La formule de Newton a
pour origines deux points (les foyers) qui ne sont pas conjugues l'un de l'autre.
Elle prend pour cela une forme differente de celle des relations de conjugaison
etudiees dans tout ce paragraphe.
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4.5.6 Lentille mince

Soit une lentille mince dont les faces (spheriques) admettent R 1 et R 2

comme rayons de courbure. L'indice du verre qui la compose est n, et la lentille
est placee dans l'air (indice pratiquement egal a 1). La distance focale image
de cette lentille est 17

(4.77)

ce qui suppose qu'on a neglige l'epaisseur de la lentille (Ientille mince). Confor­
mement a la relation (4.55), cette lentille se represente par (Ie coefficient de
transmission de la lentille est omis)

T( ') _ [i7f(n - 1) ( 1 1) '2]r -exp - - - r
AO R1 R2

(4.78)

Remarque 4.5.3. II ne faut pas confondre une lentille simple avec une trans­
parence de courbure, meme si leur representation mathematique est similaire.
Vne transparence de courbure n'a pas d'effet sur une onde : elle represente la
relation qui lie les amplitudes des champs sur deux spheres tangentes (pour une
meme onde). En revanche une lentille simple (plus generalement un systeme
centre) modifie l'onde incidente et en change la courbure.

Remarque 4.5.4. Precisons comment utiliser eventuellement la fonction T,
definie par la relation (4.78), pour Ie calcul d'un champ. Dans Ie cas d'une
lentille simple, la fonction T s'applique a l'amplitude du champ sur Ie plan
de la lentille (supposee mince). Si U_ est l'amplitude du champ incident sur
Ie plan de la lentille, l'amplitude du champ emergent, consideree sur Ie meme
plan, s'ecrit

(4.79)

La relation (4.79) n'est autre que la relation (4.55) ecrite pour 98 = 1, ce qui
se justifie puisque Ie plan de la lentille (mince) est son propre conjugue.

L'etude generale du paragraphe 4.5.2 montre que la relation (4.79) s'ap­
plique aux amplitudes des champs sur deux spheres conjuguees quelconques, a
condition d'y introduire Ie grandissement de cette conjugaison (98)'

Remarque 4.5.5. La figure 4.17 represente une lentille mince £, consideree
comme une transparence, qui conjugue A et A'. Elle est a rapprocher de la figure
4.14 qui represente un dioptre spherique dans les memes conditions. La lentille
est supposee etre dans des milieux extremes d'indices de refraction differents.
Si 0 est Ie centre de la lentille, nous notons q = OC et q' = OC', OU C est Ie
centre de courbure de A et C' celui de A'. Comme A' est l'image coherente de

17 Vne lentille mince est constituee de deux dioptres : la relation (4.77) se deduit de
la formule de Gullstrand, relation (4.44), pour e = O.
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A, il y a conjugaison des centres de courbure, et la lentille se represente par (le
coefficient de transmission est omis)

[iJrn'] [iJr (n' n) ]T(r) = exp __,2 = exp - - - - ,2 ,
>"o!' >"0 q' q

(4.80)

qui n'est autre que la relation (4.45) puisque q = RA et q' = RA'. L'expression
de la fonction T sous la forme de la relation (4.80) sera utile au chapitre 12
pour decrire les lentilles temporelles.

c

A A'

£-

4.6 Exercices

c'
. ---

FIG. 4.17. Representation d'une lentille mince
£- comme une transparence.

Exercice 4.1 (Dioptre plan).

1. Etablir la formule de conjugaison du dioptre plan.

2. Quelle est l'image (coherente) d'un emetteur spherique A, de rayon de
courbure RA , dont Ie sommet S est a la distance d et Ie centre a la distance
q du dioptre?

3. Quel est l'invariant de Gauss du dioptre plan?

Exercice 4.2 (Miroir spherique).

1. Etablir la condition de double conjugaison (sommet et centre) pour l'ima­
gerie coherente a travers un miroir spherique.

2. Ecrire la relation entre l'amplitude du champ sur l'image et celle sur l'objet
(emetteur) suppose spherique.

3. Montrer qu'il existe un invariant de Gauss pour Ie miroir spherique.

4. Montrer qu'il existe un invariant metaxial du miroir spherique.

Exercice 4.3. Soit un miroir spherique de rayon de courbure R. Montrer que
la sphere C qui passe par Ie centre du miroir et qui est centree sur lui est sa
propre image coherente atravers Ie miroir. Quel est Ie grandissement transversal
de cette conjugaison ?

Exercice 4.4. Montrer que seul un systeme afocal donne une image coherente
plane d'un emetteur plan.



4. Imagerie coherente 97

Exercice 4.5. Soient Vet V' deux dioptres formant un systeme centre S (voir
la figure 4.8). Soit gl Ie grandissement transversal de la conjugaison par V d'un
emetteur A et de son image AI, et soit g2 Ie grandissement de la conjugaison
par V' de Al et de son image A'.

Montrer que Ie grandissement transversal de la conjugaison par S de A et
A' est 9 = glg2·

Exercice 4.6 (Formule de conjugaison de Newton. Loi de Bonnet).

1. Deduire la formule de conjugaison de Newton du dioptre spherique de celle
de Descartes (voir la remarque 4.5.2).

2. Meme question pour un systeme centre.

3. Retrouver la loi du grandissement des rayons de Bonnet a partir de la
formule de conjugaison de Newton (pour un systeme centre).

Exercice 4.7 (Relation de Lagrange-Helmholtz et loi du grandisse­
ment des rayons de Bonnet). Soient un objet yet y' son image (paraxiale)
a travers un systeme centre (fig. 4.18). Si go. est Ie grandissement angulaire
pour la conjugaison consideree (go. = o/Ia), gy Ie grandissement transversal
(gy = y'ly) et si, pour maintenir une symetrie formelle, on ecrit gn = n'ln, la
relation de Lagrange-Helmholtz (nya = n'y'a') s'ecrit gngygo. = 1.

1. Soit un emetteur spherique A, de sommet S et centre de courbure G, et
soit A' son image coherente. Soit gcr Ie grandissement angulaire aux som­
mets et g, Ie grandissement angulaire aux centres de courbure. Exprimer
Ie grandissement des rayons en fonction de gcr et g,.

2. Deduire de la question precedente une expression de la relation de Lagrange­
Helmholtz faisant intervenir, outre les grandissements angulaires, des gran­
deurs longitudinales, c'est-a-dire, au lieu de y et y' (grandeurs tranversales),
les mesures algebriques AG et A'G', A et G etant deux points de l'axe du
systeme dont les images paraxiales respectives sont A' et G' [68].

FIG. 4.18. Illustration de la relation de Lagrange-Helmholtz (exercice 4.7). Les deux
rayons representes sont « images» l'un de l'autre.

Exercice 4.8. Retrouver la loi de double conjugaison du dioptre spherique en
utilisant deux fois la relation (3.31), sans decomposer l'analyse en plusieurs cas
particuliers comme il est fait au paragraphe 4.1.
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Exercice 4.9. Montrer que l'amplitude du champ dans Ie plan focal d'un mi­
roir spherique est sa propre transformee de Fourier.

Exercice 4.10 (Resonateur confocal). Un resonateur confocal est consti­
tue de deux miroirs spheriques qui se font face et qui ont leur foyer en commun.
Montrer que l'amplitude du champ dans Ie plan focal commun aux deux miroirs
est sa propre transformee de Fourier. En deduire que Ie champ resonnant est
invariant par transformation de Fourier.

Exercice 4.11 (Resonateur confocal symetrique). Soit un resonateur
confocal symetrique. Montrer que les amplitudes des champs sur les miroirs
s'echangent par transformation de Fourier optique.

Exercice 4.12 (Transformee de Fourier virtuelle). Soit une transparence
plane T placee dans Ie plan focal objet d'un doublet divergent (qu'on pourra
representer comme une lentille mince divergente). L'objet (virtuel) est eclaire
par une onde plane. Ou se forme la transformee de Fourier optique du champ
sur T?

Exercice 4.13. Soit Ie montage de la figure 4.19 ou Ll est un objectif
convergent de distance focale image ff, assimile a une lentille mince. L'objec­
tif L2, assimile lui aussi a une lentille mince, est divergent, de distance focale
image f~ = - f{. La lentille L2 est situee dans Ie plan focal image de Ll.

Un objet plan A, place a la distance -2ff de Ll' est eclaire par une onde
plane monochromatique produite par une source lumineuse non representee sur
la figure 4.19.

2f{ f{
• I

A F 1 F{
._.+-. _.- ._._.

A
FIG. 4.19. Montage d'observation de la trans­
formee de Fourier de l'amplitude du champ sur
A.

1. Ou A', l'image coherente de A a travers Ll et L2' est-elle situee? (Donner
sa position et son rayon de courbure).

2. Ou la transformee de Fourier optique de l'amplitude du champ sur A'
s'observe-t-elle?

Exercice 4.14. Retrouver la loi de double conjugaison du dioptre spherique
en suivant la methode frequentielle du paragraphe 3.6.

Exercice 4.15. Montrer que les relations (4.40) et (4.42) sont equivalentes.



Chapitre 5

Figures de diffraction

Nous illustrons les resultats des chapitres precedents par Ie calcul de diverses
figures de diffraction classiques et proposons des montages experimentaux pour
observer ces dernieres. L'etude du spectre des reseaux de diffraction et celle du
rayonnement des antennes en champ lointain relevent des memes methodes.
Ce chapitre exige une reelle pratique de la transformation de Fourier a deux
dimensions, puisqu'au fond, en diffraction de Fraunhofer, tout se ramene au
calcul de la transformee de l'amplitude du champ sur l'emetteur.

5.1 Obtention du spectre d'une amplitude lumineuse

5.1.1 Modulation spatiale de la lumiere

Il existe essentiellement trois fa<;ons de moduler une onde lumineuse : mo­
dulation d'amplitude (qui affecte bien sur l'intensite vibratoire), modulation de
phase et modulation anisotrope (portant sur la polarisation).

Si Ui(r) est l'amplitude incidente et Ut(r) l'amplitude transmise au point
r d'une transparence, Ie coefficient de transmission de la transparence en ce
point est t(r) tel que

(5.1)

et test la fonction de transmission. Ce qui suit se transpose a la reflexion
a condition de remplacer l'amplitude transmise par l'amplitude reflechie : la
fonction de transmission devient la fonction de reflexion.

La transparence engendre une modulation d'amplitude si t(r) est un nombre
reel tel que, pour tout r,

o~ t(r) ~ 1.

La modulation est de phase si

t(r) = e-i<p(r) .

(5.2)

(5.3)

De fait, il arrive qu'une modulation soit mixte : Ie coefficient de transmission
s'ecrit

t(r) = a(r)e-i<p(r) , (5.4)
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ou 0 ::; a(r) ::; 1.
Vne emulsion photographique developpee de maniere courante fournit un

exemple de modulation d'amplitude; une emulsion blanchie, un exemple de
modulation de phase, comme un reseau de diffraction grave sur une lame de
verre.

La modulation est anisotrope si Ie coefficient de transmission t(r) depend de
la polarisation de l'onde incidente, un aspect des ondes electromagnetiques que
nous ne prenons generalement pas en compte dans cet ouvrage, nous limitant
a une theorie scalaire de la diffraction. L'approche de certains phenomenes lies
a la polarisation est cependant concevable dans Ie cadre de la theorie scalaire
et c'est pour cela que nous mentionnons ce qui suit. A titre d'exemple, la dif­
fraction par des modulateurs a cristaux liquides s'explique, dans ses grandes
lignes, en appliquant la theorie scalaire a chacune des deux composantes or­
thogonales d'une meme onde polarisee, puis en les superposant apres qu'elles
se sont propagees [137,192].

Parmi les modulations anisotropes, on distingue la modulation de birefrin­
gence et la modulation de dichroisme : la birefringence est une anisotropie de
la phase 'P(r) et Ie dichroisme une anisotropie de l'amplitude du coefficient
de transmission. Pour les classer, prenons l'exemple d'un milieu birefringent,
caracterise par deux vibrations propres , orthogonales, et par Ie dephasage qui
se cree entre elles au cours de la propagation dans Ie milieu. Ces deux vibra­
tions sont en general polarisees elliptiquement. L'une est la vibration lente,
l'autre la vibration rapide. 11 resulte de cette presentation qu'on peut imagi­
ner d'abord moduler Ie dephasage engendre par Ie milieu, les vibrations propres
restant inchangees. C'est ce que nous appelons une modulation de birefringence
par modulation du dephasage. On considere ensuite que Ie dephasage est fixe
et que ce sont les directions des vibrations propres qui sont modulees. Cela
conduit a la notion de modulation de birefringence par modulation d'axe 1. On
conc;oit enfin une modulation de birefringence mixte : on module a la fois Ie
dephasage et la direction des vibrations propres. Cette analyse est transposable
aux milieux dichroiques.

Certains cristaux liquides donnent lieu a une modulation d'axe (pour une
direction de propagation appropriee). Le niobate de lithium (Li Nb 0 3 ) est Ie
siege (sous champ electrique applique variable) d'une modulation de birefrin­
gence par modulation de la phase [167,248], et des cristaux photorefringents
comme Ie BSO (Bi12 Si 0 20 ) permettent une modulation mixte [8,180]. Des mi­
lieux qui sont Ie siege d'effets magneto-optiques ont des proprietes comparables
formellement [94,222].

Toutes les modulations mentionnees se traduisent en general par une modu­
lation d'amplitude sur la sphere de Fourier comme Ie montreront les exemples

1 Dne telle denomination vient de la representation de la lumiere polarisee au moyen
de la sphere de Poincare [201]. Les deux vibrations propres d'un milieu birefringent
(normees a 1) se representent par deux points diametralement opposes sur la sphere
qui, pour cette raison, definissent un axe. Dne modulation de la direction des
vibrations propres se traduit par une modulation de l'axe assode sur la sphere de
Poincare.
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des prochains paragraphes. Dans Ie cadre de l'optique de Fourier (theorie sca­
laire), une modulation d'amplitude comme une modulation de dephasage pro­
duisent seulement une modulation d'amplitude, de phase ou mixte sur la sphere
de Fourier, mais pas de modulation de polarisation. En revanche une modu­
lation de birefringence peut donner lieu a une modulation de polarisation, de
phase ou d'amplitude, suivant Ie cas.

Enfin, les modulations precedentes, decrites comme des modulations spa­
tiales, ont leurs equivalents temporels 2.

Le paragraphe 15.4 fournit des details techniques sur des materiaux qui
permettent de moduler la lumiere : emulsions photographiques, cristaux pho­
torefringents, cristaux liquides.

5.1.2 Montages pratiques

Optiquement, on realise une transformation de Fourier a l'aide d'un phe­
nomene de diffraction de Fraunhofer, c'est-a-dire quand on passe du champ
sur une calotte spherique au champ sur la sphere de Fourier de cette derniere
(Theoreme 1, p. 48, fig. 3.3 p. 46). Si D est la distance de la calotte spherique A
a sa sphere de Fourier F (D est aussi Ie rayon de courbure de A), les amplitudes
des champs sur ces deux calottes sont liees par la relation

(5.5)

On obtient une transformation de Fourier optique dans d'autres circons­
tances qui sont des adaptations du cas precedent. On cherche en particulier
des situations qui permettent d'observer la transformee de Fourier sur un plan.
Des objectifs « aplanissent » les deux calottes spheriques confocales A et F,
comme il a ete vu au paragraphe 4.2.4. La figure 5.1 montre comment obtenir
sur un plan (P) Ie spectre 3 de l'amplitude du champ, eUe-meme affichee sur
un plan (T). Si les deux objectifs (representes sur la figure 5.1 comme deux
lentilles minces pour simplifier) ont la meme distance focale i', On obtient la
transformee de Fourier apres un trajet long de f'. La source lumineuse n'est pas
representee sur la figure; on suppose qu'il s'agit d'une source monochromatique
collimatee (longueur d'onde .\).

Si test la fonction de transmission de la transparence T (fig. 5.1), l'ampli­
tude du champ sur A est UA (r) = Uot(r) (Uo est une constante dimension­
neUe), et l'amplitude du champ sur Ie plan Pest egale a l'amplitude du champ
sur la sphere de Fourier F. Cela s'ecrit

2 Vne modulation temporelle est susceptible de modifier la frequence du rayonne­
ment.

3 L'emploi de ce mot meriterait des precisions. II peut designer l'amplitude du champ
diffracte ou l'eclairement assode, ou meme simplement la transformee de Fourier
d'une amplitude. Malgre cette confusion, il ne devrait pas y avoir d'ambigulte :
la demarche suivie consiste a ca1culer l'amplitude du champ diffracte - a l'aide de
la transformation de Fourier -, puis son module au carre (intensite vibratoire qui
determine l'eclairement).
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FIG. 5.1. Montage de transformation de Fourier optique
plan a plan. L'amplitude complexe du champ dans Ie plan
Pest la transformee de Fourier optique de l'amplitude
du champ dans Ie plan T. De fait, la calotte spherique :F
est la sphere Fourier de A. L'amplitude du champ sur A
est egale a l'amplitude du champ sur T, et l'amplitude
du champ sur Pest egale a l'amplitude du champ sur :F.

iUo ~( S )Up(s) = UF(S) = VI t VI . (5.6)

La figure 5.2 presente un montage complet qui inclut la source (ponctuelle).
Le premier objectif (de focale 1') forme une image de la source sur Ie second
objectif (de focale 21'). La transformee de Fourier s'obtient apres un trajet 4

de 21', et la relation (5.6) est a remplacer par

iUo ~( S )
Up(s) = UF(s) = 2>"1' t 2>"1' . (5.7)

L'exercice 5.1 propose une variante du montage de la figure 5.2 qui permet
de faire varier les dimensions du spectre.

21'

P

FIG. 5.2. Un montage comparable a celui de la figure 5.1, mais avec la source ponc­
tuelle S a distance finie.

Remarque 5.1.1. Plus precisement, sur la figure 5.2, la transparence T doit
etre situee dans Ie plan principal objet du premier objectif, et la sphere A est
tangente au plan principal image. L'image de la source ponctuelle 8 est 8', qui
se confond avec Ie point principal objet du second objectif. La sphere :F est
tangente au plan principal objet du second objectif et Ie plan P se confond
avec Ie plan principal image. 0

4 La longueur du parcours donne Ie temps de formation de la transformee de Fourier
de l'amplitude du champ. Cela presente un interet en traitement du signal optique,
theme aborde au chapitre 16. Par exemple, Ie montage de la figure 5.2 constitue un
processeur optique de ca1cul de transformees de Fourier. Si la focale de l'objectif
est de 3 em, Ie temps de ca1cul est de 0,2 ns, Ie temps que met la lumiere pour
parcourir 21' = 6 em.
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Vne autre fac;on de proceder consiste a se souvenir que la sphere de Fourier
F d'un emetteur plan A est a l'infini, et que pour la ramener a distance finie il
est classique en optique d'utiliser un objectif. Cet objectif doit etre convergent
si on souhaite obtenir une image reelle de l'infini. Ainsi, sur la figure 5.3, la
sphere F I est l'image de F, laquelle est a l'infini (pour cela non representee!)
mais centree sur A. Les proprietes de l'imagerie coherente (voir Ie chapitre 4, en
particulier Ie theoreme 2) montrent que F I est la sphere qui passe par Ie foyer
image F I de l'objectif et qui est centree sur AI, l'image du centre de courbure
de F, lequel est Ie point A, sommet de A.

A F--

:;::'
A

FIG. 5.3. La transformee de Fourier optique de I'amplitude du champ dans Ie plan
A se trouve sur la calotte spherique :;::'. Si A est Ie sommet de A, la sphere :;::' est
centree en A', I'image paraxiale de A.

Pour que F I soit plane, il faut faire en sorte que A soit place au foyer objet
F de l'objectif, afin que AI soit a l'infini, comme Ie montre la figure 5.4. Nous
venons de retrouver un montage tres connu qui permet, lui aussi, d'obtenir une
transformation de Fourier entre deux plans [97]. Si l' est la distance focale
image de l'objectif, la transformee de Fourier s'obtient apres un parcours de
21' et 5

(5.8)

La relation (5.8) est la relation (5.5) dans laquelle la distance de diffraction
D est remplacee par la distance focale image de l'objectif. Pour justifier cela,
imaginons que l'amplitude du champ dans Ie plan focal objet soit l'amplitude

F --------

A :;::'

FIG. 5.4. L'amplitude du champ dans Ie plan
:;::' est la transformee de Fourier de I'amplitude
dans Ie plan A.

5 Si test la fonction de transmission de A, on a UA (r) = Uat(r), oil Ua est une
constante.
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associee a une frequence spatiale pure (voir Ie paragraphe 2.1.4). L'onde plane
associee se propage dans la direction angulaire if> = )...F, et cette onde est
focalisee par l'objectif dans son plan focal, exactement au point 8 = l' )"'F.
L'amplitude du champ au point 8 est la valeur de la transformee de Fourier de
UA pour la frequence spatiale F = 8/)...1', ce qu'exprime la relation (5.8). Le
facteur i/)...1' se justifie en remarquant que l'objectif focalise une onde plane
dans son plan focal image. Cela revient a faire converger une onde a la distance
D = f'. (Vne demonstration est proposee a l'exercice 5.2.)

Remarque 5.1.2. La relation (5.8) reste valable si :P est une calotte sphe­
rique (sphere de Fourier de l'image de A) comme sur la figure 5.3 (voir l'exercice
5.2).

Remarque 5.1.3 (Explication intuitive de la formation d'un spectre).
Le raisonnement precedent fournit une explication intuitive a la formation du
spectre du champ sur l'emetteur A dans Ie plan focal image de l'objectif, comme
l'illustre la figure 5.5. Si l'amplitude du champ sur A est celle qui est associee a
la frequence pure F o, l'onde qui emerge de A est une onde plane que l'objectif
focalise au point 8 = )...1'F o du plan focal image. A une frequence spatiale
correspond ainsi un point du plan focal image. Ce dernier est bien une repre­
sentation point a point du plan des frequences spatiales. De plus, l'amplitude
du champ au point de focalisation est proportionnelle a l'amplitude de l'onde
plane, c'est-a-dire a l'amplitude du spectre angulaire pour la frequence spatiale
consideree.

F

A

~+--------::::7I S = )"Fa

F'

F'

FIG. 5.5. Si I'amplitude du champ dans Ie
plan A est celie associee Ii la frequence spa­
tiale Fa, I'onde plane qui emerge de A est
focalisee par I'objectif au point s = )"Fo de
son plan focal image.

Remarque 5.1.4. Insistons sur Ie fait que dans Ie montage de la figure 5.4 ce
n'est pas l'objectif qui produit la transformee de Fourier du champ sur A : c'est
la seule propagation de l'onde lumineuse. Toutefois, comme A est un emetteur
plan, sa sphere de Fourier est a l'infini et Ie role de l'objectif est de ramener a
distance finie ce qui serait observable a l'infini.

La figure 5.5 illustre eela : il suffit d'imaginer A eclaire par une onde plane se
propageant dans la direction de l'axe de l'objectif et la fonction de transmission
de A de la forme t(r) = exp[-2i7rFo·r]. L'onde diffractee est une onde plane
emergeant de A; elle est ensuite - et ensuite seulement - focalisee au point
8 = )...1'F o· Le phenomene de diffraction, qui est la realisation physique de
l'analyse spectrale du champ sur A, a bien lieu sur A. (La figure 5.38, exercice
5.1, est encore plus explicite, dans la mesure OU il n'y a aucun objectif entre
l'ecran diffractant T et Ie plan d'observation P.) 0
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Afin de faciliter les calculs explicites des figures de diffraction, nous syn­
thetisons ce qui precede dans la proposition suivante, qui reprend un resultat
mentionne p. 48.

Proposition 5.1.1 (Transformation de Fourier « optique ». Observa­
tion a distance finie). Le calcul de l'amplitude du champ sur la sphere de
Fourier d'un emetteur A s'effectue en trois etapes :

1 0 Calcul de la transformee de Fourier de I'amplitude du champ sur A : on
obtient [jA (F) (F est une frequence spatiale) ;

2 0 Passage aux variables reduites : on remplace F par s / AD, OU S est la
variable spatiale sur la sphere de Fourier, D la « distance de diffraction» et
A la longueur d'onde du rayonnement;

3 0 Multiplication par Ie jacteur i/AD, qui represente l'attenuation de l'onde et
la quadrature entre I'onde directe et I'onde diffractee.

Suivant Ie montage, la distance de diffraction D est egale au rayon de l'emet­
teur A (figures 5.1 et 5.2) ou bien Ii la distance jocale image de l'objectij qui
sert Ii ramener Ii distance finie la sphere de Fourier (figures 5.3 et 5.4). Le
resultat du calcul correspond, suivant Ie cas, Ii la relation (5.5) ou (5.8).

Remarque 5.1.5 (Consideration technique). Sur tous les schemas de ce
chapitre, et souvent sur ceux de l'ensemble du livre, les objectifs sont repre­
sentes symboliquement comme des lentilles simples minces. Cela facilite les
dessins. Mais en aucun cas il ne faudrait utiliser des lentilles simples pour rea­
liser, dans de bonnes conditions, les experiences decrites ici, car ces lentilles
ont des aberrations redhibitoires. Les figures de diffraction etant obtenues en
lumiere quasi monochromatique, pour des faisceaux lumineux se propageant
dans l'axe des systemes optiques, la principale aberration a prendre en compte
est l'aberration spherique. Celle d'une lentille simple, aussi mince soit-elle, est
importante. L'emploi d'un doublet ameliore considerablement les choses, et se
revele suffisant pour l'observation de figures de diffraction de qualite, si son ou­
verture est modeste 6. Or un doublet, c'est deja un objectif! C'est pourquoi nous
avons pris soin d'employer systematiquement Ie mot « objectif» : il inclut les
doublets, mais aussi des systemes plus complexes et de meilleure qualite - un
objectif de microscope par exemple -, qui satisfont, en pratique, les conditions
du stigmatisme approche et de l'aplanetisme.

5.1.3 Observation sur un ecran

On observe les figures de diffraction sur un ecran [, tangent a la sphere
de Fourier F' de l'ouverture diffractante en son sommet. La plupart du temps
l'ecran est plan et l'eclairement y est Ie meme que sur la sphere de Fourier,
puisque Ie champ sur l'ecran differe de celui sur la sphere d'un terme de phase

6 L'ouverture doit cependant etre suffisante pour laisser passer les frequences spa­
tiales de I'objet diffractant (voir Ie chapitre 8).
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quadratique. Le rayon moyen du faisceau incident etant, en general, normal a
l'ecran, l'eclairement detecte est

cone 2
IE(s) = -2- IUF'(s)1 ,

ou 1/cone est l'impedance du milieu (paragraphe 1.3; relation (1.5) p. 18).
Par la suite, conformement ace qui est dit au paragraphe 1.3, nous reduirons

souvent l'eclairement sur la sphere de Fourier, ou sur un ecran qui lui est
tangent, a l'intensite vibratoire IUF' (sW·

5.2 Exemples de diffraction par une ouverture

Les exemples qui suivent se rapportent Ie plus souvent au montage de la
figure 5.4 et a la relation (5.8). Le plan focal de l'objectif est Ie plan de Fou­
rier, designe par Fl. L'onde incidente est une onde plane monochromatique de
longueur d'onde A et d'amplitude egale a Uo (qui a la dimension d'un champ
electrique et se mesure en V1m. En theorie, on choisit Uo = 1 V1m). L'incidence
est normale.

De fa<;on tout a fait equivalente nous considerons aussi Ie montage de la
figure 5.1 et la relation (5.6). L'amplitude incidente sur l'ouverture diffractante
Test Uo. L'amplitude du champ immediatement apres Test aussi celle sur
la sphere A : elle est egale a Uo t, OU test la fonction de transmission de T.
La sphere de Fourier de A est F et c'est Ie champ sur cette sphere qu'on veut
calculer. Le champ sur Pest egal a celui sur F, et l'eclairement est Ie meme
sur ces deux surfaces.

Pour harmoniser la description des deux configurations experimentales nous
dirons souvent sphere de Fourier plut6t que plan de Fourier et nous noterons
F I cette sphere, conformement a la relation (5.8).

5.2.1 Fente illimitee

L'objet A est une fente illimitee de largeur £ (fig. 5.6), decrite par la fonction
de transmission t(x, y) = recte(x), OU recte(x) vaut 1 si Ixl ::; £/2, et 0 sinon.
L'amplitude du champ sur A est

(5.10)

(5.11)

C'est une fonction a variables separables (la variable y n'apparait pas explici­
tement), si bien que sa transformee de Fourier a deux dimensions est Ie produit
de deux transformees de Fourier a une dimension et s'ecrit

~ sin 7r£Fx
UA(Fx,Fy)=Uo£ 7r£F

x
o(Fy).

L'amplitude du champ dans Ie plan focal image de l'objectif (plan de Fou­
rier) s'obtient, avec des coordonnees ~ et TI, et selon la proposition 5.1.1, en
effectuant Ie changement de variables
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Plan focal objet

Plan focal image

FIG. 5.6. Representation schema­
tique de l'eclairement du champ
diffracte par une fente illimitee de
largeur e, observe dans Ie plan focal
image d'un objectif.

(5.12)

(5.13)

et en multipliant par i/Ai'. Finalement

. Jr£~ . Jr£~

i£Uo sm >J' (TJ) . sm >J'
UF'(~,TJ) = Af' Jr£~ <5 Af' = l£UO Jr£~ <5(TJ),

Af' Af'
ou nous avons utilise la relation lal <5(ax) = <5(x).

La presence de la distribution de Dirac dans la relation (5.13) indique que
Ie champ est concentre sur l'axe ~ (fig. 5.6).

Remarque 5.2.1. La relation (5.13) est bien homogene d'un point de vue
dimensionnel. II suffit d'ecrire £<5(TJ) = <5(TJ/£) pour s'en rendre compte (voir la
remarque 3.4.1 p. 56).

Remarque 5.2.2 (Eclairement de la figure de diffraction). Cet ec1ai­
rement est proportionnel au carre du module de l'amplitude du champ. La
presence de la distribution de Dirac pose un probleme, conformement a ce
qui est expose dans l'appendice A. Intuitivement, la distribution de Dirac en
TJ traduit la concentration de l'energie lumineuse sur l'axe ~; cette constata­
tion et la remarque 5.2.1 conduisent a ecrire l'ec1airement (ou plut6t l'intensite
vibratoire) de la figure de diffraction sous la forme

2 (. £~ ) 2 ( TJ )IF'(~,TJ) = IUol smc Af' <5 £ . (5.14)

ou sinc designe la fonction sinus cardinal, definie par sincx = sin Jrx/Jrx.
L'expression de UF', telle qu'elle est donnee par Ie membre de droite de

la relation (5.13), c'est-a-dire comportant £<5(TJ) au lieu de <5(TJ/£), conduirait a
ecrire

(5.15)
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La relation (5.15) n'est pas homogEme d'un point de vue dimensionnel. Elle
est incorrecte pour une autre raison : si la largeur de la fente £ double, Ie
flux qui traverse cette derniere double, et par consequent l'eclairement de la
figure de diffraction double lui aussi. Autrement dit, l'eclairement de la figure
de diffraction est proportionnel a la largeur de la fente, ce dont ne rend pas
compte la relation (5.15). En revanche c'est bien ce que montre la presence de
5(rJl£) = £5(7]) dans la relation (5.14), laquelle constitue l'expression correcte
de l'elairement de la figure de diffraction (a l'impedance pres). II faut donc ho­
mogeneiser la distribution de Dirac dans l'expression de l'amplitude du champ,
avant de chercher a exprimer l'eclairement correspondant.

5.2.2 Ouverture rectangulaire

La fente de la figure 5.6 est remplacee par une ouverture rectangulaire de
cotes L et H (fig. 5.7). L'amplitude du champ qui emerge de l'ouverture est

et sa transformee de Fourier est 7

[j (F) = [j (F F) = [J, LH sin 7rLFx sin 7rH Fy
A A x, y 0 7rLF

x
7rHF

y
'

L'amplitude du champ dans Ie plan de Fourier est

(5.16)

(5.17)

U ,(C ) = iUoLH
F <",7] Ai'

y

. 7rL~Slll>:F
7rL~

Ai'

. 7rH7]Slll>:F
7rH7]

Ai'

(5.18)

•
I "I H 1

\..:
L J

x

FIG. 5.7. Ouverture rectangulaire.

On observe sur un ecran place dans Ie plan de Fourier un eclairement pro­
portionnel a 1UF' (~, 7]) 1

2 . L'intensite vibratoire dans ce plan est

(5.19)

La figure 5.8 montre Ie graphe de la fonction sin2 7rLFx /(7rLFx )2 qui donne
Ie prom (normalise) de la figure de diffraction pour 7] = 0, c'est-a-dire IF' (~, 0).

7 Voir la note 21 en bas de la page 37.
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2
L

FIG. 5.8. Graphe de la fonction
[(sin1l'LFx )/(1l'LFx W. Le maximum
secondaire vaut 0,047.

(Le maximum secondaire vaut 0,047; il est obtenu pour une valeur de Fx

legerement inferieure it 3/(2L), qui satisfait l'equation 8 1l'LFx = tan1l'LFx ).

La figure 5.9 represente la figure de diffraction d'une ouverture rectangulaire
telle qu'elle est observee sur un ecran. (De fait, les bas niveaux d'eclairement
ont ete legerement rehausses pour devenir visibles.)

FIG. 5.9. A gauche: figure de diffraction d'une ouverture rectangulaire (L = 2H).
A droite : representation graphique de IUF' (~, 1]W.

5.2.3 Trous d'Young

Les deux trous d'Young, supposes infiniments petits, sont distants de L (fig.
5.10). L'amplitude du champ sur les orifices se represente par

(5.20)

ou £0 est l'unite de longueur (voir la regIe 2 p. 56). La transformee de Fourier
de UA est

8 La plus petite solution strictement positive de l'equation x = tan x est en effet
x ~ 4,493409458 < 1,51l'.
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~ ~ 2
UA(F) = UA(Fx,Fy) = 2Uo£o cos7rLFx ·

Le spectre (en amplitude) est

2iUo£o2 ~
UF'(~, TJ) = AI' cos7rL AI' .

Ce resultat est un classique. L'eclairement sur la sphere de Fourier est (a l'im­
pedance pres)

2 41Uo12£04 2 ~ 21Uo12£04 ( ~ )
IUF'(CTJ)I = A21,2 cos 7rL Af' = A21,2 1+cos27rLAf' . (5.23)

On observe des franges dont Ie profil est sinusoidal (fig. 5.10). L'interfrange est
Ai' / L (c'est la periode spatiale des franges).

FIG. 5.10. Trous d'Young. Les franges
sont rectilignes (approximation metaxiale,
voir la remarque 5.2.3) avec un profil sinu­
soidal.

Remarque 5.2.3. Nous avons trouve des franges d'Young rectilignes parce
que, selon l'approximation metaxiale, nous avons developpe un calcul au
deuxieme ordre. En realite, les franges d'Young sont hyperboliques. Mais pres
de l'axe, ces hyperboles s'ecartent peu de leur tangente en leur sommet.

Remarque 5.2.4. Comme Ie montre la figure 5.10, il n'est pas necessaire d'uti­
liser un objectif pour obtenir, dans Ie plan d'observation, l'eclairement donne
par la relation (5.23). On montre en effet que l'eclairement est Ie meme queUe
que soit la courbure de l'onde d'eclairage des deux trous. C'est une consequence
de ce que l'amplitude de l'objet, donnee par l'equation (5.20), ne contient que
des distributions de Dirac.

Remarque 5.2.5. On tient compte du fait que les trous d'Young ont des di­
mensions finies et une forme geometrique particuliere (circulaire, carree, ou
autre) de la fac;on suivante. En supposant deux trous identiques, on obtient la
figure de diffraction correspondante en multipliant les franges d'Young prece­
dentes par la figure de diffraction d'une seule ouverture. La remarque 5.2.4 ne
s'applique plus. La figure 5.11 montre un exemple pour des trous rectangulaires
(la figure 10.14 p. 315 illustre Ie cas de deux trous circulaires).
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FIG. 5.11. Figure de diffraction de trous
d'Young rectangulaires : c'est la figure de dif­
fraction d'une ouverture rectangulaire, modu­
lee par des franges d'Young.

(5.24)

5.2.4 Ouverture circulaire

On decrit l'ouverture circulaire de diametre D a l'aide de la fonction
« circ » (abreviation de circle, cercle) telle que

. D
circD(x, y) = 1, S1 Jx2 + y2 :s; "2'
circD(x, y) = 0, sinon.

Si l'eclairage est homogene sur l'ouverture, l'amplitude du champ emergeant
de l'ouverture est

UA(X,y) = UOcircD(x,y).

Il en resulte (voir Ie tableau B.3 p. 485)

(5.25)

ou F = JF2 + F2x y' (5.26)

et ou J 1 est la fonction de Bessel de premiere espece et premier ordre [3,212,242].
Finalement

U ,( ) = i7rUoD
2

F s 2>'1' OU S = Je +'TJ2 . (5.27)

1/4

o 1,22
Z FIG. 5.12. Graphe de la fonction

[J1(7rZ)/7rZ]2.
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La figure 5.12 represente la fonction (J1(7fZ)j7fZ)2 qui donne l'eclaire­
ment dans Ie plan de Fourier. Le premier zero de UF'(s) s'obtient pour
s = 1,22>"f'jD.

La figure de diffraction d'une ouverture circulaire est baptisee figure (ou
tache) d'Airy. Elle est representee par la figure 5.13.

FIG. 5.13. A gauche: figure de diffraction d'une ouverture circulaire (figure d'Airy).
A droite: representation graphique de IUF'(~,1'))12.

5.3 Diffraction par un bord d'ecran rectiligne

La diffraction par un bord d'ecran rectiligne, traitee ici dans Ie cadre d'une
theorie scalaire, est un probleme classique. Sa resolution est suffisamment
longue et delicate sur Ie plan mathematique pour meriter tout un paragraphe.

5.3.1 Diffraction de Fraunhofer

Calcul du champ diffracte. La fonction de transmission de l'ecran (suppose
plan) s'ecrit

t(x, y) = Y(x) , (5.28)

ou Y designe la fonction de Heaviside (Y(x) = 1 si x 2: 0, et Y(x) = 0 si x < 0).
Nous designons par z l'axe perpendiculaire aux axes x et y (fig. 5.14).

L'ecran diffractant est eclaire par une onde monochromatique de longueur
d'onde >.., d'amplitude Uo, convergeant au point e de l'axe z, a la distance
D = se de l'ecran (fig. 5.14). Il s'agit de calculer l'amplitude du champ puis
l'eclairement sur la sphere de Fourier de l'emetteur (secondaire) que constitue
l'ecran diffractant. Puisque l'eclairage est convergent, l'amplitude du champ
sur la sphere A tangente a l'ecran en S et centree en e est

UA(X, y) = Uot(x, y) = UoY(x) , (5.29)

et Ie champ sur la sphere de Fourier (sphere F' passant par e et centree sur
l'ecran, en S) est
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z

FIG. 5.14. Elements pour l'etude de la dif-
~ fraction de Fraunhofer par un bord d'ecran

rectiligne. L'ecran diffractant est suppose
eclaire par une onde spherique convergeant au
point C.

(5.30)

On utilise la paire de Fourier (spatiale a une dimension 9)

1 1
Y(x) ~ -o(Fx ) - V,P'---;---F '

2 2m x

et applique la transformation de Fourier a deux dimensions pour ecrire

UoAD ( 1 )UF'(CT/)=-2- iO(~)-V.P.7l'~ 00(T/).

(5.31)

(5.32)

La relation (5.32) donne l'amplitude, sur la sphere de Fourier, du champ
diffracte par Ie bord d'ecran.

Que dire de l'eclairement sur la sphere de Fourier? Quelle est son expression
mathematique? Pour l'obtenir, nous devrions calculer Ie carre du module de
l'amplitude du champ, mais nous nous heurtons ici a une difficulte mathema­
tique, puisque Ie champ est represente par des distributions singulieres. Pour
surmonter cette difficulte, nous appliquons la methode exposee dans l'appen­
dice A.

Remarque 5.3.1. En absence d'ecran diffractant , l'amplitude sur :P serait
UF'(CT/) = iUOADo(~,T/); l'eclairement IF'(~,T/) s'obtiendrait en homogenei­
sant la distribution de Dirac, c'est-a-dire UF'(~, T/) = iUo0(~/v0J5, T//v0J5) ,
puis en prenant Ie carre du coefficient de cette distribution, ce qui conduit a
1F'(~,T/) = IUoI2o(Uv0J5,T//v0J5) = IUoI2ADo(~,T/)' Ainsi, pour Ie calcul de
l'eclairement, la relation (5.32) doit etre ecrite

U
o

[. ( ~) v0J5] (T/)UF'(~ T/) = - 10 -- - V.P.-- 00 -- .
, 2 v0J5 7l'~ v0J5 (5.33)

Pour alleger les notations, Ie facteur 1Uo1
2AD/ 47l'2 ne sera introduit dans l'ex­

pression de l'eclairement qu'a la fin du calcul suivant.

9 La transformee de Fourier de la fonction de Heaviside est donnee dans Ie tableau B.2
p. 484, mais dans sa version « temporelle ». La paire de Fourier de la relation (5.31)
est « spatiale » (signe plus dans l'exponentielle de definition de la transformation
de Fourier) : cela explique Ie signe moins devant la distribution valeur principale.
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CaIeuI de l'eclairement de Ia figure de diffraction. La presence de la dis­
tribution 0(7]) dans la relation (5.32) indique que toute la lumiere est concentree
sur l'axe ~. Cela etait previsible puisque Ie bord d'ecran est infini dans la di­
rection y. Du fait que io(~) et V.P.(l/O sont en quadrature, l'eclairement de la
figure de diffraction est compose (c'est la « somme ») d'un point lumineux en
(0,0), qui provient de la distribution o(~) 0 0(7]), et de l'eclairement correspon­
dant a la distribution V.P.(l/~)00(7]). C'est cette composante de l'eclairement
qu'il faut decrire sous forme mathematique explicite.

La difficulte que pose l'expression de l'eclairement associe a un champ re­
presente par la distribution valeur principale de 1/~ se resoud, conformement
a ce qui est expose dans l'appendice A (§A.2), par la prise en compte de la
reponse percussionnelle 1/J du detecteur. Puisque tout est concentre sur cet axe,
seule la variable ~ est prise en compte par la suite, et la fonction 1/J ne depend
que de cette variable.

Comment choisir la fonction 1/J? Vne solution simple serait de choisir une
fonction « rectangle» (a deux dimensions, ce serait une fonction cercle). Mais
1/J doit etre de classe Coo a support compact; cela s'obtient en regularisant la
fonction rectangle par la fonction P{3' definie sur [-,8,,8] par

P{3(x) = C{3 exp [x2~ ,82] ,

ou C{3 est une constante de normalisation, la fonction etant nulle en dehors de
l'intervalle precedent (voir la relation (A.14) p. 470).

La reponse percussionnelle du detecteur est la fonction

1
1/J = £. recte * P{3 .

Le coefficient 1/£ normalise 10 la fonction 1/J. L'interet du choix precedent est
que la fonction 1/J est aussi proche qu'on veut d'une fonction rectangle: 1/J tend
vers la fonction rectangle quand ,8 tend vers O. La figure 5.15 donne Ie graphe
de la fonction 1/J (en pratique ,8 « £).

Introduisons la fonction 11 h telle que

(5.36)

La reponse du detecteur 12 est la meme que s'il recevait au point (C 0)
l'eclairement 13 (intensite vibratoire) I(~) = Ih(~)12.

10 11 est souhaitable que la reponse percussionnelle du detecteur tende vers une dis­
tribution de Dirac quand I! et (3 tendent vers 0, puisque la distribution de Dirac
est la reponse percussionnelle d'un detecteur ideal, dont la resolution est infinie.
Le choix de III! est justifie par lime~o recte/I! = <5 (voir Ie paragraphe A.1.3).

11 Comme'l/J est une fonction test, h est bien une fonction (voir Ie paragraphe A.1.6).
12 La reponse au terme <5(~) de la relation (5.32), ou <5(~/V5J5) de la relation (5.33),

est examine plus loin.
13 Voir la remarque 5.3.1.
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1/£

£ - (3

o
£+ (3

FIG. 5.15. Graphe de la reponse percussionnelle du detecteur, telle qu'elle est donnee
par la relation (5.35) (une seule dimension est representee). lei £ > (3. La fonction 'ljJ
est une fonction test; elle tend vers une fonction rectangle quand (3 tend vers O.

II s'agit maintenant de calculer h(O. On en obtient une approximation en
remplar;ant la fonction 1/J par la fonction (l/£)recte, ce qui simplifie les calculs.
Le resultat obtenu est d'autant plus proche du resultat exact que (3 est petit.
Soit la fonction ha telle que

1 1
ha = -£ recte * V.P.~. (5.37)

Pour ~ > £/2, Ie produit de convolution de la relation (5.37) s'ecrit avec une
integrale en valeur principale qui se ramEme a une integrale standard, puisque
la valeur principale est a prendre en 0, point qui est en dehors du support de
la fonction rectangle translatee de ~. Ainsi

De meme, pour ~ < -£/2,

£
1 i'~H/2 d( 1 ~H/2 1 ~ - -

ha(~) = -- -, = -- [Ln(-O] = - Ln-2 .
£ ~-e/2 ~ £ ~-e/2 £ ~ + ~

2

Enfin, pour -£/2 < ~ < £/2,

1 i~H/2 d(
ha(~) = -- -,

£ ~-e/2 ~

= _~ lim{l-
C

d( + 1~H/2 d(}
£ c--->O ~-e/2 e c e

= - ~ !~{Ln c - Ln (~ - ~) + Ln (~ + ~) - Ln c }

£
1 '2 - ~

= -Ln--
£ ~ +~

2

(5.38)

(5.39)

(5.40)
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h(~)

FIG. 5.16. Partie reelle de l'amplitude du champ diffracte par un bord d'ecran tel
qu'il est detecte par un detecteur dont la reponse percussionnelle est une fonction
rectangle de largueur £. En dehors de l'intervalle [-£/2,£/2], on a h(O = -1/~.

II reste a considerer les cas ~ = ±£/2, pour lesquels il n'est plus possible de
remplacer la fonction h par la fonction ha . En effet, les relations (5.38), (5.39)
et (5.40) montrent que ha(~) devient infini quand ~ tend vers £/2 ou -£/2.
Nous ne ferons pas Ie ca1cul explicite, nous bornant a remarquer que h(£/2) et
h( -£/2) sont finis. Ainsi ha(~) s'ecarte de far;on appreciable de h(~) seulement
dans un voisinage de £/2 et dans un voisinage de -£/2 qu'il nous est loisible
de rendre aussi petits que nous Ie souhaitons en choisissant f3 assez petit pour
cela.

La figure 5.16 donne Ie graphe (approche) de la fonction h, soit, a un coeffi­
cient multiplicatif pres, de la partie reelle de l'amplitude du champ sur la sphere
de Fourier. La figure (5.17) donne Ie graphe de la fonction Ih1 2 , c'est-a-dire de
la partie de l'ec1airement correspondant a l'amplitude precedente. Pour une
bonne lisibilite des graphes, la valeur de £ est choisie relativement grande par
rapport au domaine d'etude (rapport de 1 a 20). Dans la pratique, £ est petit
devant les dimensions de la figure de diffraction. En particulier, pour I~I > £/2,

-----~~===------+-~~----=====~~-~-----~

-£/2 £/2

FIG. 5.17. Ec1airement correspondant a l'amplitude de la figure 5.17. En dehors de
l'intervalle [-£/2,£/2], il est proportionnel a l/e.
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ha (~) tend vers -1I~ quand £ tend vers 0, puisque dans ce cas

£ £
1 ~ - "2 1 1 - 2~ 1
- Ln--£ = - Ln--£- rv --.

£ ~+- £ 1+- ~
2 2~

En dehors d'un voisinage de l'origine, il est legitime de remplacer la dis­
tribution V.P.(1/~) par la fonction 1/~, autrement dit, d'approcher l'intensite
vibratoire au point ~ par 1/~2 (a un facteur multiplicatif pres). Ce n'est que
dans l'intervalle [-£/2, £/2] que ha(~) s'eloigne de -1/~. Toutefois cet intervalle
peut etre rendu arbitrairement petit (cela depend de la resolution spatiale du
deteeteur) .

Il reste a tenir compte de la distribution de Dirac a l'origine des coordon­
nees sur la sphere de Fourier. La partie imaginaire de l'amplitude du champ
detecte est obtenue en faisant Ie produit de convolution de la fonction 'i/J avec
la distribution io(~/,j');D) : elle vaut (en supposant f3« £)

i,j');D
Ui(~) = i,j');Do * 'i/J(~) = i,j');D'i/J(~) ~ -£- reet,;(~). (5.42)

Finalement, une approximation de l'eclairement de la figure de diffraction
de Fraunhofer d'un bord d'ecran, deteete par un detecteur dont la reponse
percussionnelle est (1/£) rect,; * P!3 ~ (1/£) reet,;, s'ecrit (remarque 5.3.1)

£
si I~I > "2' (5.43)

£
I~I < "2' (5.44)

_______~==__---+-+----l---==~~ ~

-f!/2 f!/2

FIG. 5.18. Fonction donnant l'eclairement de la figure de diffraction de Fraunhofer
d'un bord d'ecran tel qu'il est detecte par un detecteur de reponse percussionnelle
rectangulaire de largueur f!.
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La figure 5.18 donne Ie graphe de IF'(C 0) (a une constante multiplicative pres).
Quand g est petit, l'eclairement se deduit des relations (5.41) et (5.43) et

s'ecrit, sauf au voisinage de l'origine,

(5.45)

Remarque 5.3.2. Il est envisageable de calculer la figure de diffraction d'une
fente infiniment longue (paragraphe 5.2.1) en considerant celle-ci comme formee
de deux bords d'ecran paralleles, chacun etant une version translatee du bord
d'ecran etudie precedemment. Les deux translations, opposees, se traduisent
par des dephasages opposes sur la sphere de Fourier. On constate que les dis­
tributions de Dirac qui apparaissent dans l'amplitude diffractee par chaque
bord se compensent et que les dephasages mentionnes introduisent une modu­
lation de la figure de diffraction de la forme sin('rrLUAD), OU Lest la largeur
de la fente, c'est-a-dire la distance des deux bords d'ecran. On trouve bien,
finalement, une amplitude diffractee en sinus cardinal, cela pour un detecteur
dont la reponse percussionnelle est arbitrairement fine. Les calculs explicites
sont proposes en exercice (exercice 5.7).

5.3.2 Diffraction de Fresnel

L'ecran du paragraphe precedent est maintenant eclaire par une onde plane
(fig. 5.19), d'amplitude Uo. On observe un phenomene de diffraction de Fresnel
par exemple sur la sphere C, situee a la distance D = SO de l'ecran et centree
sur lui (pour la definition de la diffraction de Fresnel, voir les paragraphes 3.3.2
et 3.3.3). L'amplitude du champ sur la sphere C est

iUo r [i7r 2 2 ] [2i7r ]UC(C TJ) = AD JJfII.2exp - AD (x + y) exp AD (x~ + YTJ) t(x, y) dx dy,

(5.46)

OU la fonction test donnee par la relation (5.28).

z
FIG. 5.19. On observe la diffraction de
Fresnel par un bord d'ecran rectiligne sur
la sphere cardinale C.
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La fonction t est a variables separables, et l'integrale de la relation (5.46)
est Ie produit de deux integrales de Fourier. En supposant D > 0, l'integration
en y conduit a

Uc(~,7]) = iU~/4 exp [i~~] l exp [_i~;2] exp [2~~~] Y(x)dx.

(5.47)

Nous ecrivons 14

(5.48)

ou

(5.49)

On a l'habitude d'exprimer J(~) en fonction des integrales de Fresnel, defi­
nies par [3,7,10,29,97,134]

it 7f

C(t) = cos-u2du,
o 2

et it 7f

8(t)= sin-u2du.
o 2

(5.50)

Ces fonctions sont tabulees dans divers ouvrages [3,40] et on en connait des
developpements en series ou des approximations [3].

L'emploi des integrales de Fresnel conduit a ecrire J(O sous la forme

J(O = JA~ {C(+oo) + C (J A~~) -i [8(+00) + 8 (J A~~)]}
(5.51)

On montre [29,134]: C(+oo) = 8(+00) = 1/2.
L'eclairement sur la sphere C s'ecrit

(5.52)

La figure 5.20 represente Ie profil de l'eclairement de la figure de diffraction
obtenue, normalise (par rapport a l'eclairement IUol2 qui serait l'eclairement
en l'absence de l'ecran). L'abscisse est egalement normalisee. La partie de la
courbe pour laquelle ~ < °correspond a l'ombre geometrique de l'ecran. En
~ = 0, l'eclairement normalise vaut 1/4. Enfin, pour ~ > 0, l'eclairement est
une fonction oscillante qui tend vers 1 pour ~ assez grand. Les oscillations

14 8i on remplace la sphere C par son plan tangent en 0, les termes de phase quadra-
tique du membre de droite de la relation (5.48) disparaissent. De toutes fa<;ons ils
n'interviennent pas dans I'expression de I'eclairement.
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1,4

1

0,25

-~='----'---1---+0--'-1-----5'-------~JA~ ~

FIG. 5.20. Profil normalise de l'eclairement de la figure de diffraction de Fresnel d'un
bord d'ecran rectiligne.

correspondent a des franges lumineuses. Ce sont celles dont nous avons parle
au chapitre 1 (paragraphe 1.1).

Evaluons l'ordre de grandeur du pas des franges (parler du pas est abusif :
les franges se resserrent quand ~ augmente; elles ne sont pas periodiques). Si
D = 1 met si A = 0,5 J.tm, on obtient (2/AD)1/2~= 1 pour ~ = 0,5 mm. Les
cinq premieres franges occupent une largeur d'environ 2,5 mm.

Remarque 5.3.3. La figure 5.20 montre que Ie maximum d'ec1airement n'est
pas situe a la limite de l'ombre geometrique. Un tel effet est parfois appreciable
en radio-electricite (c'est-a-dire avec de grandes longueurs d'ondes). Imaginons
une source dans Ie ciel et une antenne (receptrice) placee pres d'une montagne
de fa<;on a etre a peu pres alignee avec la source et l'arrete de la montagne:
l'antenne detecte un signal maximum dans une direction qui n'est pas tout a
fait celIe de la source.

5.4 Spectres de reseaux de diffraction

Un reseau de diffraction est une structure periodique qui transmet ou refle­
chit la lumiere. Les reseaux etudies ici sont a une dimension 15 et fonctionnent
en transmission. II s'agit de ca1culer Ie spectre de tels reseaux, ou encore l'ec1ai­
rement de leur figure de diffraction. L'emploi de reseaux de diffraction en spec­
troscopie est aborde au paragraphe 13.5.

Les conditions d'observation sont celles du paragraphe 5.2 (la distance de
diffraction est 1', distance focale de l'objectif employe selon Ie montage de la
figure 5.1 par exemple).

La distribution « peigne de Dirac » facilite la description des structures
periodiques. Sa definition est

15 Cela signifie qu'un tel reseau se decrit par une fonction qui ne depend que d'une
variable d'espace. II existe des reseaux bidimensionnels (voir l'exercice 5.6) ou tri­
dimensionnels (un cristal donne une idee d'un tel reseau).



q=+oo

W(x) = L <5(x - q),
q=-oo

et sa transformee de Fourier est

Le peigne de Dirac de pas p s'ecrit

q=+oo

W p (x) = W ( ::) = p L <5 (x - qp) ,
p q=-oo

si bien que
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(5.53)

(5.54)

(5.55)

(5.56)

Bien que nous limitant dans ce paragraphe aux reseaux monodimensionnels,
nous donnons l'expression d'un peigne de Dirac en dimension 2 (voir l'exercice
5.6 pour un exemple d'application). Nous ecrivons

q=+oo n=+oo

Wp,e(x,y) = w(::,.z) =p£ L L <5(x-qp,y-n£),
p q=-oo n=-oo

dont il resulte

(5.57)

(5.58)

Par la suite nous utilisons la fonction sinus cardinal de « largeur » 2/£, ainsi
definie

sin 1r£~
since~ =~ = sinc£~.

Nous avons la paire de Fourier

recte(x) ~ £sinceFx'

5.4.1 Reseaux d'amplitude

(5.59)

(5.60)

Nous etudions des reseaux composes d'ouvertures percees dans un ecran
opaque et reparties periodiquement.

Reseau a traits infiniment fins et infiniment longs. II s'agit d'une pre­
miere approche du calcul du spectre d'un reseau : les dimensions du reseau sont
supposees infinies et les ouvertures infiniment minces et infiniment longues ; ce
sont elles qui constituent les « traits » du reseau. La periode du reseau est
p : c'est la distance qui separe deux traits adjacents. Le reseau est suppose
etre ec1aire, sous incidence normale, par une onde plane monochromatique de
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Eclairement normalise

_BL
p

_!:..L
p o !:..L

p
BL

p

FIG. 5.21. Profil du spectre d'un reseau constitue d'un nombre infini d'ouvertures
infiniment longues et infiniment minces. Les traits verticaux surmontes d'un point
representent symboliquement des distributions de Dirac.

longueur d'onde A et d'amplitude Uo. L'amplitude du champ immediatement
apres Ie reseau est

q=-oo

q=+oo Uofio
UA(X,y) = Uofio L J(x - qp) = --Wp(x) ,

p
(5.61)

ou fio assure l'homogeneite des distributions de Dirac et donc celIe des deux
membres de la relation (5.61) (voir Ie paragraphe 3.4.1). La transformee de
Fourier de UA est

(5.62)

et l'amplitude du champ sur la sphere de Fourier est (pour la distance de
diffraction 1')

(5.63)

La figure de diffraction est constituee de points regulierement espaces de
Ai' /p, concentres sur l'axe ~, comme Ie montre Ie developpement du peigne de
Dirac de la relation (5.63) sous la forme

(5.64)

La figure 5.21 montre Ie profil du spectre du reseau. Chaque point du spectre
est associe a un ordre de diffraction, indice par Ie parametre q de la relation
(5.64).

Ce qui precede constitue un modele limite que nOUS allons completer peu a
peu pour nous rapprocher d'un reseau reel.

Reseau a ouvertures de hauteur h et largeur f.. Nous precisons Ie modele
precedent en considerant des ouvertures rectangulaires (fi x h), mais encore en
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Eclairement normalise

1

?c..L
- f o

FIG. 5.22. Profil de la figure de diffraction d'un reseau d'amplitude comportant un
nombre infini d'ouvertures rectangulaires identiques, de largeur f.

nombre infini. Le champ a la sortie du reseau est 16

(5.65)

ou Ie produit de convolution porte sur la seule variable x. On obtient, par
transformation de Fourier,

fj (F F) = U; W (F ) £ sin 1f£Fx h sin 1fhFy

A x, y 0 lip x 1f£F
x

1fhF
y

'

et finalement

iUo ( p~). £~. hTJ
UF'(~,TJ) = VI £h W Ai' smc VI smc VI

iUo£h q=+oo ( Ai' ) . £q. hTJ
= -- L <5 ~-q- smc-smc-.

p p p VI
q=-oo

(5.66)

(5.67)

La figure 5.22 represente l'eclairement (normalise) dans Ie plan de Fourier
pour TJ = O. Le spectre est constitue de points lumineux espaces de Ai' /p, mais
dont l'eclairement est module spatialement (a comparer avec la figure 5.21).

La dimension finie des ouvertures (qui sont toutes identiques) se traduit
par une modulation des ordres de diffraction par une fonction sinus cardinal
au carre (qui n'est rien d'autre que Ie carre de la transformee de Fourier de la
fonction de transmission d'une ouverture, en ne considerant qu'une dimension).

Remarque 5.4.1. En general h est suffisamment grand pour qu'on puisse
considerer que toute la lumiere est concentree en TJ = O. Plus precisement, on
utilise (c'est la relation (A.6) p. 468)

16 II n'y a pas lieu d'ecrire la constante d'homogeneisation fo, car elle s'introduit
«naturellement » : Ie produit de convolution se traduit par une integration spatiale
(sur une dimension, variable x) et conduit a une multiplication implicite par I'unite
de longueur. Constatons que les relations ecrites dans ce paragraphe sont bien
homogenes.
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. h. hTJ
hm ~I SInC ~I = O(TJ),

h---7+oo /\' /\'
(5.68)

pour ecrire une expression approchee de UF' (~, TJ), valable pour h grand, sous
la forme

iUo£'\'1' q=+oo ( '\'1') £q
UF' (C TJ) = 0(TJ) L 0 ~ - q- sinc - .

P q=-oo P P
(5.69)

Reseau de dimensions finies. Le reseau est suppose rectangulaire, de lar­
geur L et hauteur H, et les traits infiniment minces, de periode p.

Le reseau etant eclaire a l'incidence normale par une onde plane d'amplitude
Uo, Ie champ immediatement apres Ie reseau s'ecrit

(5.70)

et sa transformee de Fourier est

(5.71)

(5.72)

En pratique nous supposons H assez grand pour ne pas tenir compte de
la limitation du reseau dans la direction correspondante : nous remplar;ons la
fonction H sincH par la distribution de Dirac 0 (portant sur la variable Fy ).

L'amplitude du champ sur la sphere de Fourier est

UF'(~,TJ) = i~~~o L[W 1/ p * sincL] (,\,j,) 0 (,\,}')

iUo£0 L q=+oo. (~ q)
= 0(TJ) L SInC L '\'1' - - .

P q=-oo P

La figure 5.23 represente Ie profil normalise de la figure de diffraction du
reseau en TJ = O. II s'agit du spectre de la figure 5.21 dans lequel on a remplace
chaque distribution de Dirac par une fonction (sincL)2 (qui n'est autre que Ie

1

-~
p

_!:..L
p 0 !:..L

p

FIG. 5.23. Profil de la figure de diffraction d'un reseau d'amplitude de dimensions
finies et comportant des ouvertures infiniment minces.
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carre de la transformee de Fourier de la fonction de transmission de l'ouverture
du reseau). La largeur finie du reseau se traduit par un elargissement des points
du spectre.

Remarque 5.4.2. La relation (5.72) donne la relation (5.64) quand L tend
vers l'infini. Pour Ie montrer, on note a = 1/AI' et b = qAf' /p et on utilise

lim aLsinc [aL(~ - b)] = <5(~ - b).
£-++00

(5.73)

Reseau reel. Un reseau reel, de dimensions L x H, a un nombre fini d'ou­
vertures rectangulaires (£ x h). Les deux effets que nous venons de decrire se
conjuguent et Ie spectre du reseau est donne par la figure 5.24.

Le calcul explicite du spectre du reseau est Ie suivant (pour une onde in­
cidente normale, d'amplitude Uo). Le champ immediatement apres Ie reseau
s'ecrit

UoUA(X, Y) = - [W p * recte(x)] rectL(x) recth(Y) ,
p

dont la transformee de Fourier est

(5.74)

(5.75)

(5.76)

Une fois encore nous supposons h = H assez grand pour remplacer la fonction
h sinch par la distribution de Dirac <5, de telle sorte que l'amplitude du champ
dans Ie plan de Fourier s'ecrit

UF'(~,7]) = iUOU[[Wl/psince] *SincL] (A~') <5(7])

iUoL£ q=+oo. q. (~ q)
= --<5(7]) '" SInC - SInC - --

p L.J ep £ Af' P
q=-oo

1

_BL
p

_Y.'... 0
p

Y.'...
p

BL
p

FIG. 5.24. Profil de la figure de diffraction d'un reseau d'amplitude comportant un
nombre fini d'ouvertures identiques de dimensions finies. Le profil est pris en TJ = O.

Remarque 5.4.3. On utilise Ie resultat de la remarque 5.4.2 pour montrer
que la relation (5.76) donne la relation (5.69) quand L tend vers l'infini.
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Remarque 5.4.4. En pratique on a souvent les inegalites suivantes

L»p»£, (5.77)

si bien que la decroissance des pics du spectre s'effectue plus lentement que sur
la figure 5.24. La figure 5.25 montre Ie profil du spectre dans un tel cas.

1

-~
p

_0..L...
p 0 0..L...

p
~

p

FIG. 5.25. Meme cas que sur la figure 5.24 mais pour une valeur plus petite du
rapport £Ip.

La figure 5.26 montre l'aspect du spectre du reseau dans Ie plan de Fourier.
Elle correspond au profil de la figure 5.25.

- - - - - . . . - - -

FIG. 5.26. Spectre de diffraction d'un reseau. On a tenu compte de la hauteur finie
du reseau (H = 2£), ce qui explique la forme des taches de diffraction verticalement.

Remarque 5.4.5. Les reseaux etudies dans les paragraphes precedents com­
portent un nombre impair de traits, puisque nous avons toujours pris des
peignes de Dirac centres a l'origine. Cela n'a d'ailleurs pas grande importance
pour un reseau comportant plusieurs milliers de traits, comme il est courant
de rencontrer. L'exercice 5.10 propose Ie calcul de la figure de diffraction d'un
reseau comportant un nombre de traits (ou d'ouvertures) pair.

Remarque 5.4.6 (Vne autre expression du spectre d'un reseau). On
trouve dans la litterature consacree au sujet une autre expression du spectre
d'un reseau, et cela essentiellement parce que la methode de calcul suivie n'est
pas la precedente [29]. Cela concerne la relation (5.72), qui prend en compte
les dimensions finies du reseau, et la relation (5.76). Dans ce qui precede, nous
avons choisi de multiplier un peigne de Dirac (c'est-a-dire une somme infinie de
distributions de Dirac) par une fonction rectangle de largeur L, ce qui revient,
de facto, a limiter Ie nombre de termes de la serie. De maniere equivalente, on
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ecrit d'emblee une somme reduite a un nombre fini de termes et cela conduit
aux memes resultats, mais exprimes sous des formes differentes (l'exercice 5.10
peut d'ailleurs se resoudre de cette fa<;on).

Le lien entre les deux approches s'etablit a l'aide de la formule sommatoire
de Poisson [206,212]: si f et i forment une paire de Fourier, alors (q est un
entier)

q=+oo q=+oo

L f(q) = L f(q). (5.78)
q=-oo q=-oo

Supposons que Ie reseau comporte 2N + 1 traits ou ouvertures. Si p est Ie pas
du reseau, alors L = (2N + l)p (cela permet d'avoir des ouvertures dont la
largeur est, au maximum, legerement inferieure a p).

Pour appliquer la formule de Poisson, la relation (5.72) conduit a choisir
comme fonction f la fonction definie par

. (~ u)f(u) = LsmcL Af' - P , (5.79)

la variable ~ devenant un parametre. Dans ces conditions, la fonction fest telle
que

f(v) = prectL(pv) exp [- 2i:;~V] = prectLjp(V) exp [_ 2i:;~V]. (5.80)

La relation (5.78) donne

q=+oo

L '" sinc (-.L - iJ.)
~ L Af' p

q=-oo

q=+oo [ 2' ~ ]
q~OO prectLjp(q) exp - l:/q

q=N

= p L exp [_ 2i:;~q] .
q=-N

(5.81)

Nous calculons

1 _ exp [_ 2i1r~P]
Af'

_ [2i1rN~P]
- exp Ai'

q=N [_ 2i1r~pq] _ [2i1rN~P] q~ [_ 2i1r~pq]L exp Ai' - exp Ai' ~ exp Ai'
F-N FO

[
2i1r(2N + 1)~p]

1 - exp - ---'-----,-A--:f:-'--'----...::.:....

. (2N + l)1r~p

sm Ai'
. 1r~P

sm Ai'
(5.82)
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si bien que la relation (5.72) se met sous la forme

. (2N + 1)7l"~p

sm Af'
UF'(CT/) = iUo£oo(T/) ~

. 7l" P
sm Af'

(5.83)

Pour etre complet, il reste it faire de meme pour la relation (5.76), qui
tient compte de la largeur finie des ouvertures du reseau (parametre £). Soit la
fonction 9 definie par

. u. (~ u)g(u) = Usmcep smcL Af' - P

La transformee de Fourier de 9 est

9 = precte/p * j,

(5.84)

(5.85)

ou la fonction jest celle de la relation (5.80). Le calcul explicite de 9 (calcul
integral) donne Ie resultat suivant

g(v) = 0, si Ivl > ~ + ~,
2p 2p

~ [ 2i7l"~£V]. £~ . L £
g(v) = p£exp -~f' slnc \f" sllvl < - - -./\ /\ - 2p 2p

(5.86)

(5.87)

Pour appliquer la formule sommatoire de Poisson it 9 et g, il n'est pas besoin
de connaitre la valeur de g(v) pour (L - £)j2p < Ivl < (L + £)j2p. En effet
seules les valeurs entieres de v comptent. Or L = (2N + 1)p, et necessairement
£ < p. Il n'y a donc pas de nombre entier compris strictement entre (L - £)j2p
et (L + £)j2p. La relation (5.78) appliquee aux fonctions 9 et 9 donne

q=+oo ( ~) ~ q=N [2' ~ ]
U L since!? sincL Af' _!? = p£since Af' L exp _ I;/q

q=-oo p p q=-N

(5.88)

Pour conclure, nous utilisons Ie calcul de la relation (5.82) et ecrivons la relation
(5.76) sous la forme

. (2N + 1)7l"~p

sm Af'

. 7l"~P
sm Af'

(5.89)
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5.4.2 Reseau de phase

Soit une lame de verre dont l'epaisseur est sinusoidale, de la forme

e(x,y) = eo +asin27l'Fox, (5.90)

ou 0 < lal < eo. Si nest l'indice de refraction du verre, et si on est dans Ie vide
(ou l'air en prenant 1 pour indice), Ie dephasage introduit par la lame est

( )
_ 27l'(n - l)e(x, y)

c.p x,y - A . (5.91)

A un facteur de phase constant pres, la fonction de transmission de la lame est

( )
_ [-2i7l'(n -1)asin27l'Fox]

t x,y - exp A . (5.92)

Si Jq est la fonction de Bessel de premiere espece d'ordre q (un entier), la
relation suivante [212]

q=+oo

eil;sinll= L Jq(~)eiqll,

q=-oo

conduit a ecrire la fonction t sous la forme

et la transformee de Fourier de test telle que

(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

L'amplitude du champ sur la sphere de Fourier (la distance de diffraction etant
f') est

iUo~(~ TJ)
UF'(~,TJ)= Vl t VI'VI

q=+oo

= iUo '" J (27l'(n - l)a) <5 (~_ F, -.!L)VI L.J q A VI q 0, Af'
q=-oo

= 'u, Afl q~OO J (27l'(n - l)a) <5(c - F, Afl )
1 0 L.J q A <" q 0 ,TJ·

q=-oo

Le spectre du reseau est forme d'une serie de points alignes sur l'axe ~ et
regulierement espaces (la distance entre deux points voisins est FoAf'). Appa­
raissent, dans Ie spectre, des termes harmoniques qui traduisent un effet non
lineaire. Cela vient de ce qu'on module la phase de l'onde comme Ie montre la
relation (5.92).
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Remarque 5.4.7. Les calculs de ce paragraphe valent pour un reseau mince,
considere comme une transparence (mince). Dans la pratique, on rencontre des
reseaux epais pour lesquels se manifeste l'effet Bragg [152]. Cet effet se traduit
par l'existence d'un seul ordre de diffraction (outre l'ordre 0) dont Ie calcul
precedent donne encore la direction de diffraction associee. On conr;oit enfin
un avantage de l'effet Bragg: toute l'energie lumineuse est concentree dans un
seul ordre (notion de rendement de diffraction, voir Ie paragraphe 5.5). Cela se
paie toutefois par une grande selectivite angulaire du reseau.

5.4.3 Reseaux de birefringence

On parle de reseau de birefringence quand la birefringence d'un milieu est
modulee periodiquement spatialement. Conformement a ce qui est dit au para­
graphe 5.1.1, la modulation de birefringence est une modulation du dephasage,
d'axe ou mixte.

Reseau de birefringence sinusoidal [192]. Soit un reseau de birefringence
inscrit dans un materiau birefringent dont les vibrations propres sont suppo­
sees fixes. En revanche la birefringence est modulee spatialement sous la forme
(modulation du depahasage)

1/;(x,y) = 1/;0 sin 27rFox , (5.97)

ou 1/Fo est Ie pas du reseau, 1/;0 une constante et x et y des coordonnees dans
Ie plan du reseau. Soient PI (vibration lente) et P2 (vibration rapide) les etats
de polarisation propres du birefringent 17 (supposes normalises).

Le reseau est eclaire par une onde plane dont la polarisation est representee
par Ie vecteur

(5.98)

(5.99)

(5.100)

ou al et a2 sont des nombres complexes tels que lall 2 + la21 2 = 1 (le vecteur
pest unitaire). A un terme de phase pres, qui ne modifie pas Ie resultat final,
l'etat de polarisation qui emerge du reseau s'ecrit

'() [ i1/;(X,y)] [i1/;(X,y)]P x, Y = alPl exp - 2 + a2P2 exp 2

[
i1/;o sin 27rFox] [i1/;o sin 27rFox]= alPl exp - 2 + a2P2 exp 2

La propriete des fonctions de Bessel traduite par la relation (5.93) conduit a
ecrire la relation (5.99) sous la forme

q=+oo

p'(x,y) = alPl L Jq (- ~o) exp[2iqFox]
q=-oo

q=+oo

+ a2P2 q];oo Jq (~o ) exp [2iqFox]

17 Les etats PI et P2 sont orthogonaux entre eux. En toute generalite, ils representent
des vibrations polarisees elliptiquement.
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Les fonctions de Bessel Jq d'ordre pair sont paires, celles d'ordre impair sont
impaires ; il en resulte

q=+oo

p'(x,y) = (aIPI +a2P2) q~OO J2q (~o) exp[2i(2q)Fox] (5.101)

q=+oo

+(a2P2 - alPd q~OO hq+l (~o) exp [2i(2q + l)Fox] .

Pour traduire l'effet de la diffraction, nous devrions calculer par exemple Ie
spectre angulaire de p'(x, y). Nous pouvons cependant comprendre comment
la lumiere est diffractee en remarquant que Ie terme exp[ -2iJrqFox] represente
- a une constante dimensionnelle pres - l'onde plane qui se propage dans la
direction definie par (0;, (3) = (qAFo,0). L'onde diffractee est composee d'une
serie d'ondes planes, chacune ayant sa propre direction de propagation, indicee
par son ordre q.

Les ordres de diffraction pairs diffractent avec la polarisation de l'onde inci­
dente P = alPI +a2P2; les ordres impairs avec la polarisation p" = a2P2 -aIPI·
Sur la sphere de Poincare, les etats PI et P2 definissent un axe (voir la note 1
p. 100). Si P represente l'etat P, alors l'etat p" se represente par Ie point pll,
symetrique de P par rapport a l'axe du birefringent [192].

Dans Ie calcul de ce paragraphe, la valeur moyenne de 1/J(x, y) etait supposee
nulle. Si cette valeur est 1/Jrn i=- 0, les polarisations des ondes diffractees subissent
une rotation supplementaire d'angle 1/Jrn autour de l'axe du birefringent [192].

Remarque 5.4.8. Les resultats de ce paragraphe ont ete verifies experimen­
talement sur des cristaux de KDP [44].

Remarque 5.4.9. En choisissant convenablement la polarisation de l'onde in­
cidente, On rend orthogonales entre elles la polarisation des ordres pairs et celle
des ordres impairs. Si Ie reseau est epais, outre l'ordre 0, seull'ordre 1 existe ef­
fectivement (cela est dli a l'effet Bragg). Les deux seuls ordres presents ont des
lors des polarisations orthogonales. Un polariseur permet enfin de selectionner
l'ordre 1. Cela est mis a profit dans des experiences d'holographie en temps reel
sur support photorefringent comme Ie BSO (voir Ie paragraphe 15.4.4). L'ordre
0, qui du point de vue de l'information est considere comme du bruit, est elimine
au profit de l'ordre 1 qui porte l'information inscrite dans l'hologramme [111].

Reseau de birefringence binaire. Pour un reseau binaire, si l'etat de pola­
risation de l'onde incidente est P, la polarisation immediatement apres Ie reseau
est soit dans l'etat P+, soit dans l'etat P_, suivant la birefringence locale du
milieu. Ces deux etats dependent egalement du type de modulation: modu­
lation de birefringence par modulation d'axe, du dephasage ou mixte. A ce
stade de l'analyse il n'est pas necessaire de connaitre explicitement les etats P+
et P_, et leur determination se fera ulterieurement. La figure 5.27 represente
schematiquement les domaines OU la polarisation emergente est P+ et ceux OU
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-1
-3

1

3
FIG. 5.27. Representation schematique
d'un reseau de birefringence binaire. Si la
largeur des domaines est la meme pour
les deux valeurs de la birefringence, il n'y
a pas de diffraction pour les ordres pairs
autres que l'ordre O.

elle est p_. Ces domaines sont supposes ici de meme largeur £; la periode du
reseau est 2£.

L'etat de polarisation immediatement apres Ie reseau s'ecrit

p'(x, y) = ;£ p+recte * W2e(X) + ;£ p_recte * W2e *6e(x).

La figure de diffraction s'obtient par transformation de Fourier

(5.102)

Le developpement du peigne de Dirac s'ecrit

q=+oo

W I / 2R(Fx ) = ;£ L 6 (Fx - ~£) .
q=-oo

(5.104)

et si q est un nombre entier pair (non nul), les supports des distributions de
Dirac sont les points ou la fonction sinus de la relation (5.103) s'annule. II n'y
a done pas de diffraction des ordres pairs (autres que l'ordre 0).

L'ordre 0 est tel que

(5.105)

Les ordres impairs sont tels que

(5.106)

Reseau de birefringence binaire par modulation de dephasage. Les
vibrations propres du birefringent se representent par les vecteurs PI (vibration
lente) et P2. Le dephasage peut prendre la valeur 1/;0 (une constante) ou -1/;0;
il s'ecrit

1/;0
1/;(x, Y) = grecte * W2e(X) -1/;0' (5.107)

lei la valeur moyenne de 1/; est nulle, mais il est possible de traiter Ie cas general
pour lequel cette valeur n'est pas nulle [192].
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La lumiere incidente est dans l'etat de polarisation

ou a et b sont deux nombres complexes. Les etats P+ et p_ sont

( i1/;O) (i1/;O)P+ = apI exp -2 + bP2 exP 2 '

(
i1/;O) ( i1/;O)P- = apI exp 2 + bP2 exP -2 .

L'ordre 0 est tel que

et les ordres impairs

(5.108)

(5.109)

(5.110)

(5.111)

~1(2q+l ) _ . (-I)q . 1/;0 ( 2q+l )
P ~,O - 21 1r(2q + 1) (bp2 - apI) sm 2 6 Fx - ~,Fy .

(5.112)

L'ordre 0 possede la polarisation de la lumiere incidente alors que la polarisation
des ordres impairs se deduit de la polarisation incidente comme si l'onde etait
passee a travers une lame demi-onde dont les vibrations propres sont celles du
milieu birefringent (c'est-a-dire PI et P2).

Si 1/;0 = 1r, il n'existe pas d'ordre 0; si 1/;0 = 21r, il n'y a pas non plus d'ordre
impair. Cela est normal dans la mesure OU tout se passe comme s'il n'y avait
pas de reseau! (comme pour 1/;0 = 0).

Reseau de birefringence binaire par modulation d'axe. 11 existe des
zones ou les vibrations propres du milieu dans lequel est forme Ie reseau sont
PH et P2+, et des zones OU ce sont PI- et P2-. L'etat de polarisation de l'onde
incidente sur Ie reseau est

(5.113)

OU a+, b+, a_ et L sont des constantes. Le dephasage est 1/;0 dans tous les cas
et par suite

P+ = a+PH exp ( -i ~O) + b+P2+ eXP(i ~O) , (5.114)

p_ = a-PI- exp ( -i ~O) + LP2- eXP(i ~O) . (5.115)

La polarisation de l'ordre 0 et celle des ordres impairs se calculent a l'aide des
relations (5.105) et (5.106).

Remarque 5.4.10. Les methodes precedentes s'appliquent a des reseaux de
birefringence a modulations sinusoidales ou binaires, avec des motifs perio­
diques plus compliques que ceux traites ici [137,192].
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5.5 Rendement de diffraction d'un reseau

5.5.1 Definition

L'amplitude diffractee par un reseau infini, de pas p, est proportionnelle
a la transformee de Fourier de la fonction de transmission du reseau, laquelle
s'ecrit, avec les frequences spatiales comme variables, sous la forme

(5.116)

ou Cq est une constante. Les paragraphes precedents fournissent des exemples
(voir la relation (5.64) p. 122 ou (5.96) p. 129, en adaptant les variables).

On appelle rendement de diffraction de l'ordre q la quantite 7]q = ICq I2 . Le
rendement de diffraction caracterise la fraction de l'energie incidente (ou du
flux incident) qui est diffractee dans l'ordre q.

5.5.2 Reseau d'amplitude sinusoidal

La fonction de transmission du reseau s'ecrit

1 ( 21fX)t(x, y) = 2 1 + cos P ,

et sa transformee de Fourier

(5.117)

(5.118)

Le reseau comporte trois ordres de diffraction dont les rendements sont les
suivants

1
7]1 = 7]-1 = 16"" 0,06. (5.119)

La somme des trois valeurs du rendement de diffraction est

3
7]-1 + 7]0 + 7]1 = "8 ' (5.120)

(5.121)

ce qui signifie que 3/8 de l'energie incidente est transmise par Ie reseau. Cela
se verifie par Ie calcul de la moyenne de [t(x, y)j2 sur une periode du reseau. De

2 1(3 21fx 41fX)[t(x,y)] =- -+2cos-+2cos- ,
4 2 p p

il resulte (Ie symbole ( ) represente la moyenne spatiale)

([t(x, y)]2) =! rp

[t(x, y)]2 dx = ~ .
p Jo 8

Le reseau absorbe les 5/8 du flux incident.

(5.122)
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5.5.3 Reseau d'amplitude en creneaux

Soit un reseau, de pas p, dont la fonction de transmission s'ecrit

1
t(x, y) = - W p * rectp/ 2 (x) ,

p
(5.123)

ce qui signifie que les parties passantes ont la meme largueur (p/2) que les
parties absorbantes. Le spectre du reseau (en amplitude) est donne par

si bien que Ie rendement de diffraction de l'ordre q est

1 (. q)2
T/q = 4 smc 2' (5.125)

Mis a part l'ordre 0, Ie reseau ne diffracte que dans les ordres impairs: Ie
spectre en amplitude s'ecrit sous la forme

~ 1 q'=+oo (-l)q' ( 2q' + 1)
t(Fx , Fy ) = -o(Fx ) o(Fy ) - L (' ) 0 Fx - -- o(Fy ) ,

2 2q + 1 7f P
q'=-CX)

(5.126)

et Ie rendement de diffraction de l'ordre q = 2q' + 1 est

(5.127)
1

T/q = T/2q' +1 = (2q' + 1)27f2 .

Le rendement de diffraction de l'ordre 0 est T/o = 1/4; celui des ordres 1 et -1
est T/l = T/-l = 1/7f2 ~ 0,10.

Le reseau absorbe la moitie du flux incident puisque

([t(x, y)]2) = ~ {p [t(x, y)]2 dx = ~ .
p Jo 2

On verifie, a l'aide de la formule sommatoire de Poisson,

(5.128)

q=+oo q=+oo q=+oo
1 (. q)2 1L T/q = 4 L smc 2' = L A l / 2(q) = Al / 2 (0) = 2"

q=-oo q=-oo q=-oo

(5.129)

OU Al / 2 est la fonction triangle de largeur 1 (voir Ie paragraphe BA.1 et Ie
tableau B.2).

Remarque 5.5.1. Le rendement de diffraction de ce reseau dans l'ordre 1 est
superieur a celui du reseau sinusoidal du paragraphe precedent qui pourtant ne
comportait que trois ordres. Cela vient de ce que Ie reseau sinusoidal absorbe
d'avantage. (Le rendement dans l'ordre 0 est Ie meme pour les deux reseaux.)
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5.5.4 Reseau de phase a deux niveaux

Le reseau, de pas p, est un reseau de phase en creneaux de largeur p/2. La
phase vaut 0 ou 'iT, et la fonction de transmission du reseau s'ecrit

(5.130)

(5.131)

Par transformation de Fourier on obtient

~ p(l - ei1rpFx). pFx
t(Fx, Fy ) = 2 smc -2- W 1/ p (Fx) J(Fy )

q=+oo

= ~ L (1 - e
i1rq

) sinc ~ J(Fx _~) J(Fy ).

q=-oo p

Le reseau ne diffracte que dans les ordres impairs. II n'y a pas d'ordre O. La
relation (5.131) s'ecrit encore

~ q' =+00 (-1 )q' ( 2q' + 1)
t(Fx,Fy ) = -2 L (' ) J Fx - -- J(Fy ).

2q + 1 'iT P
q'=-oo

Le rendement de diffraction de l'ordre q = 2q' + 1 est

4

(5.132)

(5.133)

En particulier : 'f)1 = 'f)-I = 4/'iT2 ~ 0,40.
Le reseau etant un reseau de phase, donc transparent, tout Ie flux incident

est diffracte. On verifie

q' =+00 q' =+00
4

L 'f)2q'+! = L (2q' + 1)2'iT2
q'=-oo q'=-oo

q'=+oo (. 2q' + 1)2L smc--
2

-
q'=-oo

q=+oo

= -1 + L (sinc ~y= 1 ,
q=-oo

la derniere egalite resultant de la relation (5.129).

(5.134)

Remarque 5.5.2. On montre que Ie rendement de diffraction de l'ordre -1
(ou 1 suivant les conventions adoptees) d'un reseau de phase augmente avec Ie
nombre de niveaux de la phase. Par exemple pour quatre niveaux 18, Ie rende­
ment de l'ordre -1 vaut 0,80 (celui de l'ordre 1 est nul, voir l'exercice 5.11).
Quand Ie nombre de niveaux augmente, Ie profil du reseau se rapproche de ce­
lui d'un reseau echelette pour lequel toute la puissance lumineuse est diffractee
dans un seul ordre (l'ordre 1 ou -1).

18 Le profil de la phase du reseau est forme de creneaux de meme largeur.
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Remarque 5.5.3. N'avoir qu'un ordre de diffraction est interessant pour les
applications des reseaux en spectroscopie (voir Ie paragraphe 13.5) ou pour
leur emploi comme composants correcteurs de systemes refringents : toute la
lumiere diffractee est portee par une seule onde et les pertes que representent les
autres ordres sont nulles. L'ordre 0 n'a pas d'interet en spectroscopie puisqu'il
ne donne pas lieu a dispersion; il ne permet pas non plus de compenser Ie
chromatisme de lentilles refringentes, pour la meme raison. Il est important de
pouvoir l'eliminer et de concevoir des reseaux dont Ie profil permet cela.

5.6 Rayonnement des antennes

Il s'agit surtout ici de jeter un pont entre l'optique et Ie domaine des hy­
perfrequences et, par l'emploi d'un langage et d'outils communs aux deux dis­
ciplines, de montrer que la connaissance de l'une permet de comprendre des
elements de l'autre [253]. Dans une certaine mesure, les resultats de ce para­
graphe s'etendent a l'acoustique [136].

L'optique de Fourier, theorie scalaire, s'applique aux antennes radio-electri­
ques dans Ie domaine du champ lointain. On sait en effet qu'en champ lointain,
l'onde rayonnee par une antenne est localement plane. La transformation de
Fourier permert de comprendre, dans leurs grandes lignes, les proprietes geo­
metriques du rayonnement d'une antenne. L'analogie entre ouvertures diffrac­
tantes et antennes a ouverture merite d'etre soulignee. Ainsi la resolution d'une
antenne s'analyse comme celle d'un systeme optique (etudiee au chapitre 8).
Les reseaux d'antennes sont les equivalents des reseaux de diffraction, et dans
les deux cas des questions d'apodisation se posent de la meme maniere.

5.6.1 Diffraction a l'infini

Champ lointain. Fonction caracteristique. Si A est un emetteur plan,
sa sphere de Fourier F est a l'infini (voir la remarque 3.2.5 p. 49). A chaque
frequence spatiale de l'objet diffractant est associee une onde plane, et l'onde
diffractee est une superposition d'ondes planes que nous decrivons en choisis­
sant la frequence angulaire P = (ex, (3) comme variable (voir Ie chapitre 2).
L'amplitude de l'onde diffractee dans la direction definie 19 par pest donnee
par l'amplitude du spectre angulaire dans cette meme direction (relation (2.21)
p. 29), soit

V(p) = :2l
2

exp [2~7fp.r] UA(r)dr.

L'expression precedente donne l'amplitude de l'onde diffractee prise sur
l'emetteur. Il y manque eventuellement un coefficient, si on veut representer

19 Rappelons que connaitre P, c'est connaitre deux des cosinus directeurs de la di­
rection de propagation de l'onde plane (a et (3). Le troisieme cosinus directeur, "'(,
se deduit de a 2 + (32 + "'(2 = 1.
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Ie champ a l'infini. Pour comprendre cela, ecrivons l'amplitude du champ dif­
fracte, a la distance D, par diffraction de Fraunhofer a partir d'un emetteur
spherique A (necessairement de rayon D), c'est-a-dire (Theoreme 1)

(5.136)

Si A est un emetteur plan, sa sphere de Fourier est a l'infini. Or, selon la
relation (5.136), l'amplitude UF(s) tend vers 0 quand D tend vers l'infini.
Nous definissons la zone de champ lointain de la fac;on suivante :

lOLa distance D (qui est aussi Ie rayon de A) est assez grande pour qu'on
puisse confondre l'emetteur spherique A avec un plan;

20 Si s est la variable d'espace sur la sphere de Fourier de A, l'approximation
s = D<l> est legitime.

Dans ces conditions, l'amplitude diffractee en champ lointain par un emet­
teur plan s'obtient, dans la direction definie par <l>, en remplac;ant la variable
spar D<l> dans la relation (5.136), soit explicitement

En prevision des comparaisons qui seront faites avec les expressions ha­
bituelles du champ rayonne par une antenne, nous introduisons Ie terme
exp[-2i7rDvjv] que nous n'ecrivions plus, conformement a la regIe 1 (p. 48), et
ecrivons la forme complete de la relation (5.137), c'est-a-dire

i [2i7rD] {" [2i7r ]UCX)(<l» = AD exp --A- JJR2 exp T<l>·r UA(r)dr

= iA exp [_ 2i7rD] V(<l»
D A . (5.138)

La « fonction caracteristique scalaire du rayonnement » est la fonction

(5.139)

ou

(5.140)

La fonction fest la transformee de Fourier normalisee du champ sur l'emetteur.

Diagramme de rayonnement. II est habituel de caracteriser une antenne
par son «diagramme de rayonnement» et d'adopter une representation polaire
de la fonction caracteristique (ou de son module), c'est-a-dire de l'amplitude
UCX) normalisee (ou de son module).

Soit une onde plane dont Ie vecteur d'onde est dans la direction de la droite
.1. Les projections de cette droite sur les plans x, z et y, Z definissent les angles
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'Px et 'Py (fig. 5.28). La projection de L1 sur Ie plan x, Y, qui definit l'angle 'Pz,
est dans la direction du vecteur .p dont les composantes a et (3 sont deux des
cosinus directeurs de la direction L1 (voir la figure 2.6). En effet, par definition,

a = cosBx , (5.141)

(3 = cosBy, (5.142)

ou Bx est l'angle de L1 avec l'axe x et By celui de L1 avec l'axe y. Enfin si Bz est
l'angle de L1 avec l'axe Z, on etablit les relations

a = sin By sin 'Px = sin Bz cos 'Pz ,

(3 = sin Bx sin 'Py = sin Bz sin 'Pz .

Ainsi Bz est egal a 'Px quand 'Pz = 0 (et By
'Pz = 1r/2.

(5.143)

(5.144)

1r/2), et est egal a 'Py quand

y

". x

I
1-.

I 'Px
z

y

x

z

FIG. 5.28. Deux fac;ons de caracteriser angulairement la direction L1 dans I'espace.

Pour une antenne filaire 20 rectiligne, alignee sur la direction y, on construit
Ie diagramme de rayonnement en choisissant l'angle By comme parametre.

Pour une antenne a ouverture circulaire placee dans Ie plan x, y, on choisit
comme parametre l'angle Bz , a cause de la symetrie de revolution.

En general, les calculs des champs etant effectues en coordonnees carte­
siennes, il est souvent plus commode de choisir 'Px, ou bien 'Py, comme angle
caracteristique pour decrire Ie rayonnement de l'antenne. On obtient ainsi des
« sections» du diagramme de rayonnement. Des exemples sont donnes dans les
paragraphes suivants.

Si r = (x, y) et .p = (a, (3), les relations (5.141) et (5.142) conduisent a
ecrire la relation (5.139) sous la forme 21

20 Sur Ie principe, une telle antenne est constituee d'un fil parcouru par un courant
electrique dont l'intensite est Ie produit d'une porteuse sinusoidale et d'une modu­
lation. En pratique il s'agit souvent d'une antenne « dipole» [75].

21 Pour simplifier, et par abus, nous gardons la meme lettre f pour noter la fonction
caracteristique du rayonnement, independamment des variables angulaires choisies.
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!(Bx , By) = ~ l2exp [2~7f (x cos Bx + y cos By)] UA(X, y) dx dy.

D'autre part, les relations (5.143) et (5.144) conduisent a

.p . r = x sin Bz cos rpz + y sin Bz sin rp z ,

et la relation (5.139) devient

(5.145)

(5.146)

1 r [2i7f ]!(Bz,rpz) = c JW1;xP T(xsinBzcosrpz +ysinBzsinrpz) UA(x,y)dxdy,

(5.147)

5.6.2 Lien avec la theorie des antennes

En theorie des antennes 22, on demontre Ie resultat suivant 23 [53,173]. Soit
j(r) Ie vecteur densite de courant au point r d'une antenne A. En champ loin­
tain, Ie champ electromagnetique rayonne par l'antenne est donne, au point 24

p, par Ie vecteur champ electrique (x est Ie symbole du produit vectoriel)

iwJ.L [2i7fP] [j .]E(p) = 47fp exp -T epx epx .A exp [2i7fe p.rJJ(r) dr ,

et Ie vecteur champ magnetique

(5.148)

(5.149)

ou west la pulsation de l'onde, J.L la permeabilite du milieu de propagation et
e p est Ie vecteur unitaire suivant Ie rayon vecteur p.

Pour etablir Ie lien avec la diffraction en optique, nous remplar;ons J.L par la
permeabilite du vide J.Lo, dans la mesure OU nous considerons des milieux non
magnetiques. De w = 27fV resulte

27fC
WJ.L = nA J.Lo·

Les relations (5.148) et (5.149) deviennent respectivement

(5.150)

22 Par theorie des antennes, nous entendons I'approche vectorielle du champ electro­
magnetique rayonne par une antenne, telle qu'elle est decrite dans des ouvrages
classiques sur Ie sujet [48,53,55,75,119,173].

23 Certaines differences dans les signes s'expliquent par Ie choix d'une dependance
temporelle de la forme exp[2i7l"vt].

24 Avec les notations employees dans ce livre, Ie vecteur r est un vecteur a deux
dimensions qui represente un point de I'antenne, I'origine etant Ie sommet de I'an­
tenne (voir Ie paragraphe 3.1.1). Toutefois Ie vecteur p est a trois dimensions; son
origine est aussi Ie sommet de I'antenne : si D est la distance de I'antenne au plan
d'observation, Ie vecteur p possede une composante Dez sur I'axe z (Ie vecteur e z
est unitaire sur I'axe z).
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(5.151)E(p) = ~~~ exp [- 2i;P] epx [epx LeXP [2iJrep .rjj(r)dr] ,

H(p) = -2~~P exp [- 2i;P] [epx LeXP [2iJrep .rjj(r)dr] . (5.152)

Les vecteurs e p , E et H forment un triedre rectangle direct et l'onde dif-
fractee en champ lointain est localement plane: nous la caracterisons seulement
par E.

Les coordonnees spheriques au point p sont p, Bz et 'Pz, et les vecteurs
unitaires correspondants e p , e(} et e<p ; il en resulte

e p • r = r sin Bz = x sin Bz cos 'P z + Ysin Bz sin 'P z . (5.153)

Supposons que Ie vecteur densite de courant j ait une direction fixe et
s'ecrive j(r) = j(r) ee, OU ee est unitaire. Soit Ie vecteur u tel que

(5.154)

Le champ E s'ecrit 25

E(p) = U iCfJo exp [- 2iJrP] (5.155)
2nAp A

x ~2 exp [2~Jr (x sin Bz cos 'Pz + Ysin Bz sin 'P z)] j(r )dr .

Cette expression conduit a definir la « fonction caracteristique du rayonne­
ment 26» par

Ilull I' [2iJr. ..] .F(Bz,'Pz) = (51 lIT/!.2 exp T(xsmBzcos'Pz +ysmBzsm'Pz) J(r)dr,

(5.156)

OU

0' = sup [ I' 2exp [2~Jr (x sin Bz cos 'Pz + Ysin Bz sin 'P z)] j(r) dr]
(}z,<pz lIT/!.

(5.157)

Par comparaison avec la relation (5.147), nous conc1uons que la theorie
scalaire fournit, au facteur Ilull pres, la fonction caracteristique du rayonnement
de l'antenne, a condition de remplacer l'amplitude du champ sur l'emetteur par
l'amplitude du courant electrique sur l'antenne, lequel est suppose avoir une
direction fixe. Cela s'ecrit

(5.158)

25 Ne pas confondre Ie signe x, qui indique que I'ecriture se poursuit sur la deuxieme
ligne par un produit, avec x qui represente Ie produit vectoriel.

26 C'est la fonction caracteristique definie en theorie vectorielle. Elle est differente, a
priori, de la fonction caracteristique scalaire definie par la relation (5.139). Nous
nous proposons ici de faire Ie lien entre les deux.
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Remarque 5.6.1. La relation (5.155) preCISe les conditions de validite de
l'hypothese de la preservation de la polarisation du champ par diffraction­
propagation, enoncee au paragraphe 1.3 du chapitre 1. En effet, pres de l'axe
de propagation z, Ie vecteur e p se confond pratiquement avec Ie vecteur e z ,

et si Ie vecteur densite de courant sur l'antenne est dans Ie plan de l'antenne
et possede une direction fixe, Ie vecteur ee est constant et orthogonal it e p .

Dans ces conditions u = ee, et la relation (5.155) montre que Ie champ elec­
trique de l'onde diffractee est parallele it la direction du courant sur l'antenne.
Apres remplacement du courant sur l'antenne par Ie champ electrique, c'est
l'hypothese faite pour fonder la theorie scalaire (chapitre 1).

Remarque 5.6.2. Jusqu'it present Ie champ sur l'antenne etait suppose de la
forme UA(X, y) exp[2i7l'vt]. Vne telle expression ne tient pas compte du signal
qui contient l'information qu'on souhaite transmettre it l'aide de l'antenne :
elle ne represente que la porteuse. Dans la realite, Ie champ (ou Ie courant) sur
l'antenne est au moins de spectre etroit et son etude releve de celle qui sera
abordee au chapitre 9. Nous verrons cependant que la diffraction d'une onde it
spectre etroit se ramene pratiquement, pour ce qui est de la variable d'espace,
it celle d'une onde monochromatique, et cela justifie la presente etude. II en
irait differemment bien sur en spectre large.

Ce qui suit vaut donc pour des ondes de spectre etroit, c'est-it-dire pour des
largeurs de bandes faibles par rapport it la frequence porteuse.

5.6.3 Antenne a ouverture rectangulaire

L'antenne est de dimensions L x H (L suivant x et H suivant y). Le vecteur
densite de courant est suppose homogene, oriente suivant l'axe y, si bien que

et Ilull = Isin8yl· L'amplitude du courant sur l'antenne est de la forme

j(x, y) = jo rectL(x) rectH(Y) ,

(5.159)

(5.160)

ou jo est une constante (dimensionnelle). La fonction caracteristique scalaire
du rayonnement est

f(8 )
_. L sin 8z cos 'Pz . H sin 8z sin 'Pz

z,'Pz - smc A smc A (5.161)

On trace des sections du diagramme de rayonnement : une dans Ie plan
y = 0, l'autre dans Ie plan x = 0. Dans Ie premier cas 'Pz = 0, si bien que
8z = 'Px et 8y = 7l' /2. Ainsi sin 8y = 1, et dans Ie plan x, z, Ie rayonnement est
caracterise par la fonction

(5.162)
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Dans Ie deuxieme cas, t.pz = 7f/2 et Bz = t.py = 7f/2 - By. Dans Ie plan y, z Ie
rayonnement est caracterise par la fonction

. . H sint.py
F(t.py) = !(t.py) smBy = cost.py smc A . (5.163)

La figure 5.29 donne la caracteristique du rayonnement pour une ouverture
plus grande horizontalement (en x) que verticalement (en y). Les deux graphes
sont it rapprocher de la figure 5.9 dont ils fournissent la representation polaire
des sections. Le rayonnement est plus directif horizontalement que verticale­
ment. Cela explique que les antennes des radars de contr6le aerien sont plus
larges que hautes : il est necesssaire en effet d'obtenir une bonne resolution
horizontale de fac;on it connaitre avec precision l'azimuth de la cible, alors que
verticalement au contraire on souhaite une plus large couverture du radar. En
tournant sur elles-memes ces antennes permettent de surveiller tout l'espace.
On ameliore la resolution horizontale du systeme en utilisant un reseau d'an­
tennes filaires; ce point fera l'objet du paragraphe 5.6.6.

FIG. 5.29. Diagrammes de rayonnement d'une antenne a ouverture rectangulaire
8 fois plus large que haute. Le graphe de gauche donne la section horizontale du
rayonnement et celui de droite la section verticale. Pour chaque diagramme, la trace
du plan de l'antenne est Ie segment vertical represente sur Ie schema.

La meme methode d'etude s'applique it une ouverture circulaire.

Remarque 5.6.1 Il faut bien sur comparer les resultats etablis ici avec ceux
obtenus au paragraphe 5.2.2 pour une ouverture rectangulaire eclairee par une
Onde lumineuse. Le calcul qui conduit it la relation (5.161) est Ie meme que
celui qui conduit it la relation (5.18). La relation (5.161) est simplement une
version normalisee de la relation (5.18). La fonction caracteristique (vectorielle)
se deduit de !(Bz,t.pz) (scalaire) par multiplication par sinBy. Dans Ie cadre de
l'approximation metaxiale, l'angle By est voisin de 7f/2 et sin By est voisin de 1
(Ie premier terme neglige est du troisieme ordre en 7f/2 - By). Dans les limites de
l'approximation metaxiale, Ie champ rayonne par une antenne rectangulaire en
champ lointain est identique au champ diffracte, en optique, par une ouverture
rectangulaire (voir Ie chapitre 1).

5.6.4 Antenne a balayage

Considerons de nouveau Ie champ sur l'antenne (ou Ie courant), de la forme
UA(X, y) exp[2i7fvt], et supposons qu'on introduise un dephasage tel que l'am­
plitude du champ s'ecrive finalement
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U~(X,y) = UA(x,y) exp[-2i7rFox] exp[2i7rvt].

II en resulte

soit encore

(5.164)

(5.165)

(5.166)

ou F o = (Fo, 0). Le diagramme de rayonnement de l'antenne subit une rotation
d'angle AFo (suppose petit), autour de l'axe vertical y (fig. 5.30).

)"Fo
z

FIG. 5.30. Un dephasage du courant
sur I'antenne se traduit par une ro­
tation de son diagramme de rayonne­
ment. (Comparer avec Ie diagramme
de gauche de la figure 5.29.)

Si Ie dephasage depend du temps, c'est-a-dire si Fo est une fonction du
temps, la relation (5.166) s'ecrit

(5.167)

En general Fo(t) est periodique et la relation (5.167) est valide si la periode de
Fo est grande devant 1/v (qui est la periode de la porteuse). On obtient une
antenne a balayage quand Fo(t) est une fonction en « dents de scie ».

Vne antenne a balayage offre l'avantage de produire une rotation du rayon­
nement sans mouvement mecanique [149]. Cela conduit a des frequences de
balayage plus elevees que celles autorisees par des rotations mecaniques, limi­
tees par l'inertie de l'antenne. II est meme concevable d'asservir Ie courant sur
l'antenne de fa<;on a ce que Ie rayonnement de l'antenne pointe en permanence
sur une cible mobile (principe de la poursuite d'une cible).

5.6.5 Antennes filaires

L'antenne est un fil rectiligne oriente suivant l'axe y : ec = ey , et par
consequent, comme au paragraphe 5.6.3, nous avons Ilull = Isineyl·

Le champ electrique est tangentiel et la fonction caracteristique du rayon­
nement est

(5.168)

Plus precisement, l'amplitude du courant sur l'antenne est de la forme
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j(r) = j(x, y) = jy(y) b(x). (5.169)

En toute rigueur l'ecriture integrale de f(B z, tpz), comme celle de la relation
(5.147), est impropre, it cause de la distribution de Dirac. Cependant, si nous
nous souvenons que f(B z , tpz) est, au fond, la transformee de Fourier du champ
(ici du courant) sur l'emetteur, nous constatons

(5.170)

Exemple 5.6.1 Soit une antenne filaire de longueur H parcourue par un cou­
rant electrique de la forme (la dependance temporelle est omise)

j(x, y) = job(x) rectH(Y) cos 2nPoY.

On trouve

(5.171)

(5.172)
--:-(F F) = . H siwrrH(Fy - Po) . H siwrrH(Fy + Po)
J x, y Jo 2 7rH(Fy _ Fo) + Jo 2 7rH(Fy + Fo) .

En remplar;ant Fx par a/>.. et Fy par (J / >.., puis a par sin Bz cos tpz et (J par
sinBz sintpz, on obtient

f(B ) _1. (sinBzsintpz ) 1. (sinBzsintpz )
z, tpz - 2' smcH >.. - Fo + 2' smcH >.. + Fo .

(5.173)

II est plus judicieux de choisir l'angle By comme parametre puisque la fonction
f ne depend que de By. II en resulte

1. (coSBy ) 1. (coSBy )f(B y) = 2' smcH ->..- - Fo + 2' smcH ->..- + Fo

Finalement

() sinBy [ (COSBy)) (COSBy))]F By = -2- sincH ->..- - Fo + sincH ->..- + Fo

(5.174)

(5.175)

Examinons un cas particulier classique. Supposons Fo = 1/>.. et H = >../2
(antenne demi-onde). Le courant est stationnaire (onde stationnaire). II est nul
aux deux extremites de l'antenne. La relation (5.175) devient

sinB {sin [~(cosBy -1)] sin [~(cosBy + 1)] }
F(B ) = __y 2 + ----,~2"------------"-

y 2 7r 7r"2 (cos By -1) "2 (cos By + 1)

sin B ( 7r ) [1 1]= --T cos "2 cos By 7r - -;;;7r~----
"2 (cos By -1) "2 (cos By + 1)

cos (~cosBy)
=7r 2 .

sin By
(5.176)
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y

FIG. 5.31. Diagramme de rayonnement d'une
antenne filaire demi-onde (Ie courant sur I'an­
tenne est Ie long de I'axe y).

--+"""------------+-_z

La figure 5.31 donne une section du diagramme de rayonnement de cette an­
tenne filaire. Le diagramme complet, dans l'espace, s'obtient par rotation au­
tour de l'axe y.

La figure 5.32 montre Ie diagramme de rayonnement d'une antenne filaire
pour laquelle H = 3A/2 et Fo = 1/.\.

y

z

FIG. 5.32. Diagramme de rayonnement d'une antenne fi­
laire de longueur 3>../2 (Ie courant sur l'antenne est Ie long
de I'axe y). On a trace IF(ey )l.

5.6.6 Reseau d'antennes filaires

Pourquoi des reseaux d'antennes filaires? Les reseaux d'antennes filaires
sont, dans une large mesure, equivalents aux reseaux de diffraction: un reseau
d'antennes est constitue d'antennes filaires identiques, paralleles entre elles et
periodiquement espacees (periode p).

Cette similitude masque cependant l'interet des reseaux d'antennes, essen­
tiellement parce qu'un reseau de diffraction comporte un grand nombre de traits
et correspond pratiquement au cas limite d'un tres grand nombre d'antennes.
Il est instructif it ce propos d'examiner ce que se passe quand on augmente
progressivement Ie nombre d'antennes mises en parallele, comme l'illustre la
figure 5.33.

Imaginons des antennes filaires paralleles it l'axe y (perpendiculaire au plan
de la figure 5.33) et regulierement espacees sur l'axe x. Nous nous interessons
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a

c

FIG. 5.33. Diagrammes de rayon­
nement de (a) 2; (b) 4; (c) 8; et
(d) 16 antennes filaires. Le lobe cen­
tral s'affine et les lobes secondaires
s'atti'muent quand Ie nombre d'an­
tennes augmente.

au champ lointain dans la direction de l'axe z et tra<;ons Ie diagramme de
rayonnement en fonction de l'angle 7r /2 - lpx, qui est aussi l'angle ex si on se
limite a une section perpendiculaire a l'axe y.

La figure 5.33-a represente Ie diagramme de rayonnement (en ex) de deux
antennes filaires, la figure 5.33-b celui de quatre antennes, la figure 5.33-c d'un
reseau compose de huit antennes filaires et enfin la figure 5.33-d d'un reseau
de 16 antennes. Quand Ie nombre d'antennes augmente :

10 Le lobe central s'affine ;

20 Les lobes intermediaires s'attenuent.

Pour un tn'\s grand nombre d'antennes, Ie reseau se decrit par un peigne de
Dirac et Ie diagramme de rayonnement est lui-meme un peigne de Dirac; eela
confirme la tendance decrite dans les deux points ci-dessus.

L'interet d'un reseau d'antennes reside dans l'amelioration de la directivite
du lobe principal du rayonnement et dans la reduction des lobes secondaires.
Cette propriete, decrite ici pour les antennes d'emission, se transpose a la re­
solution des antennes de reception (voir Ie paragraphe 8.4.2 du chapitre 8).

II reste encore des lobes d'ordre superieur. Vne fa<;on de les faire disparaitre
consiste a choisir Ie pas du reseau egal a la demi-Iongueur d'onde.

Courant uniforme sur toutes les antennes. Nous supposons les antennes
au nombre de 2N + 1, de longueur H, orientees suivant l'axe y (on traiterait
de meme 2N antennes; Ie choix d'un nombre impair d'antennes correspond a
celui effectue pour les reseaux optiques - voir la remarque 5.4.6 p. 126).

Le courant dans Ie plan de l'antenne est de la forme

q=N

j(x,y) =jo L J(x-qp)rectH(Y) cos27rFoY·
q=-N

(5.177)
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Par transformation de Fourier (a deux dimensions), puis changement de va­
riables, on obtient la fonction caracteristique scalaire du rayonnement sous la
forme

(5.178)

ou f(ex,ey) est donne par la relation (5.173).
On appelle « facteur reseau » la fonction definie par

Le ca1cul qui conduit a la relation (5.82) donne ici

. (2N + l)7fp cos ex
sm A

R(e ) - -----'-'-....,,-----x - . 7fpCOSex
sm A

(5.179)

(5.180)

La relation (5.180) est a rapprocher de la relation (5.83), etablie pour un reseau
de diffraction : elle en est simplement une version normalisee. Les variables
angulaires et spatiales sont liees par

e - ~ ~cos x - ex ~ fl' (5.181)

ou l' joue Ie role de la distance de diffraction : l'approximation est justifiee
quand cette distance est grande (champ lointain).

Antennes filaires dephasees lineairement. Le courant dans Ie plan de
l'antenne est de la forme

q=N

j (x, y) = jo L o(x - qp) exp[-2i7fq¢J rectH (y) cos 27fFoY ,
q=-N

(5.182)

ou ¢ est une constante. Le ca1cul du paragraphe precedent reste valable a
condition de remplacer cos ex par cos ex - A¢/p. Le facteur reseau de l'antenne
est

[ (
pcosex)]sin (2N + 1)7f A - ¢

R(e
x

) = . [(pcosex A-)]
sm 7f A - 'f'

(5.183)
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5.7 Apodisation

La question de l'apodisation se pose aussi bien en optique que pour une
antenne [33,40]. L'idee est de reduire les lobes d'une figure de diffraction, tels
qu'ils apparaissent par exemple pour une ouverture rectangulaire (figures 5.8
et 5.9), pour une ouverture circulaire (figure d'Airy, figures 5.12 et 5.13) ou
dans Ie diagramme de rayonnement d'une antenne (fig. 5.29).

La resolution d'un instrument d'optique est abordee au chapitre 8, notam­
ment au moyen du critere de Rayleigh. Ce critere est pertinent pour distinguer
deux points lumineux dont les images ont sensiblement Ie meme eclairement.
Or il arrive qu'on souhaite observer par exemple une etoile situee dans Ie voisi­
nage immediat d'une etoile de plus faible magnitude (plus lumineuse), et placee
de telle sorte que Ie maximun de la tache de diffraction qui en est l'image se
superpose au premier anneau de la figure d'Airy de l'autre etoile. Du fait de
l'importante difference de magnitude, l'etoile la moins lumineuse n'est pas per­
<;ue, car Ie centre de sa tache d'Airy a un eclairement bien inferieur a celui du
permier anneau de la tache d'Airy engendree par l'autre etoile. L'idee vient alors
de reduire l'eclairement du premier anneau de la figure d'Airy et l'apodisation
permet d'obtenir ce resultat. Le probleme se pose en des termes comparables
pour les antennes de radar [33].

5.7.1 Apodisation par attenuation aux bords de la pupille

L'apodisation est abordee a travers un exemple, en considerant de nouveau
la diffraction par une ouverture rectangulaire (largeur L, hauteur H), traitee
au paragraphe 5.2.2. Soit UA l'amplitude donnee par la relation (5.16) : c'est
celle du champ sur l'ouverture eclairee uniformement.

Pla<;ons sur l'ouverture precedente une transparence dont la fonction de
transmission s'ecrit

1 ( 21l'X) ( 21l'Y)t(x, y) = 4 1 + cos L 1 + cos H . (5.184)

L'amplitude du champ apodise sur l'ouverture est (l'indice a signifie apodise)

(5.185)

C'est sur la sphere de Fourier, la OU s'observe la figure de diffraction (regime
de Fraunhofer), que se remarque Ie phenomene d'apodisation. Sur cette sphere,

l'amplitude du champ diffracte correspondant a UfJ est

raj ~
Up' =t*Up',

OU UF' est donne par la relation (5.18).
La transformee de Fourier de la fonction t s'ecrit

(5.186)
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ou les indices Fx et F y indiquent sur quelle variable portent les distributions
de Dirac.

Pour alleger l'ecriture, introduisons les fonctions 9 et h definies par

L. L~ L. ( L~ ) L. ( L~ )g( C) = - Slnc - + - smc - - 1 + - smc - + 1
<" 2 V' 4 V' 4 V' '

H. H'T] H. (H'T] ) H. (H'T] )h('YJ) = -Slnc- + -smc - -1 + -smc - + 1
'( 2 AI' 4 AI' 4 AI' '

L'amplitude du champ apodise, sur la sphere de Fourier, s'ecrit finalement

[aJ iUo
UF'(~,'T])= Af,g(~)h('T]). (5.190)

La figure 5.34 permet de comparer les amplitudes de UF' (~, 0) et Uj.;') (~, 0).
On constate que Ie premier lobe de l'amplitude apodisee est plus faible que
celui de l'amplitude non apodisee.

FIG. 5.34. Comparaison de l'am­
plitude des champs diffractes par

---.,,---+----\---I'--\-"-+-+--+--"+---\--f-----'~,._. ~ une ouverture rectangulaire et par la
meme ouverture, apodisee par une
fonction sinusoidale (pour chaque di­
mension).

Le benefice de l'apodisation se paie : considerons l'eclairement de la figure
de diffraction pour 'T] = 0, et comparons-Ie it celui obtenu au paragraphe 5.2.2,
represente par la figure 5.9. La tache centrale de la figure de diffraction non
apodisee occupe une largeur 2Af' / L. Le premier °de la fonction UJ~J se ren­
contre en ~ = 2Af' / L, ce qui fait une tache centrale de largeur 4Af' / L, soit Ie
double de la tache non apodisee. En outre, nous constatons

[aJ _ iUoHL _ 1
UF'(O,O)- 4Af' -4 UF'(0,0). (5.191)

La figure de diffraction est plus large et moins lumineuse que la figure non
apodisee, ce que montre la figure 5.34. C'est Ie prix it payer pour reduire les
lobes de la figure de diffraction.

Remarque 5.7.1. II existe d'autres fonctions d'apodisation que celle donnee
par la relation (5.184) : fonction « triangle », puissances d'une fonction cosinus,
etc. Par rapport it la fonction triangle, celle de la relation (5.184) a l'avantage
d'etre de classe Coo au bord de l'ouverture (donc plus reguliere).
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5.7.2 Apodisation d'un reseau par une fenetre transparente

Dans Ie paragraphe precedent l'apodisation etait obtenue en pla<;ant sur
la pupille un ecran absorbant inhomogEme qui adoucissait en quelque sorte Ie
passage entre la region transparente de la pupille et la partie opaque de l'ecran
diffractant. La forme de la pupille n'etait pas affectee par l'ajout de l'ecran
absorbant en ce senS que Ie support (au senS mathematique du terme) de la
fonction de transmission de l'ouverture restait Ie meme. La technique decrite
dans Ie present paragraphe consiste it modifier la forme meme de l'ouverture
diffractante, c'est-it-dire Ie support de sa fonction de transmission, par l'inter­
mediaire d'une fenetre transparente qui restreint Ie support de l'ouverture.

Soit un reseau de diffraction it traits infiniment minces, de pas p, limite par
une pupille rectangulaire de largeur L et hauteur H. La figure de diffraction
de ce reseau a ete calculee au paragraphe 5.4.1 (reseau de dimensions finies,
p. 124).

Pla<;ons sur Ie reseau une ouverture (fenetre) supposee symetrique par rap­
port it l'axe x (les traits du reseau etant paralleles it y). La figure 5.35 montre
deux exemples de fenetres. De fait, la fenetre est decrite par une equation de la
forme Iyl = f(x) (f etant une fonction it valeurs positives). Pour Ie losange, la
fonction fest une fonction « triangle» ; pour Ie chapeau de gendarme, c'est
une fontion de la forme

f(x) = rectL(x) (1 + cos 2~X) .
y y

(5.192)

x x

a b
FIG. 5.35. Reseau apodise par une fenetre : (a) en losange; (b) en « chapeau de
gendarme ». Dans la realite, Ie reseau comporte beaucoup plus de traits que ce qui
est indique sur les deux schemas.

La relation (5.70) correspondait it une fonction de transmission du reseau,
sans apodisation, de la forme

1 q=+oo

t(x, y) = - Wp(x) rech(x) rectH(Y) = L b(x - qp) rech(x) rectH(Y)
p q=-oo

q=Q q=Q

= L b(x - qp) rectH(Y) = L tq(x, y) , (5.193)
q=-Q q=-Q
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ou Q est la partie entiere de L/2p et tq(x, y) = b(x - qp) rectH(Y)'
La fonction de transmission du reseau apodise s'ecrit

q=Q q=Q
t[a](x,y) = L b(x - qp) rect2j(qp)(Y) = L t1a](x,y) ,

q=-Q q=-Q
(5.194)

(5.195)

ou t1a](x,y) = b(x - qp) rect2j(qp)(Y). La transformee de Fourier de t1a] est

t [a](F F) = 2i1rqpFx sin 27rj(qp)Fy
q x, y e F'

7r Y

Le spectre du reseau a pleine ouverture (non apodise) est compose de points
localises sur l'axe Fy (voir Ie paragraphe 5.4.1), ce qui conduit a considerer
i(Fx , 0) et aexaminer ce que devient cette fonction (ou distribution) en presence
de la fenetre d'apodisation. Or

ou la fonction gq est definie par

gq(x, y) = tq(x, y) j(x).

II en resulte finalement

ou 9 est telle que

g(x, y) = t(x, y)f(x).

(5.196)

(5.197)

(5.198)

(5.199)

Sur l'axe Fx , Ie spectre du reseau apodise par une fenetre decrite par la
fonction j est Ie meme que celui du reseau apodise par attenuation par une
transparence de fonction de transmission j.

-~
p

_!cL
p o

FIG. 5.36. Profil normalise de la figure de diffraction d'un reseau apodise par une
fenetre en chapeau de gendarme (ft comparer avec la figure 5.23).
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La figure 5.36 montre Ie profil normalise de la figure de diffraction d'un
reseau apodise par une fonction en chapeau de gendarme, comme celle donnee
par la relation (5.192) et representee par la figure 5.35-b. Les donnees sont celles

du paragraphe 5.4.1 : U~) est l'amplitude du champ apodise sur la sphere de
Fourier. Les traits du reseau etant supposes infiniment minces, cette figure est
it rapprocher de la figure 5.23.

5.7.3 Reseau d'antennes pondere

II est possible d'apodiser une antenne it ouverture rectangulaire par une
fonction similiaire it la fonction de transparence du paragraphe 5.7.1, ou encore
par une fonction triangle (voir l'exercice 5.12). On apodise egalement des an­
tennes it ouverture circulaire. En pratique, on pondere la distribution de courant
sur l'antenne, ce qui n'est d'ailleurs pas forcement simple it obtenir. II arrive
qu'on alimente une antenne cornet par un guide d'ondes; celui-ci introduit une
ponderation du courant qui affecte Ie rayonnement de l'antenne.

Le probleme d'un reseau d'antennes pondere est un peu plus general que ce­
lui de la seule apodisation d'un reseau, mais se pose dans des termes semblables.
Le reseau est constitue d'un ensemble periodique d'antennes identiques, cha­
cune d'elles etant decrite par Ie motif m (fig. 5.37). On tient compte de l'etendue
limitee du reseau en introduisant une fonction de ponderation P, si bien que
l'amplitude du champ qui emerge du reseau d'antennes s'ecrit

Uo
UA(x,y) = -[Wp*m]x(x,y)P(x) ,

p

OU [ ]x indique que Ie produit de convolution ne porte que sur la variable x, et
OU Uo est une constante dimensionnelle. Par transformation de Fourier, nous

y

y

m

a

x ..

c
x

d

lip

FIG. 5.37. Representation schematique d'un reseau d'antennes pondere. (a) Sup­
port du motif (une antenne); (b) Support du spectre du motif; (c) Reseau pondere.
La ponderation est indiquee schematiquement en reduisant Ie support des antennes.
(d) Spectre du reseau pondere. (Pour eviter la contradiction de supports bornes pour
met sa transformee de Fourier m, on considere n'avoir trace que la partie « utile» des
supports de ces fonctions, lesquels peuvent donc etre infinis.)
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obtenons

[jA (Fx, Fy ) = Uo q~OO iii ('1, Fy ) j3 (Fx _ '1)
p q=-oo P P

En pratique, dans la sommation de la relation (5.201), les valeurs de q sont
bornees, dans la mesure OU iii est a support borne.

La figure 5.37 represente schematiquement Ie spectre du reseau pondere. II
y a echantillonnage au pas lip du spectre du motif m avec un gabarit qui est
Ie spectre de la fonction de ponderation.

L'analyse precedente est une generalisation de l'apodisation d'un reseau de
diffraction par attenuation. Certaines ponderations produisent un diagramme
de rayonnent limite a un seul faisceau apodise; elles utilisent par exemple les
polyn6mes de Tchebycheff et sont employees pour les radars [55,243].

5.8 Exercices

Exercice 5.1 (Montage de transformation de Fourier ajustable). La
figure 5.38 montre une variante du montage de la fig. 5.2 qui permet de faire
varier la taille du spectre de la fonction de transmission t de la transparence T.
L'objectif forme en S' l'image de la source S (longueur d'onde .\). La distance
de T a S' est D.

1. Donner l'expression de l'amplitude du champ sur la sphere A tangente a
T et centree en S'.

2. Calculer l'amplitude du champ sur F, la sphere de Fourier de A. Quelle
est la distance de diffraction a prendre en compte?

3. Calculer l'eclairement dans Ie plan P, tangent a F en son sommet.

4. Montrer qu'en faisant varier D on fait varier la taille du spectre de t observe
sur P.

D

FIG. 5.38. Montage permettant de faire varier les dimensions du spectre d'une trans­
parence.

Exercice 5.2. Demontrer la relation (5.8) p. 103 pour Ie montage schematise
par la figure 5.3. Constater que la relation est la meme, quelle que soit la
position de l'emetteur plan A (seule change la sphere de Fourier) ; en deduire
Ie resultat pour Ie montage de la figure 5.4.
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Exercice 5.3 (Fentes d'Young). On remplace les trous d'Young de la figure
5.10 par deux fentes identiques distantes de L. Calculer l'eclairement de la
figure de diffraction a la distance D du plan des fentes en supposant celles-ci
infiniment fines et infiniment longues.

Exercice 5.4 (Trous d'Young rectangulaires). Soit un ecran plan perce de
deux ouvertures rectangulaires identiques, de cotes L/2 et H, separees, centre
a centre, de la distance L (fig. 5.39). On eclaire cet ecran par une onde mono­
chromatique convergeant au point S situe a la distance D de l'ecran.

1. Ecrire la forme explicite de la fonction de transmission t(x, y) de l'ecran.

2. Quelle est l'amplitude du champ dans Ie plan parallele a l'ecran et passant
par S (coordonnees x', y' dans ce plan) ?

3. Donner l'allure du profil de l'eclairement dans Ie plan precedent pour y' = o.

y

- -

H x

-L/2 0 L/2

- - FIG. 5.39. Trous d'Young rectangulaires.

Exercice 5.5 (Trous d'Young circulaires). Meme exercice que Ie prece­
dent, mais avec deux ouvertures circulaires de diametre d, dont les centres sont
distants de L.

Exercice 5.6 (Damier). On considere un ecran en « damier » constitue de
carres de cotes £, alternativement transparents et opaques. On eclaire cet ecran
par une onde monochromatique (longueur d'onde ).), convergeant en un point
S, a la distance D de l'ecran.

1. Ecrire la fonction de transmission de l'ecran, suppose infini.

2. Donner l'expression de l'amplitude du champ dans Ie plan du foyer S.

3. Meme question en supposant que Ie damier contient 10 x 10 cases.

Exercice 5.7 (Diffraction de Fraunhofer d'une fente illimitee). Retrou­
ver l'expression de l'amplitude du champ diffracte par une fente infiniment
longue (paragraphe 5.2.1) en considerant cette derniere comme formee de deux
bords d'ecrans paralleles et en appliquant les resultats du paragraphe 5.3.1.

Exercice 5.8 (Figures de diffraction de Fresnel).

1. Utiliser les resultats du paragraphe 5.3.2 pour calculer la figure de diffrac­
tion de Fresnel d'une fente illimitee.

2. Meme question pour une ouverture rectangulaire.
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Exercice 5.9 (Mesure de faibles dephasages par la methode des trois
fentes [200]). Examen de maftrise de physique, universite de Bretagne-Sud,
Lorient, 2002. On dispose de trois fentes paralleles entre elles, qu'on supposera,
pour simplifier, infiniment etroites et infiniment longues. La distance des fentes
entre elles est L. On eclaire Ie plan de ces fentes par une onde monochromatique
(longueur d'onde A) convergeant it la distance D (voir la figure 5.40). L'ampli­
tude de l'onde d'eclairage au niveau des fentes est Uo, et on ecrira 10 = IUoI2 .

Soit P Ie plan parallele au plan des fentes, it la distance D. On prend des coOf­

donnees ~ et TJ dans Ie plan des fentes, la coordonnee TJ etant parallele au grand
cote des fentes, et des coordonnees x et y dans Ie plan P, la coordonnee x etant
parallele it ~. On posera par la suite A = 27fL/ AD.

x

FIG. 5.40. Montage pour la mesure d'un
faible dephasage par la methode des trois
fentes.

1. Donner l'expression de l'eclairement 1(x, y) dans Ie plan P.

2. On place devant la fente centrale une lame transparente qui introduit un
dephasage constant cp. Donner l'expression de l'eclairement dans Ie plan P.

3. Tracer les graphes des fonctions 1(x, 0) pour cp = 7f/2 et cp = 7f/2 + c, avec
0< c «7f/2.

4. Soit P'le plan parallele it P situe it la distance D' du plan des fentes avec
D ' < D. On observe dans Ie plan p' (coordonnees x' et y/) et non dans
Ie plan P (defocalisation). Ca1culer dans les conditions de la question 2
l'eclairement dans Ie plan P'. On posera B = 7fL2 /ADD'.

5. Deduire de ce qui precede une methode de mesure d'un faible dephasage c.
Donner la valeur de c en fonction de la distance de defocalisation D - D '
qui permet sa mesure.

6. Application numerique. Ca1culer la difference de marche 8 d'une lame mince
qui conduit it une defocalisation D - D ' = 10 J.tm dans les conditions sui­
vantes: A = 0,5J.tm, L = 1 mm, D = 10 cm.

Exercice 5.10 (Reseau de diffraction a ouvertures rectangulaires).
Vne source lumineuse S, ponctuelle et monochromatique, est situee it la dis­
tance -21' d'un objectif convergent, de distance focale image 1', qu'on assimile
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a une lentille mince (fig. 5.41). On place dans Ie plan de la lentille un reseau de
diffraction compose de M ouvertures rectangulaires identiques, de largeur £ et
longueur h. La distance centre a centre d'une ouverture a sa voisine est p (fig.
5.42).

-21' 21'

5

Reseau

5'

FIG. 5.41. Montage d'observation du spectre
de l'onde diffractee par un reseau.

1. On suppose que M est impair, de la forme M = 2N + 1. Calculer l'am­
plitude du champ dans Ie plan de l'image 8 ' de la source (prendre des
variables x, y dans Ie plan de la lentille et x', y' dans Ie plan de 8 '). Tracer
schematiquement Ie profil de l'eclairement correspondant pour y' = O.

2. Meme question pour M = 2N.

y

h

p

----- --------r-- r-- -- - -

~ ~ -- - -

x

FIG. 5.42. Reseau de diffraction com­
portant M ouvertures rectangulaires.

Exercice 5.11 (Rendement de diffraction d'un reseau). On considere
des reseaux infinis ayant tous un meme pas p et se propose de calculer Ie
rendement de diffraction de divers ordres. La demarche consiste a ecrire la
fonction de transmission de chaque reseau dont On calcule ensuite la transformee
de Fourier.

1. Reseau en amplitude comportant des creneaux parfaitement transparents
de largeur £ (£ < p). Les creneaux complementaires, de largeur p - £, sont
parfaitement absorbants. Quel est Ie rendement de diffraction de l'ordre O?
de l'ordre 1 ? Comparer avec les resultats du paragraphe 5.5.3.

2. Reseau de phase a deux niveaux comportant des creneaux de largeur £
(£ < p) pour lesquels la phase est 7r. La phase est supposee nulle dans les
autres creneaux, de largeur p - £. Quel est Ie rendement de diffraction de
l'ordre O? de l'ordre 1 ? Comparer avec les resultats du paragraphe 5.5.4.
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3. Reseau de phase dont Ie profil est donne par la figure 5.43. Le reseau
comporte quatre niveaux de phase: 0, 1r/2, 1r et 31r/2. Quel est Ie rendement
de diffraction de l'ordre O? de l'ordre 1 ? de l'ordre -1 ?

4. Quel est l'avantage du troisieme reseau sur les deux autres ?

Phase

FIG. 5.43. Profil d'un reseau a quatre niveaux de phase.

Exercice 5.12 (Apodisation par une fonction « triangle»). On definit
la fonction « triangle » de largeur 2L par

AL(x)=x+L,

AL(x) =0,

AL(x)=L-x,

si - L ::; x < 0 ,

si Ixl > L,

si 0::; x ::; L .

Montrer qu'on peut apodiser la figure de diffraction de Fraunhofer d'une
ouverture rectangulaire de largeur L al'aide d'une transparence dont la fonction
de transmission est une fonction triangle. Preciser la largeur de la fonction
triangle qui convient. (On etudiera Ie probleme pour une seule dimension.)

Exercice 5.13 (Antenne a ouverture circulaire). Soit une antenne a ou­
verture circulaire de diametre D, rayonnant a la longueur d'onde A. Le courant
sur l'ouverture est suppose homogene de direction fixe. Calculer la fonction
caracteristique du rayonnement de l'antenne. Tracer Ie diagramme de rayonne­
ment de l'antenne.
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Chapitre 6

Diffraction et transformation de Fourier
fractionnaire

Jusqu'ici Ie transfert du champ par diffraction s'exprimait au moyen de
deux operateurs : transformation de Fourier (optique) et transparence de cour­
bure. La transformation de Fourier fractionnaire - dont la transformation de
Fourier 1 est un cas particulier - offre l'avantage d'inclure dans son expression
integrale Ie noyau de Fourier et des termes de phase quadratique, c'est-a-dire,
pour employer Ie langage de l'optique metaxiale, des transparences de cour­
bure. Le transfert du champ par diffraction se reduit ainsi a un seul operateur
« fractionnaire », comme il est explique dans ce chapitre. L'appendice C expose
les principales proprietes de la transformation de Fourier fractionnaire.

6.1 Diffraction de Fresnel et transformation de Fourier
fractionnaire

6.1.1 Analogie entre la diffraction de Fresnel et la transformation
de Fourier fractionnaire

Nous employons Ie terme de diffraction de Fresnel pour qualifier Ie transfert
du champ dans Ie cas general d'un emetteur que1conque vers un recepteur
que1conque place a distance finie (voir Ie paragraphe 3.3.2).

Le transfert de l'amplitude du champ d'un emetteur A, de rayon de courbure
RA, vers un recepteur V, de rayon RD, situe a la distance D de A, s'exprime
par

i [iJr (1 1) 2]UD(s) = - exp - - - + - s
AD A R D D

i· [iJr ( 1 1) 2] [2iJr ]x exp -- - - - r exp -s·r UA(r) dr,
]R2 A D RA AD

avec des variables spatiales r sur A et s sur V. (La relation (6.1) est la relation
(3.31) ou RD remplace RE.)

D'autre part, la transformee de Fourier fractionnaire d'ordre ex de la fonction
f s'ecrit (voir l'appendice C)

1 Nous l'appelons transformation de Fourier standard, pour la distinguer.
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ie-ia
Fa[j](O") = -.- exp[-i7r0"2 cot a]

sma

1 2 [2i7r0".P]x exp[-i7rp cot a] exp -.--
1R2 sm a

f(p) dp.

(6.2)

(6.3)

L'analogie entre les relations (6.1) et (6.2) devrait paraitre claire: presence
de termes de phase quadratique devant et sous l'integrale, noyau de Fourier.
Dne fois cette analogie apen;ue, il reste toutefois a prouver que la relation (6.1)
se met effectivement sous la forme de (6.2), et pour cela il faut trouver la valeur
de a adequate. 11 faut aussi trouver les variables reduites appropriees. La raison
en est la suivante. Quand on traduit un phenomene de diffraction de Fraun­
hofer par une transformation de Fourier, on ca1cule d'abord la transformee de
Fourier de l'amplitude du champ sur l'emetteur, puis on change de variables
pour obtenir l'amplitude du champ sur la sphere de Fourier (voir la proposition
5.1.1 p. 105). Ce changement de variables est necessaire parce que la transfor­
mee de Fourier d'une fonction a variables d'espace, comme l'est l'amplitude du
champ sur l'emetteur, est une fonction des frequences spatiales, alors que l'am­
plitude du champ sur Ie recepteur est une fonction de variables d'espace. Pour
relier cette amplitude a la transformee de Fourier du champ sur l'emetteur,
il est necessaire d'etablir une correspondance entre les variables d'espace sur
Ie recepteur et les frequences spatiales; c'est Ie role des variables reduites. Le
probleme se pose de la meme fa<;on pour la diffraction de Fresnel et se resout
par Ie choix de variables reduites fractionnaires, comme nous allons Ie montrer.

6.1.2 Expression de la diffraction de Fresnel par une transformation
de Fourier fractionnaire

Soit C une calotte spherique centree sur un emetteur A de rayon de courbure
RA (fig. 6.1). Si la distance de A a C est D, Ie rayon de courbure de C est -D.
Soit Ie parametre J.L tel que

D
J.L=-.RA

L'amplitude du champ sur C (variable s) se deduit de l'amplitude du champ
sur A (variable r) par la relation

Uc(s) = AJ.L~A l2exp [- A~Ar21: J.L] exp [A~~A s.r] UA(r)dr. (6.4)

Essayons de representer l'integrale precedente sous la forme d'une transforma­
tion de Fourier fractionnaire 2. Pour cela, soit E un nombre reel non nul, tel que
ERA> 0, et soit a dans] - 7r, 7r[, tel que

1-J.L
cot a = E-- aD 2': O. (6.5)

J.L

2 Comme il n'y a pas de terme de phase quadratique devant l'integrale de la rela­
tion (6.4) notre tentative n'aboutira pas: mais elle permettra de constater ce qui
manque pour reussir et conduira au resultat.
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A

D

FIG. 6.1. Situation illustrant I'expression du transfert de
I'amplitude du champ de A a 'De sous la forme d'une transfor­
mation de Fourier fractionnaire. On adapte Ie rayon de cour­
bure de 'De pour obtenir Ie resultat souhaite.

Relations utHes. Les resultats suivants, deduits des relations (6.3) et (6.5)
sont utiles pour les calculs :

esina
J.L= .,

cosa + esma

et

. 2 J.L2
sm a = 2 2( )2 .J.L +e 1- J.L

D'autre part

. e sin a eRA sina
cosa + esma = --- = -....:...::,::---

J.L D

si bien que de eRA> 0, de aD ~ 0, et de a E] - 7r, 7r[, il resulte

cos a + e sin a ~ 0 .

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

Il n'est pas possible d'avoir cos a = -e sin a (la relation (6.5) montre que cela
correspond it J.L infini). Finalement

cos a + e sin a > 0 . (6.10)

Variables et amplitudes reduites. Nous introduisons les variables reduites

1
p = VAeRA r,

1 .
a = ~(cosa+esma)s,

yAeRA

et nous decrivons les champs it l'aide des amplitudes reduites

VA(P) = UA (VAeRA p) ,

Vc(a) = Uc (VAeRA a.)
cosa + esma

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)
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Expression de la diffraction. Dans ces conditions, la relation (6.4) s'ecrit 3

i(cosa + esina) 1 2 [2i7fa. p ]Vc(a)=. exp[-i7fp cota] exp -.- VA(p) dp.
sma]R2 sm a

(6.15)

Pour que la relation (6.15) inclue une transformee de Fourier fractionnaire
d'ordre a, it une constante multiplicative pres, il manque essentiellement Ie
facteur

(6.16)

Ce facteur s'introduit naturellement si on observe Ie champ non pas sur la
sphere C, mais sur la sphere Dc, tangente it C (fig. 6.1), de rayon de courbure
Rc tel que

(6.17)

soit encore

(6.18)

En conclusion, si Ie champ sur Dc est represente par l'amplitude reduite 4 VDc
definie par

VDc(a) = UDc (VAeRA a.) ,
cos a + e sm a

Ie transfert du champ par diffraction de A it Dc s'ecrit

(6.19)

(6.20)

L'amplitude du champ sur Dc est bee it l'amplitude du champ sur A par une
transformation de Fourier fractionnaire [181-183].

Proposition 6.1.1. Etant donnes un emetteur spherique A, de rayon de cour­
bure RA, et un nombre reel e, avec eRA> 0, il existe, a la distance D, un
recepteur Dc tel que le transfert de l'amplitude du champ par diffraction de
l'emetteur au recepteur s 'exprime sous la forme d'une transformation de Fou­
rier fractionnaire dont l'ordre a est donne par l'equation (6.5), OU J.L = D / R A.

Le rayon de courbure du recepteur est donne par (6.18) et le transfert se traduit
par la relation (6.20).

3 Pour Ie calcul explicite, rappelons que les variables sont a deux dimensions. Par
exemple, la relation (6.11) donne dr = AsRA dp.

4 La relation (6.19) n'est rien d'autre que la relation (6.14), car les variables d'espace
sont les memes sur les spheres C et "Dc, puisqu'il s'agit de deux spheres tangentes.
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Remarque 6.1.1. Le parametre c est une sorte de degre de liberte dans Ie
choix du parametre a. Son introduction vient de ce que pour un emetteur et
une distance de propagation donnes, il existe plusieurs recepteurs sur lesquels
s'observe une transformee de Fourier fractionnaire de l'amplitude du champ
(reduite) sur l'emetteur. C'est ce que montre la relation (6.18), qui donne la
valeur du rayon de courbure d'un recepteur repondant a la question, pour
chaque valeur de c.

Remarque 6.1.2. Selon la relation (6.18), Ie recepteur Dc devient un plan
(Rc est infini) si c2 = 1t/(1 - It) et, pour creel, cela n'a lieu que si 1 > It > O.
Si RA > 0, la condition precedente sur It se traduit par RA > D > 0, et si
RA < 0, par RA < D < O. Cela signifie que Ie recepteur plan est toujours situe
entre l'emetteur et sa sphere de Fourier.

Remarque 6.1.3. En general, Ie cas d'un emetteur ou d'un recepteur plans
exige une approche speciale, mais semblable a ceUe qui vient d'etre suivie [188].

Remarque 6.1.4. Examinons quelques cas particuliers :
- si It = 0, la relation (6.18) conduit aRc = RA, et Ie recepteur se confond

avec A. La relation (6.5) donne a = 0 : la transformation de Fourier frac­
tionnaire associee au transfert du champ est l'identite, ce qui est logique
puisque A sert ala fois d'emetteur et de recepteur;
si It = 1, alors Rc = -RA , et la sphere Dc est la sphere de Fourier
de A. La relation (6.5) donne a = 7f/2 : la transformation de Fourier
fractionnaire est une transformation de Fourier standard;
si It = 1/2, alors cot a = c. Si de plus c = 1, Ie recepteur est un plan
et a = 7f/ 4. La distance de l'emetteur au recepteur est egale a la moitie
de la distance de l'emetteur a sa sphere de Fourier, et l'ordre a vaut la
moitie de 7f /2.

Remarque 6.1.5 (Continuite de la propagation et de la transforma­
tion de Fourier fractionnaire). La continuite de la transformation de Fourier
fractionnaire par rapport a son ordre - qu'exprime la propriete iv du paragraphe
C.3 p. 489 - s'adapte bien a la continuite de la propagation. Si on observe Ie
champ sur l'emetteur meme, il n'y a pas de diffraction, et a = O. Si on s'eloigne
de l'emetteur A, l'ordre de la transformation de Fourier fractionnaire croft de
maniere continue, et quand on arrive sur la sphere de Fourier, il atteint la va­
leur 7f/2. On progresse contimlment d'une position OU il n'y a pas de diffraction
a un phenomene de diffraction de Fraunhofer, en passant par la diffraction de
Fresnel. Si on considere la propagation au-dela de la sphere de Fourier, l'ordre
de la transformation fractionnaire prend des valeurs superieures a 7f /2.

6.1.3 Observation du champ sur un recepteur donne

Jusqu'a present nous nous sommes donne un emetteur et nous sommes
demande a queUe condition il etait possible d'exprimer l'amplitude du champ
diffracte a une distance donnee sous la forme d'une transformee de Fourier
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fractionnaire. Nous avons choisi l'ordre de la transformation et calcule Ie rayon
de courbure que devait avoir Ie recepteur pour que cela flit possible.

Posons Ie probleme sous une forme differente. 80it un emetteur A et soit
un recepteur V a la distance D. Existe-t-il une transformation de Fourier frac­
tionnaire qui exprime Ie transfert du champ de A a V? Et quel est son ordre?

Le recepteur V (de rayon R D ) correspond a une valeur de 10 qui se deduit
de la relation (6.18), OU on a remplace RIO par RD, et telle que

D(D+RD)
(RA - D)(D - RA + RD) .

(6.21)

(6.22)

8i Ie membre de droite de l'equation (6.21) est positif, Ie parametre 10 est reel et
choisi tel que ERA> O. Le parametre a est ensuite defini par la relation (6.5)
et il existe une seule valeur de a repondant a la question.

8i 102 < 0, on introduit des valeurs de 10 imaginaires pures et des valeurs com­
plexes de a. II faut dans ce cas prendre des precautions d'ordre mathematique
- afin de garantir que l'integrale de definition de la transformation de Fourier
fractionnaire est convergente -, mais la methode suivie pour des parametres
reels s'adapte aux parametres complexes, comme Ie montre une publication
recente [191]' reprise en complement de ce chapitre (paragraphe 6.4).

Definition 6.1.1 (Transfert d'ordre reel, transfert d'ordre complexe).
Le transfert de l'amplitude du champ d'un emetteur vers un recepteur est
d'ordre reel si l'ordre de la transformation de Fourier fractionnaire qui lui est
associee est un nombre reel; Ie transfert est d'ordre complexe si cet ordre est
un nombre complexe.

En conclusion, si on accepte des ordres complexes, il existe toujours une
transformation de Fourier fractionnaire qui traduit Ie transfert de l'amplitude
du champ par diffraction-propagation d'un emetteur vers un recepteur donnes.

Remarque 6.1.6 (Diffraction sur une sphere cardinale). Le transfert
de l'amplitude du champ d'un emetteur A a une sphere cardinale (centree
sur l'emetteur) est une exception: il ne s'exprime pas sous la forme d'une
transformation de Fourier fractionnaire selon la methode du paragraphe 6.1.2; il
manque pour cela un terme de phase quadratique devant l'integrale qui exprime
Ie transfert du champ. La relation (6.4) Ie montre.

Remarque 6.1.7 (Definition directe de l'ordre a). L'ordre a depend es­
sentiellement des rayons de courbure et de la distance de l'emetteur au recep­
teur. Les relations (6.5) et (6.21) conduisent en effet a

2 (D + RD)(RA - D)
cot a= D(D-RA+RD) .

Pour un transfert reel, Ie signe de cot a est celui de RAD(RA - D), comme
consequence de la relation (6.5) et de ERA> O. Par suite, l'ordre a est parfai­
tement defini (dans Ie cas reel) par les conditions aD 2: 0 et a E] - 71",71"[. On
definit ainsi a sans avoir defini au prealable 10, lequel sert seulement a definir
les variables et fonctions reduites.



6. Diffraction et transformation de Fourier fractionnaire 165

Remarque 6.1.8 (Sphere de Fourier). Si D = RA = -RD , Ie recepteur
Vest la sphere de Fourier F (phenomene de diffraction de Fraunhofer, traduit
par une transformation de Fourier standard). La relation (6.21) montre que e
est indetermine. Cependant la relation (6.22) permet de definir (l, qui vaut 1r/2
si D > 0, et -1r/2 si D < 0 (recepteur virtuel).

Au chapitre 3 la diffraction de Fraunhofer s'exprimait it l'aide d'une trans­
formation de Fourier (standard). La methode suivie consistait it calculer la
transformee de Fourier de l'amplitude du champ sur l'emetteur et it effectuer
un changement de variables, en passant des frequences spatiales aux variables
spatiales sur la sphere de Fourier. Mais ces dernieres ne correspondent pas tout
it fait aux variables reduites du paragraphe 6.1.2. La formulation du chapitre 3
est cependant equivalente it celle du present chapitre. Pour Ie montrer, rappe­
Ions que la diffraction de A it sa sphere de Fourier F s'ecrit (Theoreme 1)

(6.23)

La methode du paragraphe 6.1.2 s'applique it l'amplitude reduite VF et la
relation (6.20) conduit it

(6.24)

OU e est un nombre reel quelconque tel que eRA > O. Par consequent il existe
une infinite de variables reduites admissibles sur A et sur sa sphere de Fourier
F. La relation (6.24) s'ecrit it l'aide de la transformation Fn / 2 si RA > 0, et it
l'aide de la transformation F_ n / 2 si RA < O. Comme e et RA doivent avoir Ie
meme signe, si S(e) designe Ie signe de e, la relation (6.24) se met sous la forme

(6.25)

De fait, les relations (6.23) et (6.25) sont equivalentes : pour une valeur de
e fixee arbitrairement (telle que eRA> 0), la variable reduite sur A est

r
p = VAeRA'

et par suite

de telle sorte que

(6.26)

(6.27)

(6.28)

D'autre part, il resulte de RA = D et eRA> 0 que e et (l ont Ie meme signe.
Par consequent, la variable reduite sur Fest

(6.29)
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La relation (6.23) donne

V ( ) = U (..;>:ERA ) = _i U~ (S(c) )
F 0' F I I 0' \R A ~ 0'c /\ A Y AcRA

= icVA(S(c) 0') = ic FS (C:)1rj2 [VA] (0') ,

et on retrouve ainsi la relation (6.25).

(6.30)

Remarque 6.1.9 (Vne relation utile). Les relations (6.7) et (6.8) condui­
sent a

c2

(cos a + c sin a) 2 = 2 2 ( ) 2 .
J.L +c 1- J.L

De la relation (6.21) et de J.L = D/RA, il resulte

(6.31)

(6.32)

Remarque 6.1.10 (Symetrie des variables reduites sur l'emetteur et
sur Ie recepteur). L'emploi du parametre c laisse croire qu'il existe une dis­
symetrie dans la prise en compte des parametres lies aux recepteurs et celle des
parametres lies au recepteur. Cela se manifeste notamment dans la definition
meme des variables reduites par les relations (6.11) et (6.12).

Jusqu'a present Ie parametre c etait un degre de liberte. Il se reduit a
une simple commodite d'ecriture qui allege certaines expressions, comme Ie
montrent les explications suivantes dues a E. Fogret. Selon la remarque 6.1.7, Ie
parametre a se definit sans reference a c, et selon la remarque 6.1.9, l'expression
cos a +c sina, qui intervient dans la relation (6.20), s'exprime a l'aide des seuls
parametres D, R A et RD.

La relation (6.21) conduit a ecrire la relation (6.11) sous la forme

4 1 (RA - D)(D - RA + RD) 4

p = A2RA2 D(D+RD) r ,

et, grace a la relation (6.32), la relation (6.12) sous la forme

(6.33)

(6.34)

Les relations (6.33) et (6.34) sont plus symetriques que ne Ie sont les relations
(6.11) et (6.12). De fait, elles sont identiques : si V devient l'emetteur et A Ie
recepteur, la distance de diffraction D se change en -D, et on passe simplement
de la relation (6.33) a (6.34) en echangeant RA et RD.

Finalement, la relation (6.20), qui est Ie cmur meme de ce chapitre, s'ecrit
sans utiliser c.
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6.2 Transfert reciproque et transfert d'ordre reel

6.2.1 Transfert reciproque

Jusqu'ici l'emetteur avait un role particulier dans la mesure OU la definition
des parametres et des variables reduites conduisant a associer une transforma­
tion de Fourier fractionnaire au transfert du champ, se rapportait au rayon de
courbure RA de l'emetteur (c'est lui qui intervenait dans la definition de p}
Un tel transfert est decrit sous la forme « directe ». Cependant, etant donnes
un emetteur A et un recepteur V, Ie transfert de A a V s'exprime encore sous
la forme d'une transformation de Fourier fractionnaire quand les parametres
fractionnaires et les variables reduites sont rapportes au rayon de courbure du
recepteur : Ie transfert est decrit sous la forme « reciproque ».

L'expression du transfert reciproque s'obtient, techniquement, en conside­
rant V comme emetteur et A comme recepteur, de telle sorte que les formules
etablies pour un transfert direct s'appliquent : si SA est Ie sommet de A et SD
Ie sommet de V, la distance de propagation est D' = SDSA = -D, si bien que
les parametres fractionnaires et les variables et fonctions reduites sont

a'D' ?: 0,

, D' D
p, =-=-­

RD RD '

p,' p,'RD + RA

1 - p/ (p,' - 1)RD + RA '

1 - p./
cot a' = s' ---

p/

, 1 ( , ,. ')p = ~ cos a + s sm a r,
yAs'RD

1
0"= ~s,

V~(p') = UA (VAS'RD p'.) ,
cos a' + s' SIn a'

Vb(O") = UD (VAs'RDO")

Le transfert de V a A s'ecrit

V~ (p') = eia
' (cos a' + s' sin a') :Fa' [Vb] (p') .

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

La relation (6.42) s'inverse et donne Ie transfert reciproque de A a V sous la
forme

. ,

V' (0") = e-
W

:F-a,[V'](O").
D cos a' + s' sin a' A

(6.43)

Le transfert reciproque a une utilite pratique dans certains calculs, en par­
ticulier quand il s'agit de composer deux transformations de Fourier fraction­
naires, comme il sera fait par la suite. Une autre propriete parfois utile est la
suivante :
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Proposition 6.2.1. Soit a l'ordre de la transformation de Fourier fraction­
naire associee au transfert du champ d'un emetteur vel'S un recepteur dans sa
forme directe, et soit a' l'ordre de la transformation associee au meme transfert
mais sous sa forme reciproque. Alors :

i. Les ordres a et a' sont reels en meme temps;

ii. Quand a et a' sont reels, ils sont opposes: a' = -a.

Preuve. i-Au transfert direct est associe Ie parametre E, tel que

2 D(D+RD)
E = --:-=------,=-"--:-=----=--'---------=,------,--

(RA - D)(D - R A + R D) ,

et au transfert reciproque, Ie parametre E', defini par

(6.44)

,2
E

(RD - D')(D' - R D + R A) ,
(6.45)

au D' est la distance du recepteur it l'emetteur. De D' = - D, resulte l'inegalite
E2 E,2 > 0, qui montre que Ie transfert direct et Ie transfert reciproque sont soit
taus les deux d'ordre reel, soit taus les deux d'ordre complexe.
ii - La definition de a et a', supposes reels, conduit it

t 2 , _ ,2 (RD + D)2
co a - E D2

(RA - D)(RD + D) 2

D(D-RA+RD) = cot a~O, (6.46)

dont il resulte cot a' = ± cot a.
L'identite D(D - RA + RD)

deduire de la relation (6.46)

RARD-:-=-----=::=-=--:-::=----:-=7 ~ 1 ,
(RA - D)(RD + D)

et ensuite

(6.47)

(6.48)

qui signifie que RAD(RA - D) et RDD(RD + D) ant Ie meme signe. Conforme­
ment it la remarque 6.1.7, cota a Ie signe de RAD(RA - D), et cot a' a Ie signe
de RDD'(RD - D') qui est oppose it celui de RDD(RD + D) (car D' = -D).
Par consequent cot a et cot a' ant des signes opposes: cot a' = - cot a.

De aD ~ 0, a'D' ~ 0, et de D = - D', il resulte aa' ::; 0, et a et a' ant
des signes opposes. Comme a et a' sont dans l'intervalle ] - 1r,1r[ et comme
cot a' = - cot a, necessairement a' = -a. D

Il resulte de la proposition 6.2.1 que Ie fait que Ie transfert est d'ordre reel
est intrinseque it l'ensemble de l'emetteur et du recepteur, que l'on considere Ie
transfert direct au Ie reciproque. Comme de plus Ie transfert reciproque de A
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a D est l'inverse du transfert de D (considere comme emetteur) a A (considere
comme recepteur) la propriete est caracteristique de la seule geometrie de l'en­
semble. II est des lors possible de preciser a queUe condition «geometrique » un
transfert est d'ordre reel, et c'est ce qui est examine au paragraphe suivant.

Remarque 6.2.1. II ne faut pas confondre transfert reciproque et transfert
« inverse ». Si A est un emetteur et D un recepteur, il y a deux moyens de
decrire Ie transfert du champ de A aD: par transfert direct, qui se rapporte
au rayon RA ; par transfert reciproque, qui se rapporte au rayon RD. Transfert
direct et transfert reciproque decrivent Ie meme phenomene de diffraction.

Le transfert du champ de D vers A est l'inverse du transfert de A a D. Si
la lumiere va effectivement de A a D, Ie transfert de D a A se con<;oit comme
un transfert virtue!.

Dans ce qui precede, Ie transfert reciproque de A a D est decrit comme
l'inverse du transfert de D a A pour des raisons techniques, pour arriver rapi­
dement au resultat recherche.

6.2.2 Caracterisation geometrique d'un transfert d'ordre reel

Soit A un emetteur et soit D un recepteur a la distance D. Le transfert de
A a D est d'ordre reel si, et seulement si,

(6.49)

conformement a la relation (6.22).
Soit :F la sphere de Fourier de A. Soient S la calotte spherique tangente a

D et centree sur A (son rayon est Rs = -D) et T la calotte spherique tangente
aD et centree sur :F (son rayon est RT = RA - D. La relation (6.49) s'ecrit

A

0< _ RT(RD - Rs)
- Rs(RD - RT)

1 1
---
Rs RD
1 1
---
RT RD

(6.50)

FIG. 6.2. Le transfert du champ de A Ii Vest d'ordre reel si, et seulement si, Ie
recepteur Vest situe dans la zone ombree, limitee par les spheres S et T centrees
respectivement sur l'emetteur A et sur sa sphere de Fourier :F. C'est Ie cas sur la
figure de gauche, mais pas sur celle de droite.
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Le transfert de A a Vest d'ordre reel si, et seulement si, (I/Rs) - (l/RD)
et (1/RT) - (1/RD) ont des signes opposes. Designons par rLs, rLT et rLD la
courbure de S, T et V respectivement (rLs = 1/Rs, et de meme pour T et V).
La condition (6.50) s'ecrit

(6.51)

soit encore

(6.52)

Cette condition est satisfaite si, et seulement si, la calotte spherique Vest
situee dans l'espace compris entre les spheres S et T. La figure 6.2 donne deux
exemples de transferts; l'un est d'ordre reel, l'autre ne l'est pas.

Remarque 6.2.2. 11 est dassique en optique de parler d'objets et d'images
reels ou virtuels. 11 en va des lors de meme d'un transfert par diffraction : un
tel transfert est virtuel si Ie recepteur est « derriere» l'emetteur, c'est-a-dire
si la distance de propagation est negative; il est reel si la distance est positive.
Ces notions s'ajoutent a celle d'ordre reel introduite ici, l'ordre etant celui de la
transformation de Fourier fractionnaire qui exprime Ie transfert du champ par
diffraction. Un transfert virtuel peut etre eventuellement d'ordre reel, comme
Ie montre la figure 6.3. La partie droite de la figure 6.2 montre un transfert reel
(non virtuel) d'ordre complexe.

FIG. 6.3. lei Ie transfert de A (emetteur) a v (re­
cepteur) est virtuel (la lumiere se propage de gauche

:F a droite). 11 est neanmoins d'ordre reel puisque Vest
dans la region ombree.

6.3 Principe de Huygens-Fresnel et composition des
transformations de Fourier fractionnaires

6.3.1 Premiere approche

Conformement au principe de Huygens-Fresnel, Ie transfert du champ elec­
trique d'un emetteur Al verS un recepteur A2 se con<;oit comme Ie resultat
d'un premier transfert de Al verS un recepteur aerien intermediaire A3 , suivi
du transfert de A 3 a A 2 . Le phenomene de diffraction entre Al et A2 est la
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FIG. 6.4. Le transfert du champ de A 1 a A2 se repre­
sente par une transformation de Fourier fractionnaire
qui est la composee de :FO'l et de :F-0'.2' Vne telle com-

A 2 position est conforme au principe de Huygens-Fresnel.

composition d'une premiere diffraction, entre Al et A3 , et d'une seconde entre
A3 et A2 . Cette propriete est respectee par les operateurs de transfert du champ
employes par la theorie metaxiale, comme montre au paragraphe 3.5.

Si les transferts du champ se representent par des transformations de Fourier
fractionnaires, a la composition des transferts doit correspondre la composition
des transformations, telle qu'elle est exprimee par la propriete iii du paragraphe
C.3 p. 489. C'est ce qui est montre dans ce paragraphe, limite, pour simplifier,
au cas particulier ou A 2 est la sphere de Fourier de AI, et A 3 une sphere situee
entre Al et A2 .

La variable spatiale est r j (j = 1, 2, 3) sur la sphere A j , dont Ie rayon de
courbure est R j . Soit D l la distance de Al a A3 , et D 2 = D l - Rl la distance
de A2 a A3 . Le transfert direct de Al a A3 se decrit a l'aide des parametres

(6.53)

et Cl, tel que

(6.54)

Le transfert precedent est suppose d'ordre reel. L'ordre de la transformation
de Fourier fractionnaire associee est (Xl, tel que

(6.55)

Le transfert de A3 a A 2 se decrit sous sa forme reciproque. Les parametres
utilises sont (en tenant compte de R 2 = -Rl )

(6.56)

(D l - Rl)(Dl - Rl + R3 )

Dl(Dl + R3 )

(6.57)
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et c 2R2 > O. Les parametres Cl et C2 sont reels en meme temps et, dans Ie cas
reel (considere ici), ont des signes opposes comme consequence de R2 = - R 1.

L'ordre a2 du transfert reciproque est tel que a2D2 ;::: 0, et

1 - fJ2 1 fJl
cota2 =c2--- = ----- = -tanal,

fJ2 Cl 1 - fJl

d'ou

(6.58)

(6.59)
7f

a2 = al ±"2'

Par consequent, Ie transfert de Al a A 3 s'exprime a l'aide de la transformation
Fe", Ie transfert de A3 a A2 a l'aide de F -a2' et la somme des ordres de ces deux
transformations vaut ±7f/2. Pour achever l'analyse, notons que la composition
de F a1 et F- a2 est effectivement possible si les variables reduites qui resultent
de l'application de F a1 sont les variables reduites auxquelles s'applique F -a2'

Sans cette condition la composition des transformations n'a pas de sens.
Pour Ie transfert direct de Al a A3 , la variable reduite sur A3 est

T3 .
P3 = ~(cosal + Cl smaI) ,

AclRl

et l'amplitude reduite

Pour Ie transfert reciproque de A3 a A2 , la variable reduite sur A3 est

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)

et ensuite P~ = =fS(cl)P3' ou s(cI) est Ie signe de Cl. Nous avons egalement

(6.65)

Examinons Ie cas p~ = - P3, qui se presente quand Cl > 0 et a2 = al +7f/2,
ou quand Cl < 0 et a2 = al - 7f/2. Alors

V;(p~) = eia, (cosal + Cl sinaI) F a1 [VI] (-p~)
= eia, (cos al + Cl sin aI) Fa ,±7r[VI] (p~) , (6.66)



6. Diffraction et transformation de Fourier fractionnaire 173

ou Ie signe ± se rMere a (X2 = (Xl ±7r/2. La composition de Fe," et F- a2 a bien
un sens. De fa<;on explicite nous ecrivons (P2 est la variable reduite sur A2)

(6.67)

et la composition conduit a

(6.68)

Le cas P~ = P3 se presente quand El > 0 et (X2 = (Xl - 7r /2, ou quand El < 0
et (X2 = (Xl + 7r /2. Alors V; (p~) = V3 (p~) et la composition de F a, et F -a2 est
possible. Nous avons, explicitement,

(6.69)

Dans les deux cas nous retrouvons la relation (6.25) (remarque 6.1.8). La
composition des transferts de A 2 a A 3 et de A 3 a A 2 correspond au transfert du
champ de la sphere Al a sa sphere de Fourier A2 , comme il fallait s'y attendre
(diffraction de Fraunhofer).

Remarque 6.3.1. La demonstration precedente reste valable si A 3 n'est pas
situee entre Al et A 2 , un des deux transferts (au moins) etant virtuel.

Remarque 6.3.2. En suivant la methode precedente, la loi de composition se
demontre dans des cas plus generaux [188].

6.3.2 Deuxieme methode

La methode suivie au paragraphe precedent n'est pas entierement satisfai­
sante, car elle attribue des roles differents a AI, A 2 et A3 : par exemple les
variables reduites se rapportent a Al et a A 2 seulement. Or Ie strict respect du
principe de Huygens-Fresnel voudrait que les trois transferts consideres dans
la composition s'expriment en des termes equivalents. Pour fixer les idees, de­
signons par (Xji l'ordre de la transformation de Fourier fractionnaire associee
au transfert de Ai vers A j . Le principe de Huygens-Fresnel exige d'avoir

(6.70)

OU (Xji est defini de la meme mamere, en fonction de Ai et A j , quelle que
soit la paire (i,j). Nous exposons ici une technique de composition, due a
E. Fogret [78], qui satisfait les exigences mentionnees.

Soient trois calottes spheriques Ai (i = 1,2,3). Le rayon de courbure de Ai
est R i , la distance (sommet a sommet) de Ai a A j est D ji , la variable spatiale
sur Ai est Ti et Ui l'amplitude du champ. A la paire (i,j) (ordonnee) est associe
l'operateur de transfert Hji de Ai a A j (voir Ie paragraphe 3.5).

Pour fixer les idees, la calotte spherique A3 est supposee situee entre Al
et A 2 , bien que les resultats obtenus s'appliquent a toutes les situations. Les
distances prises en compte satisfont la relation



174 Optique de Fourier

(6.71)

Le principe de Huygens-Fresnel se traduit par (relation (3.48) p. 59)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

Dans Ie present chapitre, l'operateur de transfert H ji se represente par la trans­
formation de Fourier fractionnaire FCiji , et Ie probleme se pose de savoir dans
queUe mesure la relation (6.72) est respectee par cette representation.

Le transfert de Ai a A j est decrit par les parametres aji et Cji tels que

2 (Dji + Rj)(Ri - D ji )
cot aji = -'--""--...,-------"--'------"--'-

Dji(D - R i + R j )

2 Dji(Rj + D ji )

Cji = (Ri - Dji)(Dji - R i + R j ) .

Pour simplifier, les transferts H21 et H31 sont supposes d'ordre reel. Dans
ces conditions 0021 et 0031 sont des nombres reels dans l'intervaUe ]- 1r, 1r[, tels
que a21D21 ?: 0 et a31D31 ?: O. Les parametres C21 et C31 sont egalement reels
et satisfont c21R1 > 0 et c31R1 > O.

Pour les paires (1,2) et (1,3), les variables reduites liees au transfert Hji
sont

[ji] _ Ti
Pi - ,

J>"CjiRi

[ji] _ T·
Pj - d;;R;(cosaji + Cji Sinaji),

>..CjiRi

et les amplitudes reduites

~[ji] (p1
ji

]) = Ui ( J>"CjiRi p1ji]) ,

[ji]

V[ji] (p[ji]) = U j ( ~p~ ),
J J COSaji+CjiSmaji

si bien que Ie transfert de Ai a A j se met sous la forme

V[ji] (p[ji]) = eiCiji (cos a .. + C.. sin a .. ) F. .. [V[ji] ] (p[ji])
J J Jt Jt Jt Cil' t J'

(6.75)

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

A ce stade, nous ne connaissons pas la nature du transfert H23 s'il est
d'ordre reel, il se met sous la forme de la relation (6.79) avec i = 3 et j = 2, les
variables et amplitudes reduites etant definies par les relations (6.75)-(6.78).
S'il est d'ordre complexe, les variables et amplitudes reduites sont definies dif­
feremment, mais il est encore possible d'ecrire la relation (6.79) (voir Ie para­
graphe 6.4). Dans tous les cas, nous designons par 9ji l'operateur defini par la
relation (6.79), c'est-a-dire tel que

Vj[ji] = 9ji [~[ji]J . (6.80)

La relation (6.72) exige d'avoir

(6.81)
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Proposition 6.3.1. Une condition necessaire pour obtenir Q2I = Q23 0 Q3I est

R
3

= D3I (R2 + D 23 )(RI - D 2d + D 23 (R2 + D 2d(RI - D3I )

D3I (R I - D 2d + D 23 (D2I + R 2 ) .

Preuve. La composition exige d'avoir

(6.82)

cos CX2I + E2I sin CX2I = (cos CX23 + E23 sin CX23)(cos CX3I + E3I sin cx3d. (6.83)

Avec les notations de ce paragraphe, la relation (6.32) s'ecrit

. 2 Ri(Rj + D ji )
(COSCXji + Eji SmCXji) = Rj(R

i
_ D

ji
) ,

si bien que la relation (6.83) est satisfaite seulement si

(6.84)

R I (R2 + D 2I )

R 2 (R I - D 2I )

R 3 (R2 + D 23 ) R I (R3 + D 3d

R 2 (R3 - D 23 ) R 3 (R I - D 3d .
(6.85)

La relation (6.85) se revele etre une equation du premier degre en R3 dont la
solution est donnee par la relation (6.82). D

II s'agit ensuite d'etablir la reciproque de la proposition 6.3.1 et de montrer
que, si Ie rayon R 3 satisfait la relation (6.82), Ie transfert de Q2I est bien la
composition de Q3I et Q23 (pris dans cet ordre). La demonstration repose sur
deux lemmes dont la preuve, donnee dans une publication recente [78], n'est
pas reprise ici (voir l'exercice 6.1).

Lemme 6.3.1. Si la condition (6.82) est satisjaite, alors :

t. E3I = E2I ;

ll. Le transjert de A 3 aA 2 est d'ordre reel (E23 2 > 0).

Si la condition (6.82) est satisfaite, Ie deuxieme point du lemme 6.3.1 montre
que Ie transfert H23 est d'ordre reel; il s'exprime donc dans les memes termes
que les transferts H2I et H3I : les variables et amplitudes reduites sont donnees
par les relations (6.75)-(6.78) avec i = 3 et j = 2 et Ie transfert par la relation
(6.79) ou (6.81).

Lemme 6.3.2. Si la condition (6.82) est satisjaite, alors :

i. Les variables reduites sur A 3 , liees aux transferts H3I et H32' sont iden­
tiques : p~3] = p~"1 ;

ii. Les variables reduites sur AI, liees aux transferts H2I et H3I' sont iden­
tiques : pi21

] = p~"1 ;

iii. Les variables reduites sur A 2 , liees aux transferts H2I et H23' sont iden­
tiques : p~"] = p~31 ;

iv. CX2I = CX23 + CX3I.
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La proposition 6.3.1 et sa reciproque sont incluses dans la proposition sui­
vante:

Proposition 6.3.2. La relation 921 = 9230931 est verifiee si, et seulement si,
le rayon de courbure R 3 satisfait la relation (6.82).

Preuve. Compte tenu de la proposition 6.3.1, il reste a montrer que si la condi­
tion (6.82) est satisfaite, alors 921 = 923 0931·

Pour l'operateur H31' Ie transfert du champ s'ecrit

IT[311( [311) iQ31( .) 'L [IT[311J( [311)
V3 P3 = e cos 031 + c31 sm031 orQ31 VI P3 ,

et pour l'operateur H23

IT[231( [231) iQ23 ( .) 'L [IT[231J ( [231)
V2 P2 = e cos 023 + C23 sm 023 or Q23 v3 P2 .

(6.86)

(6.87)

Si la condition (6.82) est satisfaite, les variables reduites sur A3 sont les memes
pour les deux transferts (lemme 6.3.2). Par consequent vi23l = vi311

, et la
composition de :FQ31 et :FQ23 (pris dans cet ordre) a bien un sens. On obtient

vi23l (p~31) = ei(Q23+Q3d :F23 [:F31 [VrlJ] (p~31)

= eiQ21 :F21 [vrlJ (p~31) . (6.88)

Pour conclure, remarquons que Ie point ii du lemme (6.3.2) assure l'indentite
des variables reduites sur Al dans les transferts H21 et H31 : pi21l = pill; il
en resulte l'identite des fonctions reduites Vi21l = Vi311 . Pour la meme raison,
Ie point iii assure l'egalite des variables reduites sur A 2 . Nous remplar;ons Vi311

par Vr l et p~3l par p~ll dans la relation (6.88) et obtenons

IT[211( [211) _ iQ21 'L [IT[211J ( [211)
V2 P2 -e or21 VI P2 . (6.89)

La relation (6.89) est equivalente a 921 = 923 0931. D

Conclusion. Le principe de Huygens-Fresnel est respecte si, et seulement si,
Ie rayon de la sphere intermediaire A 3 satisfait la relation (6.82).

6.4 Complement : diffraction et transformations de
Fourier fractionnaires d'ordre complexe

6.4.1 Transfert du champ

Le transfert de l'amplitude du champ d'un emetteur A (rayon de courbure
RA, amplitude UA, variable r) vers un recepteur D (rayon RD, amplitude UD,
variable s), situe a la distance D, s'ecrit (c'est la relation (6.1) p. 159)

UD(s) = _i exp [_ in (_1 +~) S2] (6.90)
AD A RD D

x l2exp[_i; (~- ;A)r
2

] exp[~~s.r] UA(r)dr.
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Ce transfert est d'ordre reel si, et seulement si,

J = (D + RD)(RA - D) > 0
D(D - RA + RD ) - ,

(6.91)

conformement a la relation (6.22) p. 164. Si J ?: 0, On choisit a reel de fa<;on
a avoir cot2 a = J (voir la remarque 6.1.7). Dans ces conditions, la relation
(6.21) montre que c2 > 0, et c est lui-meme un nombre reel.

Nous examinons comment proceder quand J < 0 [191]. La definition 6.1.1
a deja baptise Ie transfert, dans ce cas, « d'ordre complexe », un peu par anti­
cipation. 11 reste toutefois a montrer que la relation (6.90) se met effectivement
sous la forme d'une transformation de Fourier fractionnaire d'ordre complexe
et a preciser les variables reduites qui permettent cela.

Le cas J = -1, qui se rencontre si RARD = 0 et qui n'est pas realiste, est
ecarte d'emblee.

11 est souhaitable de maintenir la relation cot2 a = J, et cela conduit a
admettre des valeurs de a complexes de la fa<;on suivante :

- si J < -1, soit (3 > 0 tel que

coth2 (3 = -J .

Nous choisissons a = i(3, si bien que cot a = - i coth (3 ;
- si -1 < J < 0, soit (3 > 0 tel que

2 1
coth (3 = -J'

Nous choisissons a = 7f/2 + i(3, si bien que

i
cota = ----.

coth(3

(6.92)

(6.93)

(6.94)

Dans les deux cas, l'ordre a est tel que cot2 a = J.
La representation d'un phenomene de diffraction par une transformation de

Fourier fractionnaire est fondee sur l'analogie des relations (6.1) - ou (6.90) - et
(6.2). Le fait de choisir a complexe pose un probleme technique mathematique.
Pour des raisons physiques, l'integrale de la relation (6.1) doit etre convergente,
ou etre valide au sens des distributions, et cela autorise finalement de choisir UA

dans une classe de fonctions assez vaste (jusqu'aux distributions temperees). En
revanche, si a est complexe, l'integrale de la relation (6.2) peut etre divergente,
meme si f appartient a une classe de fonctions tres restrictives, comme celle des
fonctions a decroissance rapide. Quand a est imaginaire, la quantite -i cot a
devient reelle et peut etre positive. Or la fonction exp[x2 ] n'est pas integrable
(elle n'admet pas non plus de transformee de Fourier). Certes physiquement, la
fonction UA est a support compact et les integrales se ramenent a des domaines
d'integration finis: Ie probleme de la divergence de l'integrale de la relation (6.2)
disparait. Mais cela n'est pas dans l'esprit du calcul symbolique adopte dans ce
livre, qui veut pouvoir representer des cas limites, certes ideaux, en premiere
approche des cas reels.
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L'idee vient alors de compenser Ie terme imaginaire introduit par cot a par
un autre terme imaginaire et de jouer pour eela avec les coordonnees reduites,
qui deviennent complexes.

La relation (6.5) conduit it choisir E tel que

(6.95)
D

E = RA _ D cot a.

La relation (6.21) est encore satisfaite par E 2 .

Dans ce qui suit, Ie signe de DRA(RA - D) joue un role. Remarquons it ce
propos que DRA(RA - D) = 0 seulement si D = 0, ou si D = RA, et dans les
deux cas Ie transfert est d'ordre reel, ce qui n'est pas pris en compte ici. Enfin
RA = 0 n'est pas physique. Nous pouvons supposer DRA(RA - D) i=- O.

Soit s Ie signe de DRA (RA - D), et soit X Ie nombre reel tel que

X =SiE. (6.96)

Le choix de X et celui de (3 (coth (3 > 0) montrent que XRA > O.

Lemme 6.4.1. Soient a et E choisis comme ci-dessus.

i. Si a = i(3 (J < -1), alors cos a + E sin a est un nombre reel dont le signe
est celui de RA(RA - D).

ii. Si a = 7r/2 + i(3 (-1 < J < 0), alors i(cosa + Esina) est un nombre reel
dont le signe est celui de RA(RA - D).

(6.97)

Preuve. Supposons d'abord a = i(3, avec (3 > O. Alors sin a = i sinh (3, avec
sinh (3 > O. On a E = -siX et

cosa + Esina = (c~sa + E) sina = (E R A - D + E) sina
sma D

ERA sin a s XRA sinh (3
D D

(6.98)

Le dernier membre de droite de la relation (6.97) est un nombre reel et son
signe est celui de sD (car XRA > 0 et sinh(3 > 0), d'ou la premiere partie du
lemme.

Supposons a = 7r/2 + i(3. Alors sin a = cosh (3 2: O. On ecrit

i(cos a + Esin a) = i (c~s a + E) sin a = i (E R A - D + E) sin a
sma D

iERA sin a s XRA cosh (3

D D
dont on deduit la deuxieme partie du lemme. D

Dans ces conditions, les variables et fonctions reduites sur A et D sont
definies de la maniere suivante :

1 + si
P - r- v2>'XRA '

(6.99)
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1 + 5i
u = (cos a + csina)s,

..j2AXRA

179

(6.100)

(6.101)

(6.102)

(
1-5i ~ )

VA(P)=UA v'2 VAXRAP ,

VD(u) = UD ( (1- 5 i)v'XXRA) u)
v'2 (cos a + c sin a)

Par la suite, nous supposons DRA(RA - D) > 0 (5 = 1). (On traiterait de
la meme maniere Ie cas DRA (RA - D) < 0.) Puisque les variables reduites sont
des variables vectorielles complexes (de dimension 2) nous definissons Ie produit
scalaire de P = (s, t) et u = (u, v) (s, t, u et v sont des nombres complexes)
par

P . u = st + uv . (6.103)

Nous notons (1 + i)lR l'ensemble des nombres complexes de la forme (1 + i)x, OU
x est un nombre reel. (Dans Ie plan complexe, (1 +i)lR est la premiere bissectrice
des axes.) Nous notons r = (1 + i)lR x (1 + i)lR (c'est un sous-ensemble de <e2 ).

Avec les variables et amplitudes reduites definies ci-dessus, Ie transfert de
l'amplitude du champ de l'emetteur A vers Ie recepteur V, donne par la relation
(6.90), s'ecrit

cos a + csina
VD(U) = i. exp[-i1fu·ucota] (6.104)

sma

x / exp[-i1fp.pcota] exp [2i~U.P] VA(p)dp.ir sma

Formellement, Ie membre de droite de la relation (6.104) est une transformation
de Fourier fractionnaire etendue a des variables complexes. Pour avoir une
veritable transformation de Fourier fractionnaire, il faut ramener Ie domaine
d'integration a lR2 .

Lemme 6.4.2. Soit VXI l'amplitude reduite dejinie, pour p[r] E lR2, par

(6.105)

Si VXI admet un prolongement holomorphe sur <e2 et n'a pas de poles, et si
F",[VXI] admet un prolongement holomorphe sur r, alors la relation (6.104)
s'ecrit, pour u E r,

(6.106)

Preuve. Soit a un nombre complexe de la forme a = i(3, ou bien de la forme
a = 1f/2 + i(3 , OU (3 est un nombre reel strictement positif. Nous procedons en
trois etapes.
i - Si fest une fonction definie sur lR et si x' est un nombre reel, nous definissons
l'operateur T", par
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FIG. 6.5. Chemin d'integration pour la preuve
du lemme 6.4.2.

2 2 [2i7rXX']Ta[f](x,x') = exp[-i7r(x' +x ) cot a] exp -.- f(x).
sma

(6.107)

Supposons que fait un prolongement holomorphe et n'ait pas de poles. Si z
est un nombre complexe, nous supposons que IzTa[j](z,x')1 tend vers 0 quand
Izl tend vers l'infini. Vne integration sur Ie chemin indique par la figure 6.5 et
Ie theoreme des residus (et les lemmes de Jordan [7,9,212]) permettent d'ecrire
(apres passage a la limite)

1 Ta[j](z,x')dz= rTa[f](x,x')dx.
(Hi)IR JIR

(6.108)

(6.109)

ii - Soit f une fonction d'une variable reelle a deux dimensions. Nous notons
p[r] = (x, y) (x et y sont des nombre reels) et a[r] deux vecteurs de JR2 et
introduisons l'operateur Sa tel que

Sa [f] (p[r] , a[r]) = exp [-i7r(a[r] ·a[r] + p[r].p[rl) cot a]

[
2i7ra[r].p[rl ]

X exp . f(p[r]) .
sma

Le produit scalaire euc1idien sur JR2 s'etend ac2 conformement a la relation
(6.103). Si f admet un prolongement holomorphe sur C2 et n'a pas de poles,
alors, pour tout vecteur a[rl de JR2, Sa [f](p[r l , a[rl), considere comme fonction
de p[rl, admet un prolongement holomorphe sur C2 qui n'a pas de pole.

On deduit de l'etape i

(6.110)

iii - Si -ra[f] admet un prolongement holomorphe et si a = (1 + i)a[rl , alors

i eX~[-ia] rSa [f] (p, a) dp = -ra[j](a) .
sma Jf' (6.111)

Pour conc1ure il reste a faire f = VXI dans la relation (6.111) et a remarquer
que

VA CJ;-i p[rl) = VX1(p[rl ).

Les relations (6.104) et (6.111) conduisent a la relation (6.106).

(6.112)

D
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Proposition 6.4.1. Soit un emetteur A (rayon R A ) et un recepteur V (rayon
RD) it, la distance D, tels que le transfert de A it, V soit d'ordre complexe, ce
qui a lieu si

J
= (D + RD)(RA - D)

( )
< o.

D D-RA+RD
(6.113)

Soit a tel que cot2 a = J, et soient c et X definis par les relations (6.95)
et (6.96). Les variables reduites, p sur A et a sur V, sont definies par les
relations (6.99) et (6.100); les amplitudes reduites sont VA et VD, definies par
les relations (6.101) et (6.102). On suppose que VA admet un prolongement
holomorphe sur <e2 et n'a pas de poles.

Le transfert du champ de A it, V se decrit it, l'aide d'une tranformation de
Fourier fractionnaire d'ordre complexe a. Plus precisement

Preuve. La variable reduite p, donnee par la relation (6.99), s'ecrit

_ 1 +.5 i lrl
p- V2 p ,

(6.114)

(6.115)

ou plrJ est une variable reduite (vectorielle) reelle. On applique Ie lemme 6.4.2
a la fonction vXI definie par

VlrJ( [rl) = V (1 +.5i lrl)
A p A V2 P (6.116)

D

Remarque 6.4.1. La relation (6.114) est la generalisation de la relation (6.20)
au plan complexe.

Remarque 6.4.2. Les fonctions d'Hermite-Gauss (voir l'appendice C) satis­
font les hypotheses de la proposition 6.4.1. Ces fonctions forment une base
hilbertienne de l'espace des fonctions de carre sommable, ce qui permet d'ap­
pliquer la proposition a de telles fonctions. Elles correspondent aussi aux modes
d'Hermite-Gauss d'un resonateur optique, et la proposition 6.4.1 est utile pour
l'etude d'un tel dispositif (voir Ie chapitre 7).

6.4.2 Analyse graphique

Nous completons l'analyse du paragraphe 6.2.2. Soit A un emetteur et soit
V un recepteur a la distance D. Soit F la sphere de Fourier de A. Soit S la
sphere tangente a V centree sur A et soit T la sphere tangente a V centree
sur F. Comme au paragraphe 6.2.2, nous utilisons les courbures des calottes
spheriques mentionnees. Puisque I!:s = -1/D et I!:T = l/(RA -D), Ie parametre
J de la relation (6.91) s'ecrit
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(6.117)

Les situations rencontrees aux paragraphes 6.2.2 et 6.4.1 se synthetisent de
la fac;on suivante :

1° Si I!:s :::; I!:T :::; I!:D ou I!:D :::; I!:T :::; I!:s, alors J < -1, et ex est de la forme
ex = i(3 ((3 > 0) ;

2° Si Min(l!:s,I!:T) :::; I!:D:::; Max(l!:s,I!:T), alors J ~ 0, et ex est reel. (C'est la
situation analysee au paragraphe 6.2.2) ;

3° Si I!:T :::; I!:s :::; I!:D ou I!:D :::; I!:s :::; I!:T, alors -1 < J < 0, et ex est de la
forme ex = 1f/2 + i(3 ((3 > 0).

La figure 6.6 illustre les trois situations possibles (Ie recepteur V j represente
Ie recepteur V dans la situation j de la liste precedente).

A

6.5 Exercices

FIG. 6.6. Le transfert du champ de A a VI est
d'ordre a = i(3. Celui de A a V 2 est d'ordre reel.
Celui de A a V 3 est d'ordre a = 1r/2 + i(3.

Exercice 6.1. Demontrer les lemmes 6.3.1 et 6.3.2.

Exercice 6.2. Soit deux calottes spheriques Al et A2 (centrees sur l'axe z).
On designe par 8 j Ie sommet de A j et par Gj son centre de courbure. Montrer
que Ie transfert de l'amplitude du champ d'une calotte it l'autre est d'ordre reel
si, et seulement si, les quatre points 8 1 , G1 , 8 2 et G2 sont ordonnes sur l'axe z
de fac;on it ce que deux indices voisins soient toujours differents (1212 ou 2121 ;
et non par exemple 1122, ni 1221).



Chapitre 7

La methode de la transformation de
Fourier fractionnaire

Conformement aux resultats du chapitre 6, la cle de l'association entre un
phenomEme de diffraction et une transformation de Fourier fractionnaire reside
dans Ie choix de l'ordre de cette derniere. Or une transformation de Fourier frac­
tionnaire est completement caracterisee par son ordre ; une fois celui-ci connu,
l'ecriture explicite de la transformation n'apporte pas d'information supple­
mentaire : il doit etre possible de resoudre des problemes de diffraction en ne
manipulant que les ordres des transformations concernees ainsi que les para­
metres qui leur sont lies, sans recourir a l'ecriture integrale du phenomene de
diffraction considere. C'est en cela que consiste l'idee developpee dans ce cha­
pitre. Sa mise en amvre conduit a une nouvelle methode d'etude de problemes
de diffraction metaxiale, fondee sur l'emploi de la transformation de Fourier
fractionnaire [184-188].

La methode proposee dans ce chapitre est d'abord illustree par un exemple
deja traite, celui de l'imagerie coherente a travers un dioptre spherique (vue
au chapitre 4). Appliquee ensuite aux resonateurs optiques et aux faisceaux
gaussiens, elle offre l'interet d'inclure leur theorie dans Ie cadre de l'optique de
Fourier, qui s'en trouve elargi d'autant.

7.1 Le dioptre

L'imagerie coherente par un dioptre a ete etudiee au chapitre 4. L'approche
suivie considerait plusieurs cas particuliers avant de conclure par Ie cas general.
La raison de cela etait qu'il fallait adapter les courbures des emetteurs et des
recepteurs pour etre dans une situation de transformation de Fourier optique.
La transformation de Fourier fractionnaire, parce qu'elle inclut des termes de
phase quadratique dans sa forme integrale, permet de traiter d'emblee Ie cas
general.

7.1.1 Transfert general

Soit V la surface d'un dioptre qui separe deux milieux homogenes et iso­
tropes d'indices de refraction n et n'. Le sommet de Vest 0 et son rayon de
courbure est RD (fig. 7.1). La lumiere se propage du milieu objet (n) vers Ie
milieu image (n'). La longueur d'onde A du rayonnement dans l'espace objet
et la longueur d'onde A' dans I'espace image satisfont la relation nA = n'A'.
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A

o
C~S'

--~--

A'

FIG. 7.1. Le processus de formation d'une image coherente Ii travers un dioptre se
decrit au moyen de la composition de deux transformations de Fourier fractionnaires,
associees au transfert du champ de A Ii 'D et de 'D Ii A'.

Soit A un emetteur spherique de centre C, de sommet S et de rayon de
courbure RA = SC, situe a la distance d = OS de V. L'emetteur est dans
l'espace objet: c'est un emetteur reel si d :s: 0, virtuel si d > O. Soit egalement
un recepteur spherique A', de sommet S', situe dans l'espace image, a la distance
d' = OS' de V. Le centre de courbure de A' est C' et son rayon de courbure
est RA , = S'C'. Le recepteur peut etre reel (d' ~ 0) ou virtuel (d' < 0). Les
variables sont r sur A, S sur V et r' sur A'.

Il s'agit d'exprimer l'amplitude du champ sur A' en fonction de l'amplitude
du champ sur A a l'aide d'une transformation de Fourier fractionnaire. Pour
cela, la surface Vest consideree comme un recepteur intermediaire; Ie resultat
s'obtient en composant deux transformations de Fourier fractionnaires.

Le transfert de V a A' se con<;oit sous la forme directe, selon la proposition
6.1.1, avec les parametres It', 0/ et c' tels que

d',
IL = R

D
'

(7.1)

(7.2)
IL' IL'RD + RA,

1 - IL' (IL' - l)RD + RA' '

, ,1- IL'
cot a = c -- (7.3)

IL'

Ie domaine de a' etant [0, K[ si d' ~ 0, ou ] - K, 0] si d' :s: 0 (les deux conditions
sont compatibles si d' = 0 et dans ce cas a' = 0). Les variables et amplitudes
reduites sur V et A' sont respectivement

1
0-'= S,

ylA'c'RD

1
p' = (cos a' + c' sin a') r' ,

.jA'c'RD

V};(o-') = UDhlA'c'RD 0-'),

VA,(p') = UN (JA'c'RD p'.)
cos a' + c' sma'

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)
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Dans ces conditions, conformement a la relation (6.20), Ie transfert de VaAl
s'exprime par

VA'(p/) = e ia
' (cosal + EI sinal) Fa' [Vb] (pi) . (7.8)

Le transfert de A a Vest decrit sous sa forme reciproque, qui permet d'avoir
les memes variables reduites sur V, condition necessaire a la composition des
deux transformations concernees. Les parametres fractionnaires correspondants
sont fJ, a et E tels que

d
fJ = RD '

2 fJ fJRD + RA
E = -- --,-----'--------:::-=------''''=-

1 - fJ (fJ - 1)RD + RA '

1-fJ
cota = E--

fJ

(7.9)

(7.10)

(7.11)

Ie domaine de a etant [0,7r[ si d ~ 0, ou ] - 7r,0] si d :::; o. Les variables et
amplitudes reduites sur V et A sont

1
0"= S

VAERD '

1
P = y')\il[D (cos a + E sin a) r ,

AERD

VD(O") = UD(VAERD 0"),

VA(P) = UA (VAERD p.)
cosa + ESllla

Le transfert du champ de A a V se traduit par

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

La composition des operateurs des relations (7.8) et (7.16) est possible si
les variables reduites sur V sont egales (0" = 0"/), ce qui implique

nlE = nE
I

.

Si tel est Ie cas, alors Vb = VD et

V ( I) _ i(a'-a) cosa
l + E

I
sinal r [V]( I)

A' P - e . Fa'-a A P .
cosa + ESllla

(7.17)

(7.18)

Ainsi l'amplitude du champ reduite sur AI s'exprime en fonction de l'amplitude
reduite sur A a l'aide d'une transformation de Fourier fractionnaire d'ordre
(3 = a l

- a.
La relation (7.18) est equivalente aux relations (4.40) et (4.42) du para­

graphe 4.3 (ici AI joue Ie role de B/).
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7.1.2 Formules paraxiales

A quelles conditions A' est-elle l'image coherente de A? C'est Ie cas si
(3 = 0, ou si (3 = ±7f, parce que la transformation Fo est l'identite et que
F{3[j](p) = F{3-7f[!](-p) (I 'image est inversee, ce qui est frequent en optique).

Si (3 = 0, alors a' = a, et cela est possible si a' et a sont dans Ie meme
intervalle, c'est-a-dire si A est un objet reel (d ~ 0) et A' une image virtuelle
(d' < 0); ou si A est virtuel (d > 0) et A' reel (d' ~ 0) ; ou encore si a = a' = 0
(d = d' = 0). Dans tous les cas fJlt' ~ 0 (soit encore dd' ~ 0).

D'autre part, (3 = 7f signifie a' = a + 7f, et (3 = -7f signifie a' = a - 7f. Cela
a lieu si A et A' sont tous les deux reels ou tous les deux virtuels, c'est-a-dire
si fJfJ' ~ 0 (ou dd' ~ 0).

Quand (3 = 0 ou quand (3 = ±7f, on a cot a' = cot a, ce qui donne, grace a
la relation (7.17),

,I - fJ' 1 - fJ
n--=n--

fJ' fJ'

et ensuite,

(7.20)

La relation (7.20) est la formule de conjugaison du dioptre spherique; elle se
met sous la forme classique (relation (4.4) p. 70)

n' n n' - n
d'=d+~· (7.21)

(7.22)

II reste a exprimer l'amplitude du champ sur l'image en fonction de celle
sur l'objet. Si (3 = 0, la transformation F{3 devient l'operateur identite et les
variables reduites sur A et sur A' doivent etre egales : p' = p. II en resulte
l'expression du grandissement transversal aux sommets 98 entre A et son image
A', defini par r' = 98r, sous la forme

cosa + Esina
98 = .

cos a' + E' sin a'

(Pour etablir la relation (7.22), on utilise les relations (7.5), (7.13), (7.17) et
sina' = sina.) II resulte des relations (7.3), (7.11) et (7.17)

_ E+ cot a _ EfJ' _ n d'
98 - - - ---

E' + cot a' E'fJ n'd'
(7.23)

si bien que Ie grandissement 98 est Ie grandissement (transversal) paraxial ha­
bituel, tel qu'il est donne par exemple par la relation (4.14) p. 74.

Si (3 = ±7f, comme l'application de F±7f a une fonction change Ie signe de la
variable dans cette fonction, nous obtenons une image si p' = -p; d'ou (avec
sina' = - sina)
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cos a + E sin a E + cot and'
~=- = =--.

cos a' + E' sin a' E' + cot a' n' d

187

(7.24)

Dans les deux cas ((3 = 0, ou (3 = ±7f), Ie grandissement transversal s'ecrit

i(a-a') cos a + E sin a
98 = e

cos a' + E' sin a'
(7.25)

De plus, 98 a Ie signe de J.Llt' : il est positif si (3 = 0, et negatif si (3 = ±7f.
Finalement, si 5(98) est Ie signe de 98' la relation (7.18) s'ecrit

(7.26)

(7.27)

La relation (7.26) est equivalente a la relation (4.21) p. 75.

7.1.3 Formules metaxiales

La relation (7.20) traduit la conjugaison du sommet de l'emetteur et du
sommet de son image; l'analyse est poursuivie selon la meme methode pour
montrer que les centres de courbure sont aussi conjugues l'un de l'autre et pour
retrouver ainsi Ie resultat etabli au chapitre 4 a propos de l'imagerie coherente
(double conjugaison).

Soient q = OC et q' = OC'; de q = d + RA et q' = d' + RA " il resulte

2 J.L J.LRD + R A J.L d + R A
E = -- -- --:-----=,------'-=.=_

1- J.L (J.L -l)RD + RA 1- J.L d - RD + RA
J.L q

1- J.L q - R D

De la meme maniere

,2
E

J.L' q'

1- J.L' q' - R D
(7.28)

Les relations (7.17) et (7.19) donnent

n' q'

n q' - RD

dont on deduit

(7.29)

qui signifie que C et C' sont conjugues.
II resulte des relations (7.20) et (7.30)

n' (~ - ~) = n (~ -~) ,
d' q' d q

et cette quantite est l'invariant metaxial du dioptre spherique.

(7.30)

(7.31)
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Pour completer les formules , il reste a etablir la loi du grandissement des
rayons de Bonnet. Le grandissement transversal aux sommets est

n d'
gs = n' d'

Le grandissement transversal aux centres est

n q'
gc =,-,

n q

et comme RA = q - d et RA , = q' - d', la relation (7.31) conduit a

,RA' RAn--=n-.
d'q' dq

Le grandissement des rayons est

RA , n d' q' n'
gr = RA = n' d q = -:;:; gs gc ,

(7.33)

(7.34)

(7.35)

et cela constitue la loi de Bonnet (relations (4.29) p. 770u (4.33) p. 80).

7.1.4 Conclusion

La methode developpee dans ce paragraphe est equivalente a celle du cha­
pitre 4. Comme cette derniere, elle conduit a la condition de double conjugaison
pour l'imagerie coherente par un dioptre (conjugaison des sommets; conjugai­
son des centres de courbure) et ala formule du grandissement des rayons. Elle
donne egalement l'amplitude du champ sur l'image en fonction de celle sur
l'objet. Elle est fondee sur une theorie scalaire de la diffraction, donc implicite­
ment sur des integrales du type des transformations de Fresnel. Cependant la
methode exposee s'applique et se developpe sans qu'il ne soit besoin d'ecrire ex­
plicitement ces integrales : il suffit de manipuler les ordres des transformations
de Fourier fractionnaires associees aux transformations integrales de Fresnel;
ils ne dependent - outre la longueur d'onde - que de la geometrie du probleme
etudie (rayons de courbure, distances entre les surfaces).

7.2 Fondements de la theorie des resonateurs optiques

Un resonateur optique se compose de deux miroirs spheriques (ou plans) qui
se font face \ et il est clair que la theorie metaxiale est tout a fait adaptee, a
priori, a leur etude, puisqu'elle traite d'emetteurs et de recepteurs spheriques.
Ce paragraphe decrit ces resonateurs et etablit leurs principales proprietes a
l'aide de la transformation de Fourier fractionnaire.

1 Un tel resonateur est dit ouvert : les parois laterales ne sont pas reflechissantes. II
existe aussi des resonateurs en anneau [6,216].
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L'importance des resonateurs optiques vient en grande partie de celles des
lasers 2. Un laser associe deux effets : une amplification du rayonnement par
emission stimulee 3 et une resonance. C'est essentiellement Ie resonateur (ou
cavite) optique qui determine les proprietes geometriques du rayonnement laser
(meme si la prise en compte de l'amplification apporte des corrections aux
resultats obtenus pour une cavite passive [81]).

La theorie developpee dans ce paragraphe, consacree a l'etude des modes
transversaux des resonateurs, ne tient pas compte de la limitation des dimen­
sions transversales des miroirs. Cette approximation est justifiee pour un grand
nombre de lasers [112,126].

7.2.1 Convention pour les miroirs

Dans tout ce qui precede, Ie sens de propagation de la lumiere determinait Ie
sens positif des mesures algebriques. Or pour un miroir, Ie sens de propagation
change lors de la reflexion, d'oli les conventions suivantes. La premiere consiste
a maintenir Ie sens de propagation de la lumiere comme donnant Ie sens positif
des mesures algebriques, ce qui signifie que ce sens positif n'est pas Ie meme
avant et apres reflexion. On sait par exemple que Ie foyer d'un miroir spherique
(Ie foyer objet comme Ie foyer image) est ami-distance du centre de courbure C
et du sommet du miroir S (fig. 7.2). Bien que les foyers F et F' se confondent
dans l'espace (geometrique), ils appartiennent pourtant a des espaces optiques
differents, ce qui conduit aux definitions suivantes. La distance focale objet est
f = SF, et son signe se determine par reference au sens de propagation de la
lumiere avant reflexion. Ainsi f est negative pour un miroir concave (qui se
comporte comme une lentille convergente), et positive pour un miroir convexe.
La distance focale image est l' = SF' et son signe se definit par reference au
sens de propagation de la lumiere apres reflexion. II en resulte l' = -f.

On definit de meme un centre de courbure objet C tel que SC = 2SF, et un
centre de courbure image C' tel que SC' = 2SF'. Le rayon de courbure objet
est R = SC; il se rapporte a la direction de propagation de la lumiere avant

C F
--1---

C' F'

FIG. 7.2. Pour un miroir, Ie foyer objet Fest situe dans
l'espace objet et il se rapporte, optiquement, Ii la direc­
tion de propagation de la lumiere avant la reflexion. Le
foyer image F' se rapporte Ii la direction de propagation
apres la reflexion. On introduit un centre de courbure
objet C et un centre de courbure image C' ; ces points
sont confondus geometriquement, mais pas optiquement.

2 line s'agit pas d'oublier l'interferometre de Fabry-Perot, utilise en spectroscopie :
les resonateurs optiques des lasers sont des interferometres de Fabry-Perot! Tou­
tefois en spectroscopie, l'interet est mis davantage sur les modes longitudinaux de
l'instrument que sur les modes transversaux qui sont etudies dans ce paragraphe.

3 D'oiI l'acronyme L.A.S.E.R. pour Light Amplification by Stimulated Emission of
Radiation.

'"
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reflexion. Le rayon de courbure image est R' = SC' et se rapporte au sens de
propagation apres reflexion ; par consequent R' = - R.

L'interet de proceder ainsi est d'abord que les formules de conjugaison des
lentilles simples restent valables pour les miroirs spheriques 4 ; ensuite que les
resultats etablis pour la diffraction d'un emetteur vers un recepteur s'appliquent
aux miroirs, sans modifications. Avant la reflexion Ie miroir se comporte comme
un recepteur dont Ie rayon de courbure est R, alors qu'apres la reflexion, il se
comporte comme un emetteur de rayon R'.

7.2.2 Longueur d'un resonateur

Soit un resonateur optique compose de deux miroirs M l et M 2 , de sommets
SI et S2 (fig. 7.3). Pour Ie transfert du champ de M l a M2' la distance a
prendre en compte pour la diffraction est D = SIS2. Comme la lumiere se
propage de M l a M 2 , la distance D est positive; il est toutefois profitable
d'envisager qu'elle puisse etre negative (rappelons qu'il serait plus correct de
parler de mesure algebrique) : cela correspond a un resonateur virtuel.

FIG. 7.3. Resonateur optique compose de deux mi­
roirs spheriques. La longueur du resonateur est la
distance entre les sommets des miroirs; elle est la
meme pour les deux sens de parcours.

Pour Ie transfert du champ de M2 aMI, la distance de diffraction a prendre
en compte est D' = S2S1. Comme Ie sens de propagation de la lumiere est
l'oppose du precedent, on a D' = D. Il resulte des conventions choisies la
definition suivante.

Definition 7.2.1 (Longueur du resonateur). La longueur du resonateur,
notee L, est egale ala distance de diffraction d'un miroir a l'autre. Elle est la
meme pour les deux sens de parcours du resonateur.

Puisque L = D = D', il arrive que la longueur de resonateur soit nega­
tive! De fait, c'est une mesure algebrique. Cela presente de l'interet pour les
resonateurs virtuels.

4 Par exemple, la formule de Newton F A-F'A' = f l' s'applique ainsi Ii la conjugaison
de A et A', avec les conventions enoncees dans ce paragraphe.
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7.2.3 Transfert du champ d'un miroir a l'autre

Soit de nouveau un resonateur optique compose de deux miroirs M I et
M2. Soient UI(rd l'amplitude du champ sur M I et U2(r2) l'amplitude sur
M 2 . Examinons Ie transfert du champ de M I a M 2 et les conditions de son
expression par une transformation de Fourier fractionnaire. La lumiere se pro­
page de M I a M 2 : Ie rayon de courbure de M I a prendre en compte est Ie
rayon image R~, car pour Ie transfert de M I a M2 la lumiere s'eloigne de MI.
En revanche, pour M2, c'est Ie rayon objet R2 qui compte. Par consequent,
Ie transfert de M I a M 2 , exprime sous forme directe, s'effectue a l'aide des
parametres J.L, E et a tels que

L
J.L= R"

I

2 J.L J.LR~ + R 2

E = 1 - J.L (J.L - 1)R~ + R 2 '

1-J.L
cot a = E-- aL ?: O.

J.L
Les variables reduites sont

1
PI = vlAER~ rl,

ER~ > 0,

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

1
P2 = ~ (cos a + Esina) rz, (7.40)

VAER~

et avec les amplitudes reduites habituelles (voir Ie chapitre 6), Ie transfert, s'il
est d'ordre reel, se met sous la forme

(7.41)

(7.42)

Pour Ie transfert (direct) du champ de M2 aMI, les rayons de courbure
utilises sont R~ et R I , et les parametres fractionnaires sont

, L
J.L = R"

2

,2
E

J.L' J.L'R~ + R I

1 - J.L' (J.L' - 1)R~ + R I '

1- J.L'
cot a' = E'-- a'L?: O.

J.L'
Les variables reduites prennent la forme

, 1
P2 = viAE'R~ r2,

(7.43)

(7.44)

(7.45)
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1
P~ =~ (cosa l + E

I
sinal) Tl,

AEIR~

et Ie transfert se traduit par

1 TI ( I) ia' ( I I· I) 'L [11,/] ( I)v I PI = e cos a + E sm a .ra' 2 PI .

(7.46)

(7.47)

Remarque 7.2.1. II est parfois utile d'utiliser la relation (7.37) sous la forme
(voir la relation (6.21) p. 164)

2 L(L + R 2 )

E = (R~ - L) (L - R~ + R 2 )

L(L - R~)

(R~ - L) (L - R~ - R~) .
(7.48)

o

II s'agit maintenant de composer les deux transformations Fa et Fa' pour
exprimer un trajet aller et retour de la lumiere a partir de MI. Nous procedons
en plusieurs etapes.

Lemme 7.2.1. Les parametres a et a l sont reels en meme temps.

Preuve. On ecrit

2 L(L + R 2 )

E = (R~ _ L) (L _ R~ + R 2 ) = K ,

L(L+RI) I
(R~ - L) (L - R~ + RI) = K ,

(7.49)

(7.50)

et, de R~ = -RI et R~ = -R2 , il resulte que KKI > 0, ce qui signifie que E et
E

I sont reels en meme temps. Cela vaut egalement pour a et a l et provient de
leur definition a partir de E et E

I
• D

Lemme 7.2.2. Si a et a l sont reels, alors a l = a.

Preuve 5
. En rempla<;ant R~ par -RI , et R 2 par R~ dans l'expression de cot2 a,

on obtient

2 (R~ - L)(R2 + L) (R I + L)(R~ - L) 2 I
cot a = L(L _ R~ + R

2
) = L(L + R

I
_ R~) = cot a . (7.51)

(7.52)

Le signe de cot a est celui de R~L(R~ - L), et Ie signe de cot a l est Ie signe de
R~L(R~ - L) (voir la remarque 6.1.7 p. 164). Si a et a l sont reels, la relation
(7.51) montre que

L(L-RI -RI )
I 2 > 0

(R~ - L) (L - R~) - ,

c'est-a-dire, en remarquant que L(L - R~ - R~) = (R~ - L)(R~ - L) - R~R~,

5 La preuve est la meme que la deuxieme partie de la preuve de la proposition 6.2.1
p.168.
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R'R'
I 2 > 1

(R~ - L) (R~ - L) - .

II en resulte, pour a et a' reels,

R'R'L2
I 2 > 0

(R~ - L) (R~ - L) - ,
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(7.53)

(7.54)

et necessairement R~L(R~ - L) et R~L(R~- L) ant Ie meme signe, ce qui signifie
que cot a et cot a' ant Ie meme signe. Finalement cot a = cot a'.

Pour a et a' reels, nous avons aL ?: 0 et a'L ?: 0, de telle sorte que a et
a' ant Ie meme signe. Comme de plus a et a' sont dans] - Jr, Jr[, la relation
cot a = cot a' implique a' = a. D

Remarque 7.2.2. Les lemmes 7.2.1 et 7.2.2 peuvent se deduire de la propo­
sition 6.2.1 en rempla<;ant a' par -a'.

Lemme 7.2.3. Avec les definitions et les notations antirieures, nous avons

(cos a' + E' sina')(cosa + Esina) = 1.

Preuve. On ecrit (voir la relation (6.32) p. 166)

E
2 fJ.R~ + R 2

(cos a + E sin a) 2 = 2 2( )2 ( )
J.L + E 1 - J.L 1 - J.L R 2

(L + R2)R~

(R~ - L)R2 '

et de meme

De R~ = -RI et R~ = -R2 , on deduit

(cos a' + E' sina')2(cosa + Esina)2 = 1.

(7.55)

(7.56)

(7.57)

(7.58)

La relation (6.10) p. 161 donne cosa + Esina > 0, et comme il s'agit d'une
relation generale, elle donne aussi cos a' + E' sin a' > O. Le resultat cherche s'en
deduit. D

Lemme 7.2.4. Les variables reduites sur les miroirs sont telles que P~ = PI
et P~ = P2·

Preuve. Mentionnons d'abord la relation

(7.59)

dont on deduit
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(7.60)

(7.62)

(7.61)

1

Pour les variables reduites sur M 2 , on ecrit

(cos a + E sin a) 2 (L + R2 ) R~ 1

AER~ (R~ - L)R2 AER~

1 1
==f--=±--.

AE'R2 AE'R~

Comme ER~ > 0 et E'R~ > 0, seul Ie signe + est a prendre en consideration
dans Ie membre de droite de la relation (7.61). De cosa + Esina > 0 et des
relations (7.40) et (7.45) on deduit : P~ = P2.

Pour les variables reduites sur M I , on ecrit

(cos a' + Esina')2 (L + RdR~ 1
.--

AE'R~ (R~ - L) R I AE'R~
1 1

= =f-- =±--
AERI AER~ .

lci encore seul Ie signe + est a considerer. Le raisonnement est Ie meme que
precedemment du fait que cos a' + E' sin a' > O. On arrive a P~ = Pl. D

Le fait que les variables reduites sur M I et M2 sont les memes pour les
deux transferts rend possible la composition des deux transformations corres­
pondantes, ce qui conduit a :
Proposition 7.2.1. Soit un resonateur constitue de deux miroirs M I et M2.
Soit a l'ordre de la transformation de Fourier fractionnaire qui exprime le
transfert direct du champ de M I a M2. Si a est reel, le transfert du champ
dans un alter et retour de M I a M I s'exprime par une transformation de
Fourier fractionnaire d'ordre 2a. Si VI est l'amplitude reduite sur M I , alors

(7.63)

Preuve. Comme P~ = PI et P~ = P2, les amplitudes reduites sont telles que
V{ = VI et V2 = V;. Le resultat est immediat a partir des equations (7.41) et
(7.47) et des lemmes 7.2.2 et 7.2.3. D

Remarque 7.2.3. La relation (7.63) vaut aussi pour un aller et retour apartir
de M2, si bien que

(7.64)

Remarque 7.2.4. On peut etre surpris de constater que les ordres des trans­
formations de Fourier fractionnaires associees aux transferts de M I a M2 et
de M2 a M I sont egaux : cela traduit une certaine symetrie entre ces deux
transferts, bien que Ie resonateur ne soit pas lui-meme symetrique (en general).
Toutefois les variables reduites ne sont pas les memes sur les deux miroirs. La
repesentation du transfert du champ par diffraction sous la forme d'une trans­
formation de Fourier fractionnaire adapte precisement les variables d'espace
pour conduire a une identite formelle des deux transferts. 0
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La proposition 7.2.1 reste vraie si Ie transfert du champ d'un miroir a l'autre
est d'ordre complexe. Nous admettrons ce resultat, demontre par ailleurs [191]
et enon<;ons :

Proposition 7.2.2. La relation (7.63) est vraie si a est complexe (transfert
d'ordre complexe).

7.2.4 Modes transversaux

Nous commen<;ons par adapter les notations. Soit a r l'ordre de la transfor­
mation de Fourier fractionnaire associee au transfert direct de M I a M2' que
nous supposons d'ordre reel (ar est un nombre reel). Selon Ie lemme 7.2.2, a r

est aussi l'ordre de la transformation associee au transfert de M 2 aMI, et la
relation (7.63) montre que l'amplitude reduite sur Ie miroir M I est invariante
dans une transformation de Fourier fractionnaire d'ordre 2ar . Au transfert de
M I a M2 correspond Ie parametre Cr tel que (cr est un nombre reel)

L(L - R~)

(R~ - L) (L - R~ - R~) .
(7.65)

Nous construisons une famille de recepteurs {M o,} aSSOCIes a une meme
valeur de c, valeur que nous choisissons egale a Cr' Soit un recepteur spherique
intermediaire M a situe a la distance Da de M I (fig. 7.4) et tel que Ie transfert
de M I a M a se represente par une transformation de Fourier fractionnaire
d'ordre a. Nous choisissons Ie rayon de courbure Ra de M a de telle sorte que
la valeur de c soit egale a Cr' Le rayon Ra est donne par

(7.66)

OU J.1, = D a / R~ (la relation (7.66) est la relation (6.18) p. 162 adaptee aux
notations de ce paragraphe). Le transfert de M I a M a est d'ordre reel puisque
Cr est reel: a est un nombre reel. Si r' est la variable spatiale sur M a , la
variable reduite sur M a est

1 ,
p= ~(COsa+crsina)r.

V >"crR~
(7.67)

FIG. 7.4. L'amplitude du champ sur Ie recep­
teur intermediaire Me> est similaire a I'ampli­
tude sur Ie miroir M 1 dans la mesure OU cette
amplitude se represente par une fonction propre
d'une transformation de Fourier fractionnaire.
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lmaginons que Mo: soit un miroir sans que change Ie champ sur Mo:. Par
consequent, Ie champ sur M 1 est Ie meme pour Ie resonateur initial (forme des
miroirs M 1 et M 2 ) que pour un resonateur admettant M 1 et Mo: comme mi­
roirs. Dans ce dernier cas, l'amplitude reduite du champ sur M 1 est invariante
dans une transformation de Fourier fractionnaire d'ordre 2a. Ce resultat est
valable pour toute valeur de a comprise (au sens large) entre °et a,... II s'etend
a une calotte spherique Mo: qui n'est plus situee entre M 1 et M 2 , et eela a
lieu quand a n'appartient pas a [0, a,..].

Ce qui precede se synthetise dans la proposition suivante.

Proposition 7.2.3. L 'amplitude du champ sur un miroir d'un resonateur op­
tique est une fonction propre de toute transformation de Fourier fractionnaire
(c'est-a-dire quel que soit l'ordre de cette derniere).

Les fonctions propres communes a toutes les transformations de Fourier
fractionnaires sont les fonctions d'Hermite-Gauss. II en resulte que l'amplitude
reduite sur M 1 est, a un facteur dimensionnel pres, une fonction d'Hermite­
Gauss, de la forme

(7.68)

ou H n est un polyn6me d'Hermite. Rappelons la relation (voir l'appendice C)

(7.69)

Si l'amplitude du champ reduite sur M 1 est une fonction d'Hermite-Gauss,
puisque son transfert de M 1 a Mo: se traduit par une transformation de Fourier
fractionnaire, l'amplitude reduite sur Mo: est la meme fonction d'Hermite­
Gauss (a un facteur d'echelle pres). Cela vaut egalement pour Ie champ sur
M2. En conclusion, l'amplitude du champ est invariante tout au long de la
propagation 6, et eela conduit a la notion de mode de propagation transversal
[31,79,80,126]. On parle de mode (m, n) pour Ie mode dont l'amplitude reduite
est representee par la fonction <Pm,n'

Plus generalement, et en tenant compte de ce qui se passe dans un laser
(pour lequel c'est Ie rayonnement exterieur a la cavite qui est interessant en
general) on etend ce qui precede a l'exterieur du resonateur. Nous en arrivons a
considerer une famille de surfaces Mo: correspondant a une meme valeur c,.. de
c, Ie parametre a variant continument. La distance Do: varie de -00 a +00 et Ie
rayon de Mo: est donne par la relation (7.66). (lei apparait l'interet d'envisager
des distances D (ou L) negatives - voir Ie paragraphe 7.2.2.)

Pour m = n = 0, on obtient comme fonction propre une fonction de Gauss
et Ie mode associe est Ie mode fondamental.

La figure 7.5 donne l'intensite vibratoire de quelques modes transversaux
d'un resonateur optique. On remarque que plus les indices m et n sont grands,
plus Ie mode (m, n) s'etale sur une plus grande surface.

6 Cela est vrai a une homothetie pres sur la variable d'espace puisque justement les
variables reduites ne sont pas les memes sur chaque sphere Mo<,
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FIG. 7.5. Exemples de modes transversaux d'un resonateur optique; il s'agit des
modes d'Hermite-Gauss. On a represente l'eclairement de chaque mode, c'est-a-dire
l'Pm,n(x,Y)1 2 (I'axe x est horizontal et I'axe Y vertical). Dans la litterature, ces modes
sont aussi designes sous la forme TEMm,n, c'est-a-dire comme des modes transverses
electromagnetiques, puisque les champs E et H de ces modes sont effectivement
transversaux, dans I'approximation scalaire.

Remarque 7.2.5. Les modes representes sur la figure 7.5 sont les modes
d'Hermite-Gauss du resonateur, puisque representes par des fonctions du meme
nom. Ces modes apparaissent « naturellement » dans la theorie developpee ici
dans un systeme de coordonnees cartesiennes x et y; leur amplitude est repre­
sentee par une fonction 'Pm,n(x, y). On developpe une analyse comparable en
choisissant des coordonnees polaires et, tout aussi naturellement, apparaissent
des modes de Laguerre-Gauss 7, qui presentent une symetrie de revolution.
Mathematiquement, les fonctions de Laguerre-Gauss forment une base hilber­
tienne de l'espace des fonctions de carre sommable et on passe lineairement de
ces fonctions a celles d'Hermite-Gauss.

En pratique, un resonateur est limite par une pupille. Si celle-ci est circu­
laire, on met en evidence, experimentalement, les modes de Laguerre-Gauss; si
la pupille est carree, les modes d'Hermite-Gauss (c'est une approximation: plus
precisement, les modes sont representes par des fonctions spheroidales [112]).
Dans Ie cas d'un laser, comme Ie remarque Siegman [216], de faibles perturba­
tions de la geometrie du resonateur, comme par exemple l'introduction d'une
fenetre de Brewster, privilegient toutefois les modes d'Hermite-Gauss.

7.2.5 Modes longitudinaux

Conformement a la regie 1 p. 48, un facteur de phase a ete omis dans
l'expression de la diffraction-propagation d'un miroir a l'autre. Puisque dans

7 Etudier Ie resonateur en coordonnees polaires a I'aide de la transformation de
Fourier fractionnaire est une question ouverte a ce jour.
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un aller et retour la lumiere parcourt la distance L, la relation (7.63) s'ecrit de
fait

(7.70)

ou a r est l'ordre de la transformation de Fourier fractionnaire qui exprime Ie
transfert du champ d'un miroir a l'autre. Si Vm,n est l'amplitude reduite du
mode (m, n) (ce qui suppose a r reel) alors

v, (p) = e-4i7rL/A e 2iQr e 2i (m+n)Qr V, (p)m,n 1 m,n 1,

ce qui impose

2nLT - a r (1 + m + n) = qn ,

(7.71)

(7.72)

ou q est un nombre entier. Seules des ondes a certaines longueurs d'ondes
resonnent dans la cavite optique. On parle de mode longitudinal.

7.2.6 Stabilite d'un resonateur

Soit un resonateur compose des miroirs M I et M2. Le transfert du champ
de M I aMI, apres une reflexion sur M2, s'exprime par une transformation
de Fourier fractionnaire d'ordre 2ar, comme dans la relation (7.63). Si a r est
complexe, il y a une attenuation achaque aller et retour qui est due ades pertes
par diffraction. Le resonateur est dit instable.

Proposition 7.2.4 (Stabilite d'un resonateur). Un resonateur est stable
si, et seulement si, les amplitudes reduites sur les miroirs se correspondent dans
une transformation de Fourier fractionnaire d'ordre reel.

Une condition classique de stabilite d'un resonateur s'enonce comme suit
[110,215].

Proposition 7.2.5 (Corollaire de la proposition 7.2.4). Un resonateur
est stable si, et seulement si, sa longueur L et les rayons images R~ et R~ des
miroirs sont tels que

o< (1 -~) (1 -~) :::; 1.
- R~ R~

Preuve. Pour Ie transfert de M I a M 2 , l'ordre est a r tel que

(7.73)

(7.74)

Pour maintenir une certaine symetrie entre les deux miroirs, nous utilisons Ie
rayon image R~ de M2 et ecrivons
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cot2 Q
r

= (R~ - L)(L - R~)
L (L - R~ - R~) .
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(7.75)

Le parametre Q r est reel ou complexe selon Ie signe du membre de droite de la
relation (7.75).

Comme L(L - R~ - R~) = -(R~ - L)(L - R~) - R~R~, on deduit de la
relation (7.75) que Q r est reel si, et seulement si,

R'R'
1 2 > 1

(R~ - L) (R~ - L) - .

Cette relation est equivalente a (7.73).

(7.76)

D

Remarque 7.2.6. Le choix du mot « stabilite » vient des premiers temps
des lasers et n'est pas tres judicieux, car il introduit des confusions dans la
comprehension du fonctionnement d'un laser [6,216,217]. On pensait (annees
60) qu'un resonateur instable ne permettait pas Ie bon fonctionnement d'un
laser. II n'en est rien, et d'ailleurs de nombreux lasers ont une cavite instable,
ou en limite de stabilite 8 : cavite confocale symetrique, resonateur a deux
miroirs plans.

L'instabilite d'un resonateur traduit d'importantes pertes par diffraction.
Ces dernieres peuvent toutefois etre compensees par l'amplification. Dans un
resonateur stable, il y a un effet de focalisation des faisceaux, qui limite les
pertes par diffraction: plusieurs modes sont voisins (spatialement) et cela est
nefaste pour Ie fonctionnement monomode du laser; il y a competition entre
les modes pour beneficier de l'amplification. Au contraire, dans un resonateur
instable, il y a une meilleure separation spatiale des modes et cela favorise
Ie fonctionnement monomode du laser [6,216,217]. Plut6t que de resonateur
stable on parle parfois de resonateur a modes confines, ce qui traduit mieux la
realite physique.

7.2.7 Col d'un resonateur

Soit encore Ie resonateur de la figure 7.3. L'amplitude du champ reduite
sur M2 est la transformee de Fourier fractionnaire d'ordre Q r de l'amplitude
reduite sur MI. Le resonateur est suppose stable, c'est-a-dire que l'ordre Q r

est reel, et l'etude qui suit porte sur Ie mode fondamental. La representation
de l'amplitude de ce mode sur M a , une surface de la famille construite au
paragraphe 7.2.4, est donnee par la fonction

(7.77)

et l'introduction du parametre

8 Par limite de stabilite nous voulons dire qu'ils satisfont une des deux egalites de la
relation (7.73).
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1

2w
IE ..

r

FIG. 7.6. Definition du rayon transversal du
mode fondamental.

JAErR~ 1
w = --1r- cosa + Er sina '

permet d'ecrire la relation (7.77) sous la forme

(7.78)

(7.79)

(Selon la relation (6.10) : cosa + Er sin a > 0, si bien que w > 0.)
Le parametre west Ie rayon transversal 9 du mode fondamental sur Mo:.

La majeure partie de l'energie portee par Ie champ se concentre sur un disque
lumineux de rayon w. En tout point de ce disque l'amplitude exp[_r,2 /w 2 ] est
superieure ou egale l/e.

Existe-t-il une valeur extremale de w? La proposition suivante repond a
cette question.

Proposition 7.2.6. Le rayon transversal w admet un minimum, note wo, qui
correspond atan a = Er .

Preuve. i-De

8
8a (cos a + Er sina) = - sina + Er cosa, (7.80)

resulte que cos a + Er sin a a un extremum (en fonction de a) pour tan a = Er

et par consequent w aussi.
ii - Soit ao tel que tan ao = Er .

Si Er > 0, alors ao E]0,71"j2] ou a E] - 1r, -1r/2]. La deuxieme possibilite
conduit a cos ao + Er sin ao < 0, ce qui n'est pas compatible avec la relation
(6.10). Seule la premiere possibilite est acceptable. De plus

(7.81)

9 A ne pas confondre avec Ie rayon de courbure de la sphere equiphase qui porte Ie
champ.
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et comme 0 < ao ~ 7f /2, necessairement cos ao 2: 0, si bien que I'extremum de
cos a + cr sin a est un maximum. Cela correspond a un minimum de w.

Si Cr < 0, alors ao E [-7f /2,0[, ou a E [7f/2, 7f[. La deuxieme possibilite
conduit a cos ao + Cr sin ao < 0; c'est incompatible avec la relation (6.10).
On en deduit, ici encore, que necessairement cos ao 2: 0, et I'extremum de
cos a+cr sin a est un maximum; Ie parametre w admet un minimum en a = ao.

o

Remarque 7.2.7. Le transfert de M 1 a M2 pour Ie resonateur de la figure
7.7 s'effectue avec Cr < O. La valeur ao qui intervient dans la preuve de la
proposition 7.2.6 est negative. Cela signifie que Ie minimum de w se rencontre
en dehors du resonateur (voir les propositions 7.2.8 et 14.1.3).

o
FIG. 7.7. Resonateur pour lequel Ie transfert du champ de
M 1 a M2 correspond a Cr < O.

Vne consequence de la proposition 7.2.6 est qu'il existe une sphere de la
famille {M a } sur laquelle Ie disque de concentration de I'energie du mode fon­
damental admet une aire minimale. De fait, cette sphere est un plan, confor­
mement a la proposition suivante.

Proposition 7.2.7. Le parametre w atteint son minimum Wo sur un plan
(note W o).

Preuve. Le minimum de west obtenu pour ao tel que tanao = Cr, et il lui
correspond la valeur fJo de fJ. La relation (6.5) conduit a

1 - fJo
cot ao = Cr--- .

fJo

On en deduit

fJo
1 - fJo '

ce qui signifie que la surface Wo est un plan
remarque 6.1.2 p. 163.

(7.82)

(7.83)

c'est une consequence de la
o

Definition 7.2.2 (Col d'un resonateur). Si Wo est le minimum de w, le
disque de diametre 2wo du plan Wo correspondant s'appelle le col (waist) du
resonateur.
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Proposition 7.2.8 (Position du col). Boit un resonateur de longueur L,
compose de deux miroirs M 1 et M 2, de rayons images respectijs R~ et R~. Le
col du resonateur se trouve sur le plan W o, it, la distance Lo de M1 telle que

L _ L(L - R~)

0- 2L - R' - R'1 2

Preuve. Au col correspondent Ie parametre fLo et la distance Lo (comptee it
partir de M 1) avec fLo = Lo/ R~. Pour Ie col, la valeur de a est ao telle que
tanao = Cr, si bien que

1 1 - fLo
- = cotao = Cr--
Cr fLo

et ensuite,

(7.85)

(7.86)

(7.89)

1 1
-=1+-.
fLo ci

On calcule, compte tenu de la valeur de Cr,

R~ =~=1+ (R~-L)(L-R~-R~)= -R~R~-R~2+2LR~
Lo fLo L(L - R~) L(L - R~) , (7.87)

et finalement

L - L(L - R~) (7.88)
0- 2L - R' - R'

1 2

D

Proposition 7.2.9 (Dimension du col). Pour le resonateur de la proposi­
tion 7.2.8, le rayon transversal du col s'exprime sous la jorme

Wo = f5.IL(R~ - L)(L - R~)(L - R~ - R~)11/4

V-; 12L - R~ _ R~11/2

Preuve. Le col Wo est Ie minimum de w et il s'obtient pour tan ao = Cr' La
relation (7.78) donne

Wo =
AtanaoR~
------=- cos ao .

7r
(7.90)

(Dans la preuve de la proposition 7.2.6 , nous avons montre cosao 2: 0.)
La relation (7.83) donne

2 fLo
tan ao = --,

1 - fLo
(7.91)

D

(7.92)

puis cosao = ViI - fLol. Pour L o, defini comme dans la proposition 7.2.8, la
relation (7.90) s'ecrit

JAR~ 1/4 (): , 1/4
Wo = ------;- IfLo(1 - fLo) I = V-; ILo(R1 - Lo)1 .

Les relations (7.84) et (7.92) conduisent it la relation (7.89).
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Remarque 7.2.8. Si Ie resonateur est symetrique, on a R~ = R~ et L o = L/2.
Alors Wo est Ie plan de symetrie du resonateur. La relation (7.89) devient

(7.93)

o

Proposition 7.2.10 (Rayons transversaux sur les miroirs). Pour le re­
sonateur de la proposition 7. 2. 8, les rayons transversaux du mode fondamental
sur M I et M2 sont respectivement WI et W2 tels que

7f2(R~ - L)(L - R~ - R~) ,

),2R~2L(L - RD

(7.94)

(7.95)

(7.96)

Preuve. La valeur de WI se deduit des relations (7.65) et (7.78) en faisant a = 0
(puisque Ie miroir M I sert d'origine pour a). La valeur de W2 s'obtient pour
a = a r (car M2 est la surface d'onde pour cette valeur de a) avec

. 2 (L - R~)R~
(cos a r + Cr sm a r ) = ( ') I .L - R I R 2

(La relation (7.96) se deduit de la relation (6.32) en adaptant les notations.)
La relation (7.95) se deduit des relations (7.65), (7.78) et (7.96). D

Remarque 7.2.9. Les relations (7.94) et (7.95) constituent de fait une seule
et unique relation puisque les deux miroirs ont un role equivalent. On passe
bien de l'une a l'autre en echangeant R~ et R~.

Remarque 7.2.10. Pour un resonateur symetrique les rayons de courbure des
miroirs sont tels que R~ = R~, et par consequent

7f2(2R~ -L)·
(7.97)

7.3 Faisceaux gaussiens

7.3.1 Notion de faisceau gaussien

Les ondes qui resonnent dans un resonateur optique stable ont une repar­
tition spatiale (transversale) de type gaussien (voir Ie paragraphe 7.2); elles
constituent une bonne approximation des ondes emises par les lasers (si les
effets dus aux dimensions transversales limitees des miroirs sont negligeables).
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De la Ie terme de « faisceau gaussien » employe pour qualifier Ie rayonnement
emis par de telles sources.

Des ondes a amplitude gaussienne se rencontrent toutefois dans d'autres
circonstances, par exemple quand on traite des lentilles a gradient d'indice
(lentille GRIN 10 [247,249]), ou encore des fibres optiques (approximation du
mode fondamental par une amplitude gaussienne [41,220]). Un objectif trans­
forme un faisceau gaussien en un autre faisceau gaussien qui n'est plus « di­
rectement » relie a sa source (nous voulons dire qu'il n'est pas dans Ie meme
espace optique que la source). C'est pour cela qu'il est interessant de considerer
un faisceau gaussien par lui-meme, independamment de la fac;on dont il a ete
engendre.

Conformement a ce qui est explique au paragraphe 7.2.4, un faisceau gaus­
sien est caracterise par une famille de calottes spheriques 11 non concentriques,
sur lesquelles l'amplitude du champ est representee, a des termes de phase pres
(precises par la suite), par une fonction de Gauss (si on s'en tient a l'onde fon­
damentale) ou par une fonction d'Hermite-Gauss. Ces calottes spheriques sont
des surfaces d'ondes (surfaces equiphases). Le faisceau gaussien proprement dit
est constitue des trajectoires orthogonales des surfaces equiphases (fig. 7.8).

On peut toujours imaginer un faisceau gaussien engendre par un resonateur
hypothetique dont les miroirs se confondent avec deux des calottes spheriques
equiphases. A la notion de col d'un resonateur se substitue celle de col du
faisceau gaussien (Beam waist).

FIG. 7.8. Un faisceau gaussien se
con<;oit comme orthogonal Ii une
famille de calottes spheriques non
concentriques sur lesquelles l'ampli­
tude du champ est une fonction
de Gauss (ou plus generalement,
d'Hermite-Gauss) .

7.3.2 Faisceaux gaussiens dans l'espace libre

Caracterisation d'un faisceau gaussien par son col. Elle resulte de la
proposition suivante.

Proposition 7.3.1. Pour une longueur d'onde A donnee, unfaisceau gaussien
est entierement defini par son col. Si Wo est le rayon transversal du col, le rayon
de courbure Rd de la surface equiphase (c'est une calotte spherique) Ii la distance
d du plan du col est (fig. 7. 9)

(7.98)

10 GRIN est l'acronyme de Gradient Index.
11 Dans les limites de l'approximation metaxiale.
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et le rayon transversal du faisceau sur cette surface est Wd, tel que

(7.99)

Preuve. Un faisceau gaussien peut se concevoir comme etant engendre par un
resonateur symetrique hypothetique dont les miroirs sont deux surfaces equi­
phases de la famille constituant Ie faisceau. Soit d la distance du plan du col
a l'un des deux miroirs du resonateur. Avec les notations du paragraphe 7.2.7
nous avons d = - L /2 et donc Rd = R~. La valeur de Rd se deduit de la relation
(7.93) et la valeur Wd de la relation (7.97). D

Wo

FIG. 7.9. Un faisceau gaussien est parfaitement
defini par son col Woo La longueur d'onde etant
connue, on ca1cule Ie rayon de courbure Rd de la
sphere Md dont Ie sommet est a la distance d du
col (Md est une surface d'onde).

Remarque 7.3.1. Si d = 0 la relation (7.98) donne Rd infini, et la relation
(7.99) Wd = Woo 0

Forme du faisceau a grande distance du col. On deduit des relations
(7.98) et (7.99) qu'a grande distance du colle faisceau gaussien est pratiquement
un faisceau conique divergent dont Ie demi-angle au sommet est la limite de
IWd/Rdl quand d tend vers l'infini, soit explicitement (fig. 7.10)

(7.100)

Le centre de courbure des calottes spheriques equiphases tend vers Ie plan du
col. L'amplitude du champ sur ces spheres reste gaussienne.

FIG. 7.10. A grande distance du col, Ie faisceau
gaussien est pratiquement un faisceau conique de
demi-angle au sommet f) = A/(7rWO).
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Caracterisation d'un faisceau gaussien par sa trace sur une surface
d'onde quelconque. La proposition 7.3.1 se generalise sous la forme suivante.

Proposition 7.3.2. Pour une longueur d'onde >. donnie et une calotte sphi­
rique 5 donnie, de rayon de courbure R, il existe un seul faisceau gaussien
ayant un rayon transversal w sur 5. Le rayon transversal du col du faisceau est
Wo tel que

1
wo2 = w 2

--=---,-­
7f2W4 '

1 + >.2R2

et la distance du plan du col au sommet de 5 est

d= _ R

(
>.R)2 .

1+ ­
7fW2

(7.101)

(7.102)

Preuve. Soit un faisceau gaussien de rayon transversal Wo sur Ie col. Si 5 est
une surface equiphase de ce faisceau, de rayon de courbure R, si west la valeur
du rayon transversal sur 5 et d la distance du plan du col a 5, les relations
(7.98) et (7.99), s'ecrivent

(7.103)

(7.104)

et conduisent a

et

w2

R=d 2 2'
Wo -w

II resulte de la relation (7.103)

2 2 ~2w 4w 2
R = R w - Wo + " 0

w 2 )..2R(w2 -w02)'

c'est-a-dire,

(7.105)

(7.106)

(7.107)

(7.108)

qui conduit a la relation (7.101). La relation (7.102) se deduit des relations
(7.101) et (7.106).

On conclut que l'amplitude du champ sur 5 est egale a l'amplitude du
champ engendre, a la distance d, par Ie faisceau gaussien de rayon transversal Wo
sur Ie col. L'unicite du faisceau gaussien est une consequence de la proposition
7.3.1. D
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Remarque 7.3.2. Si Ie rayon de courbure Rest infini, la surface S est Ie plan
du col. On constate que la relation (7.101) donne Wo = w, et la relation (7.102),
d= O. 0

Amplitude du champ sur une surface d'onde. La proposition suivante
caracterise l'amplitude du champ associee a un faisceau gaussien sur une calotte
spherique equiphase arbitraire.

Proposition 7.3.3. Soit Sd une surface d'onde d'un faisceau gaussien, situee
Ii la distance d du plan du col (rayon transversal Wo et longueur d'onde A). Soit
a tel que

Ad
tana = --2'

1fWo
(7.109)

(7.111)

Si l'origine des phases est prise sur le plan du col, l'amplitude du champ sur
Sd est, pour le mode (m, n),

Um,n(x, y, d) = Uo Wo Hm (h~) Hn (hJL ) (7.110)
Wd Wd Wd

[
x2 + y2 2i1fd ]

x exp - Wd 2 -T+i(m+n+1)a ,

ou Wd est le rayon transversal du faisceau sur S, et Uo une constante dimen­
sionnelle.

Preuve. Considerons Ie faisceau gaussien produit par un resonateur qui admet
Sd comme miroir. La surface Sd correspond a l'ordre fractionnaire 0 et, pour
a = 0, la relation (7.78) permet d'ecrire Ie parametre Cr sous la forme

1fWd2

Cr = ARd '

OU Wd est Ie rayon transversal du faisceau sur Sd et Rd Ie rayon de courbure de
Sd. Il resulte de la relation (7.101)

et on deduit de la relation (7.99)

A2d2

D'autre part, On trouve Ie col pour tan ao = Cr, de telle sorte que

Ad
tanao = ---.

1fWo2

(7.112)

(7.113)

(7.114)

Le signe moins dans la relation (7.114) se justifie ainsi : tan ao a Ie signe de Cr

qui est Ie signe de Rd (car crRd > 0). La relation (7.98) montre que Ie signe de
d est oppose a celui de Rd et donc au signe de tan ao.
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L'amplitude du champ sur Ie col se deduit du champ sur Sd par une trans­
formation de Fourier fractionnaire d'ordre ao sous la forme

(7.115)

(7.116)

ou Wo est l'amplitude reduite sur Ie col et V sur Sd. L'amplitude reduite du
mode (m, n) sur Ie plan du col est 'Pm,n et on en deduit que l'amplitude reduite
sur Sd est

e-iao e-iao(m+n+l)

Vm,n = +. F-ao['Pm,n] = +. 'Pm,n'cos ao Cr SIn ao cos ao Cr sm ao

On conclut en passant aux amplitudes U, c'est-a-dire aux variables d'espace
r = (x, y). Alors

1 2 2
--2- = 1 + tan ao = 1 + Cr ,
cos ao

et ensuite

(7.117)

1

(cosao + Cr sinao)2

1
(7.118)

d'apres la relation (7.112).
Si on choisit Ie plan du col comme reference des phases, il est naturel d'uti­

liser Ie parametre a = -ao pour definir la surface d'onde a la distance d du
col. Ainsi la relation (7.114) devient la relation (7.109). L'amplitude du champ
sur Sd s'ecrit

Um,n(x, y, d) = Wo Hm (h~) Hn (hJL ) (7.119)
Wd Wd Wd

[

X2 + y2 ]X exp - Wd 2 + i(m + n + l)a

On obtient la relation (7.110) si on se souvient que dans l'expose de la diffrac­
tion metaxiale, on avait volontairement omis un terme de phase de la forme
exp[- 2i7!"d/ A] (voir la regIe 1 p. 48. Ici on applique cette regIe pour exprimer
la propagation entre Ie col et Sd). D

Remarque 7.3.3. Si on veut l'amplitude du champ sur Ie plan situe a la
distance d du col, on a recours a une transparence de courbure de la forme
exp[i7!"(x2 + y2)/ARd]' et on multiplie par ce facteur l'amplitude donnee par la
relation (7.110).

Remarque 7.3.4. La relation (7.109) montre que Ie parametre a tend vers
7!" /2 quand d tend vers +00 et vers -7!"/2 quand d tend vers -00. Si on s'interesse
au faisceau gaussien « fondamental », pour lequel m = n = 0, on constate qu'il
y a dans l'expression de l'amplitude du champ du faisceau gaussien un terme
de phase qui passe de -7!"/2 a 7!"/2 au cours de la propagation, c'est-a-dire un
dephasage de 7!" qui s'ajoute au dephasage « naturel » du a la distance. Ce
dephasage est l'equivalent du dephasage de 7!" qui se manifeste quand une onde
passe par son foyer.
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7.3.3 Imagerie d'un faisceau gaussien

Montrons d'abord que l'image d'un faisceau gaussien a travers un systeme
optique centre est encore un faisceau gaussien. Soit 5 une surface equiphase
du faisceau gaussien objet et soit 5' son image a travers Ie systeme. L'ampli­
tude du champ sur 5 est gaussienne et Ie rayon transversal est w. Si gs est Ie
grandissement aux sommets entre 5 et 5', l'image coherente de l'amplitude du
champ sur 5' est gaussienne et Ie rayon transversal est gsW' On conclut a l'aide
de la proposition 7.3.2.

Le probleme qui se pose ensuite est celui de determiner Ie faisceau gaussien
image en supposant connu Ie faisceau objet.

Propriete fondamentale : Pimage du col d'un faisceau gaussien it. tra­
vers un systeme it. foyers n'est pas Ie col du faisceau image. Cela resulte
des proprietes de l'imagerie coherente et en particulier du fait que l'image d'un
emetteur plan n'est pas un plan mais une calotte spherique. Si Wo est Ie plan
qui contient Ie col du faisceau objet, son image est la calotte spherique Wb
centree au foyer image du systeme optique; elle n'est un plan que si Ie systeme
optique est afocal. Or Ie col d'un faisceau gaussien est un plan: nous devons
conclure que Wb ne peut pas contenir Ie col du faisceau image si Ie systeme
optique n'est pas afocal (fig. 7.11).

-I
q'

F

q

I~

Wo

W o

FIG. 7.11. Quand un systeme optique a foyers forme I'image d'un faisceau gaussien,
Ie col du faisceau image n'est pas I'image du col du faisceau objet.

D'autre part, Ie col du faisceau image est sur un plan, disons WL qui est
l'image (ou la conjuguee) d'une calotte spherique WI centree au foyer objet du
systeme optique. Cette constatation permet d'etablir les formules de l'imagerie
d'un faisceau gaussien.

Remarque 7.3.5. Ce qui precede se resume en disant qu'il n'y a pas imagerie
des cols (sauf si Ie systeme optique est afocal). On etablit cependant a propos
des cols de curieuses lois de conjugaison, qui ne sont pas tout a fait celles de
l'optique geometrique paraxiale. Il faut comprendre qu'il n'y a rien de surpre­
nant a cela puisqu'il n'y pas conjugaison des cols! En revanche l'imagerie des
faisceaux gaussiens s'explique tout a fait par les proprietes de l'imagerie cohe­
rente (theorie metaxiale), c'est-a-dire par la double conjugaison des sommets et
des centres de courbure. En aucune far;on les faisceaux gaussiens n'echappent
aux lois de l'optique geometrique. 0
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La proposition suivante est technique: elle constitue une etape pour de­
montrer la proposition 7.3.5 qui est d'emploi plus simple et plus universe!.

Proposition 7.3.4 (Localisation du col du faisceau image). Soit un ob­
jectif de foyers F et F ' (distances focales 1 et f') formant l'image d 'un faisceau
gaussien. Soit 51 une surface equiphase du faisceau gaussien objet, de sammet
SI et de rayon de courbure R~. Soit 7] = SIF / R~. Le plan du col du faisceau
image passe par le point W{ tel que

F'W
'

= 7] - cr
2

(1 - 7]) If'
1 7]2+ cr2(1-7])2 R~'

Preuve. Soit W{ Ie plan du col du faisceau image. C'est l'image coherente d'une
calotte spherique WI centree au foyer objet de l'objectif (fig. 7.11). Calculons
d'abord la position de WI. Pour eela imaginons Ie faisceau objet produit par
un resonateur optique, et soit M l un des deux miroirs qui sert d'origine pour
Ie parametre O!. Si ,1 = SIF, alors 7] = ,1/R~. Soient WI Ie sommet de WI et
D l = SI WI = P,IR~. La calotte spherique WI correspond a une certaine valeur
0!1 de O!, et comme elle est centree en F, nous avons W IF = Roc" avec

R - P; + cr2(1 - P,1)2 R
'

oc, - -P,I+ ci(l-p,d l'

OU R~ est Ie rayon de courbure image de MI. D'autre part Ie rayon Roc, est tel
que Roc, = ,1- D l = (7] - p,dR~, et on deduit de la relation (7.121)

cr2(1-7])
P,1 = 2(1 ) , (7.122)

Cr - 7] - 7]

ce qui permet de calculer la position de WI.
Cherchons maintenant la position du plan du col du faisceau image. Le

rayon de courbure de WI est

I 7]2 + c?(l - 7])2 I

Roc, = (7]-p,dR l = 2(1) R l ·
7] - cr - 7]

Soient 1 la distance focale objet de l'objectif et f' la distance focale image
(n'I = -nf'). Si F ' est Ie foyer image, la formule de conjugaison de Newton
donne FWI . F'W{ = If', si bien que

F'W,=_If' =_ 7]-chl-7]) If'
1 Roc, 7]2+ cr2(1-7])2 R~'

et la proposition est demontree. D

(7.125)

o

Remarque 7.3.6. Le plan du col du faisceau objet, c'est-a-dire W o, est a la
distance FWo = (p,I - 7])R~ de F. Si W6 est l'image de W o, la formule de
conjugaison de Newton donne

F'W:' = If'
o (p,I - 7])R~ .
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(7.126)

La proposition suivante permet de situer Ie col du faisceau image si on
connait la position du col du faisceau objet.

Proposition 7.3.5 (Formule de « conjugaison » des cols). Soient res­
pectivement F et F' le foyer objet et le foyer image d 'un objectif qui forme
l'image d 'un faisceau gaussien. Soient f et f' les distances focales objet et image
de cet objectij. Le col du faisceau objet est situe en W o et le col du faisceau image
en W{. Soient q = FWo et q' = F'W{. Une formule de « conjugaison » des
cols est (fig. 7.11)

, ff'
qq = 2 4'

1r Wo
1+~

A q

Preuve. L'origine des distances dans l'espace objet est prise au foyer objet de
l'objectif, de telle sorte que 7] = 0 dans la relation (7.120). Soit d l la distance
du col a WI : d l = WoWI. Comme Ie rayon de courbure de WI est Rd1 , il
resulte de la relation (7.124)

(7.127)

ou on a utilise la relation (7.121). On introduit q = FWo = -d l - Rd1 et
q' = F'W{, et on obtient

(7.128)

1r2W04
d l = -2-'

A q

La relation (7.127) s'ecrit

(7.129)

D

(7.130)If'q'
1r2W04 '

q+7q

dont on deduit la relation (7.126).

Remarque 7.3.7. Nous baptisons « formule de conjugaison des cols » la re­
lation (7.126) meme s'il n'y a pas conjugaison des cols, comme il est explique
dans la remarque 7.3.5. Nous nous conformons en cela a l'usage (abusivement)
etabli dans la litterature sur Ie sujet.

Remarque 7.3.8. Si Wo est nul, c'est-a-dire si on ne tient pas compte de la
diffraction, la relation (7.126) se reduit ala formule de conjugaison de Newton:
qq' = If', une formule classique de l'optique paraxiale. On obtient encore cette
formule comme limite quand q tend vers l'infini.
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Remarque 7.3.9. Si q = 0, la relation (7.126) donne q' = 0 (cela est peut­
etre plus clair it partir de la relation (7.130) qui lui est equivalente). Autrement
dit, si Ie col du faisceau objet est dans Ie plan focal objet de l'objectif, Ie col
du faisceau image est dans Ie plan focal image. On passe du col objet au col
image par une transformation de Fourier optique : pour les cols, la situation est
celle de la figure 5.4 p. 103. (Cette propriete est utilisee en telecommunications
optiques pour coupler une diode laser it une fibre optique.)

Proposition 7.3.6 (Col du faisceau image). Le rayon transversal du col
du faisceau image est w~, tel que

(7.131)

Preuve. i - Comme WI est it la distance d l du col du faisceau objet, et selon
la relation (7.99), nous avons

(7.132)

ii - Le rayon w~ du col du faisceau image est l'image d'un disque de rayon WI.

Le grandissement lateral pour cette conjugaison est

F'W{ f
g=---=-=.

l' FWI
(7.133)

Comme WI est une sphere centree au foyer objet, alors FWI = -Rd 1 et par
consequent

(7.134)

(7.135)

soit encore

(7.136)

qui, compte tenu de la relation (7.129), conduit it la relation (7.131). D
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Remarque 7.3.10. Si Ie col du faisceau objet est dans Ie plan focal objet de
l'objectif, alors q = 0 et Ie col du faisceau image est dans Ie plan focal image
(remarque 7.3.9). De plus

w' = IflA
1 ]fWo'

(7.137)

Remarque 7.3.11. Si les indices de refraction de l'espace objet et de l'espace
image sont egaux, on remplace f par - I' dans les formules (7.131) et (7.137).
Si ces indices sont net nt, on a Af = -A'I', et les formules (7.131) et (7.137)
s'ecrivent

et

, II'IA'
WI = --.

]fWo

7.3.4 Conclusion sur les faisceaux gaussiens

(7.138)

(7.139)

Si les formules rapportees dans ce paragraphe sont classiques [11,79,96,110,
216,248], la methode suivie pour les etablir ne l'est pas, it double titre, puis­
qu'elle est metaxiale et fractionnaire. Ce qui est important, c'est que les pro­
prietes des faisceaux gaussiens, leurs formules de « conjugaison » par exemple,
s'expliquent - mieux : se comprennent - dans Ie cadre de l'imagerie coherente :
elles relevent toutes de la simple application du theoreme 2 (p. 78). La theorie
metaxiale fournit une explication physique profonde du comportement des fais­
ceaux gaussiens et leur ate Ie caractere exceptionnel que leur attribuent souvent
les approches classiques.

7.4 Vers l'optique de Fourier fractionnaire

Nous concluons ce chapitre en soulignant les trois points suivants.

lOLa methode de la transformation de Fourier fractionnaire. L'etude du
dioptre, des resonateurs optiques, des faisceaux gaussiens, s'est effectuee
dans Ie cadre d'une theorie scalaire de la diffraction, et pour cela elle est
equivalente it celles que l'on rencontre dans la litterature [125]; elle offre
Ie meme degre de rigueur. Cependant it aucun moment il n'a ete neces­
saire de traduire les phenomenes de diffraction consideres sous leur forme
integrale explicite 12. Tous les resultats ont ete deduits de la simple mani­
pulation de l'ordre des transformations de Fourier fractionnaires associees

12 On observera qu'aucune integrale ne figure dans ce chapitre.
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au transfert du champ electrique, et des variables et amplitudes rt'iduites.
Nous avons ainsi gagne en simplicite. Nous avons egalement acquis une
vue synthetique et operationnelle de la diffraction, qui devrait favoriser de
futurs developpements.

2° Extension du domaine de l'optique de Fourier. La theorie des resona­
teurs optiques et celle des faisceaux gaussiens doivent desormais apparaitre
comme parties integrantes de l'optique de Fourier. Ce sont clairement des
themes adaptes a l'optique metaxiale, puisqu'y interviennent des miroirs
spheriques et des transferts du champ de sphere a sphere. La transforma­
tion de Fourier fractionnaire offre un gain dans Ie traitement de ces sujets,
conformement a ce qui a ete dit au point precedent.

3° Optique de Fourier jractionnaire. Outre les exemples donnes dans ce cha­
pitre, la methode exposee s'applique a la formation des images par les
instruments d'optique (chapitre 8). Des etudes ont ete menees a propos de
la diffraction par des emetteurs localement toriques, qui emploient la trans­
formation de Fourier fractionnaire 13 [184]. Par consequent, ce chapitre doit
etre compris comme la premiere etape dans la constitution d'une veritable
doctrine, l'optique de Fourier fractionnaire [185].

13 L'interet de la transformation de Fourier fractionnaire pour traiter d'emetteurs
et recepteurs localement toriques se comprend de la fa«on suivante. Vne surface
reguliere quelconque admet en chaque point deux courbures principales [225] ; en
definissant deux rayons de courbure au sommet d'un emetteur (ou d'un recepteur),
on approche celui-ci par une portion de tore; d'ou. la notion d'emetteur localement
torique qui generalise celie d'emetteur spherique. Vne portion de cylindre a base cir­
culaire est un exemple d'emetteur localement torique (un des rayons de courbure
etant infini). On con«oit que I'approximation d'un tel emetteur par une calotte
spherique n'est pas tout a fait adaptee : quel rayon de coubure donner a cette
calotte? L'expression de la diffraction entre un emetteur torique et un recepteur
du meme type fait intervenir quatre rayons de courbure. Supposons les plans de
courbures principales identiques pour I'emetteur et Ie recepteur (on se ramEme a
cette situation par transparence de courbure torique). En choisissant dans Ie plan
tangent au sommet de I'emetteur des coordonnees x et y selon ces sections princi­
pales, et en faisant de meme au sommet du recepteur avec des coordonnees x' et y',
la transformation de Fourier fractionnaire permet de decoupler les coordonnees :
I'integrale de diffraction est une integrale double qu'on ecrit comme la composition
de deux transformations de Fourier fractionnaires a une dimension, portant I'une
sur les variables x et x', I'autre sur les variables y et y' (plus precisement sur les
variables reduites associees). On applique la methode etudiee au chapitre 6, qui
associe a une integrale de diffraction une transformation de Fourier fractionnaire
dont l'ordre depend de la distance de I'emetteur au recepteur et des rayons de
courbure de ces derniers. Si les surfaces sont toriques, on traite Ie probleme en x
et x' independamment du probleme en y et y'. Les differentes courbures font que
les ordres de ces deux transformations ne sont pas les memes a priori. Par rap­
port a la transformation de Fourier standard, il y a en quelque sorte un degre de
liberte supplementaire. On peut traiter de cette fa«on I'imagerie par une lentille
sphero-cylindrique, ou encore la propagation ou I'imagerie de faisceaux gaussiens
a col elliptique.
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7.5 Exercices

Exercice 7.1 (Stabilite d'un resonateur a miroirs plans ou concen­
triques).

1. Un resonateur compose de deux miroirs plans est-il stable?

2. Meme question pour un resonateur compose de deux miroirs concentriques.

3. Que peut-on dire, dans Ie cas precedent, de la representation du transfert
du champ d'un miroir a l'autre par une transformation de Fourier fraction­
naire?

Exercice 7.2 (Stabilite d'un resonateur confocal). La figure 7.12 repre­
sente un resonateur confocal (les foyers des deux miroirs sont confondus). Ce
resonateur est-il stable? Cela est-il vrai de tout resonateur confocal?

FIG. 7.12. Un resonateur confocal.

Exercice 7.3. On dispose de deux miroirs spheriques de rayons R 1 et R 2 . On
souhaite les utiliser pour fabriquer un resonateur dont Ie rayon transversal du
col Wo est donne a priori (la longueur d'onde est imposee).

1. Determiner une distance L des deux miroirs qui permet de resoudre Ie
probleme.

2. Cette distance est-elle unique (en general) ?

Exercice 7.4 (Sphere de Fourier d'une sphere equiphase d'un fais­
ceau gaussien).

1. Soit S une calotte spherique, surface equiphase d'un faisceau gaussien.
Montrer que la sphere de Fourier F de S est aussi une calotte spherique
equiphase du faisceau gaussien.

2. Comparer les rayons transversaux reduits sur S et F.

Exercice 7.5 (Systeme afocal et faisceau gaussien). La figure 7.13 re­
presente un systeme afocal (les foyers sont a l'infini).

1. Montrer que l'image coherente d'un emetteur plan a travers un systeme afo­
cal est elle-meme plane. Que peut-on en conclure si on forme l'image d'un
faisceau gaussien par un systeme afocal? En quoi ce resultat se distingue­
t-il de ce qui se passe avec un systeme a foyers?
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2. On suppose que Ie col du faisceau objet est dans Ie plan focal objet de £1.
AU est situe Ie col du faisceau gaussien dans l'espace intermediaire (entre
£1 et £2) ? Ie col du faisceau image a travers l'ensemble du systeme afocal?

FIG. 7.13. Systeme afocal compose
de deux objectifs convergents.

Exercice 7.6. Un objectif convergent de foyers F et F ' (distances focales f
et f') forme l'image d'un faisceau gaussien dont Ie rayon transversal du col est
Woo Le col du faisceau objet (qui passe par Wo) est a la distance q = FWo
du foyer objet et Ie col du faisceau image (qui passe par W{) est a la distance
ql = F'W{ du foyer image. On note w~ Ie rayon transversal du col du faisceau
image. On suppose que l'indice de refraction de l'espace objet est n et celui de
I'espace image n l (les longueurs d'ondes sont telles que n).. = n l N).

1. Montrer que

ql q

w~ 2f' - Wo 2f .

2. Montrer que

ff'qql= -----.--
-rr2w14 .

1 + __1_
)../2 q12

Commentaires ?

Exercice 7.7 (Une formule de « conjugaison » des cols). Soient H et
HI les points principaux objet et image d'un objetif (convergent) de distance
focale image f' et objet f. On suppose que l'indice de refraction de l'espace
objet est n et que n l est celui de l'espace image. Soit un faisceau gaussien de
col de rayon transversal Wo, situe dans Ie plan Wo qui passe par Ie point W o de
l'axe de l'objectif, dans l'espace objet. Soit w~ Ie rayon transversal du col du
faisceau image; celui-ci se trouve dans Ie plan W{ qui passe par W{. On note
p = HWo et pi = H'W{.

1. Demontrer la formule de « conjugaison » des cols suivante

n l

pi
n n l

-(-,-----rr"""""2,-w-o'4---C)'--- + l' .
pl+)..2(p_J)p

2. au se trouve Ie col du faisceau image quand p = f? quand p = O?



Deuxieme partie

Ondes polychromatiques



Vne etude complete de la diffraction doit aborder les effets de celle-ci sur les
ondes polychromatiques et necessite pour cela l'introduction du temps comme
variable supplementaire. Le chapitre 9 etend dans ce sens les resultats de la
premiere partie. Parmi les ondes polychromatiques figurent les ondes a spectre
etroit dont l'interet est ala fois theorique - les calculs se simplifient et peuvent
etre menes a leur terme - et pratique - nombre de sources lumineuses, par
exemple les lasers, ou les diodes lasers des telecommunications optiques, sont
a spectre etroit. La fin du chapitre 9 leur est consacree.

A l'echelle atomique, l'emission de lumiere est un phenomene aleatoire, et
cela a des consequences a l'echelle macroscopique, meme dans Ie cadre d'une
theorie classique (non quantique). Le premier niveau d'etude concerne les pro­
prietes statistiques d'ordre 2 du champ, c'est-a-dire sa coherence, definie au
chapitre 10. La propagation du champ s'accompagne de la propagation de sa
coherence, et Ie chapitre 10 etablit des resultats classiques dans ce domaine,
comme Ie theoreme de Van Cittert-Zernike. L'etude se deduit directement de
celle des ondes monochromatiques (premiere partie), etendue aux ondes poly­
chromatiques conformement aux developpements du chapitre 9.

II existe une analogie formelle entre la diffraction et la propagation dans les
lignes de transmission dispersives (dont les fibres optiques). II suffit pratique­
ment de remplacer les variables spatiales de l'une (la diffraction) par Ie temps,
pour avoir une expression de l'autre. La description de la diffraction en termes
de transformation de Fourier fractionnaire conduit alors immediatement a une
description similaire des lignes de transmission dispersives, ou plus generale­
ment de la dispersion de groupe qui accompagne la propagation d'un paquet
d'ondes, comme Ie montre l'etude du chapitre 11. Cette fa<;on de faire est ap­
pliquee au chapitre 12 aux paquets d'ondes gaussiens (analogues aux faisceaux
gaussiens) et aux lentilles temporelles.

Cette partie utilise encore largement Ie cadre de la theorie des signaux et
systemes, Ie parametre pris en compte etant cette fois-ci Ie temps. Ainsi la
diffraction, decrite dans la premiere partie comme un filtre lineaire spatial,
apparait egalement comme un filtre lineaire tempore!. Cela est vrai pour Ie
transfert de l'amplitude du champ, mais aussi pour Ie transfert de la coherence
(chapitre 10).



Chapitre 8

Formation des images

L'analyse du chapitre 4 est completee par la prise en compte des effets de la
limitation des ouvertures des systemes optiques sur la formation des images. Il
en decoule un des resultats les plus importants de l'optique moderne : l'image
formee par un systeme optique est Ie produit de convolution de l'objet avec
la reponse percussionnelle spatiale du systeme, laquelle est proportionnelle a
la transformee de Fourier de la fonction pupille de l'instrument. Cela n'est ce­
pendant rigoureux que pour des emetteurs centres sur la pupille; l'etude qui
suit montre comment la transformation de Fourier fractionnaire et Ie produit
de convolution fractionnaire permettent d'etendre la notion de reponse percus­
sionnelle (spatiale), quelle que soit la courbure de l'objet.

8.1 Imagerie geometrique

8.1.1 Les limites de l'imagerie g€mmetrique

Les conditions d'obtention de l'image coherente d'un objet (emetteur) sphe­
rique ont ete precisees au chapitre 4. Il s'agissait la de l'imagerie geometrique en
ce sens que l'image etait une copie conforme de l'objet : l'amplitude du champ
sur l'image se deduisait de celle du champ sur l'objet dans une homothetie (le
facteur d'homothetie etant Ie grandissement transversal). La correspondance
entre l'objet et l'image etait une correspondance point a point.

L'image veritablement formee par un systeme optique s'ecarte de l'image
geometrique pour deux raisons essentielles. La premiere est relative aux aber­
rations geometriques (nous considerons des rayonnements monochromatiques
et nous affranchissons des aberrations chromatiques). Un systeme optique don­
nant d'un point une image strictement ponctuelle est dit stigmatique [156].
On sait que les systemes optiques rigoureusement stigmatiques sont en nombre
tres limite (miroir plan, miroir parabolique pour Ie point a l'infini sur l'axe par
exemple). Un systeme est aplanetique si Ie stigmatisme s'etend au voisinage
d'une paire de points stigmatiques. Cette situation est encore plus rare que
celle du seul stigmatisme (c'est Ie cas des points d'Young - ou de Weierstrass
- du dioptre spherique). Les aberrations resultent de l'ecart qui existe entre la
situation reelle et celle - ideale - qui satisferait Ie stigmatisme : elles font que,
dans la quasi totalite des cas, l'image d'un point n'est pas rigoureusement un
point mais une portion de caustique.



218 Optique de Fourier

La resolution limitee des detecteurs optiques (grain d'une emulsion pho­
tographique, cellules d'un detecteur de type dispositif a transfert de charges
(CCD), cones et batonnets de la retine humaine [138,139]) rend toutefois pos­
sible la formation d'une image acceptable: grosso modo, il suffit que l'image
d'un point soit inscrite dans une tache plus petite qu'un grain du detecteur,
pour qu'on ne distingue pas cette image de celle qui serait rigoureusement stig­
matique. On devine ainsi qu'une condition de stigmatisme approche est suffi­
sante pour former une image et qu'elle remplace la condition de stigmatisme
rigoureux, trop severe en pratique. C'est tout l'art de l'ingenieur opticien que de
calculer puis de realiser des combinaisons optiques qui corrigent les aberrations
et satisfont Ie stigmatisme approche. II s'agit d'une tache particulierement com­
plexe. On parvient cependant a construire des instruments d'optique de grande
qualite (objectifs de microscopes, objectifs photographiques, par exemple).

La premiere conclusion a tirer, c'est que, dans les limites realistes du stig­
matisme approche, un instrument d'optique bien corrige des aberrations fournit
une image geometrique suffisamment proche d'une image homothetique de l'ob­
jet pour etre consideree comme parfaite. Les resultats du chapitre 4 se situent
dans cette limite et decrivent une correspondance point a point entre un objet
et son image 1.

II existe toutefois une deuxieme limitation ala correspondance point a point
entre un objet et son image: elle provient des ouvertures necessairement limi­
tees des instruments d'optique et de la diffraction qui en resulte. La theorie
developpee au paragraphe 8.2 Ie montre. Dans un premier temps, nous justi­
fions cela comme etant un fait d'experience. Considerons par exemple un miroir
parabolique, comme on en utilise en astronomie, rigoureusement stigmatique
pour un objet ponctuel situe a l'infini sur son axe (une etoile). L'image de
l'etoile devrait etre un point (avec des dimensions en principe arbitrairement
petites). II n'en est rien : l'image d'une etoile est, de fait, une figure de diffrac­
tion, du type d'une tache d'Airy 2, dont les dimensions dependent d'ailleurs du
diametre du miroir (c'est-a-dire de son ouverture).

La conclusion de ce deuxieme point est que, pour expliquer la formation des
images, il faut tenir compte de l'ouverture limitee des instruments d'optique et
de la diffraction qui en decoule. Cette etude constitue l'objet de ce chapitre.
L'analyse intuitive que nous venons de mener laisse deviner que nous devrons
abandonner l'idee d'une correspondance point a point entre un objet et son
image.

8.1.2 Image g€lOmetrique, image physique

Pour distinguer l'approche du chapitre 4, dont nous venons de mentionner
les limites, de celle que nous allons suivre, nous appelons « image geometrique»

1 Tout ce que nous venons de dire concerne autant l'optique de Fourier classique que
la theorie metaxiale.

2 Ce n'est pas tout a fait vrai, a cause de l'occultation centrale de la pupille due au
miroir secondaire.
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l'image coherente obtenue au chapitre 4, et « image physique» la veritable
image, celle qu'on obtient en tenant compte de l'effet de la diffraction et de
l'ouverture limitee des systemes optiques.

Soit A un emetteur spherique (l'objet) et soit AI son image coherente (qui
s'obtient par conjugaison des sommets et des centres de courbure, conforme­
ment aux resultats etablis au chapitre 4). Si UA est l'amplitude du champ sur
A, l'amplitude geometrique du champ sur AI est UAG, telle que (chapitre 4)

1 (r l

)UAG(r /) = - UA - ,
98 98

(8.1)

ou 98 est Ie grandissement transversal (ou lateral) aux sommets.
L'amplitude de l'image physique sur AI (prenant en compte la diffraction

par les ouvertures) est notee UA"

8.2 Theorie standard en lumiere coherente

Nous appelons standard la theorie developpee dans ce paragraphe parce
qu'elle est fondee sur l'approche metaxiale de G. Bonnet et n'a pas recours a
la transformation de Fourier fractionnaire. II ne s'agit pas pour autant de la
theorie classique telle qu'on la trouve dans Ie livre de Goodman [97].

8.2.1 Pupilles

Soit un point lumineux S sur l'axe d'un objectif (fig. 8.1). Tous les rayons
emis par S ne traversent pas l'objectif et il existe un diaphragme (iris) qui
limite l'etendue du faisceau incident: c'est la pupille du systeme.

La pupille a trois fonctions : elle joue un role photometrique du fait qu'elle
limite la quantite de lumiere qui entre dans Ie systeme ; elle influe sur les aber­
rations, tant par sa position que par sa dimension [156] ; et enfin elle limite la
resolution de l'instrument. Ce chapitre est consacre au troisieme point.

Pupille

S'

FIG. 8.1. La pupille limite l'etendue du
faisceau lumineux qui traverse Ie systeme
optique.

Un systeme centre se compose generalement de plusieurs lentilles reparties
en groupes. L'image de la pupille par les groupes de lentilles qui la precedent
s'appelle la pupille d'entree de l'instrument; l'image de la pupille par les groupes
qui la suivent est la pupille de sortie (la figure 8.2 fournit un exemple et la figure
8.3 un schema de principe). II en resulte que la pupille de sortie est l'image de
la pupille d'entree a travers l'ensemble du systeme.
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-------.
- - I,- - Pupille I

I I
I I

Pupille
de sortie

Pupille
d'entree

FIG. 8.2. La pupille d'entree est I'image de la pupille a travers la partie du systeme
anterieure a la pupille. La pupille de sortie est I'image de la pupille a travers la partie
posterieure. Les pupilles de sortie et d'entree sont conjuguees I'une de I'autre a travers
Ie systeme entier. Sur la figure, les pupilles d'entree et de sortie sont virtuelles.

Dans une theorie adaptee it la lumiere coherente, il faut considerer a priori
des images de la pupille coherentes, et on s'attend it ce que les pupilles d'entree
et de sortie soient des calottes spheriques (en general, conformement it la theorie
de l'imagerie developpee au chapitre 4). Nous nous limiterons cependant, Ie plus
souvent, it des cas simples (pupilles binaires) pour lesquels il n'y aura pas de
difference it considerer des pupilles d'entree ou de sortie planes ou spheriques,
et nous commencerons pour cela avec des pupilles planes (voir Ie paragraphe
8.5.2 pour une approche plus generale).

Avec la variable spatiale s, la pupille d'entree se decrit par la fonction pupille
p telle que p(s) = 1, si Ie point s est dans l'ouverture de la pupille d'entree, et
p(s) = 0 sinon. On fait de meme avec la pupille de sortie it l'aide de la variable
Sl et de la fonction pi telle que pl(S/) = 1, si Sl est un point de la pupille de
sortie, et pl(S/) = 0 sinon. Les pupilles d'entree et de sortie etant images l'une
de l'autre, il en resulte

pl(S/) = p (;J ' (8.2)

ou gp est Ie grandissement transversal pupillaire.
II est parfois interessant d'utiliser des fonctions pupilles generalisees qui

prennent des valeurs que1conques entre 0 et 1, et plus generalement des valeurs
complexes (ce qui permet d'inc1ure les aberrations it la theorie). II peut etre
alors necessaire de tenir compte du rayon de courbure des pupilles d'entree et
de sortie.

8.2.2 Image coherente d'un emetteur centre sur la pupille d'entree

Soit un emetteur A, de sommet S, centre en P sur la pupille d'entree de
l'objectif S (fig. 8.3). L'image de A est la sphere AI, de sommet SI (l'image
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FIG. 8.3. Formation de I'image d'un objet A (emetteur spherique) centre sur la
pupille d'entree du systeme S.

paraxiale de S), centree en pi (l'image paraxiale de P). Le point P est Ie
sommet 3 de la pupille d'entree et pi Ie sommet de la pupille de sortie. Soient
les mesures algebriques d = P S et d' = piS' ; l'indice de refraction de l'espace
objet est n et celui de l'espace image est n'.

Soit F la sphere de Fourier de A : son centre de courbure est S et son
sommet est P; son image a travers S est la sphere F ' qui passe par pi et qui
est centree en S'. La sphere A' est la sphere de Fourier de F ', si bien que Ie
transfert du champ de A a A', c'est-a-dire la formation de l'image coherente
de A, se decompose en une transformation de Fourier optique de A a F, une
imagerie coherente de F a F ' avec ouverture limitee, et finalement une seconde
transformation de Fourier optique de F ' a A'. Cette analyse conduit au resultat
suivant.

Theoreme 4 (Formation des images). Soit un emetteur spherique A, situe
Ii la distance d de la pupille d 'entree d 'un objectij et centre sur elle; soit A' son
image geometrique coherente, obtenue conjormement au theoreme 2. Si pest la
jonction pupille de l 'objectij et 98 le 9randissement tranversal pour la position
de l'emetteur, soit h la jonction dejinie par

h(r) = 2 12 2 P(\dr
).

,\ d 98 /\ 98
(8.3)

La jormation de l'image de A est un jiltrage lineaire de reponse percussion­
nelle spatiale 4 h, operant sur l'amplitude de l'image geometrique : l'amplitude
du champ de l'image physique UA' est le produit de convolution de h et de
l 'amplitude de l'image geometrique UAG, C 'est-Ii-dire

3 Nous gardons Ie vocabulaire applique aux calottes spheriques, meme si les pupilles
sont planes.

4 Nous employons ici la terminologie habituelle en optique. Toutefois, quand nous
considererons des ondes polychromatiques, la veritable reponse percussionnelle sera
spatio-temporelle. C'est pourquoi nous ajoutons ici Ie qualificatif de « spatial» qui
indique que h n'est pas la reponse percussionnelle complete. Plus loin (voir Ie
paragraphe 9.3.2) nous appellerons la fonction h Ie gain complexe, comme nous
I'avons fait au chapitre 3.
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(8.4)

Preuve. L'amplitude du champ sur F ' est Ie produit de l'amplitude du champ
image sur F et de la fonction pupille 5, soit

1 (s') (s')UF'(S/) = -UF - P - .
gp gp gp

Puisque Ie rayon de A est -d, l'amplitude du champ sur Fest

et puisque Ie rayon de F' est d' , l'amplitude du champ sur AI est

Les transformees de Fourier de UF' et UF sont respectivement

UF' (F) = gp [DF *pJ (gpF) ,

UF(F) = -iAdUA(AdF).

La relation (8.8) s'ecrit

et la relation (8.7) conduit a

( I) Ad r ( I) ~ (gpr
l

I) IUA , r = gp A'd' JW!.2 UA AdF P A'd' - F dF.

La loi du grandissement des rayons de Bonnet s'ecrit

d' RA' n l

d = R
A

= ~ gsgp ,

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8.8)

(8.9)

(8.10)

(8.11)

(8.12)

ou nest l'indice de refraction de l'espace objet et n l celui de l'espace image. Il
en resulte

1

Adgs '
(8.13)

OU AI est la longueur d'onde dans l'espace image (A' = Anini). Le changement
de variable r = AdgsF' dans la relation (8.11) donne

5 Si la fonction pupille est binaire, ne prenant que les valeurs 0 ou 1, la courbure de
la pupille d'entree n'a pas d'effet sur la formation de l'image.
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UA'(r') = 2 12 3 r UA (~) fi( \d
r

' - \d
r

) dr.
A d 98 JWl.2 98 /\ 98 /\ 98

Les definitions de h et UAG conduisent enfin a

qui est la forme explicite de la relation (8.4).
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(8.14)

(8.15)

D

(8.16)

Remarque 8.2.1. La remarque 4.1.3 p. 72 concernant Ie coefficient de trans­
mission du systeme optique s'applique ici. II est cependant possible d'inclure
ce coefficient dans UAG, de telle sorte que la relation (8.4) ne change pas.

Remarque 8.2.2. La fonction h est la reponse percussionnelle (spatiale) co­
herente de l'objectif (pour la distance -d). Dne autre expression de h s'obtient
a l'aide des parametres de l'espace image et, grace aux relations (8.2) et (8.13),
prend la forme

h(r) = A}d,2 i'C~d')

Remarque 8.2.3 (Ecart ala linearite). Le theoreme 4 vaut pour les objec­
tifs depourvus d'aberrations, c'est-a-dire, en pratique, suffisamment bien corri­
ges pour satisfaire la condition de stigmatisme approche. II decrit la formation
d'une image dans Ie langage de la theorie des signaux et systemes : l'objectif est
un filtre lineaire qui opere sur l'amplitude du champ. Certes la reponse percus­
sionnelle (spatiale) depend de la conjugaison realisee par l'objectif, c'est-a-dire
de la position relative de l'objet. Mais pour une conjugaison donnee, l'objectif
est un filtre lineaire.

Les aberrations geometriques traduisent l'ecart a la linearite entre Ie sys­
teme optique reel et Ie systeme parfait equivalent. Considerons deux points
d'un emetteur spherique : l'un sur l'axe, l'autre hors de l'axe. Pour un sys­
teme reel, en toute generalite, dans Ie premier cas se manifeste de l'aberration
spherique, dans Ie second de l'astigmatime. Cela signifie que la reponse du sys­
teme optique reel a un point lumineux n'est pas la meme dans tout Ie champ,
comme pour un systeme parfait : il n'y a plus invariance par translation de
la reponse de l'instrument. Non seulement l'image d'un point n'est plus un
point, mais la linearite du systeme est perdue; d'ou l'impossibilite de decrire
la formation de l'image au moyen d'un produit de convolution. Cela est vrai en
particulier en presence de distorsion, meme si dans ce cas, l'image d'un point
est (pratiquement) un point.

Ainsi la prise en compte des aberrations est a priori plus compliquee que
celle de la diffraction; ce qui complique les choses sur Ie plan mathematique, ce
n'est pas tellement que l'image d'un point n'est pas un point - c'est ce qui se
passe avec la diffraction et Ie theoreme 4 traduit cela -; c'est plutOt que l'image
d'un point n'est pas la meme sur tout Ie champ, ou encore que Ie grandissement
lateral n'est pas constant (cas de la distorsion).
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Remarque 8.2.4. La relation (8.4) permet Ie calcul de l'amplitude de l'image,
mais un detecteur est sensible a l'eclairement (ou intensite vibratoire). Mise a
part l'impedance (voir Ie chapitre 1), l'eclairement sur l'image est

h,(r') = IUAG * h(r'W· (8.17)

Remarque 8.2.5. La condition d'un emetteur centre sur la pupille d'entree
permet de concevoir l'eclairage d'un objet dont on veut former l'image cohe­
rente. La figure 8.4 montre un tel dispositif : l'objet se comporte comme un
emetteur spherique centre sur la pupille d'entree de l'objectif. En microscopie,
on utilise un eclairage un peu plus complique, mais fonde sur Ie meme principe:
c'est l'eclairage Kohler [29,92,156]. On forme d'abord l'image de la source de
lumiere sur la pupille d'entree du condenseur, puis on eclaire l'objet par une
onde venant de l'infini (pour cela l'image de la source est dans Ie plan focal du
condenseur). La pupille d'entree de l'objectif est a l'infini. L'eclairage Kohler
est analyse au parapraphe 13.3.4 (exemple 13.3.2 p. 387). Le meme dispositif
sert dans un projecteur de profil.

Objet

I
Condenseur Objectif

Image
FIG. 8.4. Dispositif d'eclairage pour
la formation de I'image coherente
d'un objet. Pour simplifier, I'objectif
est assimile a une lentille mince dont
la monture sert de pupille. En toute
rigueur, I'image est sur une sphere
centree sur la pupille de sortie de I'ob­
jectif.

8.2.3 Image coherente d'un emetteur non centre sur la pupille
d'entree

Le theoreme 4 vaut seulement, en lumiere coherente, pour un emetteur
centre sur la pupille d'entree de l'objectif. Examinons ce qui se passe si cette
condition n'est pas satisfaite.

Soit 13 un emetteur spherique de rayon de courbure R B , situe a la distance
d de la pupille d'entree, mais sans etre centre sur elle (fig. 8.5). Soit A la sphere
tangente a 13 et centree en P sur la pupille (d'entree). L'image geometrique de
13 est la sphere 13' de rayon RB" tangente a l'image A' de A (sa distance a la
pupille de sortie est d'). Soit T la fonction definie par

[
i7r ( 1 1 ) (r )2]T(r) = exp -- - - - - .
,\ RA RB gs

(8.18)

(On a RA = -d et RA' = -d', mais il n'est pas necessaire de faire Ie change­
ment.) La relation (8.4) appliquee a A conduit a
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(8.19)

Comme la fonction T intervient dans Ie produit de convolution (ou plut6t sous
l'integrale, si l'on ecrit la forme integrale explicite du produit de convolution),
la relation (8.4) ne s'applique pas a 13 (autrement dit, la relation (8.4) n'est pas
exacte si on remplace UAG par UBG et UA' par UB' ).

Le theoreme 4 est valide dans une situation tres particuliere; rigoureuse­
ment, il ne s'applique pas a l'imagerie d'un emetteur spherique quelconque.
Vne far;on de depasser cette limitation est decrite au paragraphe 8.5.

d

Pupille
d'entree

s I
p'

Pupille
de sortie

d' ..

FIG. 8.5. Image d'un objet (8) non centre sur la pupille d'entree.

Remarque 8.2.6. Le terme de phase T(r) peut etre approche par 1 dans
certains cas, par exemple si 13 est un plan et si A est situe a une grande
distance de la pupille. La relation (8.4) est alors approximativement vraie pour
la formation de l'image de 13. (Cette approximation est reprise au paragraphe
8.2.6.)

8.2.4 Fonction de transfert en lumiere coherente

La relation (8.4) decrit la formation de l'image d'un objet (emetteur sphe­
rique) A, centre sur la pupille d'entree, sous la forme d'un produit de convolu­
tion: il est naturel de passer a l'espace de Fourier, celui des frequences spatiales,
et de remplacer Ie produit de convolution par un produit simple. Si He est la
transformee de Fourier de la fonction h, la relation (8.4) donne 6

(8.20)

de telle sorte que He est la fonction de transfert spatiale coherente du systeme.
Explicitement, la relation (8.3) conduit a

(8.21)

6 Nous notons F'la frequence spatiale pour souligner que, bien que variable muette,
elle se rapporte a l'espace image.
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Ce meme resultat s'exprime a l'aide de la fonction pupille de sortie p' : si 9p
est Ie grandissement pupilaire, les relations (8.2) et (8.13) conduisent a

Hc(F') = p' (-Ad989pF') = p' (->..'d'F') , (8.22)

ou d' est la distance du sommet de la pupille de sortie au sommet de l'image
et A' la longueur d'onde dans l'espace image. La relation (8.22) peut se deduire
directement de (8.16).

La relation (8.21) montre que la fonction de transfert spatiale n'est rien
d'autre que la fonction pupille, a un facteur d'echelle pres. Cela conduit a definir
un critere simple pour savoir si une frequence spatiale donnee est transmise ou
non par Ie systeme optique, comme explique au paragraphe suivant.

8.2.5 Transmission des frequences spatiales

Dne frequence spatiale d'un objet n'est pas exactement conservee dans
l'imagerie par un objectif et cela provient de l'existence du grandissement
transversal (en general different de 1), comme Ie montre la figure 8.6. C'est
d'ailleurs pour cette raison qu'on introduit l'image geometrique (voir par
exemple l'enonce du theoreme 4) - c'est-a-dire une copie homothetique de l'ob­
jet - pour decrire la formation d'une image. Soit A' l'image de A et soit 98 Ie
grandissement transversal aux sommets. Supposons que l'amplitude du champ
sur A corresponde a une frequence spatiale pure, disons F, et prenne la forme

UA(r) = Uoexp[-2i7rF.r].

L'amplitude du champ sur l'image geometrique est

U ( ') Uo [2i7rF
or']AG r = -exp - ,

98 98

(8.23)

(8.24)

laquelle est l'amplitude associee a la frequence spatiale F' = F / 98' Ainsi la
periode spatiale est multipliee par Ie grandissement transversal 98' la frequence
spatiale divisee par ce meme grandissement. Cela reste vrai pour toute fre­
quence spatiale, avec Ie meme grandissement : c'est pourquoi l'analyse har­
monique demeure pertinente pour l'etude des systemes optiques et qu'il est

FIG. 8.6. A la frequence spatiale F de
l'objet A correspond la frequence spatiale
F' = F / gs de l'image A', ou gs est Ie
grandissement transversal aux sommets
pour cette conjugaison.
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possible de considerer ces derniers comme des filtres lineaires, apres homothe­
tie sur l'objet (ce point a deja ete evoque dans la remarque 2.2.3 p. 31).

Dans Ie cas general, on deduit des relations (8.1), (8.20) et (8.21)

(8.25)

ou encore, en utilisant les relations (8.2) et (8.13),

(8.26)

Les relations (8.25) et (8.26) se rapportent aux frequences spatiales de l'es­
pace image. On utilise les frequences spatiales de l'espace objet pour ecrire

(8.27)

ce qui permet d'analyser la situation dans l'espace objet comme Ie montre
la figure 8.7. Pour cela, soit la sphere de Fourier de A, qui est la sphere F,
tangente ala pupille d'entree (puisque A est centree sur cette derniere). L'onde
dont l'amplitude UA est donnee par la relation (8.23) se focalise en un point
M de F. Si a, (3 et "( sont les cosinus directeurs de la direction de propagation
SM associee a la frequence F (le point S est sur l'axe du systeme optique), les
coordonnees de M, dans un systeme x, y, z d'origine S, sont -ad, -(3d, -"(d,
ou d = P S (le signe moins vient de ce que la distance d est prise de la pupille
vers l'objet). Si r represente Ie point projete de M sur Ie plan tangent a F en
S, alors

r = ->'dF. (8.28)

FIG. 8.7. Ala frequence spatiale F de I'objet
correspond la direction de propagation repre­
sentee par la droite SM. Le point M se projette
sur Ie plan de la pupille au point de coordonnees
r = -)"dF.

Appliquons ce resultat a l'interpretation de la relation (8.25). Si la projec­
tion de M sur Ie plan de la pupille est dans la pupille (fig. 8.8), alors p(r) = 1
et H( ->'dF) = 1. La frequence spatiale Fest transmise par Ie systeme op­
tique. Si M se projette en dehors de l'ouverture de la pupille, alors p(r) = 0 et
H( ->.dF) = 0; la frequence F n'est pas transmise.

La situation s'analyse de maniere similaire dans l'espace image a l'aide de
la relation (8.26).



228 Optique de Fourier

8

A Pupille
d'entree

FIG. 8.8. La frequence spatiale associee a la direction
de propagation 8M est transmise par Ie systeme optique
si, et seulement si, Ie point M se projette a l'interieur de
la pupille d'entree (Ie point 8 est sur l'axe du systeme
optique).

Proposition 8.2.1. Soit un emetteur spherique de sommet S, centre sur la
pupille d'entree d'un objectij. Une frequence spatiale de l'emetteur est resolue
par le systeme optique si, et seulement si, la droite passant par S et parallele
Ii la direction de propagation de 1'onde plane associee Ii cette frequence spatiale
passe Ii 1'interieur 7 de la pupille d 'entree.

Remarque 8.2.7 (Relation de Lagrange-Helmholtz). La frequence spa­
tiale F d'un objet devient F' sur l'image, et la relation F' = F / g8' etablie
plus haut et qui se deduit de la relation (8.24), est equivalente a la relation de
Lagrange-Helmholtz de l'optique geometrique paraxiale (voir l'exercice 4.7).
Pour Ie montrer, utilisons la relation if> = AF, et considerons Ie cas particulier
if> = (a,O) = (sinB,O), OU Best l'angle entre Ie vecteur d'onde et l'axe op­
tique. La meme relation s'ecrit if>' = AF' dans l'espace image, et en particulier
if>' = (a',O) = (sinB',O). Si g8 est Ie grandissement aux sommets, un objet
transversal y et son image y' satisfont

y' _ _ A'sinB
y - 98

- Asin B' ' (8.29)

et au premier ordre (sin B~ B) cela conduit a la relation de Lagrange-Helmholtz
(illustree par la figure 8.9)

nyB = n'y'B' .

Gyt ~~
_~.e_._ .. s

8'

(8.30)

FIG. 8.9. Illustration de la relation de Lagrange-Helmholtz de l'optique geometrique
paraxiale.

7 Par « interieur » il faut entendre la partie transparente de la pupille.
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Frequence de coupure. Supposons que la pupille d'entree soit circulaire,
de diametre D. Soit e l'angle sous lequel on voit la pupille d'entree depuis
Ie sommet de l'objet (qui se trouve sur l'axe de l'objectif). On deduit de la
relation (8.28) que l'objectif transmet la frequence spatiale F si, et seulement
si, Ie module F verifie

e
F<­- A' (8.31)

La quantite e/Aest la frequence de coupure de l'objectif (ou plutot son module).
Pour une pupille de forme quelconque, ce qui precede est vrai pour chaque

direction issue du centre de la pupille. Si par exemple la pupille est de forme
carree, Ie module de la frequence de coupure suivant sa diagonale est egal a .J2
fois Ie module de la frequence de coupure suivant un cote.

En conclusion, un systeme optique centre est un filtre passe-bas, limite par
sa pupille. Un instrument comportant une pupille annulaire est un filtre passe­
bande.

8.2.6 Approximation d'un objet eloigne

La relation (8.4) est rigoureusement etablie pour un objet centre sur la
pupille d'entree du systeme optique. Pour un objet qui n'est pas centre sur
la pupille d'entree, la formation de l'image se decrit par la relation (8.19). Le
principal obstacle pour reduire cette relation a la relation (8.4) ne vient pas
tant du terme de phase exterieur au produit de convolution, qui n'influe pas
sur l'eclairement de l'image, mais plutot du terme de phase quadratique de la
relation (8.18) - qui figure dans Ie produit de convolution.

Pour un objet plan (RB infini) situe a grande distance de la pupille, sous
la condition

Pupille d'entree

(8.32)

FIG. 8.10. Pour un objet plan
eloigne de la pupille, on applique
de fa<;on approchee Ie resultat de­
crit par la figure 8.8.
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Ie terme de phase de l'equation (8.18) est proche de 1 et l'equation (8.4) est
pratiquement verifiee.

L'interpretation de la fonction pupille comme fonction de transfert reste
pertinente comme Ie montre la figure 8.10. A une frequence spatiale F de
l'objet correspond une direction de propagation OM. Si Ie point M est dans
la pupille d'entree, cette frequence spatiale est transmise et l'image contient
la frequence spatiale F ' = F / gs, ou gs est Ie grandissement transversal. Si Ie
point M est en dehors de la pupille, la frequence spatiale associee n'est pas
transmise. La proposition 8.2.1 s'applique.

8.3 Formation des images en lumiere incoherente

8.3.1 Reponse percussionnelle spatiale incoherente

Bien que nous n'ayons pas encore etudie la notion de coherence (elle fera
l'objet du chapitre 10) nous allons mentionner comment se forme l'image d'un
emetteur incoherent. L'amplitude complexe du champ electrique a l'instant t
et au point r de l'emetteur A est EA(r, t), et l'eclairement correspondant est

(8.33)

ou ( )t represente une moyenne temporelle, co est la permittivite du vide, C

la vitesse de la lumiere (dans Ie vide) et n l'indice de refraction du milieu
de propagation. Pour simplifier, nous n'ecrirons plus Ie coefficient (l/2)conc
(nous utilisons l'intensite vibratoire, voir Ie paragraphe 1.3 du chapitre 1).
Nous admettons ici - et nous prouverons au chapitre 10 - que les proprietes
liees a la propagation de UA (r) restent valables pour E A (r, t).

L'eclairage de A est spatialement incoherent si les vibrations prises en deux
points distincts de l'emetteur n'ont aucune relation de phase (permanente)
entre elles. Cela se traduit par

(8.34)

Soit alors un emetteur spherique 8 (rayon de courbure RB ), situe a la dis­
tance d de la pupille d'entree d'un objectif, mais pas necessairement centre sur
celle-ci. Soit A la sphere tangente a 8 et centree en P, sur la pupille d'en­
tree (fig. 8.5). Comme les amplitudes des champs sur A et 8 se differencient
seulement par un terme de phase quadratique, nous avons lA(r) = lB(r). Les
amplitudes des images geometriques sur A' et 8' sont EAc et EBc et leur cor­
respondent les eclairements lAC et lBC. Des relations UAc(r /) = UA(r'/gs) et
UBC(r /) = UB(r'/gs), nous deduisons d'abord EAC(r' , t) = EA (r' /gs, t-tp) et
EBC(r' , t) = EB(r' /gs, t - tp), OU tp est Ie temps de propagation de la lumiere
de A a son image A', de sommet a sommet (ce temps est Ie meme que Ie temps
de parcours de 8 a 8', puisque 8 est tangent a A, et 8' a A'). II en resulte
lAc(r /) = lBc(r /).
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Pour l'image physique sur B' nous avons

IB,(r') = (EB' (r', t) EB,(r', t))t

= rdr~ rh(r' - r~)h(r' - r~) (EAG(r~,t)EAG(r~,t))tdr~
JJR2 JJR2

= rIh(r' - r~)12 IBG(r~) dr~, (8.35)
JJR2

soit encore,

(8.36)

Proposition 8.3.1. En lumiere spatialement incoherente, un objectij est un
filtre lineaire pour l 'eclairement. Sa reponse percussionnelle (spatiale) incohe­
rente est le carre du module de la reponse percussionnelle (spatiale) coherente,
quelle que soit la courbure de l'objet.

Remarque 8.3.1. Le resultat de ce paragraphe, synthetise par la relation
(8.36), apparaitra au paragraphe 10.5.5 comme un cas particulier de la forma­
tion d'une image en eclairage partiellement coherent (voir la relation (10.129)
p. 307).

8.3.2 Comparaison entre eclairage coherent et eclairage incoherent

Avant de nous interesser a la fonction de transfert en lumiere incoherente,
nous comparons l'image formee par un objectif en eclairage coherent a celle
formee en eclairage incoherent, quand l'objet represente une frequence spatiale
pure. II s'agit d'illustrer la fac;on de manipuler la notion de frequence spatiale
en eclairage incoherent.

Sur l'objet, l'amplitude du champ reel associee a la frequence spatiale F
s'ecrit U(r) = Uo cos 27rF·r (Uo est une constante dimensionnelle, supposee
reelle), et si Io = U0

2
, l'intensite vibratoire correspondante est

2 I oI(r) = Io cos 27rF·r = 2(1 + cos 47rF·r) . (8.37)

L'intensite vibratoire possede une frequence double de celle de l'amplitude
du champ et elle contient en plus un fond continu correspondant a la par­
tie constante de I (r). Ce fond continu, Ie meme quelle que soit la frequence
spatiale consideree, doit sa presence au fait qu'une intensite vibratoire est une
grandeur positive et qu'il n'existe pas d'objet dont l'exitance serait celle d'une
frequence pure, a moins justement d'y inclure Ie fond continuo Nous allons ce­
pendant constater que cela n'empeche pas de traduire Ie comportement d'un
systeme optique a l'aide de son effet sur une intensite vibratoire de la forme de
celle donnee par la relation (8.37).

Reprenons Ie processus de formation d'une image par un objectif et, pour
simplifier, supposons que la pupille soit une ouverture rectangulaire de largeur
L (suivant x) et de hauteur H (suivant y) avec H » L, si bien qu'en pratique
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il n'y a pas de filtrage suivant la direction y et que nous pouvons raisonner avec
x (cela revient a prendre H infini ; la composante de la reponse percussionneUe
selon y est une distribution de Dirac).

L'emetteur est A et son image est A'. En lumiere coherente, l'objet est Ie
champ associe a la frequence spatiale F, et comme nous ne considerons qu'une
seule dimension, nous prenons F = (Fo,O). Puisqu'il s'agit de comparer des
eclairements (ou des intensites vibratoires) il est plus judicieux de considerer
Ie champ reel, parce que Ie champ complexe engendre un eclairement constant
(homogene), queUe que soit la frequence spatiale F. L'amplitude du champ sur
A est

(8.38)

et la fonction pupille est (pour H infini)

(8.39)

Si d est la distance de la pupille d'entree au sommet de A, la frequence spatiale
Fest transmise si, et seulement si, Fo ::; L/12>.dl. Dans ce cas, Ie champ sur
A' est

U ( ' ') Uo 21fFox'
A' x ,y = - cos --- .

98 98

Dans Ie cas contraire UA' = O.
L'intensite vibratoire sur l'objet est (fo = U0

2
)

et l'intensite vibratoire sur l'image est

1 ( ") 10 221fFox ' 10 ( 41fFOX')
A' x ,y = 2 cos --- = --2 1 +cos---

98 98 298 98

(8.40)

(8.41)

(8.42)

Remarque 8.3.2. Le resultat precedent s'etablit aussi a l'aide des relations
(8.1) et (8.4) avec

et

U ( ' ') Uo 21fFox'
AG x ,y = - cos --- ,

98 g8

. 1fLx
L sm >'dg

8h(x, y) = ~d L o(y) ,
/\ 98 1f x

>'dg8

(8.43)

(8.44)

qui se deduit de la relation (8.3). On utilise Ie resultat suivant. Soient f et 9
les fonctions definies par
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(8.45)

(8.46)( )
_ F sin 7rFIX

gx - IF'
7r IX

ou Fo et FI sont deux nombres positifs. Si 2Fo ::; F I , alors f * 9 = f, et si
2Fo > FI alors f * 9 = 0 (cela se montre en passant par les transformees de
Fourier de f et g); on retrouve finalement la relation (8.40). 0

Si l'objet est spatialement incoherent, nous supposons que son intensite vi­
bratoire est celle de la relation (8.41), laquelle est l'intensite vibratoire corres­
pondant a une frequence spatiale pure (en coherent). L'eclairement de l'image
se deduit de la relation (8.36) avec

et en remplac;ant lEG par

( ' ') 10 ( 47rFOX')lAG x ,y = --2 1 +cos---
2g8 g8

Pour Ie calcul explicite nous definissons les fonctions f et 9 par

f(x) = cos 47rFox ,

(8.47)

(8.48)

(8.49)

g(x) = (F
I

Sin7rFIX)2 (8.50)
7rFl x

Alors f * 9 = (FI - 2Fo)f si 2Fo ::; F I , et f * 9 = 0 si 2Fo > Fl. Il en resulte

1 ( ' ') 10 L [ ( 2FoA1dl) 47rx'Fo]A' X Y = -- -- 1 + 1 - cos ---
, 2g82 Adg8 L g8'

(8.51)

si Fo ::; L/12Adl, et !A, = 0 dans Ie cas contraire.
L'analyse de la relation (8.51) montre qu'en eclairage incoherent:
- Ie fond continu se transmet ;
- la modulation se transmet a la meme frequence que celle de l'objet (au

grandissement transversal pres) ;
- l'amplitude de la modulation est attenuee.
La conclusion est double. D'abord la notion de frequence spatiale, bien

que definie pour une onde coherente (ou plus precisement pour l'amplitude du
champ), permet d'analyser Ie comportement d'un systeme optique en lumiere
incoherente. D'autre part, la reponse du systeme optique depend de l'eclairage,
et les frequences spatiales sont mieux transmises en lumiere coherente qu'en lu­
miere incoherente puisque dans ce dernier cas il y a attenuation (la comparaison
etant faite pour les eclairements).
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8.3.3 Spectre quadratique

En lumiere incoherente, un systeme optique est lineaire pour l'intensite vi­
bratoire, conformement a la relation (8.36). Nous appelons spectre quadratique
du champ sur l'emetteur A la transformee de Fourier fA de son intensite vi­
bratoire fA [71]. Si UA est l'amplitude du champ sur A, soit UA defini par

(8.52)

de telle sorte que de fA = 1U A 1
2 resulte

(8.53)

8.3.4 Fonction de transfert en lumiere incoherente

La relation entre Ie spectre quadratique de l'image et celui de l'objet (ou
plus exactement de l'image geometrique) s'obtient par transformation de Fou­
rier a partir de la relation (8.36). Pour appliquer cette transformation, il est
naturel d'introduire la transformee de Fourier H ine de la reponse percussion­
nelle incoherente Ihl 2 : elle est telle que

""
Hine(F) = h* h(F) . (8.54)

La relation (8.36), appliquee a l'emetteur incoherent A et a son image AI,
conduit a

(8.55)

La fonction H ine est la fonction de transfert (spatiale) incoherente du systeme
optique. Or He, la fonction de transfert coherente, est la transformee de Fourier
de h (la reponse percussionnelle coherente), et la relation (8.54) s'ecrit

(8.56)

La relation (8.56) signifie que la fonction H ine est la fonction d'autocorrelation 8

de la fonction He, ce qui s'ecrit

(8.57)

A une homothetie pres, la fonction He est la fonction pupille (voir Ie paragraphe
8.2.4). II en resulte que la fonction de transfert en lumiere incoherente est la
fonction d'autocorrelation de la fonction pupille. La relation (8.21) conduit a

8 La fonction d'autocorrelation de la fonction fest la fonction 9 = f *1. Explicite­
ment, en dimension 1, on ecrit 9 = f ® f avec

g(x) = 1f(x l
) f(x' - x) dx' .
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Avec les parametres de l'espace image, la relation (8.58) devient

Hinc(F' ) = r p'(-A'd'F)p(-A'd/[F-F/])dF.
JJR2

235

(8.58)

(8.59)

II est habituel de normaliser la fonction de transfert incoherente et de di'lfinir
la fonction

H(F' ) = H(F' ) .
H(O)

(8.60)

Le module IH(F')I s'appelle la fonction de transfert de modulation du systeme
optique [157].

Remarque 8.3.3. La fonction de transfert de modulation d'un objectif se me­
sure par diverses methodes. La production de mires sinusoidales a pas variable 9,

par exemple a l'aide d'un interferometre a polarisation, conduit a une mesure
point par point de cette fonction (c'est-a-dire frequence spatiale par frequence
spatiale) [151]. D'autres methodes se fondent sur l'expression de la fonction
de transfert de modulation comme fonction d'autocorrelation de la fonction
pupille [151].

8.3.5 Exemple d'une pupille circulaire

Soit un objectif a pupille circulaire. Le diametre de la pupille d'entree est
D, et la fonction pupille est definie par p(r) = circD(r); sa valeur est 1, si
r :::; D /2, et 0 sinon. L'objet est a la distance d de la pupille d'entree. Comme
la fonction circD est reelle et paire, la fonction de transfert incoherente s'ecrit

Hinc(F' ) = r circD(AdgsF) circD(Adgs[F - F /]) dF.
JJR2

Le diametre de la pupille de sortie est D ' = IgplD, et

Hinc(F' ) = r circD,(A'd'F)circD,(A'd/[F-F/])dF.
JJR2

(8.61)

(8.62)

La valeur de cette integrale est celle de l'aire commune a un disque de diametre
D' / IAId/l et a ce meme disque translate de F ', comme Ie montre la figure 8.1l.

Pour Ie calcul explicite, on met a profit les symetries de la fonction circD,
et on utilise l'angle e indique par la figure 8.12. Alors

D'
F ' = IA'd/l cose. (8.63)

9 Un telle mire a une exitance de la forme de celie donnee par la relation (8.37).
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-+----+""""---++--------j'---_ F x

D'/IA'd'l

_+-_--+"--------'+-+------'''"----_--+__ F x

D'/IXd'l

FIG. 8.11. La valeur au point F' de
la fonction d'autocorrelation de la fonction
CirCD'(A'd'F) est proportionnelle a la zone
ombree.

FIG. 8.12. Donnees pour Ie calcul explicite
de la fonction d'autocorrelation de la fonction
cirCD,(Xd'F).

(8.64)

L'aire commune aux deux disques est

D,2
8(8) = 2 2 (8 - sin8cos8) ,

2>.' d'

et comme 8(8) est maximal en 8 = 7f/2, la fonction 8 se normalise sous la
forme

2
s(8) = - (8 - sin8cos8) ,

7f
(8.65)

(8.66)

si bien que s(7f /2) = 1. Par consequent la fonction de transfert de modulation
de l'instrument est

IH(F')I = s(arccos I~~'I F') .
La figure 8.13 represente Ie profil de la fonction H(F') et la figure 8.14

la fonction meme (cette fonction est ici a valeurs positives et donc egale a SOn
module). On en conclut qu'en lumiere incoherente un systeme optique a pupille
circulaire est un filtre passe-bas, Ie module de la frequence de coupure etant

D'
F' = I>.'d'i . (8.67)

Si a' est Ie demi-angle sous lequel On voit la pupille de sortie depuis Ie sommet
de l'image, alors a' = D' / 12d'l, et

F' = 2a'
A' . (8.68)
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H(F')

1

o '----- -=~"---- F' FIG. 8.13. Section de la fonction de trans-
2a' fert incoherente d'un systeme optique a
A' pupille circulaire (voir la figure 8.14).

La frequence spatiale F' de la relation (8.68) a une signification dans l'es­
pace image. Dans l'espace objet il lui correspond la frequence de coupure F,
de module

I

g D'I D' D 20
F = Ig8F '1 = ;'d' = IAdgpl = IAdl = T' (8.69)

OU 0 est Ie demi-angle sous lequel on voit la pupille d'entree depuis Ie sommet
de l'objet.

La comparaison des relations (8.69) et (8.31) montre que la frequence de
coupure en lumiere incoherente est Ie double de la frequence de coupure en
lumiere coherente. Mais il existe en eclairage incoherent une attenuation pour
les frequences spatiales intermediaires, qui n'existe pas en eclairage coherent.
D'autre part il est preferable de comparer l'eclairement dans les deux cas comme
il a ete fait au paragraphe 8.3.2; la frequence de coupure est alors la meme.

F'x

FIG. 8.14. Fonction de transfert
incoherente d'un systeme optique
centre a pupille circulaire.

Remarque 8.3.4. Les aberrations geometriques (non considerees ici) ont une
grande influence sur la fonction de transfert de modulation d'un systeme reel
et elles doivent etre prises en compte pour comparer deux objectifs [157].
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8.4 Caracterisation d'un instrument d'optique

8.4.1 La resolution d'un instrument d'optique

La fonction de transfert fournit une information sur la transmission des
frequences spatiales par un instrument d'optique. Il existe notamment une fre­
quence de coupure au-dela de laquelle l'instrument ne transmet plus rien. Or
les hautes frequences spatiales decrivent les details fins de l'objet a reproduire
et l'existence de la frequence de coupure fait que certains details de l'objet ne
sont pas reproduits dans l'image. La fonction de transfert indique de plus com­
ment chaque frequence est transmise et elle contient pour cela une information
complete sur Ie comportement de l'instrument. Cette information est particu­
lierement utile quand on s'interesse aux effets des aberrations, dans la mesure
ou ces dernieres ne changent pas la frequence de coupure, mais se manifestent
par une attenuation de la fonction de transfert de modulation plus marquee
pour les frequences intermediaires [143,157]. Par consequent, la comparaison
de deux instruments doit se faire aces frequences intermediaires plutOt qu'a la
frequence de coupure (pour une meme ouverture).

La notion de resolution d'un instrument est anterieure a celIe de fonction
de transfert. Meme si elle contient une information moins riche, elle merite
une breve presentation a cause de son emploi encore frequent. La resolution
traduit la capacite qu'a un instrument de distinguer deux objets ponctuels. Il
peut s'agir de deux points lumineux (deux etoiles observees au moyen d'un
telescope) ou de deux points sombres sur un fond lumineux (deux personnes
sur fond neigeux, observees de loin [157]).

Nous nous limitons au cas d'un objectif formant l'image d'un objet situe
a distance finie et supposons la pupille circulaire. Soit un point lumineux A
sur l'axe du systeme optique, a la distance d de la pupille d'entree. Cet objet
se represente par une distribution de Dirac Uo£o2 o(r) (regIe 2 p. 56) et, par
definition, l'amplitude de l'image est la reponse percussionnelle spatiale du
systeme, c'est-a-dire, en lumiere coherente

( ') UO£02 ~ ( r' )
UN r = )...2d2g} P )"'dg

s
'

ou pest la fonction pupille de l'objectif et gs Ie grandisement transversal pour la
position de l'objet. Comme la pupille est circulaire de diametre D, nous avons

p(r) = circD(r),

et ensuite

(
7rD'r')

J 1 >JdI
7rD'r'

(8.71)

(8.72)

ou )...' est la longueur d'onde dans l'espace image, d' la distance de la pupille de
sortie a l'image et D' Ie diametre de la pupille de sortie.
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Supposons qu'il y ait un autre point lumineux B pres de A. Aquelle condi­
tion peut-on distinguer les images A' et B' de A et B? En verite chaque image
est une tache de diffraction (figure d'Airy pour une pupille circulaire). On dis­
tingue les deux images si les deux taches sont suffisamment separees l'une de
l'autre. Nous adoptons Ie critere suivant : on distingue les deux images si Ie
maximum de la tache de diffraction associee a B' est au-dela du premier zero
de la tache associee a A' (critere de Rayleigh, fig. 8.15). Ce critere comporte
une part d'arbitaire, et sans doute qu'un observateur exerce peut affirmer la
presence de deux points quand les deux taches sont legerement en de<;a de la
distance definie par Ie critere precedent. Le critere de Rayleigh se revele d'em­
ploi facile pour un calcul numerique explicite et, de toutes fa<;ons, il fixe un
ordre de grandeur a la resolution, ce qui est finalement Ie plus important. (II
existe d'autres criteres de resolution, comme celui de Sparrow [150] qui reste
tres proche du critere de Rayleigh 10.)

A' B' ),,'
1,22­

D'
---I 1-01"'0<----

FIG. 8.15. Limite de resolution angulaire d'un objec­
tif a pupille circulaire de diametre D, selon Ie critere
de Rayleigh.

(8.73)

Pour Z i=- 0, Ie premier °de la fonction J1(Jrz) se trouve en Z = 1,22
(Jrz = 3,83 [3]), de telle sorte que la distance minimale entre A' et B', qui
permet de les distinguer, est ro, tel que

A'd'
r~ = 1,22 D' .

La resolution angulaire de l'objectif est

A'
a~ = 1,22 D' .

Exprimee dans l'espace objet, la resolution angulaire est

A
aD = 1,22 D .

(8.74)

(8.75)

Remarque 8.4.1. Dans la realite, l'analyse de la resolution est en general plus
complexe que celle que nous venons de mener [92]. II arrive qu'on doive distin­
guer deux points d'eclairements differents; par exemple en astronomie l'image

10 Selon Ie critere de Rayleigh, a la limite de resolution, la distance des maxima des
eclairements des images est egale au rayon du disque central de la figure d'Airy.
Selon Ie critere de Sparrow, cette distance est reduite a 0,84 fois ce rayon.
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d'une etoile peut etre masquee par Ie premier anneau de l'image d'une etoile
de plus faible magnitude (qui est vue plus brillante) : la separation des deux
Hoiles est superieure a la limite de resolution donnee par Ie critere de Rayleigh,
et pourtant une des deux est occultee. En eclairage coherent Ie dephasage qui
existe entre les images de deux points influe sur la resolution.

Le degre de coherence de l'objet (coherence partielle) a aussi une influence
sur la resolution. L'analyse du paragraphe 10.5.5 montre comment l'eclairement
d'une image depend de la pupille de l'objectif qui la forme et de la coherence
partielle de l'objet. Elle s'applique a l'image de deux points lumineux.

II faut donc prendre les resultats precedents comme indicatifs et fixant un
ordre de grandeur.

Remarque 8.4.2. Ala suite de la remarque 8.4.1 constatons qu'il serait plus
correct de parler de la resolution d'un instrument d'optique pour un eclairage
donne (tenant compte de la coherence partielle).

8.4.2 Resolution et figure de diffraction de la pupille

La resolution d'un instrument d'optique est bee a sa reponse percussionnelle
spatiale, c'est-a-dire a la transformee de Fourier de sa fonction pupille. Nous
en deduisons que la resolution d'un instrument est caracterisee par la figure
de diffraction d'une ouverture identique a sa pupille. Ainsi les exemples de
figures de diffraction donnes au chapitre 5 fournissent un moyen d'analyser la
resolution d'instruments ayant des pupilles de diverses formes. Cela reste vrai
pour les antennes : les diagrammes de rayonnement, qui correpondent a des
antennes a l'emission, servent aussi a analyser la resolution des antennes a la
reception.

8.4.3 Application it. la photographie

L'analyse du paragraphe 8.2.6 reste vraie en eclairage incoherent: un ins­
trument d'optique a pupille circulaire est essentiellement un filtre passe-bas et
Ie resultat schematise par la figure 8.8 fournit encore un moyen d'evaluer si une
frequence spatiale est transmise ou non par l'instrument. Nous tirons de cela
deux conclusions pour la photographie.

Considerons d'abord un objectif photographique formant l'image d'un objet
place a une distance fixee. Si l'objectif est stigmatique (stigmatisme approche),
c'est-a-dire s'il n'est limite que par la diffraction, la meilleure resolution est
obtenue a pleine ouverture et, pour chaque frequence spatiale, Ie module de la
fonction de transfert atteint Ie maximum possible a cette ouverture (autrement
dit, pour une frequence spatiale donnee, Ie module de la fonction de transfert
de l'objectif est maximum si l'objectif fonctionne a pleine ouverture).

Dans la realite les aberrations modifient ce resultat 11. Pour une ouverture
donnee, la frequence de coupure n'est pas affectee par les aberrations [157] ; ces

11 Nous ne mentionnons que les aberrations geometriques. Le chromatisme complique
encore la situation, mais dans Ie meme sens.
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dernieres se traduisent, pour une frequence spatiale donnee, par une diminution
du module de la fonction de transfert, et cela affecte la qualite de l'image. L'effet
des aberrations est surtout sensible aux frequences intermediaires [157]. Dans la
pratique, un objectif presente un optimum a environ deux a trois diaphragmes
de la pleine ouverture (par exemple, un objectif « qui ouvre a f /2 » donnera
Ie meilleur resultat a f /4 ou f /5,6). Ce resultat se transpose a l'objectif d'un
agrandisseur .

Nous etablissons ensuite une comparaison entre les objectifs de divers for­
mats (6 x 6, 24 x 36, appareil numerique a detecteur a transfert de charges
(CCD) ou CMOS d'une dizaine de millimetres de cotes). La qualite finale d'une
image depend du nombre de points resolus que Ie support photographique est
capable d'enregistrer. Nous voulons montrer cependant comment les resultats
precedents fixent une limite a ce qui peut etre vu sur l'objet. De l'analyse
schematisee par les figures 8.8 ou 8.10 il ressort que de deux objectifs donnes,
celui qui a Ie plus grand diametre 12 est celui qui peut transmettre les plus
hautes frequences spatiales, c'est-a-dire les details les plus fins de l'objet, cela
sans consideration des distances focales, ni des ouvertures relatives. Ce resultat
avantage les objectifs de grand format; ces derniers sont toutefois plus difficiles
a corriger des aberrations (par exemple l'aberration spherique transversale croft
comme Ie cube du diametre de la pupille).

Remarque 8.4.3. Un objectif de microscope a une tres grande resolution et
un petit diametre. Cela ne contredit pas ce qui precede: l'objet observe etant
place tres pres de l'objectif, les hautes frequences spatiales sont bien collectees,
conformement au schema de la figure 8.8.

8.5 Analyse de la formation des images par la methode
de la transformation de Fourier fractionnaire

Nous proposons une generalisation du theoreme 4 (p. 221) a des emetteurs
non necessairement centres sur la pupille d'entree de l'objectif. Le resultat que
nous allons etablir se fonde sur la notion de produit de convolution fraction­
naire, lui-meme lie a la transformation de Fourier fractionnaire.

8.5.1 Produit de convolution fractionnaire

Le produit de convolution fractionnaire d'ordre a des fonctions f et 9 se
definit par la relation

(8.76)

ou :Fa designe la transformation de Fourier fractionnaire d'ordre a. En parti-
o ~/2

culier f * 9 = f g, et f * 9 = f *g.

12 En toute rigueur, c'est Ie diametre de la pupille d'entree qui compte.
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8.5.2 Imagerie en lumiere coherente

Nous mentionnons seulement les principales etapes qui conduisent au resul­
tat; les details des calculs se trouvent dans un article publie par ailleurs [185].
Soit un objectif de pupille d'entree P de sommet P, et de pupille de sortie p' de
sommet pI (ces pupilles sont spheriques comme images coherentes de la pupille
materielle (iris) qui existe dans Ie systeme). Le grandissement transversal pour
la conjugaison des pupilles est gpo

L'emetteur est A, de sommet S, situe it la distance d de P, et son image
est la sphere A', de sommet S', it la distance d' de pI (fig. 8.16).

Pupille
d'entree

Pupille
de sortie

FIG. 8.16. Formation d'une image analysee par la methode de la transformation de
Fourier fractionnaire.

Soit V une sphere intermediaire, tangente it P en Pet centree en W (son
rayon de courbure est RD = PW). L'image de Vest la sphere V', tangente it p'
en pI, centree en W', l'image paraxiale de W (fig. 8.16). Son rayon de courbure
est RD ,.

La formation de l'image de A se decompose en un transfert reciproque de A
it V, une imagerie coherente de V it V' avec ouverture limitee, et un transfert
direct de V' it A'. La raison du choix d'un transfert reciproque est la meme
qu'au paragraphe 7.1.1 : cela permet la composition des transformations de
Fourier fractionnaires concernees. II est possible de choisir Ie rayon RD de V
de telle fa<;on que Ie transfert de A it V s'effectue par une transformation de
Fourier fractionnaire d'ordre reel. On montre alors qu'il en est de meme du
transfert de V' it A'.

Le transfert de A it Vest reIatif aux parametres fJ, c et a, et il se traduit
par la transformation F- a (transfert reciproque). Le transfert de V' it A' est
lie aux parametres fJ', c' et a', et il se traduit par la transformation Fa"

Si p et p' sont les fonctions pupilles, les fonctions pupilles reduites se defi­
nissent ainsi

ps(a)=p(~a) ,

p~(a') = p' (J)...ICIRD, a l ) ,

(8.77)

(8.78)



8. Formation des images 243

OU (j et (j' sont les variables reduites respectives sur V et V'.
On montre les deux lemmes suivants [185].

Lemme 8.5.1. Les variables et amplitudes reduites sont teZZes que

VD,((j') = ~ Ps((j') VD((j') , si 9p > 0, (8.79)
9p

VD,((j') = ~ Ps( -(j') VD(-(j') , si 9p < O. (8.80)
9p

Le lemme 8.5.1 est necessaire pour composer les deux transformations F- a et
Fa" Le resultat de cette composition s'exprime, pour les amplitudes reduites
sur A et A', sous la forme

1 cos 0;' + E' sin 0;'
VA'(p') = - exp[i(o;' - 0;)] . Fa' [PsF-a[VA]] (p') ,

9p coso; + Esmo;

si 9p > 0, (8.81)

1 cos 0;' + E' sin 0;'
VA'(p') = - exp[i(o;' - 0;)] . F a '+7f [PsF-a[VA]] (p') ,

9p coso; + Esmo;

si 9p < O. (8.82)

Lemme 8.5.2. Les ordres 0; et 0;' sont teis que

i. 0;' = 0; si 9p9s > 0, et dans ce cas

cos 0;' + E' sin 0;' = 9p (cos 0; + E sin 0;) ,
9s

ii. 0;' = 0; ± 1r si 9p9s < 0, et alors

, ,., 9p ( .)coso; + E smo; = -- coso; + Esmo; .
9s

On deduit du lemme 8.5.2 et des relations (8.81) et (8.82)

VA' (p') = ~ Fa [PsF-a [VA]] (p') , si 9s > 0,
9s

VA' (p') = ~ Fa [PsF-a [VA]] (-p') , si 9s < O.
9s

(8.83)

(8.84)

(8.85)

(8.86)

Nous exprimons maintenant les resultats precedents en termes de reponse
percussionnelle. Nous introduisons la fonction ha = Fa[ps], et ecrivons les
relations (8.85) et (8.86) sous la forme

VA' (p') = ~ (ha -*a VA) (p') , si 9s > 0, (8.87)
9s

VA' (p') = ~ (ha -*a VA) (_ p') , si 9s < O. (8.88)
9s
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Pour comparer les resultats precedents avec la relation (8.4), nous utilisons
l'amplitude reduite VAG, associee a l'image geometrique UAG, definie par

(
V>"'S'RD' )

VAG P = UAG P ,( ) cos a ' + s' sin a '

et telle que

(8.89)

1
VAG(P) = - VA(P) ,

g8

1
VAG(P) = - VA( -p),

g8

Nous arrivons a

si g8 > 0,

si g8 < O.

(8.90)

(8.91)

VA' (pi) = (hex -t VAG) (pi) , si g8 > 0, (8.92)

VA' (pi) = (hex -t VAG) (_pi) , si g8 < O. (8.93)

Les relations (8.92) et (8.93) sont une autre forme des relations (8.85) et (8.86)
et constituent Ie principal resultat de la formation des images en lumiere cohe­
rente. Elles generalisent la relation (8.4) et sont valables pour tout emetteur,
qu'il soit centre ou non sur la pupille d'entree de l'objectif. Tout cela se syn­
thetise dans la proposition suivante.

Proposition 8.5.1. Soit un systeme optique centre formant l'image A' d'un
emetteur spherique A. Soit a l'ordre de la transformation de Fourier fraction­
naire qui exprime le transfert du champ de A ala pupille d'entree sous la forme
d'un transfert reciproque. La formation de l'image coherente de A en A' se tra­
duit par un produit de convolution fractionnaire d'ordre -a. Plus precisement,
la transformee de Fourier fractionnaire d'ordre -a (si a < 0) ou d'ordre 1l"-a

(si a > 0) du champ reduit sur A' est le produit de la transformee de Fou­
rier fractionnaire d'ordre -a ou 1l" - a du champ reduit sur A avec la fonction
pupille reduite.

Interpretation. La proposition 8.5.1 contient Ie theoreme 4 comme cas parti­
culier : ce dernier correspond a a = 1l"/2. Cependant il y a une sorte d'anomalie
dans Ie theoreme 4, a laquelle echappe la proposition 8.5.1. Cette anomalie
vient non seulement de la restriction d'un emetteur centre sur la pupille d'en­
tree, mais d'une autre restriction qui se deduit de la premiere: Ie theoreme 4 ne
s'applique pas par exemple a l'imagerie pupillaire. Autrement dit, il ne couvre
pas tous les cas d'imagerie! Son domaine de validite est limite par la courbure
de l'emetteur, mais aussi par la distance de l'objet ala pupille d'entree.

Que devient la proposition 8.5.1 dans Ie cas OU l'objet A se confond avec
la pupille d'entree de l'objectif 13 ? L'image est la pupille de sortie. Dans ce cas

13 En toute rigueur il faudrait considerer la pupille d'entree avec un rayon de courbure,
puisqu'il s'agit de l'image coherente de la pupille physique (plane en general).
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a = 0 et la fonction ha est la fonction pupille; de plus Ie passage des variables
spatiales aux variables reduites est Ie meme sur la pupille d'entree et sur la
pupille de sortie, si bien que la relation (8.92) donne l'amplitude du champ sur
la pupille de sortie (Up,) en fonction de celle sur la pupille d'entree (Up) sous
la forme

Up'(S/) = Up(S/)p(S/) , (8.94)

en supposant positif Ie grandissement pupillaire. La formation de l'image de la
pupille d'entree s'exprime par un simple produit! C'est d'ailleurs ce que nous
avons implicitement suppose au paragraphe 8.2.

La proposition 8.5.1 complete Ie theoreme 4 pour un emetteur non centre
sur la pupille d'entree. Il Ie complete egalement pour un emetteur proche de
la pupille d'entree, et cela grace a la notion de produit de convolution frac­
tionnaire. Grosso modo, pour un objet eloigne de la pupille, la formation d'une
image s'exprime par la convolution de l'objet avec la transformee de Fourier
de la fonction pupille; pres de la pupille d'entree, la formation d'une image
s'exprime par un produit simple. Comme pour la diffraction, il y a continuite
du processus de formation d'une image entre les deux cas extremes cites. Le
cas general, intermediaire, s'exprime par une convolution fractionnaire d'ordre
compris entre 1r/2 et 0, qui relie les transformees de Fourier fractionnaires des
amplitudes reduites sur l'objet et sur son image.

8.5.3 Imagerie en lumiere incoherente

En lumiere incoherente un systeme optique est lineaire pour l'intensite vi­
bratoire, et la courbure de l'objet et de l'image n'ont pas d'importance. Il est
utile de verifier qu'on arrive de nouveau a ce resultat par la methode de la
transformation de Fourier fractionnaire.

Si lA et lA' sont les intensites vibratoires de l'objet et de l'image, les inten­
sites (vibratoires) reduites sont

( I) 1 (/)1 2 (VNCIRD' I)J A , P = VA' P = lA' . P ,
cos a l + cl SIn a l

( I) 1 (/)1 2 (V>..ICIRD, I)
JAG P = VAG P = lAG I + I' I Pcos a c sma

(8.95)

(8.96)

(8.97)

(8.98)

Proposition 8.5.2. Si hp est la fonction definie par

h ( ) = cosa + csina -(~)
p P ~R' 2 Ps. ,

V /lCfiD sm a sm a

la reponse percussionnelle incoherente pour les intensites reduites est Ihp l
2

.

Explicitement
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si 98 > 0 ,

SZ 98 < 0 .

(8.99)

(8.100)

II reste amontrer que Ie resultat de la proposition 8.5.2 n'est rien d'autre que
Ie resultat classique (celui qui s'obtient selon la theorie classique 14 [97,157]).

Proposition 8.5.3. Les relations (8.99) et (8.100) sont equivalentes a la re­
lation (8.36) (au I B, est remplace par !A, et IBG par lAG).

Les preuves des propositions 8.5.2 et 8.5.3 sont proposees en exercices.

8.6 Exercices

Exercice 8.1. Demontrer la relation (8.42) apartir des relations (8.1) et (8.4).
Pour cela definir d'abord la reponse percussionnelle spatiale correspondant a
la pupille consideree, conformement a la relation (8.3).

Exercice 8.2. Demontrer les propositions 8.5.2 et 8.5.3.

Exercice 8.3 (Loi de Foucault). Montrer que la resolution (angulaire) d'un
telescope ne depend que du diametre de celui-ci. Verifier la loi empirique de
Foucault qui donne, a A = 0,5 J.tm, une resolution egale a 13"/D, OU D est Ie
diametre de la pupille exprime en centimetres.

Exercice 8.4. On souhaite observer une grille sinuso'idale periodique, de pe­
riode p = 20 J.tm, a l'aide d'un objectif de distance focale l' = 10 mm. La mise
au point se fait 5 mm avant Ie foyer objet. La longueur d'onde est A = 0,5 J.tm.
Quelle doit etre l'ouverture de l'objectif pour que la grille soit effectivement
resolue? On suppose l'eclairage coherent et on assimile l'objectif a une lentille
mince dont la monture sert de pupille.

14 11 est normal de retrouver ainsi les resultats de la theorie classique en eclairage in­
coherent, car ce qui distingue I'approche metaxiale (meme a travers son expression
fractionnaire) c'est notamment la prise en compte de termes de phase quadratique,
lesquels n'influent pas sur I'eclairement. 11 en va autrement en eclairage coherent,
comme nous I'avons vu au debut de ce chapitre, et plus generalement en eclairage
partiellement coherent (voir Ie chapitre 10).



Chapitre 9

Diffraction polychromatique

En prevision de l'etude de la coherence, il convient de s'interesser aux ondes
a spectre etroit et plus generalement aux ondes polychromatiques. L'etude qui
suit reste dans Ie cadre d'une theorie scalaire de la diffraction et se fonde sur
les resultats etablis dans les chapitres anterieurs.

9.1 La notion de signal et ses representations

Il est pertinent de concevoir un signal comme une grandeur abstraite qu'on
connait a travers des representations [18]. Avant de voir comment cela s'ap­
plique aux signaux optiques, nous commen<;ons, a titre d'illustration, par
l'exemple des ondes sonores.

Il existe essentiellement deux manieres de decrire Ie signal emis par un dia­
pason qui produit Ie « la » de reference (dont la frequence est Vo = 440 Hz). On
a recours d'abord a la representation temporelle selon laquelle la vibration so­
nore en un point de l'espace est proportionnelle a cos 2Jrvot. Avec des notations
complexes, on utilise la fonction f telle que

f(t) = aoexp[2iJrvot] , (9.1)

ou ao est un facteur dimensionnel (par exemple une pression). La fonction f
est la representation temporelle du signal.

Vne autre fa<;on de voir les choses considere que Ie diapason emet un son
de frequence vo. Avec cette seule donnee numerique, Ie son est parfaitement
defini (parce qu'on sait qu'il est sinusoidal) et cela constitue la description
frequentielle du signal. Mathematiquement, cette representation s'ecrit sous la
forme d'une distribution de Dirac <5(v - vo) (au facteur dimensionnel ao pres).

En resume, Ie signal sonore emis par un diapason a deux representations :
une representation temporelle sous la forme d'une fonction exponentielle; une
representation frequentielle sous la forme d'une distribution de Dirac. Ainsi
ao exp[2iJrvot] et ao<5(v - vo) representent Ie meme signal, mais dans deux es­
paces differents, lesquels sont duaux pour la transformation de Fourier : on
passe en effet de la representation temporelle a la frequentielle par une trans­
formation de Fourier. Ni la fonction exponentielle, ni la distribution de Dirac
ne Bont Ie signal: elles n'en sont que des representations.
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Ce qui precede s'etend a des signaux non monochromatiques. Un signal abs­
trait est note IS) ; sa representation temporelle est la fonction (ou distribution)
Set sa representation frequentielle la fonction (ou distribution) S.

L'energie d'un signal IS) a energie finie est

E = lIS(t)1 2 dt,

et Ie theoreme de Parseval (voir l'appendice B) conduit a ecrire

(9.2)

(9.3)

L'egalite des deux integrales precedentes resulte d'un calcul mathematique,
mais la notion de signal abstrait et de ses representations en fait une necessite
physique. De fait, comme Set S representent Ie meme signal, calculer l'energie
de ce dernier a partir de sa representation temporelle ou de sa representation
frequentielle doit produire Ie meme resultat. C'est justement ce qu'exprime Ie
theoreme de Parseval.

9.2 Representations d'un signal optique

9.2.1 Representation spatio-temporelle

Soit A un emetteur ou un recepteur spherique. L'amplitude du champ elec­
trique a l'instant t et au point r de A est EA(r, t) : c'est une representation
d'un signal abstrait lEA)' Il s'agit de la representation spatio-temporelle puis­
qu'elle se rMere a une variable d'espace (a deux dimensions) et a une variable
temporelle.

Le champ EA(r, t) est Ie champ analytique associe au champ reel (voir l'ap­
pendice D) ; cela est implicite par la suite. En toute generalite E A est une distri­
bution temperee; nous conservons cependant l'ecriture fonctionnelle EA (r, t).

Enfin, dans ce chapitre, Ie signal lEA) est deterministe (ou certain). Ce n'est
qu'au chapitre 10 que nous traiterons de signaux aleatoires.

9.2.2 Representation mixte. Composante spectrale

La representation mixte de lEA), nous disons aussi sa composante spectrale,
notee eA, se deduit de la representation spatio-temporelle par une transforma­
tion de Fourier temporelle

t
EA(r, t) ~ eA(r, v),

c'est-a-dire, quand l'ecriture integrale est licite,

(9.4)

(9.5)
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La composante spectrale est mixte en ce sens qu'elle se rMere a une variable
d'espace et a une variable frequentielle.

Pour une onde monochromatique de frequence Va, la composante spectrale
eA(r, va) est reMe a l'amplitude complexe du champ, notee UA(r) jusqu'a
present, par la relation 1

(9.6)

La relation (9.6) se deduit par exemple de la relation (1.2) p. 17 en rempla<;ant
V par Va. Elle conduit a decrire la propagation d'une onde polychromatique
au moyen de sa composante spectrale, en utilisant les resultats des chapitres
anterieurs; c'est ce qui est fait par la suite dans ce chapitre.

9.2.3 Representation frequence totale

La representation « frequence totale » de lEA) s'obtient en appliquant ala
composante spectrale eA(r, v) une transformation de Fourier spatiale (a deux
dimensions) : elle se note [,A et

T

eA(r, v) ~ [,A(F, v).

soit encore, si eA (r, v) est integrable,

(9.7)

(9.8)

Pour une onde monochromatique, la representation frequence totale est Me
au spectre angulaire V (voir Ie chapitre 2) de la fa<;on suivante

V2 (VF)[,A(F, v) = -2 V - <5(v - va),
va va

ou vest la vitesse de phase de l'onde dans Ie milieu de propagation.

9.2.4 Representation frequentio-temporelle

(9.9)

II existe une quatrieme representation, qui se rapporte aux variables F et
t, et qui s'obtient a partir de EA(r, t) par l'intermediaire d'une transformation
de Fourier spatiale, sous la forme

(9.10)

C'est la representation frequentio-temporelle de lEA)'

1 En toute rigueur, pour que eA et UA aient la meme dimension, il faudrait homo­
geneiser la distribution de Dirac, c'est-a-dire ecrire o[(v - va) / fa], ou fa est l'unite
de frequence (1 Hz en S.I.), comme il est fait au paragraphe 3.4.1 pour la variable
spatiale.
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9.2.5 Losange de Fourier

Les quatre representations precedentes sont aSSOClees a un meme signal
« champ electrique » lEA) et contiennent chacune la meme information sur lui.
Tout cela se synthetise a l'aide du schema suivant, appele losange de Fourier 2,

EA(r, t)
T~ ~

cA(F, t) eA(r, v) (9.11)

~ ~
£A(F, v)

(Dans ce schema;==, represente une transformation de Fourier (et son inverse),
et la lettre placee a cote de ce symbole designe la variable concernee par la
transformation directe.)

9.3 Operateur lineaire de transfert du champ

9.3.1 G~meralite du modele de transfert du champ

Le transfert du champ sous la forme d'un operateur lineaire se rencontre
dans diverses situations dont il est important de souligner la similitude formelle.

1. Diffraction. Au chapitre 3 (relation (3.34) p. 52), Ie transfert par diffraction
de l'amplitude du champ associee a une onde monochromatique, depuis un
emetteur A jusqu'a un recepteur 5, se decrit par une relation de la forme

(9.12)

OU hBA est la reponse percussionnelle spatiale du phenomene de diffraction.
La forme explicite de hBA est connue (voir la relation (3.35) p. 53) mais
ne sera utilisee que plus loin. Cette modelisation vaut pour la diffraction
de Fraunhofer comme pour celle de Fresnel.

2. Imagerie. Le transfert du champ par imagerie s'exprime par une relation
du meme type que la relation (9.12) : c'est ce que montrent la relation (8.4)
ou la relation (8.15), qui se ramenent a

(9.13)

ou la sphere image A' tient lieu de recepteur, et OU hA'A(s,r) = h(s - r),
la fonction h etant donnee par la relation (8.3) p. 221.

2 Emprunte a G. Bonnet [20].
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3. Imagerie et diffraction. Les relations (4.40) ou (4.42), qui expriment Ie
transfert du champ d'un emetteur quekonque vers un recepteur quekonque
apres traversee d'un systeme optique centre, se mettent sous la forme

(9.14)

c'est-a-dire sous la forme de la relation (9.12).

4. Filtrage. Des operations de filtrage, etudiees au chapitre 16, se traduisent
par une relation du type de (9.12), appliquee au signal d'entree d'un pro­
cesseur optique.

En conclusion, la relation (9.12), prise comme modele de transfert d'un
champ monochromatique, traduit une situation generale qui inclut l'imagerie,
la diffraction-propagation et certaines operations de traitement du signal. Nous
allons en tirer quelques consequences pour Ie transfert du champ en lumiere
polychromatique, puis examinerons plus en detail Ie transfert par diffraction.

Remarque 9.3.1. Dne ecriture plus generale que celle de la relation (9.12),
deja utilisee au paragraphe 3.5, est

(9.15)

Par exemple, dans Ie cas particulier de l'imagerie geometrique - telle qu'elle
est developpee au chapitre 4 -, la fonction hA' A devient une distribution de
Dirac, et la relation (9.15) s'ecrit

UA' (r') = ~ \ 0(r' - r) , UA (r) ) ,
g8 98

OU 98 est Ie grandissement transversal de l'imagerie entre A et A'.

9.3.2 Le transfert du champ en representation mixte. Gain
complexe

(9.16)

Dans la relation (9.12), la frequence (temporelle) est implicite. Si l'onde
emise par A est monochromatique (de frequence va), la composante spectrale
du champ sur A s'ecrit

(9.17)

et celle sur Ie recepteur B

(9.18)

L'amplitude UB se deduit de l'amplitude UA par la relation (9.12) et il en
resulte

(9.19)
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Toutefois, dans la relation (9.19), hBA(S, r, vo) n'est rien d'autre que hBA(S, r)
avec, en plus, l'ecriture explicite de la frequence.

Si l'onde consideree est polychromatique, Ie procede anterieur se repete pour
chaque frequence du spectre, et de

resulte

eB(s, v) = ( hBA(S, r, v) eA(r, v) dr.
JIR2

(9.20)

(9.21)

La relation (9.21) vaut pour les composantes spectrales de champs polychro­
matiques sur A et sur 13.

La relation (9.15) conduit pour sa part a

eB(S, v) = (hBA(S, r, v), eA(r, v)), (9.22)

plus generale que la relation (9.21).
Nous appelons « gain complexe 3 » la fonction (ou distribution) hBA (plus

precisement, c'est Ie gain complexe du transfert du champ de A a 13).

9.3.3 Le transfert du champ en representation spatio-temporelle.
Reponse percussionnelle

L'amplitude du champ sur 13 se deduit de eB par une transformation de
Fourier inverse temporelle, soit explicitement

EB(s, t') = ~ exp[2i7rvt'] eB(s, v) dv

= r dv exp[2i7rvt'] ( hBA(S, r, v) eA(r, v) dr (9.23)
Iii!!. JIR2

= rdr (dtEA(r,t) (hBA (s,r,v)exp[-2i7rv(t-t')]dv.
JIR2 JIR JIR

II est naturel d'introduire la transformee de Fourier inverse temporelle de la
fonction hBA : c'est HBA , telle que

HBA(S, r, t) ;==0 hBA(S, r, v).

La relation (9.23) devient

EB(S, t') = rdr rHBA(S, r, t' - t)EA(r, t) dt
JIR2 JIR

= r [HBA(S, r, t) * EA(r, t)](t') dr,
JIR2

(9.24)

(9.25)

3 Nous choisissons ce terme plutOt que celui de « rt3pOnse percussionnelle », parce
que la fonction hBA n'est la fl3ponse percussionnelle que pour les variables d'es­
pace. Cela devrait eviter de la confondre avec la reponse percussionnelle spatio­
temporelle introduite au paragraphe suivant (voir la remarque 4 p. 221). Le terme
de gain complexe a deja ete employe au chapitre 3.
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ou Ie produit de convolution est tempore!.
La fonction HBA est la reponse percussionnelle spatio-temporelle associee

a la propagation du champ de l'emetteur A au recepteur B. Elle est invariante
par translation temporelle, ce qui signifie que, vue comme un operateur, la
diffraction-propagation est un systeme lineaire stationnaire (temporellement).

La fonction H BA sert a exprimer Ie transfert du champ dans sa representa­
tion spatio-temporelle, selon la relation (9.25). La fonction hBA joue Ie meme
role, mais pour la representation mixte; la relation correspondante est la rela­
tion (9.21).

Th€!Oreme 5 (Transfert du champ spatio-temporel [20]). Dans les li­
mites de l'approximation metaxiale, le transfert du champ d'un emetteur Avers
un recepteur B, Ii travers un systeme electromagnetique (lineaire) quelconque,
est effectue par un operateur lineaire spatio-temporel dont la partie temporelle
est un jiltrage lineaire. Oe transfert se traduit par la relation (9.25) en repre­
sentation spatio-temporelle et par la relation (9.21) en representation mixte. La
fonction (ou distribution) HBA est la reponse percussionnelle spatio-temporelle
du transfert, et hBA son gain complexe.

Remarque 9.3.2. L'emploi du terme « systeme electromagnetique quekon­
que» dans l'enonce du theoreme 5 veut traduire les diverses formes de transfert
du champ, citees au paragraphe 9.3.1.

9.4 Diffraction des ondes polychromatiques

9.4.1 Forme explicite de la reponse percussionnelle
spatio-temporelle

Pour appliquer Ie theoreme 5 a la diffraction des ondes polychromatiques
d'un emetteur A vers un recepteur B, nous disposons de la forme explicite
du gain complexe hBA , deduite de l'etude de la diffraction des ondes mono­
chromatiques (premiere partie) et donnee, dans les limites de l'approximation
metaxiale, par la relation (3.35) p. 53, c'est-a-dire

i [i1f(lls-r I12 s2 r
2

)]
hBA(s,r) = AD exp -~ D + R

B
- R

A
.

Cette ecriture etait valable pour les ondes monochromatiques et omettait un
terme de la forme exp[-2i1fvD/v], lie au temps de parcours de la lumiere de
l'emetteur au recepteur (regie 1 p. 48). Mais ce terme depend de la frequence et,
pour une onde polychromatique, n'est pas constant. 11 faut desormais l'ecrire.
Par consequent, la fonction hBA est telle que

iv [i1fv(lls-r I12 8
2

r
2

)]hBA(s,r,v) = -exp -- + - --
vD v D RB RA [

-2i1fVD]exp ,
v

(9.27)
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ou nous utilisons la frequence comme variable plutOt que la longueur d'onde. La
fonction HBA s'en deduit par une transformation de Fourier inverse temporelle.
Bien sur l'ecriture de la relation (9.27) suppose l'abandon de la regIe 1.

Avant de calculer HBA, remarquons que hBA(s,r,v) depend encore de la
frequence par l'intermediaire de la vitesse de phase v. Nous ferons l'hypothese
que les variations de la vitesse de phase sont negligeables sur tout Ie spectre du
signal. Cela revient a admettre que la vitesse de phase est constante; elle est
alors notee v. Cette hypothese est raisonnable dans un milieu dilue (un gaz),
ou pour des ondes a spectre etroit, dans des conditions qui sont analysees en
detail au paragraphe 9.4.2. Si Ie milieu de propagation est Ie vide, la vitesse de
phase est la constante C, et ce qui suit s'applique rigoureusement.

Si les variations de la vitesse de phase sont negligeables sur Ie domaine
spectral considere, conformement a l'hypothese precedente, la fonction HBA se
deduit de hBA par transformation de Fourier inverse et s'ecrit

1 , [ 1 ( lis - rl1 2
8

2
r

2
)]HBA(s,r,t) = -~-o t- -;::: D+ + -- - - .

21rvD v 2D 2RB 2RA
(9.28)

Pour interpreter l'argument de la derivee de la distribution de Dirac dans
la relation (9.28) nous introduisons la distance D( s, r) qui separe Ie point r de
l'emetteur du point s du recepteur. Les notations sont celles de la figure 9.1 :
D(s,r) = PP' = IIPP'II avec

Pp' = Pp +pS + SS' + S'p' +p'p' . (9.29)

De plus: IISS'II = D, pS = -r et S'p' = s. Des approximations au second
ordre de pS et S'p' conduisent a

(
2 2)2,2 r 8 2

PP = D--+- +lls-rll,
2RA 2RB

puis, toujours au deuxieme ordre,

D(s r)=PP'=D-~ ~ Ils-rl1
2

, 2RA + 2RB + 2D

La relation (9.28) devient

( ) 1 '( D(S,r))HBAs,r,t = ~DO t- ,
21rv V

(9.30)

(9.31)

(9.32)

p'

p

FIG. 9.1. Parametres pour Ie calcul de
la distance d'un point quelconque P de
I'emetteur a un point quelconque p' du
recepteur (ici r et s sont choisis coli­
neaires pour faciliter la representation
par une figure plane).
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et la relation (9.25)

1 1 fJEA ( D(s,r))EB(s,t)= ~D ----;::;- r,t- dr.
27fV ]R2 ut v

(9.33)

Ce qui precede se synthetise dans la proposition suivante, qui est finalement
un cas particulier du theoreme 5, valable pour la diffraction-propagation.

Proposition 9.4.1 (Diffraction d'un champ polychromatique). L'effet
de la diffraction-propagation sur une onde polychromatique est, outre une inte­
gration spatiale, un retard temporel-lie au temps de propagation de l'emetteur
au recepteur - suivi d 'une derivation temporelle.

Remarque 9.4.1. Si la vitesse de phase n'est pas consideree constante, il n'est
pas possible, en general, de deduire formellement H BA de hBA par une transfor­
mation de Fourier inverse, faute d'une expression explicite de v(v). Ce probleme
est etudie au chapitre 11 dans un cadre plus general que celui de la diffraction.

9.4.2 Justification de l'approximation d'une vitesse de phase
constante

Comme nous l'avons annonce au paragraphe precedent, nous revenons sur
les conditions de l'approximation d'une vitesse de phase constante. Ce qui nous
interesse, c'est la variation du terme vlv, qui intervient dans l'expression du
gain complexe hBA telle que celIe de la relation (9.27), c'est-a-dire, au fond,
la variation du nombre d'ondes avec la frequence. II revient au meme de s'in­
teresser a la variation de /'l, = nv, OU nest l'indice de refraction du milieu de
propagation considere.

Dans une expression comme celIe de hBA - relation (9.27) - nous disons
que la frequence se manifeste a la fois de far;on directe - par les facteurs qui
contiennent explicitement v - et de far;on indirecte, par l'intermediaire de v,
ou de l'indice de refraction.

La variation relative de /'l, due a une variation L1v de la frequence est

L1/'l, L1v L1n
-=-+-,

/'l, v n
(9.34)

OU L1n depend de L1v.
L'hypothese faite au paragraphe precedent (vitesse de phase constante) re­

vient a negliger la variation relative de n par rapport a celIe de la frequence v
et a ecrire, a la place de la relation (9.34),

L1v
v

(9.35)

La relation (9.35) est exacte pour Ie vide, milieu non dispersif (pour les ondes
electromagnetiques). Elle reste justifiee dans certaines situations qui vont etre
examinees.
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TAB. 9.1. Indice de refraction de quelques substances [77].

Longueur Eau Fluorine Silice Crown Flint
d'onde (nm) a 20° C vitreuse moyen dense

434,0 1,3404 1,4396 1,4673 1,5264 1,6847
486,1 1,3371 1,4370 1,4636 1,5214 1,6735
589,3 1,3300 1,4338 1,4588 1,5153 1,6605
656,3 1,3311 1,4325 1,4568 1,5127 1,6553
759,4 1,5096 1,6495
768,2 1,3289 1,4309 1,4544

Le tableau 9.1 donne des valeurs de l'indice de refraction de quelques sub­
stances vitreuses ou cristallines (fluorine) et de l'eau. La variation de l'indice
sur l'ensemble du spectre visible est la plus forte pour Ie flint dense: elle vaut
un peu moins de 0,05 (en absolu), soit encore environ 3.10-2 en valeur relative.
Pour la silice, la variation est de 0,013, soit 0,9 . 10-2 en valeur relative.

Le tableau 9.2 donne l'indice de refraction de l'air (milieu dilue). Sa variation
sur tout Ie spectre visible est de l'ordre de 6 . 10-6 (c'est a la fois la variation
absolue et pratiquement la variation relative puisque l'indice est voisin de 1).

D'une extremite a l'autre du spectre visible, la variation relative de la fre­
quence est d'environ 1/2, si bien que pour l'air

Lln -5 Llv- = 1,2·10 -.
n v

(9.36)

II en resulte que la relation (9.35) est vraie a mieux que 1,2.10-5 pres pour
un milieu dilue comme l'air (pour un gaz en general), sur tout Ie spectre visible,
ce qui signifie

0,999988 Llv :s; LlK; :s; 1,000012 Llv .
v K; v

TAB. 9.2. Indice de refraction de l'air [29].

(9.37)

Longueur
d'onde (nm)

430,8
467,7
486,1
518,4
537,8
589,6
656,3
759,4

Indice de
refraction

1,0002966
1,0002951
1,0002948
1,0002940
1,0002935
1,0002926
1,0002916
1,0002905
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Elle est vraie a 2· 10-2 pres pour la silice et a environ 6· 10-2 pour un verre
dense (flint du tableau 9.1), ici encore, pour tout Ie spectre visible.

Cela precise, l'analyse de l'influence indirecte de la frequence (par l'inter­
mediaire de la vitesse de phase) est la suivante.

1. Si, dans l'expression d'une grandeur ou d'une fonction, les variations de la
frequence sont negligeables dans leur influence directe, alors les variations
de la vitesse de phase (ou de l'indice de refraction) Ie sont a fortiori. Cela si­
gnifie que l'influence indirecte des variations de la frequence est negligeable.
Cela est vrai dans tout milieu.

2. Si les variations de la frequence ne sont pas negligeables sous forme directe,
il y a lieu d'examiner leur influence indirecte via la vitesse de phase, essen­
tiellement sous forme absolue. Deux situations conduisent eventuellement
a negliger l'influence indirecte de la frequence. Ce sont les suivantes :

a) Le rayonnement est a spectre etroit. Par exemple, une variation relative
de 10-4 de la frequence se traduit, dans un milieu dense comme la silice,
par une variation relative de la vitesse de phase inferieure a 10-5 ;

b) Le milieu de propagation est dilue. Les variations de l'indice sont elles
aussi inferieures a 10-5 sur tout Ie spectre visible.

Nous verrons aux paragraphes 9.5.2 et 11.2.3 des mises en CBuvre de ces ap­
proximations et nous verrons que la condition 2a) n'est pas facilement remplie.

9.4.3 Diffraction de Fraunhofer d'une onde polychromatique

La diffraction de Fraunhofer constitue un cas particulier de ce qui a ete
discute au paragraphe 9.4.1 et se rencontre si D = RA = -RE' La sphere
de Fourier de l'emetteur A ne depend pas de la frequence (temporelle) : elle
est achromatique. Au lieu de B comme recepteur nous utilisons :F (sphere de
Fourier) : Ie gain complexe du transfert de A a :F s'ecrit

iv [2i7l'V] [2i7l'VD]hFA(s,r,v) = vD exp vD s·r exp ---v- . (9.38)

(9.39)

Dans les limites de l'approximation metaxiale, la composante spectrale de
l'amplitude du champ sur :F est

iv [2i7l'VD] I' [2i7l'V]eF(s, v) = vD exp ---v- JITI!.2 exp vD s·r eA(r, v) dr,

ou encore, si on emploie la representation frequence totale sur l'emetteur,

iv [2i7l'VD] (VS )eF(s,v) = vD exp ---v- fA vD'v . (9.40)

Ainsi la composante spectrale sur la sphere de Fourier est Me ala representation
frequence totale sur l'emetteur, laquelle est la transformee de Fourier spatiale de
la composante spectrale sur l'emetteur. C'est une generalisation du theoreme 1 :
la diffraction de Fraunhofer des ondes polychromatiques se traduit par une
transformation de Fourier spatiale portant sur les composantes spectrales.
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9.4.4 Chromatisme de diffraction

La relation (9.40) montre que la diffraction s'accompagne de chromatisme 4,

c'est-a-dire que la figure de diffraction n'est pas la meme pour chaque frequence
(temporelle). Ce chromatisme se manifeste sous trois formes 5:

chromatisme d'amplitude : terme iv/vD;
chromatisme de phase: terme exp[-2i7fvD/v];
chromatisme de grandeur 6 : terme vs/vD qui apparait dans l'argument
de la fonction [A et qui traduit une homothetie (spatiale) de la figure de
diffraction.

Le chromatisme dont il est question ici existe meme dans Ie vide (pour lequel
v = c), et cela montre que son origine ne reside pas seulement dans la dispersion
du milieu de propagation. Il est dli a la presence explicite de la frequence v dans
l'expression des trois types de chromatismes cites plus haut. Il existe donc un
« chromatisme de diffraction pur » (non lie a la dispersion chromatique du
milieu). Il en est de meme, en premiere approximation, pour un milieu dilue
dans la mesure OU la dispersion de la vitesse de phase est negligeable.

Dans Ie cas general, Ie chromatisme de diffraction a une double origine :
dans Ie phenomene de diffraction lui-meme (chromatisme de diffraction pur) ;
dans la dispersion chromatique du milieu de propagation (par l'intermediaire
de la vitesse de phase). Sa variation avec la frequence est de meme sens pour
les deux origines: par exemple Ie chromatisme de grandeur, qui vaut vs/vD,
augmente avec la frequence a cause de la presence explicite de v dans cette
expression, et aussi parce que la vitesse de phase diminue si v croit (dispersion
normale).

Finalement, Ie chromatisme de diffraction varie a l'inverse du chromatisme
des materiaux, lequel resulte de la dispersion de l'indice de refraction. Vne
radiation bleue est davantage deviee par un prisme qu'une radiation rouge;
ou encore, la valeur absolue de la distance focale d'une lentille simple est plus
petite dans Ie bleu que dans Ie rouge. Au contraire, l'angle de diffraction d'un
faisceau lumineux incident sur un reseau de diffraction est plus grand dans Ie
rouge que dans Ie bleu (c'est une consequence de la loi if> = AF).

9.4.5 Reponse percussionnelle et fonction de transfert temporelles
d'une pupille

Dans un article tres novateur [90], Froelhy, Lacourt et Vienot ont introduit
les notions de reponse percussionnelle et de fonction de transfert temporelles
d'une pupille optique. La figure 9.2 illustre les experiences proposees et realisees

4 L'analyse est faite ici pour la diffraction de Fraunhofer; elle se developperait dans
Ie cas general au moyen de la relation (9.27). Le chromatisme decrit est propre a
la diffraction en general.

5 11 n'est pas necessaire de supposer la vitesse de phase constante, puisque Ie chro­
matisme se decrit a l'aide de la composante spectrale, donnee par la relation (9.40).

6 Le chromatisme de grandeur est une notion classique en optique geometrique [156].
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Analyse spectrale

FIG. 9.2. Montage-type des experiences de Froelhy, Lacourt et Vienot [90]. La pu­
pille diffractante est ec1airee par une source blanche non representee sur Ie schema.
L'objectif L produit un ec1airage convergent, si bien que Ie phenomene de diffraction
est de Fraunhofer. L'ecran [; isole un point du « plan» de Fourier. La partie droite
de la figure (au-dela de [;) schematise I'analyse spectrale de la lumiere diffractee par
la pupille, observee au point isole par [;. On a choisi de symboliser cette analyse par
un prisme, mais I'emploi d'un autre type de spectroscope est envisageable.

par ces auteurs. Une pupille « diffractante » est eclairee par une onde conver­
gente obtenue a l'aide d'un objectif £: a partir d'une source blanche 7 (regime
de diffraction de Fraunhofer). Un ecran £, perce d'une petite ouverture, isole
un point du « plan» de Fourier. Le spectre de la lumiere en ce point est analyse
par un spectroscope.

La figure 9.3 donne l'interpretation « metaxiale » du montage de la figure
9.2. La pupille diffractante, eclairee par une onde convergente, est equivalente
a un emetteur spherique polychromatique A. On observe la diffraction sur la
sphere de Fourier :F de A (diffraction de Fraunhofer).

La fonction de transfert temporelle, introduite par les auteurs precedents,
n'est autre que Ie gain complexe associe a la diffraction de Fraunhofer en lu-

[;

Analyse spectrale'-,

A

FIG. 9.3. Interpretation du montage de la figure 9.2 dans les termes de la theorie
metaxiale. La pupille de la figure 9.2, ec1airee par une onde convergente, est equi­
valente a un emetteur spherique polychromatique A. L'ecran [; isole un point de la
sphere de Fourier :F.

7 Parler de source (de lumiere) blanche est une image commode, mais souvent abu­
sive, pour designer une source a spectre large couvrant a peu pres Ie spectre visible.
La definition precise, et conventionnelle, d'une lumiere blanche releve de la colo­
rimetrie et reflete un effet purement visuel [13S, 139]. II est pratique de supposer
parfois que Ie spectre d'une telle source est represente par une fonction rectangle,
c'est-a-dire qu'il est constant sur tout Ie domaine visible; I'impression visuelle pro­
duite par une telle source serait legerement coloree et non blanche!
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miere polychromatique, un point de la sphere de Fourier, So, etant fixe. Ce point
definit une direction d'observation. Autrement dit, la fonction de transfert tem­
porelle de la pupille est hFA (so, T, v). La reponse percussionnelle temporelle est
alors HFA (so, T, t).

Pour obtenir experimentalement sa reponse percusionnelle temporelle, il
faudrait envoyer sur Ie systeme etudie (pupille diffractante) une percussion de
Dirac temporelle et etre capable d'effectuer des mesures sur des durees tres
courtes. En pratique, eclairer contimlment la pupille en lumiere blanche re­
vient a envoyer une succession de trains d'ondes tres brefs, proches de percus­
sions de Dirac. L'observation se fait sur Ie spectre de l'onde diffractee, qui est
stationnaire (c'est-a-dire sur Ie module du carre de la composante spectrale,
transformee de Fourier de l'amplitude de l'onde).

Dans les exemples qui suivent la composante spectrale de la source est
es(v); elle est supposee homogene (pas de dependance spatiale). II lui COrres­
pond une densite spectrale de puissance 'Ys(v) = les(v)1 2

. On suppose de plus
etre dans Ie vide (v = c).

Trous d'Young, spectre canneIe. L'ecran diffractant comporte deux trous
d'Young, separes de L, comme ceux etudies au paragraphe 5.2.3 (figure 9.4).

Avec les notations du paragraphe 9.4.3, la composante spectrale de l'onde
dans Ie plan des trous d'Young est (£0 est l'unite de longueur, voir §3.4.1)

(9.41)

(9.42)

La relation (9.40) donne, sur la sphere de Fourier (coordonnees ~ et 'TJ),

2 iv ~v
eF(~' 'TJ, v) = 2£0 cD es(v) cOSJr cD'

Le spectre de puissance observe au point (~, 'TJ) s'ecrit

(9.43)

Sauf au sommet de la sphere de Fourier (~ = 0, 'TJ = 0), c'est un spectre cannele,
comme Ie montre la figure 9.5.

.- .
. -.

.-.
~ Trous d'Young

Spectre cannele

FIG. 9.4. Observation d'un spectre cannele, diffracte par des trous d'Young en un
point de la sphere de Fourier, situe hors de l'axe de la pupille.
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/
a

1/

c

1/

FIG. 9.5. Spectre cannele diffracte par des trous d'Young ec1aires par une source
« blanche» dont Ie spectre est uniforme sur l'intervalle [1/1,1/2] : (a) au sommet de
la sphere (~ = 0), on n'observe pas de cannelures; (b) pres du sommet; (c) loin du
sommet. (0 < 6 < 6.)

Remarque 9.4.2. La relation (9.43) s'interprete de deux fa<;ons, et cela vaut
pour toute ouverture diffractante. Si la frequence vest fixee, la fonction du
membre de droite est une fonction des variables d'espace, et la relation prece­
dente donne l'expression mathematique de la figure de diffraction de l'ouver­
ture. C'est au fond Ie point de vue adopte au chapitre 5. Si au contraire les
variables d'espace ~ et TJ sont fixees, la variable est la frequence et la meme
relation donne Ie spectre (temporel) diffracte. C'est Ie point de vue etudie dans
ce paragraphe.

Fente infinimente mince, de largeur finie. La fente, infiniment etroite,
est de largeur £. La composante spectrale de l'amplitude du champ sur la fente
est eA (x, y, v) = £0 es (v) recte(x) b(y) (£0 est l'unite de longueur). La represen­
tation frequence totale s'ecrit

La relation (9.40) donne

(9.44)

1/

a

1/

c

1/

FIG. 9.6. Spectre cannele diffracte par une fente de largeur finie. Meme legende que
celle de la figure 9.5.
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(9.45)

et finalement

(9.46)

La figure 9.5 illustre ce resultat.

Remarque 9.4.3. Les resultats de ce paragraphe sont des cas particuliers de
celui etabli au paragraphe 10.7.1.

9.5 Diffraction et imagerie des ondes de spectre etroit

9.5.1 Ondes de spectre etroit

La frequence des ondes lumineuses etant tres elevee - de l'ordre de 5.1014 Hz
pour Ie spectre visible -, la lumiere emise par un laser est consideree comme
monochromatique avec une tres bonne approximation. Par exemple une largeur
de bande de la source de 1 GHz (cas d'un petit laser helium-neon) represente
une variation relative de la frequence de l'ordre de 10-5 . II existe des lasers dont
la largeur de bande est enCOre beaucoup plus petite (parfois bien inferieure a 1
MHz; on arrive meme au Hz en metrologie).

Si on module la lumiere temporellement, la largeur de bande resultante
depend a la fois de celIe de l'onde porteuse qui est modulee, et de la modula­
tion elle-meme. Pour les besoins des telecommunications optiques actuelles on
module a 10 GHz des diodes lasers dont la largeur de bande est couramment
inferieure a 1 MHz: c'est pratiquement la modulation seule qui determine la
largeur de bande. Bien qu'on puisse considerer comme monochromatique Ie fais­
ceau ainsi obtenu, l'etude de la dispersion chromatique dans une fibre optique
exige cependant de modeliser l'onde comme une onde de spectre etroit.

La lumiere emise par une lampe spectrale, eventuellement filtree pour ne
correspondre qu'a une raie spectrale, est une autre illustration d'onde a spectre
etroit.

Ces exemples montrent que les ondes a spectre etroit sont une realite phy­
sique. Leur representation mathematique est une necessite et constitue un bon
modele pour traiter des phenomenes de coherence, de modulation et de disper­
sion (voir Ie chapitre 11).

Soit E A (r, t) Ie champ analytique associe a une onde de spectre etroit pro­
duite par un emetteur A. Nous appelons amplitude complexe du signal, et nous
notons AA(r, t), la fonction (ou distribution) definie par

(9.47)
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ou vest une frequence du spectre du signal 8. La fonction AA est a variations
lentes par rapport a exp[-2iJrVt]. Si les composantes spectrales correspondant a
EA et AA sont eA(r, v) et aA(r, v), en appliquant la transformation de Fourier
a chaque membre de la relation (9.47) on obtient

(9.48)

La composante spectrale de l'amplitude complexe sur A est la composante
spectrale du champ translatee de -v.

Si B est un recepteur situe a la distance D de A, la composante spectrale de
l'amplitude complexe du signal sur Best aB(s, v), et la relation (9.21) donne

(9.49)

ou hBA est Ie gain complexe du transfert du champ de A a B. Le gain com­
plexe du transfert de l'amplitude complexe est Ie gain complexe du transfert
du champ translate de -v.

9.5.2 Diffraction de Fresnel des ondes de spectre etroit

Considerons Ie transfert general du champ d'un emetteur A, de spectre
etroit autour de v, vers un recepteur B situe a la distance D (prise de sommet
a sommet). Avec les variables spatiales r sur A et s sur B, et conformement a
la relation (9.27), Ie gain complexe du transfert est h tel que 9

h( ) iv [iJrv(lls-r I12 8
2 '1'2)]S r v = - exp -- + - - -

" vD v D R B R A
[

2iJrVD]exp ----
v

(9.50)

La frequence v apparait trois fois explicitement dans Ie membre de droite
de relation (9.50) et la question se pose de savoir s'il est legitime d'approcher
v par v dans cette expression.

Elle intervient aussi indirectement par l'intermediaire de la vitesse de phase
v. L'hypothese faite au paragraphe 9.4.1, selon laquelle la vitesse de phase sur
l'ensemble du spectre est quasiment une constante, est tout a fait realiste pour
une onde a spectre etroit, si ce spectre se situe dans une region du spectre elec­
tromagnetique ou Ie milieu de propagation est transparent, une region eloignee
des zones de dispersion anormale (c.-a-d. loin des zones de forte absorption) [29].

L'analyse des possibles approximations est la suivante.

1. 11 est legitime d'approcher v par v dans Ie terme v /vD dont la variation
relative est aussi celIe de v. Ainsi, pour une onde de largeur spectrale
relative 10-3 , ce coefficient varie de 10-3 . Nous rempla<;ons v par v, et v

8 La ff(3quence Z; est une frequence arbitraire du spectre. On pourrait la definir comme
la frequence « centrale» du spectre [25,26].

9 Pour alleger, nous ecrivons h au lieu de hBA.



268 Optique de Fourier

par v, sans changer notablement les valeurs de h(s, r, v). Nous sommes ici
dans Ie cas 1 de l'analyse du paragraphe 9.4.2 (p. 261).

Dans chaque expression OU nous ferorg; l'approximation de v par v nous
choisirons plut6t la longueur d'onde A que la frequence comme variable
(\v = V). Ainsi pour toute frequence du spectre (etroit) de l'onde nous
ecrirons

(9.51)

2. Considerons l'argument -2i7fvDlv de la deuxieme fonction exponentielle
de la relation (9.50). Pour Ie vide v = c = 3 . 108 mis, ce qui fixe un ordre
de grandeur a v; la frequence vest de l'ordre de 5 . 1014 Hz. Si D est de
l'ordre du metre, alors

vD 6
-",1,5·10 .

v
(9.52)

(9.53)

Vne variation relative de 10-5 de v - c'est un spectre plus etroit que celui
pris comme exemple au point precedent - se traduit par une variation ab­
solue de l'ordre de 102 du terme de phase (en y incluant Ie facteur 27f). II
s'agit la de ce que nous avons qualifie d'influence directe de la frequence.
Cette variation est beaucoup plus grande que 1 et l'argument de la fonction
exponentielle varie beaucoup quand on passe d'une extremite du spectre
a l'autre. II n'est pas legitime de remplacer v par v dans ce cas, car cela
se traduirait par une modification radicale des valeurs de la fonction expo­
nentielle.

II faut ensuite evaluer l'influence indirecte de la frequence (qui se manifeste
par l'intermediaire de la vitesse de phase). Nous sommes ici dans Ie cas 2a)
de l'analyse du paragraphe 9.4.2 (p. 261). Vne variation relative de 10-5

de la frequence se traduit, dans un milieu dense, par une variation de 10-7

de v et finalement par une variation absolue de 27fVDlv de l'ordre de 1,5­
soit environ 7f12 -, ce qui se situe a la limite de l'acceptable. Considerer la
vitesse de phase constante n'est possible que pour un spectre tres etroit (de
l'ordre de 10-5 au maximum en valeur relative) ou bien si a l'hypothese de
spectre etroit on ajoute celle d'un milieu dilue.

3. La situation est intermediaire pour Ie troisieme facteur du membre de droite
de la relation (9.50). Notons

T= 7fV (1Ir-s I12 +~_~)
v D R B R A '

et evaluons sa variation absolue pour une variation de v. Supposons pour
fixer les idees D, RA et RB de l'ordre de 1 m et ret s de l'ordre de 0,05 m.
Alors ITI ~ 0,75.105 . Vne variation relative de 10-5 de v se traduit par
une variation de T inferieure a 0,75, c'est-a-dire a une variation de la phase
inferieure a 7fI4, une valeur acceptable. Dans ce cas on peut remplacer v
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par v dans l'expression de T. (Nous avons choisi des donnees a la limite de
l'acceptable, comme pour fixer une borne superieure a l'approximation.)
lei l'influence indirecte de la frequence est negligeable conformement a
l'analyse faite au point 1 du paragraphe 9.4.2.

Remarque 9.5.1. Vne meilleure definition de la notion de spectre etroit, plus
operationnelle, est la suivante : une onde est de spectre etroit s'il est possible
de remplacer v par vdans l'equation (9.53) sans avoir de difference appreciable
dans Ie resultat. Cela depend bien sur de la precision exigee pour connaitre ce
dernier. Le troisieme point de l'enumeration precedente fixe quelques ordres de
grandeurs. 0

Finalement, pour une onde de spectre etroit, l'approximation de la fonction
h s'ecrit

h(s, r, v) = ~~ exp [_ i; CiS -;r
112 + ~: _ ~:)] exp [_ 2i1f;D] .

(9.54)

La reponse percussionnelle spatio-temporelle se deduit de h par transfor­
mation de Fourier inverse temporelle. Pour rendre Ie calcul theorique possible,
la vitesse de phase, notee V, est supposee constante, conformement a la double
hypothese d'un spectre etroit et d'un milieu dilue. Ainsi

H(s, r, t) = J.- exp [_ i~ (liS - rl1
2 +..i:..- - ~)] <5 [t _~].

AD A D R B R A V

11 y a separation entre la partie spatiale de H et sa partie temporelle. La partie
temporelle represente un retard lie au temps necessaire a la lumiere pour aller
de l'emetteur vers Ie recepteur. La relation (9.25) s'ecrit

EB(s, t) = J.- I' exp [_ i~ (lis - rl1
2 +..i:..- - ~)] E A (r, t - ~) dr.

AD JrR 2 A D RB RA v
(9.56)

Proposition 9.5.1. Pour une onde de spectre etroit, et dans les limites de
l'approximation metaxiale, l'effet de la diffraction se decompose en un opera­
teur lineaire spatial et un retard tempore!. Il y a separation des deux effets (ils
operent independamment l'un de l'autre).

Remarque 9.5.2. La separation de l'effet temporel et de l'effet spatial se com­
prend en comparant la proposition 9.5.1 a la proposition 9.4.1, ou encore les
relations (9.56) et (9.33). Dans cette derniere, la distance D( s, r) depend du
point courant sur l'emetteur (r) et du point d'observation du phenomene de
diffraction (s), alors que dans la relation (9.56) D est une constante.

Remarque 9.5.3. Supposer la vitesse de phase constante pour justifier l'ap­
proximation du point 2 de l'analyse precedente exige de satisfaire des conditions
severes de milieu dilue et de spectre tres etroit (sauf dans Ie vide !). Le cha­
pitre 11 traite du cas ou ces conditions ne sont pas remplies.
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9.5.3 Diffraction de Fraunhofer des ondes de spectre etroit

C'est Ie cas du paragraphe precedent avec D = RA = -RB' Le gain com­
plexe s'ecrit

i [2i7f] [2i7fI/D]h(s, r, 1/) = =- exp =- s·r exp ---_- ,
AD AD v

et la reponse percussionnelle spatio-temporelle

i [2i7f] [ D]H(s, r, t) = =- exp =- s·r <5 t - -;::;- .
AD AD v

L'amplitude du champ sur la sphere de Fourier de l'emetteur A est

EF(s, t) =.J- I" exp [:i7f s.r] EA (r, t - ~) dr.
ADk2 AD v

(9.57)

(9.58)

(9.59)

9.5.4 Transparence de courbure en spectre etroit

Soient un emetteur A de rayon de courbure RA et deux recepteurs tangents
13' et 13" situes a la distance D de A. Le gain complexe du transfert de A a
13' est h'(s, r, 1/) et c'est h"(s, r, 1/) de A a 13". De la relation (9.54) resulte
l'expression des composantes spectrales du champ sur 13' et 13", eB,(s,l/) et
eBu(s, 1/), sous la forme

eBU(s, 1/) = eB'(s, 1/) exp [_i; (R~u - R~,)82]. (9.60)

Comme les calottes spheriques 13' et 13" sont tangentes, la relation (9.60) tra­
duit Ie transfert du champ par une transparence de courbure (il s'agit de la
representation mixte).

La representation spatio-temporelle du transfert du champ par transpa­
rence de courbure, en spectre etroit, se deduit de la relation (9.60) par une
transformation de Fourier inverse temporelle et prend la forme

(9.61)

Remarque 9.5.4. On arrive au meme resultat - c'est-a-dire a la relation
(9.61) - en deduisant de la relation (9.60) la forme explicite du gain complexe
du transfert associe a une transparence de courbure, soit

h(s', s, 1/) = exp [_ i~ (_1 1_) 8 2] <5(s' - s),
A RBu RB'

(9.62)

puis celle de la reponse percussionnelle spatio-temporelle (deduite de h par
transformation de Fourier inverse temporelle)

H(s',s,t) =exp [_i; (R~u - R~,)82] <5(S'-S)0<5(t). (9.63)

La relation (9.61) s'obtient enfin par convolution temporelle de H avec EB' et
integration spatiale, conformement a la relation (9.56), ou meme (9.25).
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9.5.5 Imagerie d'un emetteur a spectre etroit

L'imagerie coherente obeit a la double conjugaison, comme il a ete vu au
chapitre 4 : conjugaison des sommets et conjugaison des centres de courbure.
lei, Ie systeme optique qui forme l'image d'un emetteur A est suppose achroma­
tique, c'est-a-dire corrige des aberrations chromatiques [156]. Certes l'achroma­
tisme est difficile a obtenir techniquement, sur un large domaine : en pratique
on « replie Ie spectre» et il reste toujours un residu de chromatisme. L'hypo­
these d'un chromatisme parfaitement corrige est toutefois realiste en spectre
etroit. Cela revient a supposer que l'image A' de A est independante de la
frequence et que Ie grandissement aux sommets, comme celui aux centres de
courbure, sont des constantes.

Dans ces conditions, de la relation (4.30) (c'est Ie theoreme 2 p. 78)

1 (r')UA'(r') = - UA - ,
98 98

(9.64)

on deduit la relation suivante qui lie les composantes spectrales des champs sur
l'emetteur et sur son image

1 (r')eA,(r', v) = - eA -, v
98 98

La relation (9.65) s'ecrit aussi

(9.65)

(9.66)

et elle fournit l'expression du gain complexe du transfert du champ par imagerie

1 (r' )h(r',r,v)=-J --r .
98 98

La reponse percussionnelle spatio-temporelle est

1 (r' )H(r',r,t)=-J --r 0J(t-tp ),
98 98

(9.67)

(9.68)

ou t p est Ie temps de propagation de la lumiere 10 du sommet de A au som­
met de A'. Finalement, l'amplitude du champ sur A' (representation spatio­
temporelle) est

1 (r' )EA'(r', t) = - EA -, t - tp
98 98

10 L'achromatisme signifie que t p est independant de la frequence.

(9.69)



(9.71)

272 Optique de Fourier

9.5.6 Conclusion pour les ondes de spectre etroit

Les formules de diffraction d'une onde de spectre etroit sont similaires a
celles d'une onde monochromatique dont la frequence serait V, frequence ar­
bitrairement choisie dans Ie spectre de l'onde. La seule difference reside dans
Ie retard engendre par Ie temps de propagation de l'emetteur au recepteur.
Ce retard se traduit par un terme de phase qui depend de la frequence. Par
exemple, pour la diffraction de Fresnel, on a (avec );v = V)

eB(s, v) = J- exp [_ 2iJr~D] exp [_ i~ (_1 +~) 8 2] (9.70)
AD v A RB D

x ~;xp[_i;(~_ ;A)r2]exp[-~~s.r] eA(r,v)dr,

a comparer avec l'equation (3.31) p. 52, qui, dans son expression complete 11

et avec les notations de ce chapitre, prend la forme

UB(S) = );~ exp [- 2i~D] exp [- i; (;B + ~) 8
2

]

X rexp [- i~ (~ __1 ) r2] exp[_:iJr s.r] UA(r)dr.
JW!.2 A D RA AD

On etablit des comparaisons analogues pour la diffraction de Fraunhofer,
pour une transparence de courbure, ou pour l'imagerie coherente.

9.6 Exercices

Exercice 9.1. Ecrire l'expression du gain complexe d'une transparence de
courbure en lumiere polychromatique.

En deduire l'expression de la reponse percussionnelle spatio-temporelle
d'une transparence de courbure.

Exercice 9.2. Appliquer l'analyse du paragraphe 9.4.5 a une ouverture circu­
laire. Puis a une ouverture annulaire (pupille d'un telescope). Dans les deux
cas, tracer les graphes correspondant a la figure 9.5.

11 C'est-a-dire en reintroduisant Ie terme exp[-2i1rDi//VJ que nous n'ecrivions pas,
suivant la regie 1.



Chapitre 10

La coherence et son transfert

La lumiere a des variations temporelles aleatoires : une etude statistique
est necessaire pour decrire les fluctuations du champ, celles de l'eclairement
incident sur un detecteur, etc., et predire les resultats de mesures effectuees
sur ces grandeurs. Ce chapitre examine les proprietes statistiques d'ordre 2 du
champ electrique, c'est-a-dire sa coherence, et la propagation de cette derniere
par diffraction. Dans les limites de la theorie metaxiale, tous les resultats lies
a la coherence se deduisent du seul transfert de l'amplitude du champ. La
methode suivie s'ecarte des methodes classiques [16,29,98,153,245] dans la
mesure ou elle met en ceuvre des emetteurs et recepteurs spheriques.

Le paragraphe 10.1 est consacre a une approche elementaire et intuitive de
la notion de coherence en optique classique; son but est de rendre naturelle la
definition de la coherence donnee au paragraphe 10.2 et de justifier certaines
hypotheses sur les proprietes que possede a priori Ie champ electromagnetique
et sur lesquelles se fondent les resultats de ce chapitre.

Certaines notions et certains theoremes appliques dans ce chapitre sont
exposes dans les appendices F et G; l'appendice H precise les proprietes essen­
tielles codes fonctions de coherence.

10.1 Considerations eIementaires sur la coherence en
optique

10.1.1 Echelles de temps et coherence

En optique classique \ la coherence traduit la capacite d'une source de lu­
miere a produire des interferences. Cette definition est sans doute trop som­
maire pour ne pas cacher quelques subtilites; elle merite d'etre precisee. Dans
Ie cadre d'une theorie classique 1 du rayonnement, la notion de coherence est
liee aux echelles de temps caracteristiques de la maniere dont la lumiere est
emise par les atomes et de celle dont on observe 2 un phenomene lumineux.

1 Non quantique.
2 L'observation suppose en pratique la detection de l'onde electromagnetique. En

optique classique on mesure un eclairement. Conformement a ce que nous avons
explique au chapitre 1, la grandeur observee « potentiellement » est ramenee a
l'intensite vibratoire. Vne theorie de la detection plus complete releve de l'optique
quantique.
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L'emission de lumiere par les atomes et les molecules est au C(Bur de la
physique atomique [43]; son etude releve de la mecanique quantique. Nous
nous limitons ici a un expose elementaire, en des termes nalfs, necessairement
approximatifs, mais dont nous croyons qu'ils peuvent toutefois fournir une jus­
tification plausible aux definitions et notions utilisees des Ie paragraphe 10.2.

Nous admettons que les atomes emettent la lumiere sous la forme de trains
d'ondes de duree finie [87]. Un modele mathematique simple consiste a re­
presenter l'amplitude d'un train d'onde par une fonction sinusoldale tronquee
(temporellement). Au besoin, on ameliore Ie modele en choisissant une fonction
sinusoldale amortie, de la forme e-t / TO cos 27rvot (vo est la frequence fondamen­
tale et TO une constante d'amortissement temporelle), qu'on tronque eventuel­
lement (en la multipliant par une fonction « rectangle»).

Dans ces conditions, trois echelles de temps sont a prendre en compte:

1° La premiere echelle est fixee par la periode des vibrations lumineuses
Tl = l/vo, si vo est la frequence fondamentale. Cette periode est de l'ordre
de 10-15 s (environ de 1, 3 . 10-15 s a 2,6 . 10-15 s pour Ie spectre visible).

2° La deuxieme echelle est fixee par la duree des trains d'ondes. C'est la duree
d'emission de la lumiere par un atome quand il passe d'un etat excite a un
etat moins excite. La physique atomique nous enseigne 3 que cette duree T2

est de l'ordre de 10-9 s.

3° La troisieme echelle est fixee par la duree d'observation T3 : elle est bornee
inferieurement par la duree que requiert un detecteur pour donner une re­
ponse a une excitation lumineuse. Le domaine des valeurs de T3 s'etale sur
plusieurs ordres de grandeur : de 10-6 s a plusieurs secondes (et davan­
tage, c'est-a-dire une duree aussi longue qu'on Ie souhaite). Comme valeur
typique nous prenons 1 s.

Les trois durees s'ordonnent ainsi : Tl « T2 « T3; et ce qui est impor­
tant c'est qu'elles ont des ordres de grandeurs bien difl'erents (c'est pourquoi
considerer T3 rv 1 s est caracteristique).

Finalement, en optique, on observe sur une longue duree (a l'echelle de T3)

des phenomenes oscillant a des periodes tres petites (de l'ordre de Tl) et qui
ont eux-memes une duree intermediaire (de l'ordre de T2)' On n'observe que la
moyenne, prise a l'echelle de T3, d'un phenomene qui varie a l'echelle de T2 et
qui oscille a l'echelle de Tl.

Dans ces conditions, la coherence d'une source lumineuse est sa capacite a
produire des interferences a l'echelle de T3, fixee par la duree d'observation. La

3 II est necessaire de donner ici des explications supplementaires et pour cela d'anti­
ciper sur la suite. Nous verrons que la duree des trains d'ondes est liee au spectre
de la source qui les emet. Les trains d'ondes dont nous parlons ici correspondent
Ii la largeur « naturelle » d'une raie spectrale; par la suite nous les qualifions de
trains d'ondes physiques. De fait, les raies spectrales sont elargies par divers phe­
nomenes : effet Doppler, chocs entre atomes d'un gaz. De tels phenomenes auront
par consequent un effet sur la coherence de la source; pour cette raison, nous intro­
duisons au paragraphe 10.1.4 la notion de train d'onde apparent, liee Ii la largeur
spectrale effective de la source.
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possibilite effective d'observer (ou de detecter) des interferences a une echelle
comparable a 72, conduirait a revoir la notion de coherence d'une source 4.

10.1.2 Superposition de deux vibrations

Soient deux vibrations sinusoidales, d'amplitudes

Xl(t) = al cos(27Wlt - 'Pd,

X2(t) = a2 cOS(27fV2t - 'P2) ,

qui, superposees, produisent l'amplitude

(10.1)

(10.2)

(10.3)

En optique (theorie scalaire), x, Xl et X2 sont des amplitudes du champ
electrique, et la detection porte sur la moyenne temporelle du carre de x(t) (ou
carre du module en representation complexe), a un facteur dimensionnel pres:
l'intensite vibratoire est (le symbole ( )t indique la moyenne temporelle)

(10.4)

Avant de preciser sur quelle echelle de temps est prise la moyenne temporelle,
nous ecrivons

X(t)2 = a1 2COS2(27Wlt - 'Pd + a22cos2(27W2t - 'P2)

+ ala2 coS[27f(Vl + V2)t - 'PI - 'P2]

+ ala2 coS[27f(Vl - V2)t + 'P2 - 'PI] . (10.5)

Les frequences VI et V2 sont des frequences du domaine optique et la
moyenne temporelle est prise sur une duree grande par rapport a 71 = ljVl (ou
1jv2 qui lui est comparable), si bien que (pour j = 1,2)

2 1
(cos (27fvjt - 'Pj))t ="2'

et a plus forte raison (car VI + V2 > VI)

(10.6)

(10.7)

(10.8)

4 On ne voit pas d'interferences si on regarde une feuille blanche eclairee par une
source blanche. Une photographie de cette feuille montre une image d'eclairement
homogene (les appareils photographiques actuels peuvent descendre a des temps
de pose de (1/8 000) s). Si l'on pouvait toutefois prendre une photographie de
la meme feuille, eclairee de la meme fa«on, avec un temps de pose de l'ordre de
10-9 s, on enregistrerait des interferences, du type speckle. Un tel champ de speckle
se modifie a l'echelle de 72 : l'reil (humain) ne per«oit qu'une moyenne temporelle
sur un temps finalement long, de l'ordre d'un quinzieme de seconde; il en resulte
une homogeneisation de l'eclairement.
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II en resulte

(10.9)

Dans la relation (10.9), Ie terme (coS[27l"(VI - V2)t + <P2 - <PI])t represente
des battements dont la frequence est IVI - v21. Observe-t-on ces battements?
Pour cela il faut detecter des variations d'eclairement a une echelle de temps
de l'ordre de l/lvI - v21. II faut donc, en general, compte tenu des moyens
techniques dont on dispose, que IVI - v21 soit assez petit. On obtient cela, en
principe, en contr61ant parfaitement la frequence des sources; mais c'est difficile
a realiser en optique, et on pallie cet ecueil en dedoublant l'onde emise par une
seule source et en superposant les deux ondes derivees, apres avoir decale la
frequence de l'une d'elles (un tel decalage s'obtient par exemple en depla<;ant
un des deux miroirs d'un interferometre de Michelson dans un mouvement de
translation uniforme; Ie decalage de la frequence resulte de l'effet Doppler).
Dans ce dernier cas, on a pratiquement des interferences.

Formule des interferences. On a des interferences, au sens strict 5, si Ie
phenomene de battements est « statique », c'est-a-dire si VI = V2. Posons
<P = <P2 - <PI, si bien que l'intensite vibratoire qui resulte de la superposition
des vibrations est

(10.10)

II est toujours possible de supposer ala2 2': 0, quitte a changer l'origine du
temps: Ie dephasage entre Xl et X2 est encore egal a <P et la valeur de I n'est pas
modifiee. En notant h = a1 2/2 et h = a22/2 (ce sont les intensites vibratoires
des vibrations Xl et X2) la relation (10.10) devient (formule des interferences)

I = h +12 + 2JhI2 cos <P . (10.11)

Le terme 2JhI2 cos<p de la relation (10.11) est Ie terme d'interferences.
L'eclairement resultant (intensite vibratoire ici) depend essentiellement de

la difference de phase qui existe entre les deux vibrations superposees. De la Ie
phenomene d'interferences : interferences constructives si <P = 0 [7l"], destructives
si <P = 7l" [7l"]. Le calcul de l'eclairement s'effectue en tout point d'un ecran eclaire
par deux ondes; l'etat d'interferences en chaque point de l'ecran depend du
dephasage des vibrations incidentes en ce point. La methode est generale en ce
sens qu'elle s'applique a tout type d'interferometre (a deux ondes ici) : trous
d'Young, interferometre de Michelson par exemple.

En general les detecteurs optiques ont une reponse de duree grande par
rapport a T2 (la duree d'emission d'un train d'ondes). La moyenne temporelle
qui donne l'eclairement s'effectue a l'echelle de T3, c'est-a-dire sur une duree
grande par rapport a T2. Les interferences sont un phenomene stationnaire, a

5 Dans un sens elargi, des battements Ii basse frequence sont consideres comme un
phenomene d'interferences lentement variable.
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l'echelle de T3; c'est a cette echelle que se definit la coherence d'une source.
L'hypothese de stationarite a l'echelle de T3 est necessaire pour expliquer les
interferences.

Comme T2 est grand par rapport a Tl, une moyenne effectuee a l'echelle de
T2 aurait un sens. On peut concevoir des interferences a l'echelle de T2, car Ie
dephasage cp est maintenu constant a cette echelle. Les detecteurs habituels ne
permettent toutefois pas de les observer.

10.1.3 Trains d'ondes et coherence

Contrairement a ce qui se passe en radio-electricite, il est difficile de main­
tenir constante la difference de phase entre deux sources lumineuses de meme
frequence. Dans ces conditions, la meilleure far;on de produire des interfe­
rences, c'est-a-dire des battements statiques, consiste a dedoubler 6 l'onde issue
d'une seule source de far;on a obtenir deux repliques qu'on superpose dans
un deuxieme temps. Chaque train d'onde se trouve dedouble, puis ses deux
repliques, souvent decalees dans l'espace, sont superposees.

Puisque la duree d'un train d'onde est limitee, on comprend que si Ie deca­
lage des deux repliques est trop grand, ces dernieres ne se superposent pas et il
n'y a pas d'interferences. La figure 10.1 illustre cela a l'aide d'un interferometre
de Michelson.

Un train d'onde de duree T a une longueur L = CT, OU C est la vitesse de la
lumiere (on suppose l'interferometre place dans Ie vide). Un train d'onde issu de

a

M2~

I

t M 1

;W~J\}(7L{ -e r7i- ~

T21:
I

llTl
c

FIG. 10.1. Mise en evidence des possibilites d'interferences pour un train d'onde a
I'aide d'un interferometre de Michelson. Le schema de I'interferometre est simplifie
(pas de lame compensatrice). II y a des interferences dans les situations a) et b), pas
dans la situation c). Les explications sont donnees dans Ie texte.

6 Nous prenons ici Ie cas d'un dedoublement. II existe des interferometres a ondes
multiples, comme I'interferometre de Fabry-Perot. On distingue les interferometres
a division d'amplitude - interferometre de Michelson - des interferometres a divi­
sion du front d'onde (les trous d'Young en sont un exemple).
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la source S, schematise par une sinusoide tronquee, se scinde en deux repliques
quand il arive en 0 sur la separatrice. Les deux repliques se reflechissent l'une
sur M I , l'autre sur M 2 , puis se superposent en sortie de l'interferometre. Pour
plus de clarte elles sont decalees lateralement sur les schemas de la figure 10.1.
Examinons les trois situations presentees.

1. L'interferometre est regIe a la difference de marche nulle si les miroirs sont
equidistants de 0 (fig. 10.1 a). Dans ce cas les deux repliques parcourent
des distances egales et emergent de l'interferometre en phase 7. Les deux
repliques interferent en sortie de l'interferometre.

2. On deplace Ie miroir M2 de ,1. Le train d'onde T2 est en retard de 2,1 par
rapport a TI . Si 2,1 < L, comme c'est Ie cas sur Ie schema de la figure 10.1 b,
les trains d'ondes T I et T2 se superposent partiellement et interferent sur
leur partie commune. Nous anticipons sur la notion de contraste : ici Ie
contraste des franges a diminue par rapport a la situation precedente (Ie
modele d'une amplitude de la forme d'une sinusoide amortie permet de
comprendre cela simplement).

3. Le miroir M2 est decale de telle sorte que 2,1 > L (fig. 10.1 c). Les trains
d'ondes T I et T2 ne se superposent plus et ne donnent pas lieu a interfe­
rences.

Dans la realite un atome emet une serie de trains d'ondes successifs T[I],

T[2], T[3] etc., chacun donnant lieu a des repliques TF] et TJj]. Prenons comme
reference Ie prolongement de la portion de sinusoide que constitue T[I], a la­
quelle nous comparons tous les trains d'ondes T[j], en definissant pour chacun
d'eux une phase relative. Nous distinguons deux cas extremes:

Ie cas incoherent (Ia denomination se justifiera d'elle-meme par la suite)
pour lequelles phases sont aleatoires et equireparties sur [0, 21f]. Les trains
d'ondes successifs n'ont aucune relation de phase fixe entre eux;
Ie cas coherent pour lequelles differents trains d'ondes sont les portions
d'une meme sinusoide. lIs ont une relation de phase fixe entre eux.

Revenons a l'interferometre de la figure 10.1, regIe a la difference de marche
nulle comme sur la partie a) du schema. La figure 10.2 montre les repliques
telles qu'elles emergent de l'interferometre. Chaque train d'onde interfere avec
lui-meme 8 et tous les trains d'ondes produisent la meme figure d'interferences,
que la source soit coherente ou incoherente (c'est-a-dire independamment des
relations de phase entre les trains d'ondes successifs). II y a des interferences
dans ce cas a l'echelle de 73, parce que les interferences produites par chaque

7 Pour simplifier nous ne tenons pas compte d'un eventuel dephasage a la reflexion.
Si la surface reflechissante de la separatrice est dielectrique, ce dephasage vaut
1r : il transforme ce qui serait un phenomene d'interferences a centre blanc en un
phenomene a centre noir! Nous n'avons pas represente non plus la lame compensa­
trice, indispensable pour obtenir l'egalite des chemins optiques (a toute longueur
d'onde).

8 Plus precisement, ce sont les repliques T{j] et TJjl de chaque train d'onde T[j] qui
interferent.
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,,,,,

W\IV\N
TJl]

FIG. 10.2. A la difference de marche nulle, les interferences dues aux trains d'ondes
successifs sont les memes. Le phenomene est stationnaire : on observe des interfe­
rences.

train d'onde, d'une duree de l'ordre de 72, sont identiques : chaque train d'onde,
a son arrivee, maintient Ie phenomEme.

Plac;ons-nous dans la situation c) de la figure 10.1 : Ie decalage des trains
d'ondes est superieur a leur longueur. La figure 10.3 montre schematiquement
ce qui se passe avec une source incoherente (l'emploi de ce mot pour decrire
cette situation serajustifie a posteriori). Les trains d'ondes successifs n'ont pas

de dephasage fixe entre eux. Du fait du decalage du miroir M2, la replique TFJ

se superpose (partiellement) ala replique TJIJ
. Ces deux repliques produisent

des interferences, sur leur partie commune, dont la duree est de l'ordre de 72.

De la meme fac;on, la replique TPJ se superpose a la replique TJ2J : elles donnent
des interferences, sur une duree de l'ordre de 72, qui remplacent celles dues aux
deux repliques precedentes. Mais la relation de phase qui existe entre TFJ et

TJIJ n'est pas la meme (en general) que celIe qui existe entre TPJ et TJ2J
: les

deux phenomenes d'interferences sont differents. Si on poursuit l'analyse avec
la suite des trains d'ondes T[jJ on obtient une suite de figures d'interferences
qui se succedent a une frequence de l'ordre de 1/72, qui sont differentes entre
elles. Ce qui est detecte, a l'echelle de 73, c'est la moyenne de l'ec1airement de
chaque figure: c'est un ec1airement uniforme. II n'y a pas d'interferences a une
echelle de temps de l'ordre de 73. II n'y a pas coherence.

W\I\Mf W\IV\N
: T[3j : T[2]
: 1 : 1
, '

W\IV\N W\IV\N WWM
r[2]

2

FIG. 10.3. Source incoherente. Les trains d'ondes successifs n'ont pas de dephasage
fixe entre eux. Si Ie decalage des repliques est superieur Ii la longueur des trains
d'ondes, il n'y a pas d'interferences.

Examinons maintenant Ie cas d'une source coherente, comme Ie montre la
figure lOA. Les trains d'ondes successifs sont emis a des instants aleatoires, mais
la phase est conservee de l'un a l'autre : les trains d'ondes du schema b) sont,
de fait, les parties tronquees de la sinusolde du schema a). Ceux du schema c) Ie
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FIG. 10.4. Source coherente. Les trains d'ondes successifs sont en phase et sont pour
cette raison les tron<;ons d'une meme sinusoide.

sont d'une sinusoide representee en d) : c'est la sinusoide du schema a) decalee
par la translation du miroir M2. On constate que Ie dephasage qui existe entre
les repliques Til] et TJI], qui ont une partie commune, est aussi celui qui existe

entre les repliques T12
] et TJ2], entre les repliques TJ3] et TJ3] etc. Chaque paire

de repliques produit la meme figure d'interferences a l'echelle de 72. De plus
TF] et TJ2] ont aussi une partie commune et leur dephasage est Ie meme que

precedemment. C'est encore Ie cas de T14
] (non represente) et de TJ3] etc. Le

phenomene est stationnaire : on observe des interferences a l'echelle de 73. Il y
a coherence (ce qui justifie a posteriori Ie vocabulaire employe).

Interferences et correlation temporelle. Considerons un interferometre
de Michelson dont un miroir est decale de i1 par rapport a la position qu'il
occuperait a la difference de marche nulle. En sortie de l'interferometre on
superpose deux vibrations qui s'ecrivent

XI(t) = acos(27rvot - 'PI),

X2(t) = acos(27rvot - 'P2),

et dont la difference de phase est

47rvoi1
'P = 'P2 - 'PI = --- = 27rV07 ,

C

(10.12)

(10.13)

(10.14)

si on est dans Ie vide, et OU 7 est Ie temps que met la lumiere pour parcourir la
distance 2i1 (a cause de la reflexion, un decalage de i1 d'un des miroirs produit
une difference de chemin optique 2i1).

Ce qui est interessant ici, c'est qu'on superpose une vibration Xl avec la
vibration X2 qui n'est autre qu'une version de Xl dephasee, c'est-a-dire au fond
translatee dans Ie temps. On a en effet

(10.15)

si bien que l'intensite vibratoire en sortie de l'interferometre est
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(10.16)

Avec des notations complexes, l'intensite vibratoire de la vibration x(t) est 9

(10.17)

soit explicitement

I(T) = 2Io + (Xl(t) Xl(t - T))t + (Xl(t) Xl(t - T))t

= 2Io + 2~ [(Xl(t) Xl(t - T) )t] . (10.18)

ou Io = (Ixl (tW)t = (Ixl (t - TWk
Le terme d'interferences de l'intensite vibratoire en sortie de l'interfero­

metre est la partie reelle de la fonction d'autocorrelation 10 de l'amplitude de
la vibration, definie par

(10.19)

Cela justifie l'introduction de cette fonction pour decrire la coherence du
champ; en optique elle prend meme Ie nom de fonction de coherence.

Enfin, l'intensite vibratoire de la source est, avec les notations precedentes,
Io = (lxl(t)12)t = T(O). Ce sera la definition retenue par la suite (paragraphe
10.2.3).

10.1.4 Coherence temporelle et largeur spectrale

Spectre d'un train d'onde. Vne source de lumiere comporte un grand
nombre d'atomes : tous n'emettent pas en phase, ni rigoureusement ala meme
frequence 11. Avant d'examiner les consequences de cela, que peut-on dire du
spectre de l'onde emise par un atome dans les conditions du paragraphe pre­
cedent? C'est une onde a spectre etroit. Le spectre d'une fonction sinusoidale
tronquee est une fonction (sinx/x)2; Ie rapport T2/Tl etant de l'ordre de 106 , Ie
spectre est concentre autour de la frequence fondamentale I/o. Le modele d'une
sinusoide amortie fournit un resultat plus realiste. Il est commode d'employer
la notation complexe et de tenir compte de la paire de Fourier (Y est la fonction
de Heaviside)

9 Si on voulait rendre compatible cette definition de I'intensite vibratoire avec celie
obtenue en notation reelle - relation (10.16) -, il faudrait introduire un coefficient
1/2 devant Ie membre de droite de la relation (10.17) et ecrire

1 2I(T) = "2(IX1(t) + X1(t - 7)1 )t,

ce que nous ne ferons pas. Cela revient a modifier la definition de I'intensite vibra­
toire, ce qui n'est guere genant puisque nous omettons deja I'impedance du milieu
(voir Ie chapitre 1).

10 Voir la note en bas de page 8 p. 234.
11 Les raies spectrales ont justement une certaine « largeur ». Par exemple I'effet

Doppler est une cause d'elargissement.
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[ t] 72Y(t) exp -- ;==' ,
72 1 + 2i7W72

(10.20)

pour ecrire l'amplitude associee a un train d'onde et son spectre sous la forme
(a est une constante dimensionnelle)

aY(t) exp [- ~2] exp[2i7wot] ;==' a72
, 1 + 2i7l"(v - VO)72 .

Le module au carre du spectre est

(10.21)

(10.22)

et son graphe est une « lorentzienne ». Cela correspond bien au profil naturel
des raies spectrales. Compte tenu de Vo rv 5 . 1014 Hz et de 72 rv 10-9 s, Ie
spectre est tres etroit, centre autour de Vo.

Spectre d'une source coherente composee d'un grand nombre d'ato­
meso Il n'y a aucune raison a priori pour que tous les atomes d'une source
lumineuse emettent des trains d'ondes de meme longueur d'onde, et meme si
c'etait Ie cas, qu'ils les emettent en phase. C'est pourtant ce qui se passe dans
un laser, OU la lumiere est amplifiee par emission stimulee : un atome excite
retrouve son etat initial s'il est stimule par une onde (de frequence appropriee) :
il emet une onde identique a l'onde stimulante dont l'amplitude est ainsi dou­
blee, la phase conservee. D'autre part Ie laser comporte une cavite optique et la
resonance privilegie des ondes en phase. Les trains d'ondes successifs emis par
un atome du milieu amplificateur d'un laser apparaissent comme les tronca­
tures d'une meme sinusoide. Puisque les atomes emettent des trains d'ondes a
tout instant, tous ces trains d'ondes reconstituent une seule et meme sinusoide.
L'onde emise par Ie laser est pratiquement une onde harmonique 12 (sinusoi­
dale).

Dans ce cas, tout se passe comme si on avait une augmentation de la lon­
gueur des trains d'ondes. Nous parlons de train d'onde apparent. Pour une
source coherente, la longueur des trains d'ondes apparents est beaucoup plus
grande que celle des trains d'ondes physiques, effectivement emis par les atomes.

Les schemas a) et d) de la figure lOA montrent qu'on obtient des interfe­
rences meme pour un decalage plus grand que la longueur des trains d'ondes
physiques: ce qui compte c'est bien la longueur des sinusoides en a) et d),
c'est-a-dire la longueur des trains d'ondes apparents. Celle-ci se mesure a l'aide
du montage de la figure 10.1.

Spectre d'une source incoherente composee d'un grand nombre
d'atomes. Si aucun artifice n'est utilise comme dans un laser, Ie spectre d'une
source est plus large que celui des trains d'ondes physiques. L'elargissement

12 II y a bien sur une limite a cela : par exemple les atomes d'un laser a gaz sont
animes d'un mouvement, si bien que chaque radiation emise par un atome subit
l'effet Doppler. Cela se traduit par un elargissement du spectre de l'onde emise.
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provient ici du fait que les atomes de la source emettent des trains d'ondes
dont les frequences fondamentales ne sont pas les memes. De la resulte un
brouillage des interferences, qui a lieu meme pour un petit decalage des miroirs
d'un interferometre de Michelson par rapport a la position de la difference de
marche nulle. Tout se passe cette fois-ci comme si on avait des trains d'ondes
apparents beaucoup plus courts que les trains d'ondes physiques.

Coherence temporelle. Longueur de coherence. Le montage de la figure
10.1 permet de mesurer la longueur des trains d'ondes apparents d'une source
S definis dans les conditions precedentes. On part de la difference de marche
nulle, pour laquelle on observe des interferences, puis on deplace par exemple Ie
miroir M 2 . II arrive un moment OU les interferences ont disparu : on met ainsi
en evidence la longueur de coherence de la source, qui caracterise sa coherence
temporelle.

La longueur de coherence est Me au spectre de la source. Indiquons quelques
ordres de grandeur.

1. On obtient des interferences avec de la lumiere blanche, dont la longueur
de coherence est de l'ordre de 5 11m. Les distances des miroirs a 0 doivent
etre egales avec une precision de l'ordre de 2,5 11m.

2. Les lampes spectrales ont des longueurs de coherence de l'ordre de quelques
centimetres. Cela depend de la pression du gaz dans l'ampoule : la longueur
de coherence augmente quand la pression diminue.

3. Les lasers ont des longueurs de coherence allant de quelques centimetres a
plusieurs kilometres. Un petit laser helium-neon courant a une longueur de
coherence d'une dizaine de centimetres, voire du double. Un laser ionique a
argon a une longueur de coherence d'environ 5 cm. Cette longueur devient
de l'ordre de quelques metres si on place un etalon Fabry-Perot dans la
cavite laser. Pour les besoins des telecommunications optiques, on fabrique
des diodes lasers dont la longeur de coherence se chiffre en centaines de
metres. C'est aussi Ie cas pour des lasers employes en metrologie, de tres
grande purete spectrale.

Remarque 10.1.1. La notion de coherence et celle de monochromaticite sont
differentes et doivent etre distinguees. Certes une source qui serait parfaitement
monochromatique serait necessairement coherente (temporellement et spatia­
lement) puisque tous ses points emettraient des trains d'ondes arbitrairement
longs: en tous les points d'un ecran qu'elle eclaire, la source produirait des
vibrations ayant entre elles une relation de phase fixe dans Ie temps: c'est la
definition de la coherence. Dans la realite, les sources lumineuses sont seule­
ment quasi-monochromatiques : un emetteur de spectre etroit spatialement
incoherent est concevable. Enfin on produit des interferences avec de la lumiere
a spectre large (lumiere blanche) : la coherence (spatiale) est suffisante pour
l'observation de franges stationnaires.
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10.1.5 Coherence spatiale

La notion de coherence spatiale, liee a l'etendue de la source, se comprend
de la far;on suivante. On obtient des franges d'egales epaisseur avec un inter­
ferometre de Michelson en inclinant legerement un des deux miroirs, comme
l'indique la figure 10.5. On parle de franges du coin d'air (Ie coin est forme par
les deux miroirs, ou plus precisement par leurs images a travers l'objectif L).

Dans un premier temps, la source est quasi ponctuelle. Les franges d'inter­
ferences sont du type de celles obtenues dans l'experience d'Young. En effet
chaque miroir donne une image de la source: SI pour M l et S2 pour M2;
SI et S2 se comportent comme deux trous d'Young. Si la source est de spectre
etroit, les franges ont un profil sinusoidal. II est possible toutefois d'obtenir des
franges d'interferences avec une source blanche.

Si on deplace Sen Sf, dans Ie plan de la figure 10.5, perpendiculairement a
l'axe SM1 , les franges se deplacent dans Ie plan [, perpendiculairement a l'axe
optique de L, d'une quantite 0 proportionnelle aSS'. Si sst est petit, 0 est
assez petit pour que les franges dues a S' se superposent pratiquement a celles
dues a S. Dans ce cas, les deux systemes de franges se renforcent l'un l'autre.

En revanche, si on augmente sst, on passe par une valeur de 0 telle que les
franges d'interferences dues a S' sont en opposition avec celles dues as: les
deux systemes de franges se neutralisent.

Considerons desormais une source de lumiere ayant une etendue variable.
On obtient cela en plar;ant un diaphragme iris devant une source etendue. La
source est composee d'un tres grand nombre d'atomes; chaque atome emet la
lumiere independamment des autre atomes, sans aucune relation de phase fixe
entre les differents trains d'ondes. Si la source est assez petite (diaphragme
tres ferme), les franges dues a tous les atomes se superposent et donnent des
franges d'interferences de bon contrate. Si on augmente Ie diametre de l'iris, Ie
contraste diminue. On arrive meme a une valeur de ce diametre pour laquelle
les interferences ont disparu : les atomes du bord de l'iris produisent des inter­
ferences qui neutralisent celles dues aux points centraux de l'iris. On a perdu
la coherence.

Les dimensions de la source influent sur sa capacite a produire des interfe­
rences. On parle de coherence spatiale dans ce cas.

FIG. 10.5. Observation de franges du coin d'air sur
l'ecran E. L'objectif L projette les images des deux mi­
roirs sur E.
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10.1.6 Description de la coherence

Les explications des paragraphes precedents, pour schematiques qu'elles
soient, permettent de compendre certains choix dans les modeles theoriques
adoptes pour definir la coherence [16,87,98,114,153,241]. Voici quelques ele­
ments a prendre en compte dans la description de cette derniere :

1. Stationnarite. L'observation d'interferences sur une duree longue par rap­
port aux periodes d'oscillations du champ conduit a l'hypothese de station­
narite de ce dernier ;

2. Correlation temporelle. La coherence temporelle traduit la correlation qui
existe entre les oscillations du champ prises a deux instants differents, se­
pares d'une duree fixe (qui correspond au decalage obtenu a l'aide d'un
interferometre). Cela justifie la representation de la coherence par la fonc­
tion de correlation de l'amplitude du champ;

3. Correlation spatiale. La coherence spatiale traduit la correlation qui existe
entre les oscillations du champ en deux points de la source;

4. Largeur spectrale. Plus que la longueur des trains d'ondes physiques, effec­
tivement emis par la source, c'est la longueur des trains d'ondes apparents
qui caracterise la coherence: c'est d'elle que depend la correlation des vi­
brations. Cette longueur est d'autre part Me a l'etendue spectrale de la
source. Il apparait une relation naturelle entre coherence et largeur spec­
trale, exprimee theoriquement par Ie theoreme de Wiener-Khintchine.

10.2 La coherence du champ electrique

10.2.1 Notations. Moyenne temporelle

Le champ electrique sur un emetteur ou un recepteur est un signal aleatoire ;
sa representation temporelle est, en toute generalite, une distribution aleatoire.
Nous traitons toutefois seulement de fonctions aleatoires, dont l'appendice G
expose quelques proprietes, et utilisons les notations integrales habituelles. Pour
rendre les ecritures plus simples, nous adoptons meme des notations legerement
differentes de celles de l'appendice G et moins rigoureuses qu'elles.

Ainsi la moyenne temporelle de la fonction aleatoire (temporelle) X s'ecrit

1 JT/2
(X)t = lim -T X(t) dt,

T-++oo -T/2
(10.23)

ou X(t) remplace Xw(t) - voir la relation (G.8). (Xw est une realisation de X.)
Nous ferons systematiquement l'hypothese que l'amplitude du champ est

une fonction aleatoire stationnaire et ergodique, de far;on a appliquer Ie theo­
reme de Wiener-Khintchine sous la forme du corollaire G.2.2. (Voir aussi la
remarque G.2.1 p. 518.)
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10.2.2 Premier ordre

Soit EA(r, t) la representation spatio-temporelle du champ electrique a
l'instant t et au point r d'un emetteur (ou recepteur) spherique A. La va­
leur moyenne temporelle de E A (r, t) est (EA (r, t))t et correspond a un champ
statique qui ne se propage pas, comme Ie montrent les equations de Maxwell.
Nous pouvons donc supposer

(10.24)

sans que la propagation de la lumiere ne soit affectee.

10.2.3 Deuxieme ordre. Coherence

On a l'habitude en optique de baptiser « coherence» les fonctions de cor­
relation dont Ie paragraphe 10.1 examine Ie role dans la description des inter­
ferences. Ainsi les explications du paragraphe 10.1 justifient intuitivement les
definitions qui suivent. Celles-ci ont toutefois une portee plus generale, n'etant
plus liees a une experience d'interferometrie particuliere. En effet les fonctions
de correlation s'introduisent dans la theorie des fonctions aleatoires, comme
expose dans l'appendice G. Les proprietes de la coherence, les resultats etablis
a son propos, ne sont que la traduction, dans Ie langage de l'optique, des pro­
prietes des fonctions (ou distributions) aleatoires 13 (voir la remarque G.2.2).

Soient rl et r2 deux points d'un emetteur (ou recepteur) A (fig. 10.6). La
coherence mutuelle entre les vibrations lumineuses en ces deux points est 14

(10.25)

Elle verifie

(10.26)

Si rl = r2, la coherence mutuelle devient la coherence propre au point rl,
c'est-a-dire TA(rl' rl; T). Ainsi

L'intensite vibratoire au point r de l'emetteur, notee I(r), est

I(r) = TA(r, r; 0).

L'intensite (vibratoire) mutuelle aux points rl et r2 est, par definition,

(10.27)

(10.28)

(10.29)

13 Parfois l'inverse vaut aussi : il existe une « formule des interferences» en theorie
des fonctions aleatoires [17], terme proprement ondulatoire.

14 Ici l'indice A indique un emetteur ou un recepteur, et non une fonction aleatoire
comme dans l'appendice G. La fonction aleatoire etudiee est toujours l'amplitude
du champ electrique, et il n'y a pas lieu de l'indiquer par un indice.
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FIG. 10.6. La coherence mutuelle traduit la correlation
qui existe entre les vibrations emises (ou rec;ues) en deux
points quelconques Tl et T2 d'un emetteur (ou recepteur)
A.

L'appendice H presente quelques proprietes mathematiques de la coherence
mutuelle et de la coherence propre. On deduit par exemple de l'inegalite de
Schwarz la relation

(10.30)

Remarque 10.2.1. Ce n'est pas l'intensite vibratoire qui se mesure en pra­
tique mais l'eclairement, dont l'unite S.1. est Ie W1m2 (voir Ie chapitre 1).
L'eclairement est Ie produit de l'intensite vibratoire par l'inverse de l'impe­
dance. De la meme fa<;on que l'intensite vibratoire, la coherence a une unite
qui est Ie W·Q/m2 ou enCore V 2/m2.

10.2.4 Representation mixte. Densites spectrales

Densites spectrales de puissance et d'interaction. L'intensite vibratoire
fA du signal polychromatique lEA), suppose certain, se repartit (en principe)
sur tout Ie spectre electromagnetique. En un point r, l'intensite vibratoire
contenue dans Ie domaine [v, v + dv[ est

(10.31)

ou 1'A(r; v) est la densite spectrale de puissance.
La definition de la densite spectrale de puissance d'un signal aleatoire est

donnee a l'appendice G : c'est la definition G.2.1. Elle s'applique a un champ
electrique polychromatique aleatoire.

La densite spectrale de puissance est un cas particulier de la densite
spectrale d'interaction 1'A(rl, r2; v), definie a l'appendice G, et correspond a
rl = r2. Pour cette raison nous ecrivons parfois 1'A(r, r; v) au lieu de 1'A(r; v).

Selon Ie theoreme de Wiener-Khintchine [17,97,153,203]' demontre dans
l'appendice G, et sous l'hypothese que Ie champ est une fonction aleatoire
stationnaire et ergodique au senS large, la densite spectrale d'interaction
1'A(rl, r2; v) aux points rl et r2, est la transformee de Fourier temporelle de
la coherence mutuelle TA(rl' r2; T), c'est-a-dire

(10.32)

11 resulte de la relation (10.26)
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(10.33)

Si Tl = T2 = T, il resulte de la relation (10.32) que la densite spectrale de
puissance I'A(T, T; v) est la transformee de Fourier temporelle de la coherence
propre. Par consequent, l'intensite vibratoire au point Test

(10.34)

La relation (10.34) est la forme integrale de la relation (10.31).
La densite spectrale d'interaction est relative it la representation mixte du

champ: elle est la representation mixte de la coherence.

Decorrelation de bandes spectrales disjointes. Avec les notations du pa­
ragraphe G.2.5 de l'appendice G, la densite spectrale de puissance I'x d'une
fonction aleatoire X verifie la relation

(10.35)

dont il resulte une propriete fondamentale des ondes lumineuses : deux vibra­
tions dont les spectres ont une intersection vide sont totalement incoherentes
entre elles et ne peuvent donner lieu it interferences. Cette propriete reste vraie
pour des radiations issues d'une meme source (c'est-it-dire pour des domaines
spectraux disjoints d'une meme source, et pour un temps d'observation long).

10.2.5 La notion de coherence abstraite et ses representations

De la meme fa<;on que Ie signal champ electrique lEA) admet quatre re­
presentations, on con<;oit la notion de signal de coherence IeA) sur A muni
de quatre representations. Ainsi la representation spatio-temporelle de la cohe­
rence est rA, tandis que sa representation mixte est I'A. On dresse un losange
de Fourier pour la coherence de la fa<;on suivante

Tl,T~

gA(F1, F 2;T)

T~

~
I'A(Tl' T2; v)

~1,T2

(10.36)

Puisque Tl et T2 sont des vecteurs de dimension 2, la correspondance entre
rA(Tl,T2;T) et gA(F1,F2;T) s'etablit par l'intermedaire d'une transformation
de Fourier it quatre dimensions, qui s'ecrit sous la forme

gA(F1, F 2;T) = rrA(Tl, T2; T) exp[2i1f(Tl·F1 + T2·F2)] dTl dT2.
JJR4

(10.37)

Il en est de meme de la correspondance entre I'A et GA.
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10.2.6 Coherence spatiale, coherence temporelle

Un emetteur A (ou une source lumineuse) est reductible [98] si sa coherence
mutuelle s'ecrit, pour Tl, T2 et T quekonques, sous la forme

(10.38)

La fonction a represente la coherence «spatiale »de l'emetteur, et la fonction
(3 sa coherence « temporelle ».

On parle egalement de rayon de coherence. Il s'agit d'une notion spatiale :
Ie rayon de coherence au point Tl (pris comme reference) est R tel que

(10.39)

Dans la pratique, une condition telle que a(Tl' T2) ~ 0 est plus realiste. Si
IIT2 - TIll> R, la coherende mutuelle FA (Tl' T2; T) est nulle (ou pratiquement
nulle) : les vibrations en Tl et T2 sont incoherentes entre elles.

Dans les exemples suivants, l'emetteur A peut etre remplace par un recep­
teur.

Exemple 10.2.1 (Emetteur totalement coherent). Une source monochro­
matique de frequence Vo est telle que

(10.40)

et constitue un exemple d'emetteur totalement coherent. Il s'agit d'un cas li­
mite, qui n'existe pas vraiment (physiquement). Mais la lumiere emise par
certains lasers permet de rapprocher ces sources de la limite evoquee ici.

Les modules des amplitudes du champ en Tl et T2 sont proportionnels, et
on est dans Ie cas d'egalite de Cauchy-Schwarz (appendice H), si bien que

(10.41)

Dans la relation (10.41) on suppose par exemple Tl donne: la relation est
alors verifiee pour tout T et tout T2. Le col d'un faisceau laser est un exemple
de source totalement coherente (dans les limites deja evoquees). Une source
lumineuse ponctuelle et monochromatique l'est egalement.

Exemple 10.2.2 (Emetteur totalement incoherent). Il s'agit d'un emet­
teur spatialement et temporellement incoherent. Sa coherence mutuelle s'ecrit 15

(10.42)

et represente encore un cas limite, essentiellement a cause du terme <5(T). Une
source etendue de spectre large - par exemple une lampe a incandescence ou
un tube fluorescent - est totalement incoherente.

15 Le facteur £02 to homogeneise les distributions de Dirac; £0 est l'unite de longueur
et to l'unite de temps (voir Ie paragraphe 3.4.1).
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Exemple 10.2.3 (Emetteur spatialement incoherent). Un tel emetteur
correspond a rA(Tl, T2; 'T) = 0 pour Tl i=- T2. Alors, quel que soit 'T,

(10.43)

Cela s'ecrit encore

(10.44)

Le rayon de coherence est nul en tout point. Une source thermique (lampe a
incandescence par exemple) filtree a l'aide d'un filtre chromatique passe-bande
est spatialement incoherente (on suppose que la source a une certaine etendue
spatiale).

Exemple 10.2.4 (Emetteur temporellement incoherent). C'est Ie cas

(10.45)

Une source a spectre etendu est temporellement incoherente. Une ampoule as­
sez petite comme Ie sont les ampoules a halogenes, si elle est vue a une distance
suffisante pour paraitre quasi ponctuelle, est une source temporellement inco­
herente. Une etoile, vue de la Terre, constitue un autre exemple.

10.3 Superposition de deux champs. Interferences

Avant d'etudier Ie transfert de la coherence par diffraction, nous appliquons
les definitions du paragraphe 10.2.3 aux situations decrites au paragraphe 10.1
et precisons la formule des interferences etablie au paragraphe 10.1.2.

10.3.1 Formule des interferences. Degre de coherence temporelle

Soit un recepteur A sur lequel on superpose deux champs d'amplitudes
E~] et E~]. II s'agit de calculer la coherence mutuelle du champ resultant

E A = E~] + E~]. Pour expliquer certains phenomenes d'interferences, il est

utile de considerer que E~] est un champ « retarde » (les deux ondes qui se
superposent ont parcouru des chemins optiques differents). Si 'Tc est ce retard,
l'amplitude resultante est

(10.46)

et la coherence mutuelle sur A s'ecrit
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ou

(10.48)

L'intensite vibratoire au point rest

h(r) = r A ( r, r; 0) (10.49)

_ r[uJ ( .) r[22J ( .) r[12J ( . ) r[21J ( . )- A r,r,O + A r,r,O + A r,r,Tc + A r,r,-Tc '

Du fait que

[21J . _ [12J .r A (r, r, Tc) - r A (r, r, -Tc),

l'intensite vibratoire en r s'ecrit encore

(10.50)

I () r [uJ ( ) r[22J ( ) r[12J ( ) r[12J ( )A r = A r,r;O + A r,r;O + A r,r;Tc + A r,r;Tc

= I~J(r) +I~J(r) +2~{r.r2J(r,r;Tc)}' (10.51)

La relation (10.51) est une formule des interferences, a comparer a la relation
(10.18).

Degre de coherence temporelle. Le degre de coherence temporelle /-L~2J est
defini par

[12J ( )r A r,r;Tc

I~J(r)I~J(r)
(10.52)

C'est une fonction a valeurs complexes, et l'inegalite de Schwarz conduit a

I
[12J I

/-LA (r, T c ) ::; 1.

La formule des interferences (10.51) devient

a comparer a la relation (10.11).

10.3.2 Mesure de la coherence temporelle

(10.53)

(10.54)

Soit une source pontuelle S de spectre etroit autour de la longueur d'onde
>:. Dedoublons-Ia, par exemple a l'aide d'un interferometre de Michelson (fig.
10.7) : nous obtenons deux images de la source. Tout se passe comme si nous dis­
posions de deux sources Sl et S2, comme l'indique la figure 10.8. Leur decalage
est SlS2 = 8 = 2(OM1 - OM2) (c'est la difference de marche). L'eclairement
est observe a la distance D, plus precisement sur la sphere A de centre S2 et
de rayon D (D » 8); la distance D est telle que D = SO + OM2+ M2E.
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FIG. 10.7. Schema d'un interferometre
de Michelson comprenant une lame semi­
reflechissante passant par 0, une lame
compensatrice en C et deux miroirs pas­
sant par M l et M 2 . A la difference de
marche nulle les distances OMI et OM2

sont egales.

Si l'interferometre est place dans Ie vide, Ie retard de la vibration issue de
8 1 par rapport a celle issue de 8 2 est 16 Tc = ole. Si D est assez grand, ce retard
est Ie meme pour tous les points de la sphere A-

La source 8 2 cree sur la sphere A un champ homogene (spatialement), de
la forme

E~](r, t) = Uo(3(t) , (10.55)

ou Uo est une constante dimensionnelle et OU la fonction (3, qui decrit l'evolution
du champ, est telle que 1(3(0)1 = 1. La source 8 1 cree un champ de la forme

E~](r, t + T c ) = Uo exp [- i; (D ~ 0 - ~) ,2] (3(t + T c )

~ Uo exp [i~o,2] (3(t + Tc ). (10.56)
>-.D2

La coherence de la source est definie par la fonction T, telle que

T(T) = ((3(t) (3(t - T))t,

qui se met sous la forme T (T)
1(3(0)1 = 1. Il en resulte

(10.57)

IT(T) I exp[-i?/>(T)]. On a T(O) = 1, car

[

. s:: 2][12] 2 17ru,
TA (r, Tc ) = IUol exp -_- T(TC ) ,

>-.D2
(10.58)

FIG. 10.8. L'interferometre de la figure 10.7
donne deux images de la source 5. Pour les
interferences en E, tout se passe comme si
on avait deux sources 51 et 52, separees de
la distance 8 = 2(OMI - OM2 ).

16 Voir la note en bas de page 7 p. 278. Si besoin est, Ie dephasage supplementaire
est suppose indus dans T e •
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et Ie module du degre de coherence est

(10.59)

La formule des interferences devient

(10.60)

On observe des interferences sur A (ou dans Ie plan tangent en E a A).
Il s'agit d'anneaux du type de ceux de Newton (leur rayon est proportionnel
a l'inverse de la racine carre des nombres entiers). Le contraste des franges
d'interferences est (par definition)

(10.61)

ou JM est la valeur maximale de JA et Jm sa valeur minimale. La relation (10.60)
conduit a

(10.62)

La mesure du contraste des franges d'interferences fournit une mesure du mo­
dule de la coherence temporelle de la source (a travers celui du degre de co­
herence). La mesure est faite « point par point », c'est-a-dire pour toute une
serie de positions d'un des miroirs de l'interferometre.

Remarque 10.3.1. L'analyse precedente est menee pour une source a spectre
etroit, essentiellement parce que la mesure du degre de coherence repose sur
celle du contraste de franges d'interferences. Si la source est a spectre large,
quand un des miroirs de l'interferometre est decale par rapport a la position
de la difference de marche nulle, on observe un eclairement homogene corres­
pondant a un « blanc d'ordre superieur », c'est-a-dire a un spectre cannele. La
spectroscopie par transformation de Fourier [30] (non abordee dans ce livre,
faute de place) permet l'etude experimentale du spectre d'une telle source, et
donc de sa coherence (temporelle).

lOA Transfert de la coherence

10.4.1 Filtrage de la coherence

Il s'agit d'etudier Ie transfert de la coherence dans les situations mentionnees
au paragraphe 9.3.1 (diffraction, imagerie, filtrage).

Nous supposons connue la coherence sur l'emetteur A, et nous souhaitons
calculer la coherence mutuelle sur Ie recepteur 13. Soient T1 et T2 deux points de
A, et 81 et 82 deux points de 13 (fig. 10.9). Si HBA est la reponse percussionnelle
spatio-temporelle, Ie transfert du champ de A a 13 s'ecrit, selon la relation (9.25)
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FIG. 10.9. Elements pour l'analyse du
transfert de la coherence d'un emetteur A
vers un recepteur B.

(10.63)

La coherence mutuelle sur B se calcule ainsi 17

TB(Sl, S2; T) = (EB(Sl, t) EB(S2, t - T))t

= ({' dTl {' HBA(Sl, Tl, h) EA(Tl, t - tl) dh
JIR2 JIR

x {' dT2 {' HBA (S2, T2, t2) E A(T2, t - T - t2) dt2)t
JIR2 JIR

= {' dTl {' dT2 {' HBA(Sl,Tl,h)dtl {' H BA (S2,T2,t2)k2 k2 k k
x (EA(Tl,t-tI)EA(T2,t-T-t2))tdt2

= {' dTl {' dT2 {' HBA(Sl, Tl, h)dtl {' H BA (S2, T2, t2)k2 k2 k k
x TA(Tl, T2; T + t2 - tI) dt2

= {' dTl {' dT2 {' HBA(Sl, Tl, h)
JIR2 JIR2 JIR

x [HBA (S2,T2,-t)*TA(Tl,T2;t)] (T-tI)dtl

= {' [HBA(Sl, Tl, t) * HBA(S2, T2, -t)
JIR4

*TA(Tl, T2; t)] (T) dTl dT2. (10.64)

Les produits de convolution de deux dernieres lignes de la relation (10.9) portent
sur Ie temps.

La relation (10.9) montre que, outre une integration spatiale, TB se deduit
de TA par application d'un filtre lineaire temporel, dont la reponse percussio­
nelle est la reponse percusionnelle de coherence, definie par

(10.65)

de telle sorte que

17 Au lieu de her) = J *g(r), nous ecrivons her) = [J(t) * g(t)](r).
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TB(Sl, S2; T) = / [KBA(Sl' S2; rl, r2; t) *TA(rl, r2; t)] (T) drl dr2.
JJR4

(10.66)

La densite spectrale d'interaction s'obtient par transformation de Fourier
temporelle appliquee a TB et s'ecrit

1'B(Sl,S2i V ) = / hBA(sl,rl,v)hBA(s2,r2,v)1'A(rl,r2iv)drldr2,
JJR4

(10.67)

ou hBA est Ie gain complexe du transfert du champ. Le gain complexe du
transfert de la coherence est

si bien que la relation (10.67) s'ecrit

1'B (Sl' S2i v) = / kBA(Sl, S2; rl, r2; v) 1'A (rl' r2; v) drl dr2·
JJR4

(10.68)

(10.69)

Il existe une relation simple entre KBA et kBA : puisque h(Sl' rl, v) est la
transformee de Fourier (temporelle) de HBA(Sl, rl, T), on deduit des relations
(10.65) et (10.68) que kBA est la transformee de Fourier temporelle de K BA

(10.70)

En conclusion, Ie transfert de la coherence est parfaitement connu si Ie trans­
fert du champ est connu. Cela est vrai dans toutes les situations : diffraction
de Fraunhofer, formation d'une image... Le prochain paragraphe examine Ie
cas de la diffraction de Fresnel.

Les resultats precedents s'expriment sous la forme du theoreme 6 qui est
l'equivalent, pour la coherence, du theoreme 5 pour l'amplitude du champ.

Th€lOreme 6 (Transfert de la coherence [20]). Le transfert de la coherence
d'un emetteur A vers un recepteur B, atravers un systeme electromagnetique
quelconque, est effectue par un operateur lineaire spatio-temporel dont la partie
temporelle est un filtrage lineaire. Ce transfert se traduit par la relation (10.66)
en representation spatio-temporelle et par la relation (10.69) en representation
mixte. Si hBA est le gain complexe du transfert du champ, le gain complexe du
transfert de la coherence est kBA , donne par la relation (10.68); si HBA est
la reponse percussionnelle spatio-temporelle du transfert du champ, la reponse
percussionnelle du transfert de la coherence est K BA, donnee par la relation
(10.65).

10.4.2 Transfert de la coherence par diffraction

La relation (9.27) donne Ie gain complexe du transfert du champ (represen­
tation mixte) sous la forme



(10.72)

(10.73)
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h ( ) iv [iJrv(lls-r I12 S2 r
2

)] [-2iJrVD]BA s,r,v = -exp -- + - - - exp
vD v D RB RA v

(10.71)

Le gain complexe de coherence se deduit de la relation (10.68) et prend la
forme

v 2
[. Ils1-rlI12-ls2-r2112]

k BA (sl,s2;r1,r2;v) = v 2D2 exp -lJrV vD

[ (

S2 _ S2 r 2
_ r 2

) ]x exp -iJrv _1__2 _ 1 2 .
VRB VRA

On obtient K BA a partir de kBA par une transformation de Fourier inverse
(temporelle). Pour que Ie calcul soit praticable, la vitesse de phase est supposee
constante sur Ie domaine spectral considere, comme au paragraphe 9.4.1; elle
est notee v. Pour alleger les ecritures, nous utilisons Ie parametre

IIs1 - rl112-lls2 - r2112 si - s§ ri - r§
TO = +-~-- - .

2vD 2vRB 2vRA

La presence de v2 dans k BA introduit une derivee seconde dans sa transformee
de Fourier, si bien que

(10.74)

(10.75)

(10.76)

II en resulte

-1 1EPrA(r1,r2;T-TO)rB (Sl, S2; T) = 2 2 2 fJ 2 dr1 dr2.4Jr v D JR4 T

Ce qui precede est vrai pour la diffraction de Fresnel comme pour la diffrac­
tion de Fraunhofer, a condition d'adapter Ie parametre TO. Pour la diffraction
de Fraunhofer (distance D = RA = -RB), il s'ecrit

S2"r2 - Sl"r1
TO = vD

Le resultat exprime par la relation (10.75) s'enonce sous la forme de la
proposition suivante qui est, pour la coherence, ce que la proposition 9.4.1 est
pour l'amplitude du champ.

Proposition 10.4.1 (Thansfert de la coherence par diffraction). L'effet
de la diffraction sur la coherence mutuelle d 'une onde polychromatique est,
outre une double integration spatiale, un retard temporel suivi d 'une derivation
temporelle d'ordre 2.

Remarque 10.4.1 (Autocorrelation et derivation). La coherence propre
en un point d'un emetteur ou d'un recepteur est la fonction d'autocorrelation
de l'amplitude du champ en ce point. Or la fonction d'autocorrelation d'une
fonction aleatoire X satisfait la proposition suivante (dont une preuve est don­
nee dans l'ouvrage de Mandel et Wolf [153]).
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Proposition 10.4.2. Soit un processus aleatoire (ou fonction aleatoire) X et
soit sa derivee Y, c'est-a-dire Y(t) = X'(t). On note rx la fonction d'autocor­
relation de X, definie par

rX(T) = (X(t) X(t - T)k

Alors rY(T) = -r!k(T) (derivee seconde par rapport aT).

(10.77)

Dans un phenomene de diffraction polychromatique, l'amplitude du champ
sur un recepteur B se deduit de l'amplitude du champ sur l'emetteur A par
derivation temporelle et integration spatiale (c'est la relation (9.33) et la propo­
sition 9.4.1 p. 259). Conformement a la proposition 10.4.2, nous nous attendons
a ce que la coherence propre sur Ie recepteur soit liee a la derivee seconde de la
coherence propre sur l'emetteur; c'est bien ce qu'exprime la proposition 10.4.1.

10.4.3 Exemple : recepteur etendu, spatialement coherent a spectre
large

La figure 10.10 montre comment obtenir un tel recepteur. Tous les points
du plan focal image de l'objectif re<;oivent de la source polychromatique une
meme vibration: ce plan est un recepteur coherent spatialement (quel que soit
Ie point I de ce plan, Ie chemin optique lSI] est Ie meme). Dans la realite,
la coherence n'est obtenue que dans une region voisine du centre du champ,
d'abord parce que la source S n'est pas strictement ponctuelle; ensuite parce
que la pupille de l'objectif joue un r6le (voir Ie paragraphe 10.5.5).

S p'
----<E:::c-------+------+----;-

FIG. 10.10. La source ponctuelle S a
spectre large engendre sur :F un champ co­
herent spatialement, a spectre large.

Il est interessant de mener les ca1culs qui confirment la coherence des vibra­
tions du plan F, meme si Ie modele precedent, modele limite, parait trivial. La
situation theorique est celle de la figure 10.11 : la coherence est obtenue sur la
sphere F centree sur S. La distance de S a Fest D. La source ponctuelle S est
Ie sommet de la sphere A (rayon RA = D) dont Fest la sphere de Fourier. La
diffraction de Sa F est un phenomene de Fraunhofer, ce qu'on retrouve sur la
figure 10.10 (A est alors Ie plan passant par S).

Soit ,(v) la densite spectrale de la source S. La densite spectrale d'interac­
tion sur A s'ecrit

(10.78)
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/1", RA
I ',,,

5'I
, ,

FIG. 10.11. Situation theorique analogue a celie de la
figure 10.10.

Conformement a la relation (10.72), et en supposant etre dans Ie vide, Ie gain
complexe de coherence pour Ie transfert de A a :F s'ecrit

(10.79)

(10.80)

(10.81)

si bien que la densite spectrale d'interaction sur la sphere de Fourier :F est

v2£04
1'F(SI,S2;V) = c2D21'(v).

Si r(t) est l'antecedent de Fourier de 1'(v) et r" la derivee seconde de r,
la coherence mutuelle sur :F s'ecrit 18

( )
-£04 "()

rF SI, S2, t = 41f2C2D2 r t .

Elle est independante des points SI et S2 : Ie rayon de coherence sur la sphere
de Fourier est « infini » (plus precisement, il est limite aux dimensions trans­
versales de cette sphere). Le champ sur :F est coherent spatialement : tous les
points de :F vibrent en phase. Toutefois, Ie spectre de la lumiere sur :F n'est
pas Ie meme qu'en S (multiplication par v 2 ).

Le montage de la figure 10.10 est utilise dans les projecteurs de profil.

10.4.4 Equation d'onde de la coherence

La relation (10.75) est la version integrale d'une equation qui s'apparente
a l'equation des ondes et qui s'applique a la coherence. Pour Ie montrer nous
nOuS reportons au paragraphe 9.4.1 et en particulier a la relation (9.33), qui
s'ecrit

1 1 fJEA ( D(s,r))EB(S,t)= -D ~ r,t- dr,
21fV ]R2 ut v

(10.82)

ou D(s, r) est la distance du point r de l'emetteur A au point s du recepteur
B. La relation (9.31) fournit une approximation metaxiale de D(s, r) (approxi­
mation du deuxieme ordre). Dans ces conditions, Ie parametre TO, defini par la
relation (10.73), s'ecrit

18 Le resultat correspondant a la situation de la figure 10.10 s'obtient en rempla<;ant
la distance de diffraction D par la distance focale image J' de l'objectif.
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L'equation cherchee, du type de l'equation des ondes, fait intervenir des
derivees secondes par rapport au temps ou aux variables d'espace. La relation
(10.75) conduit ainsi a

fJ2rB(Sl,S2;T) -1 1 84r A(r l ,r2;T-To)d d
= rl r2·

8T2 47l"2 V 2 D 2 JR4 8T4

Pour les variables d'espace, ecrivons Sl = (Xl, yI), si bien que

82rB(Sl,S2;T) = -1 r 8 4rA(rl,r2;T-TO)

8X12 47l"2 v 2D 2 JJR4 8T4 ( )

2
8To
8Xl drl dr2,

(10.85)

et, si .::11 designe l'operateur laplacien portant sur Xl, Yl et Zl,

(10.86)

II reste a evaluer la quantite entre crochets sous l'integrale de la relation
(10.86). Si S = (x, y), la relation (10.82) conduit a ecrire Ie laplacien de E B

sous la forme

(10.87)

Cette meme relation donne enCore

8
2
EB(S,t) =~ r 8

3
EA (r,t- D(S,r)) dr.

8t2 27l"vD JJR2 8t3 v

L'equation des ondes satisfaite par Ie champ EB est

[
1 8

2
].::1-v28t2 EB(s,t) =0,

et en tenant compte des relations (10.88) et (10.87) On en deduit

(10.88)

(10.89)
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Comme TO = D(81, rI)/v, la relation (10.90) se traduit par

[ ( 8TO ) 2 + ( 8TO) 2 + ( 8TO) 2] _ ~\ = 0 .
8X1 8Y1 8z1 V

Les relations (10.84) et (10.86) conduisent finalement it l'equation

(10.90)

(10.91)

(10.92)

On fait la meme chose it partir de 82 au lieu de 81 ; l'equation (10.92) se
synthetise sous la forme

j = 1,2. (10.93)

L'equation (10.93) est due it Wolf [98,153]. Elle s'etablit aussi directement
it partir de l'equation des ondes du champ et de la definition meme de la
coherence [98,153,245]. Nous l'avons deduite de la theorie que nous avons
developpee, dans les limites de l'approximation metaxiale. Elle est equivalente
it la relation (10.75) qui en est une forme integrale.

10.5 Ondes a spectre etroit

Voici des exemples de transfert de la coherence pour des emetteurs it spectre
etroit.

10.5.1 Coherence sur la sphere de Fourier

Soit un emetteur A (rayon RA, variable r) et soit F sa sphere de Fourier
(variable 8). Pour une onde monochromatique de longueur d'onde A (frequence
v), Ie transfert du champ de A it F s'effectue selon

(10.94)

Mais cette ecriture omet un terme de phase qui represente Ie temps necessaire it
la lumiere pour aller de l'emetteur au recepteur (voir la regIe 1 p. 48). Comme
ce terme depend de la frequence, nous l'introduisons it nouveau, de sorte que
Ie gain complexe hF A s'ecrit

(10.95)
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Pour les ondes de spectre etroit autour de la frequence v (longueur d'onde >:,
vitesse de phase V), Ie gain complexe se reduit a (voir Ie paragraphe 9.5.1 et en
particulier la relation (9.54) p. 269)

(10.96)

(10.97)

et par consequent la reponse percussionnelle de coherence est

(10.98)O(T) .K FA (Sl, S2; r1, r2; T) = _2
1

2 exp [3i
7l" (Slor1 - S2 or2)]

.\ RA .\RA

Comme sur A, la coherence sur la sphere de Fourier F possede quatre
representations, et nous dressons Ie losange de Fourier suivant

SlS~

gF(F1, F 2;T)

T~

~
"fF(Sl, S2; v)

~"S2

(10.99)

De la relation

"fF(Sl, S2, v) = r kFA (Sl' S2; r1, r2; v) "fA (r1' r2, v) dr1 dr2,
JJR4

(10.100)

se deduisent les relations suivantes entre les diverses representations de la co­
herence sur A et sur sa sphere de Fourier F

(10.103)

(10.102)

(10.101)FF(Sl' S2; T) =~ gA (_Sl ,~S2;T) ,
.\2RA .\RA .\RA

"fF(Sl, S2; v) =~ GA (_Sl ,~S2;v) ,
.\2RA .\RA .\RA

-2 2 (- - )gF(F1, F 2;T) = .\ R A FA .\RAF 1, -.\RAF 2;T ,

-2 2 (- - )GF (F 1, F 2;v) = .\ R A "fA .\RAF 1, -.\RAF 2;V . (10.104)

Le transfert de l'amplitude du champ de A a F s'effectue par une trans­
formation de Fourier (diffraction de Fraunhofer). C'est encore Ie cas pour Ie
transfert de la coherence, mais la transformation de Fourier est de dimension
quatre. Par exemple la coherence mutuelle sur F, calculee aux points Sl et S2,
est la transformee de Fourier spatiale de la coherence mutuelle sur A, calculee
pour les frequences spatiales -sI/>:RA et -s2/>:RA (a un facteur multiplicatif
pres).
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10.5.2 Transfert de la coherence par transparence de courbure

Soient deux spheres tangentes, de rayons de courbure R' et R". La reponse
percussionneUe du transfert de coherence d'une sphere a l'autre est

K(rl' r2i SI, S2; T) = exp [- i; (~" - ~,) (r1
2

- r22 )]

x 6(rl - SI) 0 6(r2 - S2) 0 6(T) , (10.105)

et il en resulte pour la coherence sur chaque sphere (ici les primes ne designent
pas des derivations)

T"(rl,r2i T) =T'(rl,r2i T) exp [_i; (~" - ~,) (rI2-r})]

(10.106)

La methode precedente conduit a

1'''(rl,r2i v ) =I"(rl,r2i v ) exp [_i; (~" - ~,) (r12 -r})]

La coherence propre sur chacune des deux spheres se deduit de la relation
(10.106) en faisant r = rl = r2 : on obtient T"(r, ri T) = T'(r, ri T). Cela
signifie que la coherence propre sur une calotte spherique est independante de
la courbure de cette derniere. Ce resultat generalise une propriete de l'intensite
vibratoire (ou de l'ec1airement).

10.5.3 Transfert de la coherence par diffraction de Fresnel

Soient un emetteur A et un recepteur B a la distance D de A. Le gain
complexe de coherence se deduit du gain complexe du transfert de l'amplitude
du champ, et la relation (10.68) conduit a

kBA(sl,s2;rl,r2iv) = ~21 2 exp [_~Jr (1Isl-rII12 -ll s 2 -r2112)]
A D AD

[ iJr (812 - 82
2

r1
2

- r2
2
)]x exp --= - . (10.108)

A RB RA

La reponse percussionneUe de coherence K BA se deduit kBA par une trans­
formation de Fourier inverse temporeUe; on obtient

KBA(SI' S2, rl, r2i T) =~ exp [- ~Jr (iisl - r111 2 - IIs2 - r 2112 )]
A2D2 AD

x exp [_ i~ (8
12

- 82
2

_ r1
2

- r
22

)] 6(T).
A RB RA

(10.109)

La fonction kBA (SI, S2; rl, r2i v) ne depend pas de v : K BA est proportion­
neUe a une distribution de Dirac temporeUe de la forme 6(T). 11 en resulte que
l'operateur de transfert de la coherence se reduit a un filtre purement spatial.
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Remarque 10.5.1. On retrouve la relation (10.108) en employant une me­
thode analogue it celIe utilisee pour etablir l'expression du transfert du champ
(paragraphe 3.3.1), c'est-it-dire en composant une transparence de courbure,
une transformation de Fourier et enfin une deuxieme transparence de cour­
bure. On introduit la sphere A', tangente it A et centree sur B, et sa sphere de
Fourier F, qui est tangente it B et centree sur A. Alors

(10.110)

(10.112)

(10.111)'YF(Sl,S2;V) = >'2~2 GA'(;~' ~~;V) ,

'YA'(rl,r2;v) =exp [_i; (~ - ~A) (r12 -r22)] 'YA(rl,r2;v).

Comme 'YA' est la transformee de Fourier it quatre dimensions de GA', on ecrit

et finalement

(10.114)

ou kBA (sl,s2;rl,r2;v) est exactement Ie meme que dans la relation (10.108).

10.5.4 Transfert de la coherence par imagerie

Approche intuitive: conservation de la coherence. Soit un objectif qui
forme l'image d'un objet. Que pouvons-nous dire de la coherence de l'image
si nous connaissons celIe de l'objet? Ne tenons pas compte dans un premier
temps de l'ouverture limitee de l'objectif, ni des aberrations, de telle sorte que
l'image d'un point de l'objet est un point et que l'image se deduit de l'objet
par une homothetie (Ie facteur d'homothetie est Ie grandissement transversal
pour la conjugaison consideree).

Soient A et B deux points de l'objet et A' et B ' leurs images. Selon Ie prin­
cipe de Fermat, il se forme une image de A en A' si Ie chemin optique entre
A et A' est constant; ecrire [AA' ] ce chemin optique a bien un sens puisqu'il
ne depend pas du rayon lumineux considere. Par consequent la difference de
phase entre la vibration lumineuse emise en A et celIe rec;ue en A' est parfaite­
ment definie et depend du chemin optique [AA' ]. Autrement dit, la vibration
lumineuse au point A' presente un retard de phase bien defini par rapport it la
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vibration lumineuse en A : la phase en A' est la phase en A retardee, et elle
l'est d'une quantite bien definie. Nous pouvons affirmer la meme chose pour B
et B'. Le retard de phase entre la vibration emise en B et celIe re<;ue par B'
est certes different a priori de celui qui existe entre la vibration en A et celIe
en A', mais il a cependant avec lui une relation bien definie, qui depend de la
difference des chemins optiques [AA'] et [BB'].

Si l'objet est coherent, il existe une relation de phase fixe (temporellement)
entre la vibration emise par A et celIe emise par B. Comme la phase en A' est
celIe en A mais retardee d'une quantite fixe, que la phase en B' est celIe en B
elle aussi retardee d'une quantite fixe, la relation de phase entre la vibration
au point A' et celIe au point B' est parfaitement definie et reste la meme au
cours du temps. La vibration re<;ue en A' et celIe re<;ue en B' sont coherentes
entre elles et l'image est coherente.

Si l'objet est incoherent, il n'existe aucune relation de phase fixe entre la
vibration emise en A et celIe emise en B, et il en est de meme pour la vibration
re<;ue en A' et celIe re<;ue en B', car la phase en A' n'est rien d'autre que
la phase en A translatee d'une quantite fixe et celIe en B' est la phase en B
translatee d'une autre quantite fixe. L'image est incoherente.

En conclusion, la formation d'une image par un objectif conserve la cohe­
rence : la coherence entre deux points de l'image est la meme que celIe qui
existe entre les deux points objets correspondants.

Conservation de la coherence : calcul. Soit A' l'image d'un emetteur
A a travers un systeme centre et soit 98 Ie grandissement aux sommets. La
composante spectrale du champ se transfere suivant la relation

eA' (r', v) = ~ eA ( r' ,v) = ~ / <5 (r' - r) ,eA(r, v)) .
98 98 98 \ 98

Le gain complexe de transfert du champ est

h(r',r,v) = ~<5 (~-r) ,
98 98

si bien que Ie gain complexe de transfert de la coherence est

k(81,82;r1,r2;v) = 9:2 <5 (;: -r1) 0<5 (;: -r2) .

On en conclut

et finalement

(10.115)

(10.116)

(10.117)

(10.118)

(10.119)FA'(81' 82; T) = ~ FA (8
1

, 8
2

;T)
98 98 98

La coherence de l'objet se conserve par imagerie. Cela est vrai parce que nous
n'avons pas tenu compte de l'ouverture limitee du systeme optique.
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Remarque 10.5.2. Les resultats de ce paragraphe, et en particulier les re­
lations (10.118) et (10.119), sont difl'erents de ceux qu'on trouve dans la lit­
terature classique sur Ie sujet, par exemple de ceux donnes dans Ie livre de
Goodman [98]. Pour une comparaison, nous anticipons sur les resultats du pro­
chain paragraphe dont les relations (10.118) et (10.119) sont des cas limites,
valables quand la pupille est infinie, c'est-a-dire quand la transformee de Fou­
rier de la fonction pupille est une distribution de Dirac. Pour Ie transfert de
la coherence par imagerie, la theorie fournit une relation dans laquelle la fonc­
tion pupille joue un role (c'est la relation (7.1-39) p. 299 [98] selon la theorie
classique, ou bien la relation (10.122) pour notre approche). Selon cette meme
relation, si on donne une extension infinie ala pupille, il n'y a pas conservation
de la coherence par imagerie si l'on suit la theorie classique. Cela resulte de la
presence de termes de phase quadratique. Nous avons deja rencontre une telle
difference entre la theorie metaxiale et la theorie classique a propos de l'ima­
gerie coherente. Le fait de ne considerer que des objets plans et de ne vouloir
observer l'image que sur un plan introduit des termes de phase quadratique
dans l'amplitude de l'image (ou pretendue telle). On peut admettre cependant
que corriger ces termes par des courbures appropriees est aise et, qu'au fond,
l'inconvenient d'avoir des recepteurs plans ne masque pas les proprietes essen­
tielles de la formation des images. Les choses se compliquent pourtant pour
la coherence et pour la meme raison: si on ne souhaite travailler qu'avec des
plans, on n'observe pas l'image sur la bonne surface. La complication vient des
termes de phase quadratique qui n'ont aucune signification pour la formation de
l'image (ils viennent du choix d'une courbure inapropriee). Ces termes de phase
quadratique mettent en jeu quatre variables d'espace, puisqu'ils interviennent
dans des relations entre correlations mutuelles, et cela occulte completement
un fait elementaire du transfert de la coherence: sa conservation par imagerie
(quand la pupille est infinie).

10.5.5 Transfert de la coherence par imagerie avec des ouvertures
limitees

Effet de la pupille. Reprenons l'explication intuitive du paragraphe prece­
dent. L'ouverture de la pupille etant limitee, l'image d'un point n'est plus un
point mais une figure de diffraction (nous nous plar;ons dans les conditions du
stigmatisme approche). L'amplitude du champ en un point A' de l'image est
la somme des amplitudes issus des points voisins de A. De meme, l'amplitude
en un point B' de l'image est la somme des amplitudes de points voisins de B.

Si l'objet est spatialement incoherent, les vibrations emises en A et B n'ont
aucune relation de phase entre elles, meme si A et B sont voisins l'un de l'autre.
Mais les vibrations rer;ues en A' et B' sont la somme de vibrations emises par
une multitude de points voisins de A et B. Chaque vibration emise par un de
ces points est independante de celle emise par un point voisin, mais la somme
de toutes ces vibrations est a peu pres la meme pour les deux points A' et
B'. Ceux-ci ont donc une certaine coherence entre eux. La consequence de la
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limitation de la pupille est que l'image acquiert de la coherence, meme si l'objet
est totalement incoherent.

Expressions explicites. Soit un emetteur centre sur la pupille d'entree d'un
objectif; les notations sont celles du chapitre 8. Le gain complexe du transfert
du champ de l'emetteur au recepteur est

(10.120)

II en resulte, pour Ie transfert de la coherence par imagerie,

(10.121)

et

r fi(81-r1)fi(82-r2)
JITI!.4 ADgs ADgs

x 1A(rl,r2;v)drldr2' (10.122)

Remarque 10.5.3. La justification intuitive du debut de ce paragraphe s'ex­
plique si on ecrit 1A sous la forme

(10.123)

qui correspond a un emetteur spatialement incoherent. La relation (10.122)
montre que 1A' ne se reduit pas a une distribution de Dirac; on obtient plut6t

1A' (81, 82; v) = A4~;gS4 ~2 fi( 8~;~1) fi( 8~;~1) 1A (rl' rl; v) drl.

(10.124)

Ainsi l'image n'est pas totalement incoherente spatialement.

Remarque 10.5.4. La relation (10.118) se deduit de (10.122) quand fi est une
distribution de Dirac, c'est-a-dire quand la pupille a une extension infinie.

Eclairement de l'image (cas general). L'eclairement (intensite vibratoire)
de l'image A' est

(10.125)

et la relation (10.122) conduit a

ou TA(rl, r2; 0) est I' intensite mutuelle sur l'objet A.
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Eclairement de l'image en lumiere incoherente. Pour un emetteur tota­
lement incoherent (spatialement et temporellement), nOUS aVOnS

(10.127)

et la densite spectrale de puissance de l'image est

(10.128)

L'intensite vibratoire sur l'image est alors

(10.129)

En lumiere incoherente Ie systeme optique est un filtre lineaire spatial ope­
rant sur l'eclairement de l'objet. La relation (10.129) n'est rien d'autre que la
relation (8.36) qui traduit la proposition 8.3.1 ; elle fournit bien l'expression ex­
plicite de la fonction Ih1 2 , qui intervient dans la relation (8.36), conformement
a la relation (8.3).

Eclairement de l'image en lumiere coherente. Nous avons

(10.130)

(10.131)

de telle sorte que l'intensite vibratoire de l'image est

h'(s) = ,\4~4gS4l4P (~;;sl ) p(~) lI'A(r1' r2; v) dvdr1 dr2

,\4~4gs4l4 P ( S,\;;sl ) P (~;;s2 ) [IA (rI)IA(r2)]1/2 dr1 dr2

= 1,\2~2gS2l2P(~;~) [IA(r)]1/
2dr

I

2

Remarque 10.5.5. La remarque 10.5.2 s'applique a tous les resultats de ce
paragraphe.

10.6 Mesure de la coherence spatiale

10.6.1 Le degre de coherence

Il est habituel de normaliser la coherence mutuelle et de definir Ie degre de
coherence fJ A sur Un emetteur A par

(10.132)
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La relation (10.132) generalise la relation (10.52). On ecrit aussi

(10.133)

La relation (10.26) se traduit par

(10.134)

10.6.2 Formule des interferences

Soient deux points lumineux d'un emetteur A, situes en TO et -TO (par la
suite nous considererons qu'il s'agit de deux trous sources d'Young). Comment
decrire la coherence mutuelle rA(Tl, T2; T) sur A? Si Tl = T2 = TO nous devons
obtenir la coherence propre en TO et avoir un terme de la forme rA(To,To;T).
Pour que cela soit vrai seulement en TO nous utilisons une distribution de Dirac
et obtenons un terme rA(To, TO; T) £04O(TI - TO) 0 O(T2 - TO) (£0 est l'unite de
longueur, elle homogeneise les distributions de Dirac). Le meme raisonnement
developpe au point -TO fait que nous devons egalement avoir un terme de la
forme rA( -TO, -To; T) £04 O(TI + TO) 0 O(T2 + TO)' Finalement nous ecrivons

rA(Tl, T2; T) = rA(To, To; T) £04 O(TI - TO) 0 O(T2 - TO)

+ r A(-To, -To; T) £04 O(TI + TO) 0 O(T2 + TO)

+ rA(To, -TO; T) £04 O(TI - TO) 0 O(T2 + TO)

+ r A(-To, TO; T) £04 O(TI + TO) 0 O(T2 - TO), (10.135)

et ensuite

1'A (Tl' T2; v) = 1'A (TO, To; v) £04 O(TI - TO) 0 O(T2 - TO)

+ 1'A (-TO, -To; v) £04 O(TI + TO) 0 O(T2 + TO)

+ 1'A (To, -To; v) £04 O(TI - TO) 0 O(T2 + TO)

+ 1'A (-TO, TO; v) £04O(TI + TO) 0 O(T2 - TO) . (10.136)

Pour des sources a spectre etroit, la coherence sur un recepteur B situe a la
distance D de A est donnee par la relation (10.113)

1'B(81, 82; v) = )..2~2 exp [- i; (;B + ~) (si - s~)]

i· [2iJr ]x 1'A(Tl,T2;v)exp -=-(81"Tl-82·T2)
]R4 AD

x exp [_i; (~ - ;A) (ri -r~)] dTldT2. (10.137)

Des simplifications apparaissent si nous calculons 1'B(8, 8; v). En effet Ie terme
exponentiel devant l'integrale devient egal a 1. De plus, la presence de distri­
butions de Dirac en Tl = ±TO et T2 = ±TO dans l'expression de 1'A donnee par
la relation (10.136) se traduit par rr - r§ = 0, dans tous les cas. Finalement,
on arrive a l'expression suivante de la densite spectrale de puissance sur B
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(10.138)

(10.139)

L'intensite vibratoire au point s du recepteur 13 s'obtient par integration de
fB(S, S; v) en v. Comme fA est la transformee de Fourier (temporelle) de TA,
il vient

~ fA(ro,-ro;v)dv = TA(ro,-ro;O)

= JI(ro)I(-ro) J-lA(rO,-ro;O) ,

et de meme

(10.140)

II est commode d'ecrire Ie degre de coherence J-l A sous la forme

(10.141)

(10.142)

pour arriver finalement a

IB(s) = ~£04 [IA(ro) +h(-ro)
).2D2

+21J-lAIJIA(ro) IA( -ro) cos ().~~s.ro + 'if-!) ] .

Si Ie point lumineux situe en ro est seul present, l'intensite vibratoire sur
13 est uniforme et s'ecrit

(10.143)

En faisant de meme pour Ie point situe en -ro (intensite vibratoire L), nous
arrivons a la formule des interferences

(10.144)

En conclusion, quel que soit Ie rayon de courbure de l'emetteur A et quel
que soit celui du recepteur 13, on observe des franges d'Young sur 13. Elles sont
obtenues ici pour deux points lumineux, a spectre etroit, ayant un certain degre
de coherence entre eux.
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10.6.3 Contraste des franges

8i 1M est l'i'dairement maximal des franges et 1m l'eclairement minimal, Ie
contraste des franges est, par definition,

c = 1M - 1m .

1M +Im

Le contraste est tel que 0 :::; C :::; 1. II resulte de la relation (10.144)

I IVhL
C = 2 /-lA 1+ + L . (10.146)

Examinons un cas particulier qui se rencontre dans la pratique : les deux
points de l'emetteur A ont la meme exitance 1+ = L. Alors C = I/-lAI.

Nous disposons par consequent d'un moyen de mesurer Ie degre de cohe­
rence entre les vibrations emises par deux points. II consiste it produire des
interferences et it mesurer Ie contraste de franges obtenues, lequel n'est autre
que Ie module du degre de coherence. Le decalage des franges par rapport au
plan median des deux points TO et -TO fournit la phase du degre de coherence:
c'est Ie parametre 'VJ de la relation (10.141).

La figure 10.12 presente un montage possible. En pratique A est un ecran
comportant deux trous, PI et P2 , eclaires par une source S. Nous verrons par
la suite comment la coherence des deux points depend de la source. Pour Ie
moment remarquons que la mesure du contraste des franges fournit un moyen de
connaitre Ie degre de coherence entre les vibrations aux deux points consideres.

Source

A

"

FIG. 10.12. Le contraste des
franges d'interferences est egal au
module du degre de coherence entre
les vibrations aux points PI et P2

ec1aires par la source lumineuse.

10.7 Emetteur spatialement incoherent

Des simplifications apparaissent dans l'expression du transfert de la cohe­
rence si l'emetteur est spatialement incoherent. Cela resulte de la presence d'une
distribution de Dirac dans l'ecriture de la representation mixte de la coherence.
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10.7.1 Transfert de la coherence sur une sphere cardinale

Soit A (rayon de courbure RA ) un emetteur spatialement incoherent, et soit
J3 (rayon RB ) un recepteur a la distance D. La densite spectrale d'interaction
sur A prend la forme

(10.147)

ou £0 est l'unite de longueur (elle rend homogene la distribution de Dirac). La
densite spectrale d'interaction sur J3 s'ecrit

(10.148)

(10.149)

Conformement a la relation (10.72), Ie gain complexe de transfert de la cohe­
rence associe a un phenomene de diffraction est

v
2

[. Iisl - T111 2-lls2- T2112]
kBA (SI, S2; Tl, T2; v) = v2D2 exp -17W vD

[
. (si - s§ ri - r§ ) ]x exp -l7rV --- - .

VRB VRA

Si Ie recepteur J3 est tel que D = - RB (J3 est une sphere cardinale : elle est
centree sur l'emetteur), il resulte de la relation (10.148)

(10.150)

Ainsi Ie transfert de la coherence de A a J3 se fait par l'intermediaire d'une
transformation de Fourier.

Proposition 10.7.1 (G. Bonnet - 1975 [20]). La densite spectrale d'in­
teraction du champ diffracte par un emetteur spatialement incoherent, sur une
sphere cardinale, est proportionnelle it, la transformee de Fourier de la densite
spectrale de puissance de l'emetteur.

Remarque 10.7.1. La proposition 10.7.1 est vraie pour une onde polychro­
matique, pour la diffraction de Fraunhofer comme pour la diffraction de Fresnel
puisque Ie resultat ne depend pas de la courbure de l'emetteur.

Remarque 10.7.2. Les resultats du paragraphe 9.4.5 sont des cas particuliers
de la proposition 10.7.1.

10.7.2 Le theoreme de Van Cittert-Zernike

Appliques a un emetteur spatialement incoherent, de spectre etroit, les re­
sultats generaux etablis pour Ie transfert de la coherence conduisent a un grand
classique de l'optique moderne : Ie theoreme de Van Cittert-Zernike.
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Soit un emetteur A spatialement incoherent, de spectre etroit, et soit un re­
cepteur B a la distance D. L'intensite vibratoire mutuelle sur Best rB(81, 82; 0)
telle que

rB(81, 82; 0) = lfB(8 1, 82; v) dv. (10.151)

Pour un spectre etroit, l'expression de kBA donnee par la relation (10.149) est
a remplacer par la relation (10.108) si bien que, compte tenu de la relation
(10.147),

£0
2

[in (1 1) 2 2 ]fB(81,82;V) = >,2D2 exp - >, RB + D (8 1 -82)

x I" exp [~in (81 - 82).r] fA (r; v) dr. (10.152)
JITI!.2 AD

L'intensite vibratoire sur A est

IA(r) = lfA(r;v)dv,

et les relations (10.151) et (10.152) conduisent a

£0
2

[in (1 1) 2 2 ]r B(81, 82; 0) = >,2 D2 exp - >, RB + D (81 - 82)

1 [2in ]x exp -_-(81 - 82)·r IA(r)dr,
ITI!.2 AD

(10.153)

(10.154)

(10.157)

soit encore

£0
2

[in (1 1) 2 2 ]rB(81, 82; 0) = >,2 D2 exp - >, R
B

+ D (81 - 82)

x L (>,~ (81 - 82)) . (10.155)

La relation (10.155) constitue une premiere forme du theoreme de Van
Cittert-Zernike. Vne forme equivalente, portant sur Ie degre de coherence sur
Ie recepteur, s'obtient de la fa<;on suivante. La relation (10.155) conduit a

£0
2

~ £0
2 1r B(81, 81; 0) = r B(82, 82; 0) = --- h(O) = --- h(r) dr, (10.156)

A2D2 A2D2 ITI!.2

et Ie degre de coherence sur B est, pour T = 0,

(
.) _ rB(81, 82; 0)

J.L B 81, 82,0 - -----;::::::::::;=====:===~==7
ylrB(81,81;0)rB(82,82;0)

= exp [_ i:r (_1_ + ~) (8i _ 8~)] f
A

.(8\~82)
A RB D I IA(r)dr

JITI!.2

Si Best une sphere cardinale (RB = -D), Ie terme de phase quadratique du
dernier membre de la relation (10.157) disparait. D'ou Ie resultat suivant.
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Proposition 10.7.2 (Theoreme de Van Cittert-Zernike). Le degre de
coherence du champ diffracte sur une sphere cardinale par un emetteur spa­
tialement incoherent et de spectre etroit est proportionnel a la transformee de
Fourier de l'intensite vibratoire (exitance) de l'emetteur. Explicitement, si B
est la sphere cardinale et A l'emetteur (ou la source), alors

(10.158)

On ne considere souvent que Ie module du degre de coherence. Dans ces
conditions, quel que soit Ie rayon de courbure du recepteur, on a

(10.159)

et On enonce :

Proposition 10.7.3 (Corollaire du theoreme de Van Cittert-Zernike).
Le module du degre de coherence du champ diffracte par un emetteur incoherent
de spectre etroit est proportionnel au module de la transformee de Fourier de
l'intensite vibratoire de 1'emetteur, et ce, que! que soit le rayon de courbure du
recepteur.

Formulation pratique. Soit une source spatialement incoherente S, de spectre
etroit, et soient M 1 et M 2 deux points d'une sphere cardinale B (donc centree
sur la source) a la distance D (fig. 10.13). Le theoreme de Van Cittert-Zernike
fournit Ie degre de coherence ME (ou SOn module) entre les vibrations lumi­
neuses en M 1 et M 2 . Le point M 1 se repere par Ie vecteur 81 et Ie point M 2

par 82; les deux vecteurs ont pour origine Ie sommet n de B. Mais ME depend

y

x

B

y

x

FIG. 10.13. Le theoreme de Van Cittert­
Zernike permet Ie calcul du degre de co­
herence entre les vibrations rec;ues en un
point donne M 1 et en un point quelconque
M 2 du recepteur cardinal B.
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seulement de 81 - 82 et il est possible de choisir un systeme de coordonnees
X, Y dont l'origine est MI. Le point M 2 devient un point quekonque de B et Ie
theoreme de Van Cittert-Zernike donne Ie degre de coherence de la vibration
lumineuse en un point quekonque de B par rapport a la vibration en MI. Avec
des coordonnees (x, y) sur la source, la relation (10.159) s'ecrit

(10.160)

ou IA(x, y) est l'intensite vibratoire au point (x, y) de la source. D'autre part
IfLB(-X, -Y)I = IfLB(X, Y)I, si bien que, de fac;on plus explicite,

11 IA(x,y)exp [2iJr
xX

+YY] dXdyl
IfLB(X, Y)I = IR2 AD (10.161)r IA(x,y)dxdy

JIR2

10.7.3 Dne application: l'interferometre stellaire de Michelson

L'interferometre stellaire de Michelson a ete mis au point en 1921, a la suite
d'une idee de Fizeau, avant que ne soit formule Ie theoreme de Van Cittert­
Zernike 19. Cependant son principe est comprehensible a l'aide de ce theoreme.
Considerons un telescope ou une lunette astronomique (fig. 10.14). Plac;ons sur
la lunette (ou Ie telescope) un ecran perce de deux trous et un filtre chromatique
abande etroite. La distance des trous entre eux est Let elle est reglable. L'objet
observe est une etoile, et en general on obtient des franges d'Young dans Ie
plan focal de la lunette. Plus precisement, si les deux trous d'Young, supposes
identiques, sont circulaires, on observe une tache d'Airy (figure de diffraction
d'une ouverture circulaire) modulee par des franges d'Young (fig. 10.14). Cette
tache est relativement etendue (plus exactement, Ie disque central), les deux
trous etant petits.

L'etoile est assimilee a un disque ayant un certain diametre angulaire : c'est
une source spatialement incoherente et, grace au filtre chromatique, de spectre
etroit. L'intensite vibratoire sur ce disque est enfin supposee uniforme.

Quand L est petit, les deux trous sont voisins l'un de l'autre et Ie degre
de coherence entre les vibrations qu'ils rec;oivent est grand (proche de 1). On
observe des franges bien contrastees. A mesure qu'on eloigne les trous l'un
de l'autre, L augmente et Ie degre de coherence diminue, comme diminue Ie
contraste des franges. II arrive un moment OU Ie contraste est nul, ce qui signifie
que Ie degre de coherence est lui-meme nul. De la valeur de L correspondante,
on deduit la valeur du diametre angulaire (on dit aussi diametre apparent) de
l'etoile.

19 Les travaux de Van Cittert datent de 1934 [234]' ceux de Zernike sur Ie sujet, de
1938 [251]. L'ouvrage de Labeyrie et al. [131], outre une tres belle approche de la
methode, fournit quelques elements historiques sur sa genese et sa mise en ceuvre.
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Plan
d'0 bservation

•
I L

Y

I
Filtre I Objectif

chromatique
Trous

d'Young

FIG. 10.14. Principe de I'experience de Michelson et Pease pour mesurer Ie diametre
apparent des etoiles. Le contraste des franges d'interferences depend de la distance L
entre les deux trous d'Young.

Puisque l'etoile etudiee est a l'infini, il faut adapter la relation (10.161). Si la
distance D de l'emetteur au recepteur est finie (fig. 10.13), nous introduisons
les variables angulaires a = xlD et (3 = ylD, de telle sorte que la relation
(10.161) devient 20

11 lea, (3) exp [2~7r (aX + (3Y)] dad(31
IfL(X, Y) I = 1R

2
A (10.162)rlea, (3) da d(3

JIR2

La relation (10.162) offre l'avantage de rester valable pour un objet a l'infini.
Pour une etoile de diametre angulaire 0, a un facteur dimensionel pres, l'inten­
site vibratoire est

lea, (3) = circe(a, (3), (10.163)

et vaut 1 si a 2 + (32 ::; 02 /4, et 0 si a 2 + (32 > 02 /4.
Le module du degre de coherence sur la pupille de la lunette (ou du teles­

cope) est

IfL(X, Y)I = (10.164)

(10.165)

20 Pour alleger les notations, nous omettons les indices et gardons la meme lettre pour
decrire I'intensite vibratoire sur I'emetteur : 1(a, (3) remplace 1(x,y).
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L

FIG. 10.15. Montage effectif pour I'experience de Michelson et Pease. Les miroirs
M j permettent de rendre L superieur au diametre de I'objectif. Le deplacement des
miroirs M 1 et M 2 permet d'obtenir la disparition des franges d'interferences. Pour
simplifier, Ie filtre chromatique n'est pas represente. Le schema de gauche concerne
une lunette astronomique, celui de droite un telescope de type Cassegrain. Dans I'ex­
perience historique de Michelson et Pease, les miroirs M j etaient montes sur une
meme poutre (de plusieurs metres de longueur). Vne des difficultes techniques du
montage consistait Ii maintenir constante la difference de marche entre les deux che­
mins optiques suivis par les rayons qui interferent, avec une precision de I'ordre de
0, 111m - environ Ie quart de la longueur d'onde.

Le premier zero de J 1 (Jrz) (autre que celui qui s'obtient pour Z = 0) a lieu
quand Z = 1, 22 : Ie contraste des franges est nul si eet L sont tels que

eL
--=- = 1,22.
A

De la mesure de L se deduit Ie diametre apparent de l'etoile

e= 1,22A
L .

(10.166)

(10.167)

Interpretee en termes de resolution angulaire, la relation (10.167) n'est autre
que la relation (8.75) : l'interferometre stellaire de Michelson et Pease a la meme
resolution qu'un objectif de diametre 21 L.

La figure 10.15 schematise un montage experimental permettant d'obtenir
une valeur de L superieure au diametre de l'objectif : pour un objectif donne,
l'interferometre stellaire repose sur une methode de super-resolution.

Sur Ie plan technique, il est necessaire de placer sur un des bras de l'interfe­
rometre une lame compensatrice qui egalise avec precision les chemins optiques.
Le montage de la figure 10.15 offre un autre avantage : Ie pas des franges for­
mees au foyer de l'objectif est constant (independant de L), puisqu'il ne depend
que de l'angle forme par les deux « rayons» qui interferent.

La figure 10.16 montre cinq aspects de la figure de diffraction obtenus pour
cinq valeurs de L. Le contraste commence par diminuer quand L augmente.

21 C'est une consequence de I'assimilation de I'etoile Ii un disque lumineux homogene.
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L 5

FIG. 10.16. Variation du contraste des franges en fonction de la distance L (voir la
figure 10.15) dans l'experience de Michelson et Pease, illustree ici pour 5 valeurs de
L telles que L 1 < L 2 < L 3 < L 4 < L 5 (simulation numerique). La valeur L = L 4 est
la premiere valeur qui annule Ie contraste des franges. Sa mesure conduit au calcul
du diametre apparent de la source. Le contraste diminue quand L augmente de 0
jusqu'a L 4 • II y a ensuite inversion de contraste : un examen attentif montre que pour
les figures de diffraction correspondant a L 1 , L 2 et L 3 il y a une frange brillante au
centre du champ, alors que pour L 5 il y a une frange sombre.

Historiquement, la premIere realisation de cette expenence a ete reussie
avec Betelgeuse (a Orionis), et Michelson et Pease ont c~state que les franges
disparaissaient pour L = 2,95 m, a la longueur d'onde A = 0,550 11m. On en
deduit que Ie diametre apparent 22 de Betelgeuse est e= 0,047".

Remarque 10.7.3. L'etoile etant a l'infini, Ie rayon de courbure de l'onde qui
arrive sur Ie telescope est infini et Ie plan des trous d'Young est une sphere
cardinale pour l'etoile. Cela signifie que Ie terme de phase quadratique de la
relation (10.158) vaut 1 : On obtient la relation suivante, plus generale que la
relation (10.162),

1 [2i7f ]I (a, (3) exp ---=- (aX + j3Y) da dj3
J.L(X, Y) = 1R

2 ArI(a, (3) da dj3
JIR 2

Il en resulte la relation suivante

J I (7f:L)

J.L(L) = 7feL '

A

plus generale que la relation (10.165).

(10.168)

(10.169)

Remarque 10.7.4. Si dans l'experience de Michelson et Pease On augmente
L au-dela de la valeur qui annule Ie contraste des franges, on obtient a nouveau
des franges de contraste non nul, mais inverse par rapport a celui des franges

22 La distance d'une etoile a la Terre peut s'estimer par des mesures de parallaxe
(qui resulte du mouvement de la Terre autour du Soleil). La connaissance de cette
distance et celie du diametre apparent (angulaire) conduisent a une estimation du
diametre (lineaire) de l'etoile.
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obtenues pour les valeurs de L inferieures, c'est-a-dire que les franges sombres
d'une figure d'interferences sont a la place des franges brillantes de l'autre figure
(fig. 10.16). Le contraste s'annule ensuite pour une deuxieme valeur de L. Ces
resultats se deduisent de la relation (10.169) et des proprietes de la fonction de
Bessel J1 .

10.7.4 Dne explication intuitive du th€lOreme Van Cittert-Zernike.
Lien avec la diffraction

Contrairement a ce qui est affirme dans la litterature sur Ie sujet [98], Ie
theoreme de Van Cittert-Zernike a un lien avec la diffraction de Fraunhofer.
On sait que cette derniere s'exprime par une transformation de Fourier, et il
n'est pas fortuit qu'il en soit de meme pour Ie transfert de la coherence, sous
l'hypothese d'une source incoherente de spectre etroit.

Avant de justifier notre opinion a ce sujet, rappelons quelques faits a ne
pas perdre de vue. La diffraction de Fraunhofer s'applique essentiellement a
un emetteur coherent, et c'est une transformation de Fourier qui fait passer de
l'amplitude du champ sur la source (l'emetteur) a celle du champ sur Ie recep­
teur situe a une certaine distance. L'effet de la diffraction est une modulation
(spatiale) de l'eclairement dans Ie plan d'observation.

Le theoreme de Zernike s'applique a une tout autre situation physique.
D'abord la source, de spectre etroit, est incoherente spatialement; il n'existe
aucune variation d'eclairement dans Ie plan d'observation. Le theoreme eta­
blit cependant des relations de phase entre les vibrations prises en certains
points de ce plan. De fa<;on precise, la coherence autour d'un point de l'ecran
d'observation est Me ala transformee de Fourier de l'exitance de la source.

Analyse d'une figure de diffraction. Soit une ouverture diffractante, eclai­
ree par une onde plane monochromatique, jouant Ie role de source coherente
S. Pour une approche intuitive, nous admettons etre en regime de Fraunhofer.
Soient P, pI et p" trois points du plan d'observation (fig. 10.17). L'eclairement
de la figure de diffraction est suppose maximal en P et pI (eventuellement
norme a 1) et nul en P".

Par soucis de simplicite, nous ne raisonnons que sur quatre points M j de la
source (j = 1,2,3,4), mais ce qui suit s'appliquerait a un nombre quekonque
de points. Les vibrations emises par ces quatre points sont coherentes entre
elles et produisent quatre vibrations coherentes en P. II en est de meme en pI
et P". Bien sur les differences de trajets de M j a P, pI et pI se traduisent, en
ces trois derniers points, par des vibrations dephasees.

Le premier element important est Ie suivant : puisqu'il y a un maximum
d'eclairement en P, c'est que les vibrations issues des points M j qui y arrivent,
arrivent en phase, a 2m7r pres (m est un entier).

Et puisqu'il y a un maximun d'eclairement en pI, les vibrations issues des
points M j y arrivent en phase egalement (a 2m'7r pres). Soit i.p la difference de
phase entre la vibration re<;ue en P et emise par M 1 , et la vibration re<;ue par
pI et emise egalement par MI. La presence d'un maximun d'eclairement en P
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FIG. 10.17. Si la source S est coherente,
on observe sur l'ecran sa figure de diffraction.
Si la source S est incoherente et de spectre
etroit, l'ec1airement dans Ie plan d'observation
est uniforme, mais il y a une certaine cohe­
rence entre les vibrations considerees en divers
points, conformement au theoreme de Zernike.

et pI montre que la difference de phase entre la vibration recue par P et emise
par M j et celle re<;ue par pI et emise par M j est aussi rp. Ainsi rp est enCore
la difference de phase entre la vibration resultante des quatre vibrations en P
et la vibration resultante en pI, comme Ie montre schematiquement la figure
10.18.

1 2

p

3 4

4 3

3

~2
1 <p

L 1

pI p"

FIG. 10.18. Resultantes des vibrations emises par les points M j et recues en P, p'
et p" si la source S est coherente. On designe par j la vibration emise par M j •

La conclusion de cette partie de l'analyse est que les vibrations resultantes
en deux points de la figure de diffraction OU l'eclairement est maximum (ici en
P et PI) ont entre elles une relation de phase bien definie.

La situation est differente en plIo Puisque l'intensite vibratoire y est nulle,
les quatre vibrations emises par les points M j ont une somme nulle en plIo

Analyse de la coherence. L'emetteur S est desormais suppose incoherent
spatialement, de spectre etroit. De plus SOn exitance est supposee avoir la meme
expression mathematique que l'amplitude du champ dans Ie cas precedent 23.

Les points M j emettent desormais des vibrations incoherentes entre elles.
Considerons, a un instant t, les vibrations re<;ues dans Ie plan d'observation.

L'analyse de la figure de diffraction a montre que les vibrations en pI ont avec
celles en P une relation de phase rp precise. Ainsi la construction de la vibration
resultante en pI n'est autre que celle de la vibration resultante en P, mais
tournee de rp, comme Ie montre la figure 10.19.

Considerons un autre instant t' . Les vibrations en M j etant incoherentes
entre elles, la vibration resultante en P n'a plus rien a voir avec ce qu'elle etait

23 Cela surprendra moins si l'on presente les choses a l'envers : c'est l'amplitude du
champ qui se represente comme l'exitance : il n'y a pas de probleme d'exitance
negative!
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p

3

~:A
1

p"

FIG. 10.19. Resultantes des vibrations emises par les points M j et re«ues aun instant
ten P, pi et p" quand la source S est incoherente.

a l'instant t. Meme chose en P'. Mais la construction de la vibration resultante
en pi se deduit encore de celle en P par une rotation de cp. Ainsi la relation de
phase qui existe a l'instant t' entre les vibrations resultantes en P et pi est celle
qui existait a l'instant t. Au cours du temps, les vibrations resultantes en P et
pi ont la meme evolution: c'est la definition de la coherence. Les vibrations en
P et pi sont coherentes entre elles.

Venons-en au point pll, pour lequella figure de diffraction donne un eclaire­
ment nul. A l'instant t, les vibrations recues en ce point se composent comme
l'indique la figure 10.19. A l'instant t' comme l'indique la figure 10.20. Il n'y pas
maintien de la relation de phase. Les vibrations en P et pll sont incoherentes
entre elles.

3

~
4

£s ~2 ... "\
... > 'P

1 ..-: \
i--- 1

P pi p"

FIG. 10.20. Meme chose que sur la figure 10.19, mais a un instant t ' different de t.

Conclusion. Ce qui precede montre que la figure de diffraction d'une source
coherente contient une information sur la phase. La OU l'eclairement est maxi­
mum, la phase ne peut pas etre quekonque. Cela vient de ce qu'il n'y a qu'une
fa<;on d'obtenir un maximum d'eclairement en un point : il faut sommer en
phase toutes les vibrations elementaires. En revanche, la OU l'eclairement est
nul, il n'y pas de relation de phase. Cela vient de ce qu'il y a de nombreuses
fa<;ons de sommer des vibrations pour que leur resultante soit nulle.

Ainsi les maxima de la figure de diffraction sont les maxima du module
de la transformee de Fourier de l'amplitude de la source; les minima sont les
zeros de la transformee de Fourier. Aux maxima de diffraction correspondent
des maxima de coherence, aux minima, de l'incoherence. Eh bien! c'est encore
une transformee de Fourier qui donne ce resultat, mais appliquee a l'exitance
de la source. C'est ce qu'affirme Ie theoreme de Van Cittert-Zernike.
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10.8 Interferometrie d'intensite

Nous donnons ici une approche classique elementaire de l'interferometrie
d'intensite qui, historiquement, est a la base du developpement de l'optique
quantique et dont l'application a la radio-astronomie ou a l'optique astrono­
mique prolonge celIe du theoreme de Zernike et permet la mesure du module du
degre de coherence de la lumiere emise par une etoile, telle qu'elle est detectee
sur la Terre [98,107,131,153]. Nous renvoyons aux ouvrages specialises pour une
description plus approfondie de cette tres belle methode de mesure [98,153], ou
pour une description quantique en termes simples [13,95,178].

10.8.1 Intensite vibratoire instantanee

Nous avons jusqu'ici defini l'intensite vibratoire mutuelle entre les points rl

et r2 de l'emetteur A comme etant

(10.170)

La moyenne temporelle ci-dessus est, en principe, prise sur une duree infini­
ment longue, en pratique, sur une duree « tres longue ». II existe cependant
une echelle de temps intermediaire entre cette duree (infinie) et la periode
d'oscillation du champ electromagnetique, et il est concevable de considerer
la moyenne temporelle precedente sur des durees intermediaires (voir Ie para­
graphe 10.1.1). En poussant a l'extreme, nous definissons l'intensite vibratoire
mutuelle « instantanee » entre les points rl et r2 de A par

(10.171)

si bien que

(10.172)

Si rl = r2 = r, on obtient l'intensite vibratoire instantanee au point r.

Remarque 10.8.1. En toute rigueur, il faudrait une notation differente pour
l'intensite vibratoire et pour l'intensite vibratoire instantanee. Nous utilisons
la meme lettre pour designer les deux notions, la distinction se faisant par
l'ecriture explicite des variables: Ie temps intervient dans l'intensite instantanee
seulement. 0

L'intensite vibratoire instantanee possede un caractere aleatoire et on en
etudie la statistique d'ordre 2; c'est au fond ce qui est mis a profit dans l'in­
terferometrie d'intensite.

Nous commen<;ons par donner un exemple de statistique de l'intensite vi­
bratoire instantanee en choisissant Ie modele d'une source thermique, utile par
la suite.



(10.173)

(10.174)

(10.175)

(10.176)

322 Optique de Fourier

10.8.2 Source thermique

Soit une SOurce de lumiere constituee d'un nombre N d'atomes, l'atome n
pouvant emettre une onde lumineuse representee par une amplitude de la forme

Un(t) = ~ ane2i1rvnt-i1>n .

Nous faisons une premiere hypothese: la frequence Vn est la meme pour
tous les atomes, si bien que nous ecrivons l'amplitude complexe associee it un
atome sous la forme

1 .A-
U = --a e-1'!'n

n VN n

Nous considerons ensuite que l'amplitude an et la phase ¢n sont des va­
riables aleatoires (reelles et independantes). Les variables aleatoires etant no­
tees, dans cet ouvrage, par des lettres majuscules, l'amplitude lumineuse de
l'onde emise par un atome, qui est une variable aleatoire, s'ecrit

_ 1 -iPnUn - VNAne ,

ou An et tPn sont elles-memes des variables aleatoires.
L'ensemble des N atomes produit une onde dont l'amplitude est la variable

aleatoire U, somme des N variables aleatoires Un

. n=N n=N 1 .
U = Ae- 1P = L Un = L -- Ane-1Pn

.

n=l n=l VN
Vne source telle que celle que nous venons de decrire est appelee source

thermique. Vne lampe it incandescence en est un exemple. (La remarque 10.8.2
p. 325 montre que notre modele suppose implicitement la source totalement
polarisee. )

Nous nous proposons de caracteriser la statistique de U et celle de son
module. Pour cela nous faisons les hypotheses suivantes :

1. Les variables aleatoires Un sont conjointement independantes. Plus preci­
sement les variables aleatoires An sont conjointement independantes ainsi
que les tPn .

2. Les variables aleatoires An ont la meme loi de probabilite, de moyenne m
et ecart-type s.

3. Quel que soit n, la variable aleatoire tPn est uniformement repartie sur
l'intervalle [-Jr, Jr].
Comme Nest tres grand 24, Ie theoreme « central limit » (voir Ie paragraphe

FA) affirme que U est une variable aleatoire gaussienne, sans qu'il ne soit
necessaire de preciser la loi des An.

24 Rappelons que, par definition, une mole d'un corps pur contient N A atomes ou
molecules, ou NA ~ 6,0221367.1023 est Ie nombre d' Avogadro [118]. Cela fixe un
ordre de grandeur au nombre N.
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Nous faisons apparaitre la partie reelle et la partie imaginaire de U et ecri­
vons U = Ur + iUj, ou Ur et Uj sont des variables aleatoires gaussiennes avec

1 n=N
Ur = A cos P = ffi L An cos Pn ,

n=1
(10.177)

(10.178)

Proposition 10.8.1 (Statistique de l'amplitude d'une source ther­
mique [98]). Sous les hypotheses 1-3 mentionnees plus haut, la variable alea­
toire U = 2::n Un est une variable aleatoire gaussienne complexe circulaire
centree. Sa matrice de covariance est

(
(T2 0)

Tu = 0 (T2 , (10.179)

OU (T2 = 8 2 /2.
Preuve. La definition d'un vecteur aleatoire gaussien complexe circulaire est
donnee a l'appendice F (§F.3.3). (Ici la variable aleatoire U est un vecteur
aleatoire complexe de dimension 1.)

On calcule

1 n=N
E[Ur ] = ffi L E[An ] E[cosPn ] = 0,

n=1
(10.180)

(10.181)

puisque An et Pn sont independantes et que Pn est equirepartie sur [-7f,7f].
De meme E[Ud = O. Ainsi U est une variable aleatoire centree.

Pour n i=- £, les fonctions cos Pn et cos Pe sont deux variables aleatoires
independantes, si bien que E[cos Pn cos Pe] = E[cos Pn]E[cos Pe] = O. De plus
E[cos2 Pn ] = 1/2, si bien que

1
E[cos Pn cos Pe] = "2 one,

OU One est Ie symbole de Kronecker. De meme

1
E[sin Pn sin Pe] = "2 One·

On calcule, en utilisant encore l'independance des An et des Pn,

1 n=Ne=N
E[U;] = N L L E[An ] E[Ae] E[cosPn cosPe]

n=1 e=1
n=N

= 2~ L {E[An ]}2
n=1

1 2= -8
2

(10.182)

(10.183)
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De meme

(10.184)

(10.185)

D'autre part, pour n -I- £, on a E[cos q)n sin q)e] = E[cos q)n] E[sin q)e] = 0, et

1
E[cosq)n sinq)n] = "2E[sin2q)n] = 0,

si bien que

n=N e=N

E[Ur Ud = - ~ L L E[An ] E[Ae] E[cosq)n sinq)e] = O.
n=1 e=1

La proposition en resulte.

(10.186)

D

Proposition 10.8.2 (Loi de probabilite du module et de la phase de
l'amplitude d'une source thermique [98]). Sous les hypotheses de la pro­
position 10.8.1, la phase q) de la vibration U est equirepartie sur l'intervalle
[-7f,7f] et le module de l'amplitude IAI suit une loi de Rayleigh dont la densite
de probabilite s'ecrit (a est positij)

a [a 2
]PIAl (a) = (T2 exp - 2(T2 .

Preuve. La fonction caracteristique de la variable aleatoire U s'ecrit

CPu (Vr , Vi) = exp [-27f2(T2(vr
2 + Vj2)J '

(10.187)

(10.188)

et sa densite de probabilite s'en deduit par transformation de Fourier inverse

(10.189)

La densite de probabilite Pu est aussi la densite de probabilite de la loi conjointe
de Ur et Ui . Or on passe au module lal et it la phase ¢ par les relations

U r = lal cos ¢, (10.190)

Ui = lal sin ¢, (10.191)

si bien que de u; + Uj2 = a2 et dUr dUj = adad¢, on deduit

p (¢) = _1_ r+oo

a exp [-~] da = ~,
q; 27f(T2 } 0 2(T2 27f

ce qui prouve la partie de la proposition relative it la phase.
Enfin, pour a ~ 0,

PIAl (a) = 2:(T21:
n

a exp [- 2:2] d¢ = :2 exp [- 2:2]

La proposition est demontree.

(10.192)

(10.193)

D
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Proposition 10.8.3 (Statistique de l'intensite vibratoire d'une source
thermique). Sous les hypotheses de la proposition 10.8.1, l'intensite vibratoire
instantanee I d'une source thermique suit une loi de probabilite de densite 25

(i ;::: 0)

. 1 [i ]p (z) = - exp --
I 2~2 2~2

Sa valeur moyenne m I est egale ason ecart-type ~I' et

(10.194)

(10.195)

Preuve. L'intensite vibratoire instantanee est I = IAI 2 , et on connait la loi de
IAI· On ecrit IAI = VI et

(10.196)

L'esperance mathematique de I est

On calcule, par integration par parties,

E[I2
] = 1+

00
i2exp [- 2:2] di = 4~21+00 i exp [- 2:2] di

= 8~4.

Enfin

et la proposition en decoule.

(10.197)

(10.198)

(10.199)

D

Remarque 10.8.2. La proposition 10.8.3 correspond a la statistique de l'in­
tensite vibratoire d'une onde totalement polarisee, comme cela est montre dans
Ie livre de Goodman [98]. Cela ne doit pas surprendre, meme dans Ie cadre d'une
theorie scalaire telle qu'elle est developpee dans ce livre, qui ne prend pas en
compte la polarisation de la lumiere : de fa<;on precise, nous avons suppose
une polarisation fixe pour les ondes etudiees et avons fait l'hypothese que la
diffraction-propagation ne modifiait pas la polarisation, ce qui nous autorisait
a nous interesser a la seule amplitude du champ (cela est explique au para­
graphe 1.3 du chapitre 1). Or il existe des ondes partiellement polarisees, et
meme non polarisees. La statistique de l'intensite vibratoire de telles ondes est
differente de celle decrite dans la proposition 10.8.3 [98].

25 Ne pas confondre i, qui est une valeur numerique (reelle) de la variable aleatoire
I, avec Ie nombre imaginaire i.
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Vne onde partiellement polarisee se caracterise par son degre de polarisa­
tion, dont on montre qu'il est superieur ou egal au coefficient de correlation de
deux composantes orthogonales du champ, analogue au degre de coherence. Le
modele d'une source totalement polarisee autorise tous les degres de coherence
possibles (compris entre 0 et 1) pour les composantes du champ. Il est ainsi
legitime de parler de coherence partielle pour les sources thermiques etudiees
dans ce paragraphe (puisqu'elles sont supposees totalement polarisees).

La proposition 10.8.3 suffit a expliquer de fa<;on elementaire l'interferometrie
d'intensite. Divers ouvrages decrivent de fa<;on approfondie les statistiques de
l'intensite vibratoire en relation avec la polarisation [37,98,153].

10.8.3 Application a la mesure du degre de coherence

Nous nous interessons ala statistique d'ordre 2 de l'intensite vibratoire ins­
tantanee fA (rl, r2, T) et ecrivons la correlation mutuelle de l'intensite vibratoire
sous la forme

rj;](rl,r2,r3,r4;T) = (IA(rl,r2,t)h(r3,r4,t-T))t.

La relation (10.200) s'ecrit aussi

(10.200)

rj;] (rl' r2, r3, r4; T) = (EA (rl, t)EA (r2' t) EA (r3' t - T)EA (r4, t - T))t ,
(10.201)

et cela montre que les moments d'ordre 2 de l'intensite vibratoire sont lies aux
moments d'ordre 4 du champ.

Le calcul explicite de rj;](rl,r2,r3,r4;T) est praticable dans un cas par­
ticulier : celui OU Ie champ EA est une variable aleatoire gaussienne complexe
circulaire. Cela correspond a de la lumiere d'origine thermique (source a incan­
descence par exemple) telle qu'etudiee au paragraphe 10.8.2. Dans ce cas, on
montre (voir la relation (F.36) de l'appendice F, p. 510)

(EA(rl' t) EA(r2, t) EA(r3, t - T) EA(r4, t - T))t

= (EA(rl' t) EA(r2, t))t (EA(r3, t - T) EA(r4, t - T))t

+ (EA(rl, t) EA(r4, t - T))t (EA(r2, t) EA(r3, t - T))t.

(10.202)

La relation (10.25), qui definit la coherence mutuelle du champ, et la relation
(10.202) conduisent a mettre la relation (10.201) sous la forme

rj;](rl,r2,r3,r4;T) = rA(rl,r2;O)rA(r3,r4;O)

+ rA(rl, r4; T) rA (r2, r3; T) , (10.203)

a condition que la source soit thermique et totalement polarisee, ce que nous
supposerons desormais.

Considerons enfin Ie cas particulier rl = r2 et r3 = r4. La relation (10.203)
devient
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rj;J(rl,rl,r3,r3;T) = rA(rl,rl;0)rA(r3,r3;0)

+ rA(rl, T3; T) rA(rl, T3; T), (10.204)

ou encore

(10.205)

Nous utilisons Ie degre de coherence sous la forme

(10.206)

et obtenons

(10.207)

La mesure de la correlation des intensites vibratoires instantanees en deux
points rl et r3 fournit une mesure du module du degre de coherence. C'est Ie
principe de l'interferometrie d'intensite, mise au point par Hanbury Brown et
Twiss [108].

En pratique, on detecte electriquement les intensites vibratoires instanta­
nees et on remplace leur correlation par celle des courants electriques produits
par les detecteurs. On obtient une mesure du module du degre de coherence
et Ie theoreme de Van Cittert-Zernike permet de remonter a l'exitance de la
source. La methode de Hanbury Brown et Twiss est une alternative « incohe­
rente» a la methode de Michelson et Pease de la mesure du diametre apparent
des etoiles. Elle a ete appliquee a la radio-astronomie, ensuite a l'optique; elle
est a l'origine de l'optique astronomique moderne, qui correle les signaux lumi­
neux captes par plusieurs telescopes (Very Large telescope (VLT) de l'European
Southern Observatory (ESO) au Chili par exemple).

On trouve dans l'ouvrage de Goodman [97] Ie schema du fonctionnement
classique de l'interferometre a intensite et celui de son fonctionnement quan­
tique (qu'on trouve encore dans des ouvrages deja cites [13,95,153,178]).

10.9 Exercices

Exercice 10.1. Deduire directement l'equation (10.93) de l'equation d'onde
pour l'amplitude du champ.

Exercice 10.2. Soit une source de lumiere blanche et deux trous d'Young
perces dans un ecran £ et separes de £ = 1 mm (fig. 10.21). On place la source
a la distance D = 50 cm de £. On observe l'eclairement produit sur un deuxieme
ecran £' situe a la distance D' = 1 m de £.

1. On place sur la source un reseau de diffraction en amplitude. Dire a quelles
conditions il est possible d'ob~erver des interferences d'Young sur l'ecran
£', pour un spectre autour de A = 0,5 11m.
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FIG. 10.21. Montage pour l'observation
de franges d'Young obtenues avec une
source large [87].

2. Calculer la periode du reseau precedent qui permet la formation des inter­
ferences.

Exercice 10.3. Examen de maftrise de physique, universite de Bretagne-Sud,
Lorient, 2001. On considere deux sources lumineuses ponctuelles distantes de
£, emettant une lumiere de spectre etroit autour de la frequence Z; (la longueur
d'onde correspondante est notee >:).

Ces deux sources eclairent un ecran perce de deux fentes supposees infini­
ment etroites et infiniment longues, distantes de L (fig. 10.22). La distance du
plan des fentes aux sources est D. On observe la lumiere qui passe par les fentes
sur un ecran situe a la distance D' du plan des fentes (et qui lui est parallele).

1. Montrer qu'il existe certaines valeurs de £ pour lesquelles on observe des
franges d'interferences sur Ie deuxieme ecran. Preciser ces valeurs.

2. Montrer qu'il existe certaines valeurs de £ pour lesquelles on n'observe plus
les franges d'interferences sur Ie deuxieme ecran. Preciser ces valeurs.

3. Que peut-on dire du contraste des franges d'interferences si £ = >:D/4L?
si £ = >:D/L?

y

y'

X'

FIG. 10.22. Montage d'observation d'interferences obtenues avec des trous sources
incoherents mais de spectre etroit.



Chapitre 11

Dispersion de groupe

Nous nous interessons dans ce chapitre a la dispersion de groupe \ c'est­
a-dire aux effets de la dispersion chromatique sur la propagation de paquets
(ou groupes) d'ondes que nous supposons etre a spectre etroit. La dispersion
chromatique se rapporte a la frequence temporelle des ondes, et cela la distingue
de la dispersion spatiale associee a la diffraction et Me aux frequences spatiales
(voir Ie paragraphe 2.3.2 du chapitre 2).

La dispersion de groupe joue un grand role dans la propagation dans les
lignes de transmission, les fibres optiques en particulier : l'elargissement tem­
porel et la deformation des ondes qu'elle provoque limitent Ie debit de l'in­
formation transmise dans ces lignes [154]. Nous allons voir cependant que son
etude se formalise dans un cadre plus vaste que celui des lignes de transmission
et qu'elle concerne egalement la diffraction, dans son aspect temporel : ce qui
suit est aussi un prolongement du chapitre 9.

II est habituel d'etudier dans un premier temps la dispersion de groupe 2

d'ordre 2, parce que son effet sur un paquet d'ondes gaussien est simplement un
elargissement temporel et qu'elle donne lieu au calcul analytique explicite de ce
dernier. Dans ce cadre, on met en evidence une analogie formelle entre la pro­
pagation d'une onde dans une ligne de transmission dispersive et la diffraction
de Fresnel d'un emetteur vers un recepteur spheriques : changent seulement les
variables et la dimension du probleme (une dimension temporelle ou bien deux
dimensions spatiales). De cette analogie resulte la representation de la propa­
gation d'un paquet d'ondes dans un milieu dispersif par une transformation de
Fourier fractionnaire 3. Cette fac;on de faire est systematiquement developpee
ici et sera appliquee au chapitre 12 aux paquets d'ondes gaussiens.

1 Ou « dispersion de la vitesse de groupe ».
2 Qualifier la dispersion « d'ordre 2 » est discutable; celle-ci est d'ordre 2 parce

qu'elle depend, comme nous Ie verrons, de la derivee seconde de I'indice de re­
fraction par rapport a la frequence. Mais exprimee par la derivee de la vitesse de
groupe par rapport a la frequence, elle est d'ordre 1.

3 L'analogie entre dispersion de groupe et diffraction de Fresnel est bien connue
par ailleurs [25,26,69, 176]. L'idee de la traduire en termes de transformation de
Fourier fractionnaire est a porter au credit de S. Coetmellec [50] ; I'approche que
nous proposons differe toutefois de ces travaux : elle s'appuie sur la representation
de la diffraction telle que developpee dans la premiere partie de ce livre (notamment
dans Ie chapitre 6).



330 Optique de Fourier

11.1 Paquet d'ondes, vitesse de groupe et dispersion

En preambule a l'etude de la dispersion de groupe, nous rappelons les no­
tions de vitesse de groupe et de paquet d'ondes [29,52,113,121,158,218]. Ces
notions, generales en physique, sont bien sur tres utilisees en telecommunica­
tions optiques, et Ie texte qui suit est parfois proche de ce qu'on trouve dans
les ouvrages consacres aux fibres optiques [4,41,214]. Sa portee est toutefois
plus vaste : il s'applique a tout milieu dispersif, et notamment ala diffraction­
propagation dans un tel milieu, comme Ie montre Ie paragraphe 11.2.2.

Suivant qu'on aborde la question sous l'angle de la physique ou sous celui de
la theorie des lignes de transmission (ou des telecommunications), les notations
qu'on rencontre dans la litterature ne sont pas toujours les memes, d'ou une
difficulte de presentation, si l'on souhaite que chacun s'y retrouve. Nous avons
cherche a employer de plus des notations « coherentes » avec celles de ce livre.
Cela explique quelques changements de notations au cours du developpement
de ce chapitre.

11.1.1 Definitions

Nous considerons des ondes progressives dependant d'une seule variable
d'espace, z, qui indique la direction de propagation. Le milieu de propagation
est vu comme une « ligne ». Nous ecrivons E(z, t) l'amplitude du champ a
l'abscisse z et instant t (plus loin nous ecrirons Ez(t), voir Ie paragraphe 11.2).
Nous ne precisons pas encore la nature physique de E, cela sera fait par la
suite.

L'amplitude E(z, t) est consideree comme la representation spatio-tempo­
relle d'un signal « champ abstrait », et nous dressons Ie losange de Fourier
suivant qui indique les relations entre les representations du champ:

E(z, t)

~ ~
c(f, t) e(z,v) (11.1)

~ ~
C£(f, v)

Outre la representation spatio-temporelle E(z, t), nous utilisons surtout la
composante spectrale e(z, v) et la representation frequentio-temporelle c(f, t).

La variable fest la variable conjuguee de la variable d'espace z; elle est
homogene a l'inverse d'une longueur et nous l'appelons frequence spatiale (even­
tuellement « longitudinale » pour la distinguer des frequences spatiales intro­
duites au chapitre 2).

Nous conservons les conventions de signes adoptees pour les transformations
de Fourier spatiale et temporelle (voir l'appendice B), de telle sorte que les
transformations directes du schema (11.1) s'ecrivent



e(j, t) = l E(z, t) e2i
;orf

z dz,

pour la transformation spatiale, et

e(z, v) = l E(z, t) e-2i
;orvt dt,
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(11.2)

(11.3)

pour la transformation temporelle.
Nous employons les notations precedentes pour maintenir la symetrie entre

vet f (qui sont des frequences), mais soulignons que dans la litterature c'est
plut6t la pulsation w (w = 271"v) et Ie nombre d'ondes k (k = 271"1) - ou la
constante de propagation (J -, qui sont utilises comme parametres, par exemple
dans la definition de la vitesse de groupe; nous exprimerons les resultats qui
vont suivre en fonction de ces variables a la fin du paragraphe.

Remarquons enfin que fest l'inverse de la longueur d'onde 4 : f = 1/A.

Onde et signal. L'amplitude E(z, t) represente Ie champ spatio-temporel qu'il
est classique d'examiner sous deux points de vue 5. On fixe l'abscisse Zo et
considere l'evolution temporelle du champ en ce point; on s'interesse ainsi ala
fonction

t f------+ E(zo, t) , (11.4)

c'est-a-dire, si on veut, au « signal» que « verrait passer» un observateur place
a l'abscisse zoo

De l'autre point de vue, on s'interesse a la repartition spatiale du champ a
un instant fixe to, c'est-a-dire a la fonction

Z f------+ E(z, to), (11.5)

qui represente une « onde » (qui se deplace au cours du temps).

Vitesse de phase. Un champ (spatio-temporel) harmonique, ou monochro­
matique, qui se propage vers les z croissants (seul cas considere ici) est repre­
sente par une amplitude de la forme 6

E(z t) = E e2i ;or(vot- foz),0 , (11.6)

4 11 s'agit de la longueur d'onde du rayonnement (suppose monochromatique) dans
Ie milieu de propagation, distincte de la longueur d'onde (du meme rayonnement)
dans Ie vide, notee en general Ao dans ce livre. Signalons a ce propos que les
spectroscopistes notent souvent (J = 1/A, qu'ils appellent nombre d'ondes (voir Ie
paragraphe 13.5.4).

5 Nous empruntons a G. Bonnet, une fois encore, ce qui suit, notamment Ie vocabu­
laire [25].

6 L'ecriture de la relation (11.6) inc1ut bien les deux aspects d'un champ harmonique
(en notation complexe). Pour Ie comprendre, considerer la partie reelle du champ,
c'est-a-dire cos[27l'(vot - foz)]. Le signal observe en Zo est sinusoidal, represente
par I'amplitude « temporelle » cos[27l'(vot - fozo)] ; pour t = to, I'onde est aussi
sinusoidale, representee par la fonction « spatiale » cos[27l'(voto - foz)].
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ou Eo, va et fa sont des constantes.
L'amplitude du champ au point z + Llz, a l'instant t + Llt, s'ecrit

E(z + Llz, t + Llt) = Eo e2i7r [vo(HLlt)-fo(z+Llz)] . (11.7)

La phase est conservee quand on passe du point (z, t) au point (z + Llz, t + Llt)
si, et seulement si 7,

voLlt - foLlz = o.

L'etat de la phase en un point de la ligne se deplace a la vitesse

Llz va
va = Llt = fa '

(11.8)

(11.9)

et va est la vitesse de phase. II existe done une relation entre la frequence
temporelle et la frequence spatiale d'une onde harmonique.

Pour un milieu de propagation donne, la vitesse de phase depend de va, ou
de fac;on equivalente, de fa. De maniere generale, la relation (11.9) se met sous
la forme

ou bien

v(f) = fV (f) ,

(11.10)

(11.11)

suivant Ie choix de v ou f pour caracteriser l'onde harmonique. La fonction
v f------+ v(v) est la vitesse de phase temporelle; la fonction f f------+ V(f), la
vitesse de phase spatiale.

Les relations (11.10) et (11.11) tiennent compte de la dispersion chroma­
tique du milieu de propagation. Elles relient la frequence temporelle et la fre­
quence spatiale longitudinale d'une onde harmonique se propageant dans Ie
milieu considere; par exemple, a une frequence temporelle va correspond la
frequence spatiale fa telle que v(vo) = V(fo). Cette correspondance depend du
milieu de propagation (voir la figure 11.1).

Les fonctions

et

v
f(v) = v(v) ,

f f------+ v(f) = fV(f) ,

(11.12)

(11.13)

7 La condition (11.8) est manifestement suffisante. Vne condition necessaire devrait
s'ecrire, a priori, sous la forme plus generale voLlt - 10 Llz = q, oil q E Z. Mais
la relation cherchee doit etre vraie quels que soient Llt et Llz, ou plus exactement
pour Llt et Llz tendant vers O. Seule la valeur q = 0 est compatible avec cette
limite.
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sont reciproques (l'une est la fonction inverse de l'autre) [25]. Si Vo et fo sont
deux frequences se correspondant par les deux fonctions precedentes, c'est-a­
dire fo = f(vo), les derivees de ces fonctions verifient

df 1
dv (vo) = 'd'-v--

df(Jo)

1
dv .
df [f(vo)]

(11.14)

La figure 11.1 illustre la relation f-v pour Ie vide et la silice 8. Les graphes
traces sont ceux de la fonction f f------+ v(J). On verra par la suite que la vitesse
de groupe dans un milieu donne, pour une frequence donnee, est la pente de la
courbe tracee pour ce milieu, a la frequence consideree.

Vide

15

Silice
10

5

1

o 1 2 3 4 5 6

FIG. 11.1. Relation entre la frequence spatiale f et la frequence temporelle v pour
Ie vide (Ie graphe est une droite) et pour la silice. Le spectre visible correspond a
des valeurs de v comprises entre 3,8 . 1014 Hz et 7,5 . 1014 Hz (environ), soit, dans
Ie vide, a des valeurs de f comprises entre 1,3.106 m- 1 et 2,5.106 m- 1 (dans Ie
vide, f = 1.106 m- 1 correspond a une longueur d'onde de 1 11m et une frequence
de 2,9979.1014 Hz). Le graphe a ete prolonge dans la region des hautes frequences
(ultra-violet) pour rendre discernable Ie caractere non lineaire de la relation f-v pour
la silice.

Paquet d'ondes. Decrire un champ, qui se propage, sous la forme d'un paquet
d'ondes, c'est Ie considerer comme la somme (integrale) d'ondes monochro­
matiques (on devrait dire: de champs spatio-temporels harmoniques). Pour
cela remarquons que, par transformation de Fourier inverse, la relation (11.2)
conduit a ecrire l'amplitude E(z, t) sous la forme

E(z, t) = l e(J, t) e-2i7r
!z df, (11.15)

8 La courbe de la silice a ete calculee a partir de la formule de Sellmeier (voir l'ap­
pendice I; voir aussi la figure 11.2).



334 Optique de Fourier

et la relation (11.3) sous la forme

E(z,t) = l e(z,v)e2i7fVtdv.

Si l'on choisit la frequence spatiale comme parametre, on ecrit

e(J, t) = 0.(J) e2i7rvt ,

(11.16)

(11.17)

OU 0. est une fonction (ou distribution), et cela conduit a faire apparaitre l'am­
plitude de champs harmoniques sous l'integrale de la relation (11.15), puisque
cette derniere devient

E(z, t) = l 0.(J) e2i7rvt e-2i7r!z dj. (11.18)

La relation (11.18) decrit un paquet d'ondes comme etant la superposition
lineaire de champs harmoniques, l'amplitude de chacun d'eux etant affectee
d'un coefficient 0.(J), fonction de sa frequence spatiale.

Puisqu'on a choisi la frequence spatiale comme parametre, la frequence
(temporelle) est une fonction de j, selon la relation (11.11), si bien que la
relation (11.18) s'ecrit

E(z,t) = lo.(J)e2i7r [V(f)t-!Z]d j . (11.19)

II existe une ecriture alternative du paquet d'ondes qui resulte du choix de
la frequence temporelle comme variable. On definit la fonction a par

dj
a(v) = o.[j(v)] dv '

et la relation (11.19) devient

E(z, t) = l a(v) e2i7r [vt-!(v)z] dv.

La composante spectrale s'ecrit

e(z, v) = a(v) e-2i7r!(v)z .

(11.20)

(11.21)

(11.22)

Les relations (11.17) et (11.22) fournissent deux representations du paquet
d'ondes considere.

Vitesse de groupe. Pour l'etude d'un paquet d'ondes de spectre spatial etroit
autour de 1, il est legitime d'ecrire la relation (11.11) sous la forme

~ dv ~ 1 ~ d2v ~
v(J) = V + (J - 1) dj (1) + 2(J - 1)2 dj2 (1) + ... ,

OU v = v(1).

(11.23)
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Pour definir et interpreter la notion de vitesse de groupe, supposons

pour tout j 2: 2 . (11.24)

Cette hypothese n'est certes pas satisfaite pour les milieux reels (physiques),
autres que Ie vide. Elle n'en a pas moins un interet theorique. La dispersion de
groupe, definie par la suite, resultera justement de l'ecart entre ce modele et la
realite.

Notons

dv ~

Vg = d/J), (11.25)

et remarquons que Vg est homogene it une vitesse : c'est la vitesse de groupe,
denomination qui sera justifiee par la suite. Ainsi, sous l'hypothese (11.24), la
frequence temporelle est une fonction de la frequence spatiale qui s'ecrit

(11.26)

La definition precedente de la vitesse de groupe vaut pour la frequence f,
et il faudrait ecrire a priori Vg(j). Mais on montre que la vitesse de groupe

Vg , ainsi definie, ne depend pas du choix de j (voir l'exercice 11.1); c'est une
constante. Cela vient de ce que la relation entre v et fest lineaire. 11 est done
legitime de noter seulement Vg la vitesse de groupe, sous l'hypothese (11.24).

Paquet d'ondes dans Ie repere de groupe. Dans les conditions prece­
dentes, la relation (11.19) devient

E(z, t) = e2i7r(vt-1Vgt)1a(f) e 2i7r!(Vgt-z) df

= e2i7r(vt-1Vgt) E (z - Vgt, 0) . (11.27)

Nous concluons de la fa<;on suivante : imaginons un repere mobile se depla­
<;ant it la vitesse Vg ; nous l'appelons repere de groupe. Dans ce repere, Ie module
de l'amplitude de l'onde est constant, conformement it la relation (11.27). Au­
trement dit, sous l'hypothese (11.24), Ie paquet (groupe) d'ondes conserve sa
forme quand il se propage dans la ligne; il ne subit qu'un dephasage. De plus,
il se deplace it une vitesse egale it la vitesse de groupe, ce qui justifie l'emploi
de ce terme pour designer Vg .

Remarque 11.1.1. Seule l'hypothese (11.24) est necessaire it la definition de
Vg par la relation (11.25). L'hypothese de spectre etroit est introduite ici en
prevision de la suite. Ainsi un paquet d'ondes quekonque se deplace sans de­
formation dans un milieu ou frequence temporelle et frequence spatiale sont
Mes lineairement. C'est bien sur Ie cas dans Ie vide: Ie graphe de la fonction
f f------+ v(f) est une droite (voir la figure 11.1).
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Remarque 11.1.2. La definition habituelle de la vitesse de groupe en fonction
de la pulsation et du nombre d'ondes k se deduit de la precedente definition,
relation (11.25), et prend la forme

(11.28)

puisque w = 27fv et k = 27f f. Si on utilise la constante de propagation (3 au
lieu de k, comme plus loin dans ce livre, alors

Vg = ~;(w).

Quant ala vitesse de phase, c'est

w
V= =.

k

(11.29)

(11.30)

Vitesse de groupe dans un milieu dispersif. Pour un milieu materiel
quelconque, l'hypothese de la relation (11.24) doit etre abandonnee, et Ie deve­
loppement limite de la relation (11.23) montre que la relation entre la frequence
spatiale et la frequence temporelle n'est plus li~aire. Il nous est cependant loi­
sible de definir encore la vitesse de groupe en f par

Cela vaut pour toute frequence f, et on ecrit

dv
Vg(J) = df (J).

(11.31)

(11.32)

La vitesse de groupe devient une fonction de la frequence spatiale. La fonction
f f------+ Vg(J) est la vitesse de groupe spatiale.

Il existe une vitesse de groupe temporelle vg , qui apparait si on choisit la
frequence temporelle comme variable; elle est definie par

Vg(v) = Vdf(v)]. (11.33)

La dispersion de la vitesse de groupe traduit la dependance de Vg(J) avec
la frequence f; ou celle de vg(v) avec la frequence temporelle v.

La relation (11.32) montre que la vitesse de groupe en fest la pente du
graphe de la fonction f f------+ v(J) en ce point. Si ce graphe est une droite, la
vitesse de groupe est constante : il n'y a pas de dispersion de groupe. C'est Ie
cas du vide et du milieu hypothetique satisfaisant la relation (11.24). La figure
11.1 illustre la dispersion chromatique et la dispersion de groupe d'un milieu.
Ainsi :

- Ie vide n'est pas dispersif, car v = cf. A fortiori, il ne donne pas lieu a
dispersion de groupe: Ie graphe de la fonction f f------+ v(J) est une droite;
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- pour la silice, la courbe de la fonction f f------+ v(J) n'est pas une droite :
la silice presente de la dispersion de groupe. Dans Ie domaine du spectre
visible ou de l'infra-rouge, cela n'est guere decelable graphiquement ; c'est
pour cette raison que les graphes de la figure 11.1 ont ete etendus a l'ultra­
violet.

Remarque 11.1.3. II est des cas OU la notion de vitesse de groupe ne cor­
respond pas a la realite de la propagation d'un paquet d'ondes, par exemple
s'il y a une deformation importante de ce dernier [36,121]. D'autre part, la
mesure de la vitesse de groupe peut se reveler difficile dans la pratique. Pour
ces raisons d'autres notions ont ete introduites : vitesse de signal [25,196,221],
vitesse d'onde [25]. La breve presentation de ce paragraphe ne saurait epuiser
Ie sujet !

Lien avec l'indice de refraction et la dispersion chromatique. A la
frequence v, l'indice de refraction du milieu de propagation est n(v) defini par

c
n(v) = v(v) , (11.34)

OU c est la vitesse de la lumiere (dans Ie vide) et v(v) la vitesse de phase
(temporelle). La relation (11.10) conduit a

vn(v) = cf(v). (11.35)

La derivation par rapport a v des deux membres de la relation (11.35) donne

dn df
n(v) + v d)v) = c d)v).

II resulte des relations (11.32), (11.33) et (11.14)

dv 1 c
vg(v) = Vg[j(v)] = df [f(v)] = --ar- = dn'

dv (v) n(v) + v dv (v)

(11.36)

(11.37)

La relation (11.37) lie la vitesse de groupe a la dispersion du milieu de propa­
gation (dnjdv).

Indice de groupe. On definit l'indice de groupe n g par c = ng vg , si bien que

dn(v)
ng(v) = n(v) +v~ . (11.38)

(11.39)

S'il n'y avait pas de dispersion chromatique (dnjdv = 0), on aurait n g = n
pour toute frequence, c'est-a-dire vg = v. En particulier, pour Ie vide: vg = c.

La relation (11.38) conduit a

dn dn d2n
dv

g
(v) = 2 dv (v) + V dv2 (v),

qui exprime la dispersion de groupe.
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11.1.2 Dispersion de groupe

Nous sommes en mesure de preciser les termes du probleme auquel nous
nous interessons dans ce chapitre. 8auf Ie vide, les milieux de propagation sont
dispersifs : l'indice de refraction (ou la vitesse de phase) depend de la frequence.
Quelle en est la consequence pour un paquet d'ondes?

La vitesse de groupe dans un milieu materiel depend de la frequence, et
cela constitue Ie phenomene de dispersion de groupe. En toute generalite, nous
considerons la relation (11.23). 8i, pour tout j ?: 2,

djv
djJ = 0,

un paquet d'ondes conserve sa forme dans Ie repere de groupe, comme explique
au paragraphe precedent. Vne modification - elargissement, deformation - du
paquet d'ondes n'apparait que si au moins un des djv/dfj (j ?: 2) n'est pas nul.
C'est ce qui se passe pour les milieux reels (seulle vide est rigoureusement sans
dispersion). La premiere hypothese a faire pour un milieu reel est d2v/df2 i= 0,
ce qui revient a s'interesser a la dispersion d'ordre 2. Vne exception importante
concerne toutefois la silice dont sont faites les fibres optiques : d2 v /dP = 0 pres
de la longueur d'onde de 1,3 J..lm. Dans ce cas, c'est la dispersion d'ordre 3 qu'il
faudrait prendre en compte pour expliquer l'elargissement ou la deformation
d'un paquet d'ondes 9.

11.1.3 Dispersion normale et dispersion anormale

Il est bien connu que l'indice de refraction d'un verre optique croit avec
la frequence (ou si la longueur d'onde diminue) : la dispersion est dans ce cas
qualifiee de normale. On montre que cette propriete est Me a la transparence du
verre dans la region visible du spectre. Mais un verre absorbe la lumiere dans
des intervalles spectraux situes dans l'ultra-violet ou l'infra-rouge. Dans ces
bandes de forte absorption, la dispersion presente une « anomalie» : l'indice
de refraction diminue quand la frequence croit 10. Dans de telles regions, on
qualifie la dispersion d'anormale (on rencontre aussi Ie terme « anomale »).
Cette situation n'est anormale que par rapport a celle observee couramment
pour les verres d'optique qu'on utilise bien sur la OU ils sont transparents!

Vne consequence de ce qui precede est que pour les fibres optiques (qui
fonctionnent dans une bande (spectrale) de transparence de la silice), on a

dn(v) 0
~> , (11.41)

9 Pour les fibres optiques, la longueur d'onde pour laquelle la dispersion de groupe
d'ordre 2 est nulle est legerement differente de celie de la silice pure, a cause de
la dispersion du guide. Elle est aussi differente dans les fibres a dispersion decalee.
Voir la note en bas de page 17 p. 346.

10 Le lien entre dispersion et absorption est une consequence des relations de Kramers­
Kronig [119,247]. Pour plus de details, nous renvoyons a des ouvrages ciassiques
[29,119,121].
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et par consequent

(11.42)

Vne fa<;on d'exprimer la dispersion de groupe consiste a etudier les varia­
tions de ng en fonction de la frequence, donc la derivee de ng(v) par rapport
ala frequence, comme l'indique la relation (11.39). Toutefois, si >'0 est la lon­
gueur dans Ie vide (>,ov = c), l'indice de groupe est, conformement a la relation
(11.38),

(11.43)

si bien que la relation (11.39) prend une forme plus simple, puisqu'elle devient

(11.44)

La relation (11.44) montre que la dispersion de l'indice de groupe est propor­
tionnelle a la dispersion d'ordre 2 de l'indice de refraction, exprimee en prenant
la longueur d'onde dans Ie vide comme variable 11.

Supposons que dans Ie domaine spectral considere on ait

(11.45)

L'indice de groupe diminue si la longueur d'onde croit. Cette situation est com­
parable a celIe qu'on rencontre pour l'indice de refraction des verres d'optique
dans les regions de transparence (ou la dispersion est normale). On parle pour
cela de dispersion de groupe normale.

Par analogie avec la dispersion anormale d'un verre d'optique, on dit que
la dispersion de groupe est anormale dans un domaine spectral si

(11.46)

pour toute longueur d'onde du domaine considere.

Exemple de la silice. La figure 11.2 donne Ie graphe de l'indice de refraction
n de la silice (dont sont faites les fibres optiques) pour Ie spectre visible et Ie
proche infra-rouge, trace en fonction de la longueur d'onde dans Ie vide. Ce
graphe a ete ca1cule par la formule de SelImeier (voir l'appendice I [4,41]). La
silice est transparente dans Ie domaine considere et sa dispersion est normale
(l'indice de refraction decroit quand la longueur d'onde croit).

La figure 11.2 donne egalement Ie graphe de l'indice de groupe ng de la
silice, ca1cule a partir de la meme formule de SelImeier.

11 Cela n'est pas vrai si la variable est la frequence. La raison en est que la relation
entre v et Ao n'est pas lineaire.
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FIG. 11.2. Indice de refraction (n) et indice de groupe (ng ) de la silice pure, calcules
en fonction de la longueur d'onde (dans Ie vide) par la formule de Sellmeier (voir
l'appendice I) [4,41]. L'indice de groupe est minimal pour une longueur d'onde Ad
voisine de 1,3 /lm.

II existe une longueur d'onde Ad, proche de 1,3 11m, pour laquelle l'indice
de groupe est minimal: la longueur d'onde Ad est telle que

dng d2n

d
\ (Ad) = 0 = -2(Ad) .
/\0 dAo

Le minimum de la fonction ng(Ao) correspond a une inflexion de la courbe de
n(Ao), ce qu'on constate sur la figure 11.2.

La region Ao < Ad correspond a la dispersion de groupe normale et la region
Ao > Ad a celIe de dispersion de groupe anormale.

La silice etant parfaitement transparente dans Ie domaine du proche infra­
rouge voisin de Ad, on est dans une region de dispersion normale, ce qui signifie
que v(AI) < v(A2)' si Al < A2 (vest la vitesse de phase consideree ici aux deux
longueurs d'onde dans Ie vide Al et A2)' Soient deux paquets d'ondes PI et P2,
de spectre etroit autour de Al pour l'un et de A2 pour l'autre. Si Al < A2 < Ad,
on est dans une region de dispersion de groupe normale, ce qui signifie que
Ie paquet d'ondes PI se deplace plus lentement que P2. Si Ad < Al < A2, la
dispersion de groupe est anormale et Ie paquet d'ondes PI se deplace plus vite
que Ie paquet d'ondes P2, bien que la vitesse de phase a la longueur d'onde Al
soit inferieure a la vitesse de phase a la longueur d'onde A2.

11.1.4 Choix des parametres pour decrire la dispersion de groupe

La dispersion de groupe resulte de la dependance de la vitesse de groupe
avec la frequence, qu'elle soit temporelle (1/) ou spatiale (1). Par la suite nous
choisissons la frequence temporelle 1/ pour la decrire. Pour nous rapprocher de ce
qui se fait generalement en telecommunications, nous remplac;ons la frequence
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spatiale f par la constante de propagation 12 (3 = 27rf et nous ecrivons (3(v)
pour indiquer qu'elle est Me it la frequence par (3(v) = 27rv/v(v), OU v(v) est
la vitesse de phase.

Pour un paquet d'ondes de spectre etroit autour de la frequence V, la relation
(11.23) est it remplacer par

(3(v) = (3(v) + (v - v) d(3 (v) + ~ (v - v)2 dd2~ (v) + ...
dv 2 v

(11.48)

(Cela resulte de la reciprocite des fonctions f f------+ v(J) et v f------+ f(v) des
relations (11.12) et (11.13) p. 332.)

On ecrit encore

(3(v) = (30 + (31 (v - v) + ~2 (v - v)2 + ... (11.49)

Conformement aux relations (11.14) et (11.31), la vitesse de groupe it la
frequence vest

v; _~ _ 27r
g - d(3 (v) - (31 .

dv

L'indice de groupe est

c c
n g = - = -(31'

Vg 27r

La dispersion de groupe d'ordre 2 est caracterisee par Ie parametre

(11.50)

(11.51)

(11.52)

du developpement de la relation (11.48). En effet, si d(3j /dv j = 0 pour j ?: 2,
la relation entre (3 et vest lineaire et nous avons vu qu'il n'y avait pas de
dispersion de groupe dans ce cas.

On demontre d'autre part (voir l'exercice 11.2) la relation suivante

(11.53)

OU AO est la longueur d'onde dans Ie vide associee it la frequence v (AOV = c).
II en resulte, conformement au vocabulaire employe au paragraphe 11.1.3, que
(32 > 0, si la dispersion de groupe est normale; et (32 < 0, si la dispersion de
groupe est anormale.

12 Nous utilisons Ia constante de propagation (J plutot que Ie nombre d'ondes pour
indiquer qu'il s'agit d'un probleme a une dimension. Nous reservons Ia notation k
pour Ie nombre d'ondes dans I'espace.
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11.2 Cadre general de l'etude

11.2.1 Modele pour l'etude de la dispersion de groupe

Soit une onde progressive se propageant dans un milieu dispersif, dans la
direction z. Le probleme de la dispersion se modelise par la suite en designant
par Ez(t) = E(z, t) l'amplitude complexe de l'onde 13 a l'abscisse z et a l'instant
t, meme si cette amplitude ne represente pas toute l'onde : il manque par
exemple la dependance spatiale transversale, et certains termes sont negliges.
Le fait essentiel de ce modele est de se rapporter a une seule variable spatiale
(variable z precedente).

Les ondes ou les sources (emetteurs) considerees ici sont a spectre etroit.
La composante spectrale du champ a l'abscisse z est, avec les restrictions ha­
bituelles sur la validite de cette ecriture (voir Ie paragraphe 1.4),

(11.54)

L'amplitude du champ s'ecrit

(11.55)

Nous designons par v une frequence du spectre de l'onde 14 et faisons appa­
raitre l'enveloppe complexe de l'onde a l'abscisse z, soit A z , telle que

(11.56)

La fonction Az(t) est a variations lentes a l'echelle de l/v.
Les paragraphes suivants mentionnent des exemples d'ondes ou de situations

auxquelles s'applique Ie modele precedent.

Remarque 11.2.1. L'interet du modele de l'onde a spectre etroit de la rela­
tion (11.56) n'est pas seulement theorique. En transmissions, il repose sur la
distinction de deux notions: l'onde porteuse, monochromatique de frequence
v, representee par la fonction exponentielle; et la modulation Az , representee
par l'enveloppe complexe. C'est cette derniere qui contient l'information qu'on
veut transmettre. Etudier la fa<;on dont elle se propage revet un reel interet
pratique.

11.2.2 Dispersion et diffraction en spectre etroit

Nous revenons sur les resultats obtenus au chapitre 9. Au fond nous les
avons etablis dans deux situations. La premiere est generale : elle s'applique

13 Nous dirons encore amplitude du champ. La nature physique de ce champ - ce
qu'il represente - depend du probleme etudie. Des exemples sont donnees dans les
paragraphes suivants.

14 Voir la note en bas de page 8, p. 267.
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aux ondes polychromatiques et s'exprime par la proposition 9.4.1 p. 259. La
deuxieme situation ne concerne que les ondes a spectre etroit et s'exprime par
la relation (9.70) p. 272.

Pour etablir ces resultats, la vitesse de phase v etait, par hypothese, sup­
posee constante : c'etait une approximation plausible pour un milieu dilue ­
c'etait rigoureux pour Ie vide - ou pour des ondes a spectre tres etroit.

Le transfert de la composante spectrale par diffraction, d'un emetteur sphe­
rique A de spectre etroit vers un recepteur B, se representait sous la forme (voir
la relation (9.70) p. 272)

i [2i7WD] [i7l' (1 1) 2]eB(S, v) = >-D exp -~ exp - >- RB + D S

i· [i7l' ( 1 1) 2] [2i7l']x exp --= - - - r exp -=-s·r eA(r, v) dr,
]R2 A D RA AD

ou la longueur d'onde A correspondait a la frequence i/ (si v(v) est la vitesse
de phase: >-i/ = v(i/) = V).

Diffraction dans Ie vide. Le vide n'est pas dispersif: v(v) = c, queUe que soit
la frequence. II existe toutefois du chromatisme comme explique au paragraphe
9.4.4. En spectre etroit ce chromatisme est du au seul terme exp[- 2i7l'VD j c] de
la relation (11.57) et se reduit au chromatisme de phase.

II n'y a pas de dispersion de groupe ici, car la relation entre la frequence
temporeUe et la frequence spatiale d'une onde est lineaire : v = cf.

Milieu dispersif. En spectre etroit, la relation (11.57) montre que la disper­
sion ne porte plus que sur Ie terme T(v) = exp[-2i7l'vDjv(v)]. Au chapitre
9 (paragraphe 9.5.2) nous avons examine a queUes conditions il etait possible
de negliger la dispersion de la vitesse de phase, c'est-a-dire de considerer cette
derniere comme constante dans l'expression de T(v). Seules des conditions se­
veres de spectre tres etroit et de propagation dans un milieu dilue autorisaient
les calculs explicites du chapitre 9.

Nous nous interessons ici a une situation intermediaire et examinons ce qui
se passe, en spectre etroit, quand la vitesse de phase ne peut plus etre consideree
comme constante dans T(v).

II y a une difficulte a appliquer la methode developee au paragraphe 9.4.1
qui vient de ce que nous ne pouvons pas obtenir explicitement la transformee
de Fourier inverse de la composante spectrale donnee par la relation (11.57)
puisque nous ne connaissons pas, a priori, l'expression de la vitesse de phase
v(v) en fonction de la frequence v. La methode proposee au paragraphe 11.3
consistera essentieUement a remplacer v(v) par un developpement limite au
voisinage de la frequence porteuse i/. (De fait, nous choisirons de developper la
constante de propagation, plut6t que la vitesse de phase.)

Avant de faire cela, nous ramenons l'etude de la dispersion par diffraction
a ceUe du modele general propose au paragraphe 11.2.1. Nous considerons un
emetteur A de spectre etroit autour de la frequence i/. Pour harmoniser les
notations, nous rempla<;ons D par z et ecrivons
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[
2i7fVD]exp -~ = exp[-ijJ(v)z],

ou

est la « constante de propagation 15 ».
Introduisons la fonction Ez(r, t) definie par

Ez(r, t) ~ exp[-ijJ(v)z] eA(r, v),

si bien que la relation (11.57) conduit a

EB(s, t) = r h(s, r,)..) Ez(r, t) dr,
JJR2

ou

(11.58)

(11.59)

(11.60)

(11.61)

h(s r >:) = J.- exp [_ i~ (_1_ + ~) S2]
" AD A RB D

x exp[_i; (~- ~A)r2] exp[-~~s.r]. (11.62)

Selon la relation (11.61), l'etude de la dispersion de la diffraction-propagation
de A a J3 consiste a examiner d'abord son effet sur Ez , avant de multiplier
E z par la fonction h et d'effectuer l'integration spatiale sur tous les points de
l'emetteur, car il n'y a pas de dispersion pour la fonction h de la relation (11.62).
Il y a separation de l'effet temporel (auquel est attachee la dispersion) et de
l'effet spatial (en cela une partie de la proposition 9.5.1 est conservee). Dans
cette fac;on de faire, r est un point fixe de l'emetteur et Ie probleme est bien a
une seule dimension spatiale : nous nous ramenons a l'etude de Ez(r, t), note
simplement Ez(t) pour alleger l'ecriture, c'est-a-dire, pour un spectre etroit, au
modele donne par la relation (11.56).

11.2.3 Fibre optique

Considerons une fibre optique a saut d'indice (c'est largement Ie modele Ie
plus repandu en telecommunications optiques actuelles). Nous designons par
n1 l'indice de refraction du CCBur et par n2 celui de la gaine. Il est habituel
d'etudier Ie comportement d'une fibre en regime harmonique. Comme il est
explique dans l'annexe D, cela revient a calculer les composantes spectrales
des champs E et H (champ electrique et champ magnetique qui constituent Ie
champ electromagnetique).

Pour une onde guidee se propageant dans la direction z > 0 (les directions
x et y sont transversales), la composante spectrale du champ electrique s'ecrit

15 Voir la note en bas de page 12, p. 341.
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(11.63)

Dans cette ecriture, Ie vecteur eo et la constante de propagation (3(v) dependent
du mode considere. L'etude developpee ici concerne Ie mode fondamental, etant
entendu que des conclusions similaires seraient etablies pour chaque mode 16. Il
n'y a pas de dispersion modale a prendre en compte.

Le mode guide fondamental est Ie mode hybride HEn [41,74,237,248]. Le
champ electrique qui lui est associe est represente, dans Ie cceur de la fibre, par
Ie vecteur eo dont les composantes, en coordonnees polaires (r, ¢), sont

(11.64)

(11.65)

(11.66)

OU J.L est la permeabilite du cceur, A et B sont des constantes (elles ne sont pas
independantes), J 1 la fonction de Bessel de premier ordre et premiere espece,
J{ sa derivee, et ou p est tel que

(11.67)

avec ko = 21f/ AO (Ao est la longueur d'onde dans Ie vide du rayonnement injecte
dans la fibre).

Remarque 11.2.2. L'analyse qui suit, appliquee au champ electrique dans Ie
cceur de la fibre, s'appliquerait aussi au champ H ainsi qu'aux champs E et
H dans la gaine, a condition de remplacer les relations (11.64)-(11.66) par
celles qui decrivent ces champs [41,237,248]. Bornons-nous a remarquer que
ces dernieres sont du meme type que celles ecrites ici, les fonctions de Bessel
de premiere espece etant remplacees, dans la gaine, par des fonctions de Bessel
modifiees de seconde espece [7,41,237].

Dans Ie cas du faible guidage (qui correspond a la realite des fibres optiques
effectivement utilisees en telecommunications) il serait possible de conduire
l'analyse a partir d'expressions des champs simplifiees : par exemple l'ampli­
tude du mode fondamental dans Ie cceur (mode LPOl ) est proportionnelle a la
fonction Jo(pr) [4,41,237,248]. 0

On constate que Ie vecteur eo depend de la frequence, a la fois directe­
ment, puisque v figure explicitement dans les relations (11.64) et (11.65), et
indirectement par l'intermediaire de (3 et de p (qui dependent de v).

Dans Ie cas d'une fibre optique, la dispersion chromatique a deux origines 17

[220] : d'abord (3 depend de la frequence, parce que l'indice de refraction du

16 Ajoutons que les fibres monomodes sont devenues les plus utilisees en telecommu­
nications optiques.

17 La dispersion chromatique est la somme des deux termes mentionnes (dispersion du
materiau et dispersion du guide). Pour la silice pure (constituant principal des fibres
optiques), la dispersion du materiau (dispersion d'ordre 2) s'annule au voisinage
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cceur et celui de la gaine de la fibre dependent de la frequence; il s'agit la de la
dispersion chromatique du materiau. Mais {3 depend egalement de la frequence
a travers les parametres qui definissent les conditions du guidage meme d'un
mode: c'est la dispersion chromatique du guide. II est classique d'introduire Ie
parametre V (qu'on appelle frequence normalisee) defini par

(11.68)

ou a est Ie rayon du cceur de la fibre. On sait que la fibre est monomode si
V < 2,405. La variation de ce parametre avec la frequence (par l'intermediaire
des indices) modifie les conditions de guidage et par consequent la valeur du
parametre {3.

Examinons les raisons pour lesquelles il est legitime de negliger les variations
de er , e</> et ez avec la frequence.

1. Les plus hauts debits des telecommunications optiques actuelles 18 sont
obtenus en modulant a environ 10 GHz des ondes porteuses de frequence
voisine de 1014 Hz, d'ou

Llv rv 10-4.
V

(11.69)

Les variations relatives de er et e</>, dues a l'influence directe de la frequence
sont du meme ordre de grandeur. Elles sont negligeables dans les limites
des approximations faites ici.

2. Evaluons l'influence indirecte de la frequence due a {3. Des etudes experi­
mentales montrent que la variation relative de (3 est du meme ordre que
celIe de la frequence 19, soit

Ll{3(v) Llv -4
--=-rv10(3(v) v . (11.70)

Nous pouvons developper les memes approximations que celles faites au
paragraphes 9.5.2 et negliger les variations de en e</> avec {3.

de la longueur d'onde A = 1,3 /lm. On arrive a faire en sorte que la dispersion
chromatique (d'ordre 2) soit nulle pour une valeur proche de A = 1,55 /lm : on
joue pour cela avec les parametres de la fibre (parametre V, defini par la suite),
tels que la difference des indices et Ie rayon du creur, pour ajuster la dispersion
du guide de maniere ace qu'elle compense celie du materiau (fibres a dispersion
decalee). Les liaisons a fibres optiques utilisent des sources lumineuses rayonnant
a 1,55 /lm parce que la silice a un minimum d'absorption a cette longueur d'onde
(ce minimum vaut 0,18 dB/km). La longueur d'onde de 1,3 /lm correspond elle­
meme a un minimum d'absorption relatif. Ce sont toutes ces raisons qui ont impose
I'emploi de sources a ces longueurs d'ondes en telecommunications optiques.

18 Des debits superieurs sont obtenus par multiplexage en longueur d'onde, sans aug­
mentation de la largeur de bande de la modulation pour chaque longueur d'onde.

19 C'est ce que montre la figure 11.1, puisque (J = 27rf. Voir aussi Ie graphe de la
figure 5.8 du livre de Buck [41].
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3. Le meme type d'approximation est justifie pour evaluer la variation du
parametres p : la variation de l'indice de refraction est negligeable devant
celle de f3 (sur la bande du spectre etroit) ; cela resulte de l'analyse faite au
paragraphe 9.4.2, d'autant plus valable en spectre etroit. Par consequent,
avec les donnees precedentes, il resulte de la relation (11.67)

Llp Llf3(v) -4

P = f3(v) rv 10 .

Le parametre p intervient dans l'argument des fonctions de Bessel. Fina­
lement, sa variation avec la frequence est suffisamment faible pour qu'on
puisse negliger les variations des termes J 1(pr) ou J{ (pr) avec la frequence.

En conclusion, les variations relatives des composantes du vecteur eo sont
de l'ordre de celle de v, donc negligeables, en spectre etroit. 11 est legitime de
supposer invariante la partie spatiale du mode fondamental quand la frequence
de l'onde varie (dans les limites d'un spectre etroit). Cela conduit a ecrire la
relation (11.63) sous la forme

e(x, y, z, v) = eo(x, y, >:) e- i!3(v)z , (11.72)

et, pour l'etude de la dispersion chromatique, a modeliser l'amplitude de l'onde
par

E(x, y, z, t) = eo(x, y, A) Ez(t) ,

avec

(11.73)

(11.74)

En spectre etroit, l'etude de la dispersion dans une fibre optique se ramene
essentiellement a celle de Ez(t), qui a la forme donnee par la relation (11.56) ;
Ie probleme est a une seule dimension spatiale.

Remarque 11.2.3. Tout ce qui vient d'etre decrit se transpose en principe
aux guides d'ondes electromagnetiques dans Ie domaine des hyperfrequences,
meme s'il y a des differences relatives a la nature des modes ou a l'origine de la
dispersion. 11 y a toutefois une difference plus genante : la variation relative de
la frequence est plus grande que celle donnee par la relation (11.69) ; la largeur
de bande de la modulation atteint parfois la moitie de la frequence porteuse (on
n'est plus en spectre etroit). Cela limite la validite du modele du paragraphe
11.2.1, qui reste applicable dans la mesure OU la composante transversale des
modes n'est pas affectee par la variation de la frequence.

11.2.4 Ligne de transmission

Soit une ligne de transmission dans laquelle une grandeur scalaire se propage
suivant la direction z. On a l'habitude de resoudre les equations des telegra­
phistes [237], qui s'ecrivent, pour la tension 20 v et Ie courant i,

20 Dans ce paragraphe, la lettre v designe la composante spectrale de la tension elec­
trique. On distingue la lettre i, qui designe l'intensite d'un courant electrique, de
i, qui represente un nombre imaginaire.
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dv
dz=-Z(v)i,

di
dz = -Y(v)v ,

(11.75)

(11.76)

ou Zest l'impedance lineique de la ligne et Y son admittance lineique. De ces
deux equations on deduit que v et i satisfont l'equation des ondes, sous la forme
de l'equation de Helmholtz 21 (a une dimension)

d2v
-2 - Z(v)Y(v)v = O.
dz

(11.77)

Ce qui est important, c'est qu'une fois encore, la resolution de cette equation
donne la composante spectrale de l'onde qui se propage dans la ligne. On obtient
une solution de la forme

v(z v) = v e- i ,6(v)z, 0 , (11.78)

ou [,6(v)j2 = -Z(v) Y(v), si on se limite a l'onde se propageant vers les z
croissants (pour une ecriture complete de la tension en un point, il faut ajouter
l'onde qui se propage vers les z decroissants).

La representation spatio-temporelle de la tension dans la ligne - obtenue a
partir de v(z, v) par transformation de Fourier inverse (temporelle) - est de la
forme

V(z, t) = Vo Ez(t). (11.79)

Pour l'etude de la dispersion dans la ligne, on se ramene au modele du para­
graphe 11.2.1.

11.3 Dispersion de groupe d 'ordre 2

Les developpements qui suivent concernent traditionnellement les lignes de
transmission; cependant l'etude du paragraphe precedent a montre que Ie mo­
dele qui fonde notre etude inclut la dispersion chromatique par diffraction­
propagation, dans des conditions deja precisees.

Si Ie probleme aborde ici est traditionnel, sa resolution, telle que nous la
proposons, n'est pas classique : d'abord dans la mesure OU nous developpons
l'analogie entre la dispersion et la diffraction metaxiale; ensuite parce que la
representation mathematique adoptee s'appuie sur la notion de transformation
de Fourier fractionnaire.

21 Le signe moins ne doit pas surprendre : pour une ligne sans pertes, Zest l'im­
pedance d'une self et Y l'admittance d'une capacite; elles sont imaginaires pures
avec un signe plus, et leur produit est negatif. On a (32 = -Z(lI) Y(lI) > O. Les
solutions de l'equation de Helmholtz sont sinusoidales.
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11.3.1 Modulation de frequence lineaire

La partie temporelle d'une onde monochromatique de frequence Vo s'ecrit

Uo(t) = e2i7fvot .

Si la frequence est modulee (temporellement) sous la forme

v = Vo + voBt,

(11.80)

(11.81)

(Ie parametre Best lui-meme homogene a une frequence), on obtient une onde
dont la partie temporelle s'ecrit

(11.82)

La modulation de la frequence est lineaire autour de vo. La modulation de
la phase est quadratique en fonction du temps (chirp en anglais). Si B > 0,
on a une modulation de frequence par valeurs croissantes. Cela correspond
a une exponentielle quadratique avec un signe + dans l'argument. Pour une
modulation de frequence par valeurs decroissantes, obtenue pour B < 0, Ie
signe de la phase de l'exponentielle quadratique est negatif. On distingue ainsi
les deux types de modulations, a la fois theoriquement et experimentalement.

11.3.2 Propagation de l'amplitude complexe

Considerons Ie modele d'onde a une dimension du paragraphe 11.2.1. Si
(3(v) est la constante de propagation a la frequence v, la composante spectrale
du champ a l'abscisse zest reMe a la composante spectrale a l'abscisse z = 0
par

(11.83)

(11.84)

Notons (30 = (3(v), OU vest une frequence du spectre des ondes considerees.
Puisque nous nous interessons a des ondes a spectre etroit, il est legitime de
remplacer (3(v) par un developpement limite au voisinage de vet nous ecrivons
- voir la relation (11.49) -, en nous limitant a l'ordre 2,

(3(v) = (30 + (31 (v - v) + ~2 (v - v)2,

OU (31 = (d(3/dv)(v) et (32 = (d2(3/dv2)(v). Comme (30 et (3(v) se mesurent en
m-I, Ie parametre (31 se mesure en s/m (la relation (11.50) montre que c'est
l'inverse de la vitesse de groupe, au facteur 21f pres), et (32 se mesure en s2/m
(en telecommunications optiques, on Ie mesure en (ps)2/km).

Remarque 11.3.1 (Signe de (32). Nous avons vu au paragraphe 11.1.3 que
Ie parametre (32 pouvait etre positif (dispersion de groupe normale) ou negatif
(dipersion de groupe anormale) et son signe interviendra dans l'etude qui suit.
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Pour la silice, {32 s'annule pres de A = 1,3 /-lm. En telecommunications optiques,
{32 s'annule soit pres de A = 1,3 /-lm, soit pres de A = 1,55 /-lm pour une fibre it
dispersion decalee. A titre d'exemple, pour une fibre optique standard (qui n'est
pas it dispersion decalee), it 1,55 /-lm, une valeur typique est (32 ~ -20 pS2 jkm
~~). 0

Le developpement de (3(v), limite it l'ordre 2, reporte dans l'expression de
Ez(t) donnee par la relation (11.55) conduit it

(11.85)

Puisque eo (v) est la transformee de Fourier de Eo (t), il vient

E
z
(t) = e- i(,6o-,61 V)Z I" Eo(t') e-2i1rvt' e2i1rvte-i,61zve- i,62 Z(V-v)2 /2 dv dt'

JIT/!. x IT/!.

= e-i(,60-,61V)Z~ Eo(t') {~ e-i,62Z(V-v)2 /2

x exp [2i7fV (t - t' - ~~ z)] dV} dt' . (11.86)

L'integrale entre accolades est une transformee de Fourier; precisement (voir
Ie tableau B.2 p. 484)

[
i{32Z ~ 2]

~ exp --2-(V - v) , (11.87)

OU 5({32Z) designe Ie signe de (32Z. La relation (11.86) s'ecrit

E, (t) ~ e-'(P,-P, "),lEo (t')VI::ZI e-"(P,*/'

[
. ~ ( , (31)] [2i7f

2
( , {31 )2] dt'x exp 2mv t - t - 27f Z exp (32

Z
t - t - 27f Z

= e- i,60ZiEo (t') V27f e- iS (,62 Z)1r/4 exp[2i7fv(t - t')]
IT/!. 1{32z l

x exp [2i7f
2

(t _ t' _ (31 Z) 2] dt'. (11.88)
{32z 27f

La relation (11.88) exprime la propagation de l'amplitude complexe d'un
paquet d'ondes dans un milieu dispersif (dispersion de groupe d'ordre 2). Elle
prend une forme plus simple si on l'applique it l'enveloppe complexe, it condition
de se placer dans un repere mobile, comme nous allons voir. Auparavant, il est
interessant de constater que la dispersion de groupe introduit une modulation
de frequence lineaire de l'onde qui s'est propagee.



(11.89)
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Apparition d'une modulation de frequence. Compte tenu de la relation
(11.56), la relation (11.88) s'ecrit

~
7f [2i7f

2
t
2

]Az(t) = e- i ,6oz -- e- iS (,62 Z)1l'j4 exp --
102z1 02 Z

r (') [2i7f
2

(, 01 )2] [4i7f
2
t (, 01)] ,

x i/O t exp 02Z"t + 27f z exp - 02Z "t + 27f z dt.

La presence du terme exp[2i7f2t 2/02Z] devant l'integrale de la relation (11.89)
montre que l'amplitude complexe A z est modulee lineairement en frequence.
C'est la un des effets de la dispersion: la dispersion de groupe d'ordre 2 intro­
duit, au cours de la propagation, une modulation de frequence par frequences
croissantes ou decroissantes, selon Ie signe du parametre 02 [249].

11.3.3 Enveloppe complexe dans Ie repere de groupe

Dans la relation (11.89) Ie temps t' apparait translate de -01z/27f. La
vitesse de groupe, ala frequence V, est

v; _~ _ 27f
g - dO (v) - 01 '

dv

(11.90)

si bien que 01z/27f est un temps: c'est Ie temps de groupe, temps que met un
paquet d'ondes pour parcourir la distance z. 11 est judicieux de se placer dans
un repere mobile se depla<;ant ala vitesse de groupe, c'est Ie repere de groupe,
et de choisir l'origine du temps dans ce repere.

Soit la fonction Bz(t) definie par

(11.91)

de telle sorte que l'amplitude de l'onde a l'abscisse z et a l'instant t s'ecrit

(11.92)

Autrement dit, l'enveloppe complexe a l'abscisse zest

(11.93)

Ainsi B z represente bien l'enveloppe complexe dans Ie repere de groupe. Le
terme exp[-iOoz] represente un retard de phase lie a la propagation sur la
distance z.

Par abus de langage, nous appellerons encore B z l'enveloppe complexe. 11
n'y aura pas de confusion dans la mesure OU nous n'utiliserons plus A z .
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Si z = 0, la relation (11.93) devient

Ao(t) = Bo(t). (11.94)

Ce resultat se deduit aussi de la relation (11.91) en remarquant (voir la relation
(A.7) p. 468)

(11.95)

11.3.4 L'enveloppe complexe modulee lineairement

Nous nous interessons a la propagation de l'enveloppe complexe B z . La
relation (11.92) permet de remonter al'amplitude de l'onde, une fois B z connue.

Ecrivons la relation (11.91) sous la forme

B ( ) - J 27r -is(,62 Z)7l"/4 [2i7r
2
t
2

]
z t - IfJ2z I e exp fJ2 z

x ~ Bo(t') exp [2i;::,2] exp [- 4i;;:t'] dt'. (11.96)

La relation (11.96) n'est qu'une forme des relations (11.88) ou (11.89). Elle fait
encore apparaitre la modulation de frequence qui resulte de la dispersion.

Toute l'etude qui suit est fondee sur cette constatation : la relation (11.96)
est, aux coefficients pres, la relation (3.34) qui exprime la diffraction entre
deux plans et dans laquelle, en passant de la dimension 2 a la dimension 1,
on a remplace les variables d'espace par Ie temps. L'enveloppe complexe est
l'analogue de l'amplitude du champ sur un plan (en diffraction).

II est des lors envisageable d'appliquer a la propagation dans une ligne de
transmission dispersive les methodes utilisees pour la diffraction. La transfor­
mation de Fourier fractionnaire traduit la diffraction entre un emetteur et un
recepteur spheriques et prend en compte les termes de phase quadratique dus a
la courbure de l'emetteur et acelle du recepteur. Pour qu'apparaisse cette trans­
formation dans la theorie des lignes dispersives, il est necessaire d'introduire des
termes de phase quadratique temporels. Or un tel terme est l'expression d'une
modulation de frequence lineaire : il faut donc etudier des paquets d'ondes a
enveloppe complexe modulee en frequence. L'introduction de modulations de
frequences est d'autant plus naturelle que la dispersion elle-meme introduit ces
modulations, comme constate a la fin du paragraphe 11.3.2.

Longueur d'onde temporelle. Courbure temporelle. Afin de developper
l'analogie entre la diffraction et la propagation dans les lignes de transmission
dispersives, commen<;ons par examiner la representation des termes de phase
quadratique. Dans Ie domaine spatial un tel terme est de la forme

T(r) = exp [- ~~r2] , (11.97)
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et Ie signe de R indique l'orientation de la courbure. En effet la fonction Test
une transparence de courbure qui fait passer d'un plan it une sphere de rayon
R (de fa<;on precise si A est une calotte spherique de rayon R, et P Ie plan
tangent it SOn sommet, l'amplitude du champ sur A est egale it l'amplitude du
champ sur P multipliee par T).

Dans Ie domaine temporel un terme de phase quadratique correspond it une
modulation de frequence lineaire autour de Z; et s'ecrit (nous gardons la lettre
T pour mettre en evidence l'analogie espace-temps)

(11.98)

Pour copier ce qui se passe en diffraction, nous cherchons un equivalent it la
longueur d'onde. Or celle-ci est la periode spatiale des ondes, et il est naturel de
la remplacer, dans Ie domaine temporel, par la periode temporelle qui est 1/Z;.
II faut aussi un equivalent au rayon de courbure R et cela conduit it introduire
un rayon de courbure « temporel ». Nous verrons par la suite que Ie rayon de
courbure temporel associe it une modulation de frequence n'est pas intrinseque
en ce sens que son signe depend du signe de (32. Si .5((32) est Ie signe de (32, nous
sommes conduits it definir la longueur d'onde « temporelle » par

A = .5((32)
~ ,
v

(11.99)

et Ie rayon de courbure temporel de la modulation de frequence lineaire, carac­
terisee par 8, par

R = .5((32)
28 '

si bien que

1
AR = 2Z;8'

et que T(t) s'ecrit

(11.100)

(11.101)

(11.102)

Vne longueur d'onde temporelle et un rayon de courbure temporel sont homo­
genes it un temps.

Conformement aux conventions adoptees dans ce livre Ie passage du do­
maine temporel au domaine spatial s'accompagne du changement de i et -i
(c'est Ie cas pour la definition de la transformation de Fourier temporelle ou
spatiale; voir l'appendice B).

Dans ces conditions, l'expression du facteur T(t), associe it une modula­
tion de frequence lineaire et donne par la relation (11.102), est formellement
l'analogue temporel du facteur spatial de la relation (11.97).
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t

t

FIG. 11.3. Avec les conventions adoptees dans ce livre, une modulation de frequence
lineaire par valeurs croissantes, dans une ligne de transmission de dispersion d'ordre 2
positive ({32 > 0), est l'equivalent temporel d'une courbure (spatiale) positive (schema
du haut - la lumiere se propage de S vers C). Vne modulation par valeurs decrois­
santes correspond a la courbure opposee (schema du bas, la lumiere se propage de C
vers S). II faut inverser les correspondances si {32 < O.

Si on multiplie l'amplitude d'une onde par T(t), l'onde acquiert une cour­
bure temporelle 1/R. Vne modulation de frequence lineaire par valeurs crois­
santes correspond a e > 0, c'est-a-dire a R > 0 si /32 > 0, comme Ie montre
la figure 11.3. Le signe de R a donc un sens, lie au type de modulation de
frequence considere (pour une dispersion de signe donne).

La figure 11.3 montre l'equivalence entre Ie domaine temporel et Ie domaine
spatial.

Enveloppe complexe modulee lin€mirement. Si Bz(t) est l'enveloppe com­
plexe d'une onde se propageant dans une ligne transmission, nOUS appelons
enveloppe complexe modulee 22 la fonction Uz , telle que

(11.103)

ou R z est une constante, homogene a un temps (c'est Ie rayon de courbure
temporel a l'abscisse z).

11.3.5 Propagation de l'enveloppe complexe modulee

II s'agit de relier l'enveloppe modulee en z = 0, qui s'ecrit

[
iJrt2 ]

Uo(t) = Bo(t) exp liR
o

' (11.104)

a l'enveloppe modulee en z (1/Ro est la courbure temporelle en z = 0).
Introduisons Ie parametre Z (homogene a un temps) tel que

(11.105)

22 Sous-entendu : lineairement en frequence.
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TAB. 11.1. Equivalence entre les variables et les parametres spatiaux (diffraction)
et les variables et parametres temporels (ligne de transmission). (Les termes corres­
pondants se lisent par colonne.)

Diffraction
Ligne de transmission

r
t'

S A
t A

D
Z

Le parametre Z peut etre negatif puisque c'est Ie cas de (32. II est concevable
d'avoir aussi z < 0, ce qui correspond a une propagation virtuelle.

Dans ces conditions, l'equation (11.96) conduit a

U (t) = _1_ e- is (ilZ)7l'/4 exp [i7l' (~ + ~) t2] (11.106)
Z j[AZT A R z Z

I' (') [i7l' ( 1 1) ,2] [ tt' ] dt'.X JIR UOt exp A Z - R
o

t exp -2i7l' AZ

La relation (11.106) n'est autre, pratiquement, que l'equation (3.31) qui ex­
prime Ie transfert par diffraction d'un emetteur spherique vers un recepteur
spherique. On passe d'une integrale double a une integrale simple, ce qui ex­
plique Ie passage de i/AD a e- is (ilZ)7l'/4/ j[AZT, Ie premier terme etant Ie carre
du deuxieme (au signe pres). Enfin il y a un changement de signe dans les expo­
nentielles : il correspond aux conventions adoptees pour les transformations de
Fourier partielles (voir les regles 3 et 4 de l'appendice B). La correspondance des
parametres est indiquee par Ie tableau 11.1. La figure 11.4 schematise l'analogie
entre diffraction et dispersion dans les lignes de transmission.

z

1 Ligne de transmission dispersive t-
\J\NIJiNNJ WMMJ\J\/

FIG. 11.4. Analogie entre la diffraction et la propagation d'un paquet d'ondes dans
une ligne de transmission dispersive ((32 > 0).

11.3.6 Representation de la propagation par une transformation de
Fourier fractionnaire

II suffit desormais de copier ce qui se fait pour la diffraction (chap. 6). Soit
c un nombre reel tel que cARo > 0 (rappelons que nous pouvons avoir R o < 0).
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Soit a dans] - 'iT, 'iT [ tel que

Ro -Z
cota = c Z ' (11.107)

(11.111)

(11.112)

(11.113)

(11.114)

(11.115)

Choisissons les variables reduites

T' = ~t', (11.108)
cARo

1 .
T =~ (cos a + csma) t, (11.109)

cARo
et les fonctions reduites (ce sont les enveloppes complexes reduites)

VO(T') = Uoh/cARoT') , (11.110)

V() -U( ~ )z T - z T
cosa + csina

La relation (11.106) s'ecrit 23

. /2 [ (1 1) cARoT
2

]Vz(T) = eW vcosa + csina exp i'iT -R + -Z ( . )2
z cos a + c sm a

i' [,2 ] [2i'iTTT'] (') ,x exp i'iTT cota exp --.-- Vo T dT.
IR sm a

On obtient une transformation de Fourier fractionnaire si

(~ +~) cARo = cota.
R z Z (cosa+csina)2

Comme dans Ie cas spatial, deux points de vues sont envisageables.

1. On fixe c et Ro (rayon de courbure temporel a l'origine). La relation (6.18)
montre que la relation (11.113) est satisfaite si

c2(Ro - Z)2 + Z2
R z =-----,'-------'-------

c2 (Ro - Z) - Z

Cette relation fixe la courbure temporelle qui permet d'observer a la dis­
tance z (Me a Z) la transformee de Fourier fractionnaire d'ordre a, OU a
est donne par la relation (11.107). Elle indique comment demoduler Vz(T)
pour retrouver Uz(t).

2. On peut aussi fixer Ro, R z et Z, c'est-a-dire les rayons de courbure tempo­
rels et la distance de propagation, et chercher c puis a. La relation (6.21)
donne

c2 = Z(Rz + Z)
(Ro - Z)(Rz - Ro + Z) .

Cette relation se deduit egalement de la relation (11.114). Le parametre a
est encore donne par la relation (11.107).

23 Les relations etablies au debut du paragraphe 6.1.2 restent vraies ici. En particulier
cos ex + c sin ex > O.
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Dans les deux cas, l'equation (11.112) s'ecrit

Vz (T) = eia
/

2 vcos ex + c sin ex Fa [Vo] (T) . (11.116)

La relation (11.116) montre que la propagation de l'amplitude complexe
modulee dans une ligne de transmission dispersive s'exprime par une transfor­
mation de Fourier fractionnaire, qui s'applique a l'enveloppe complexe reduite.
Ce resultat etend au domaine temporel les resultats obtenus pour la diffrac­
tion. Les methodes d'analyse developpees pour la diffraction et fondees sur la
transformation de Fourier fractionnaire se transposent au domaine temporel.
Nous verrOnS par la suite, a titre d'exemple, comment calculer l'elargissement
temporel d'un paquet d'ondes gaussien (chapitre 12).

11.3.7 Cas particulier : transformation de Fourier

Ce qui precede correspond a la diffraction de Fresnel. La diffraction de
Fraunhofer est un cas particulier qui se rencontre quand la distance d'obser­
vation est egale au rayon de courbure de l'emetteur : D = RA. Si de plus Ie
rayon du recepteur est RB = -RA, On sait que Ie phenomene de diffraction se
traduit exactement par une transformation de Fourier (standard).

La condition D = RA = -RB (diffraction de Fraunhofer) devient, dans Ie
domaine temporel, Z = Ro = -Rz . La relation (11.106) s'ecrit

1 i' [tt' ]U (t) = --- e-is (AZ)1l'/4 U, (t') exp -2iJr-
z J[AZT IR 0 AZ

soit enCore

dt' , (11.117)

(11.120)

(11.119)

Ne pas moduler l'enveloppe complexe a l'origine revient a choisir Ro infini.
Dans ce cas, c'est a l'infini qu'on observe une enveloppe complexe qui est la
transformee de Fourier de l'enveloppe complexe a l'origine, de la meme fac;on
qu'on observe a l'infini la transformee de Fourier optique du champ sur un
emetteur plan.

Exemple. Soit un paquet d'ondes d'enveloppe rectangulaire a l'origine, de du­
ree T, non module a l'origine, de la forme (ao est une constante dimensionnelle)

Uo(t) = ao rectT(t).

A la distance z assez grande, l'enveloppe du paquet d'ondes est

~ '0.((.1) /4 2Jr2TtUz(t) = aoT
V
~e-l~ fJ2Z 1l' sinc~.

Le module de l'enveloppe est une fonction sin x/x. Le paquet d'ondes s'est
deforme : son enveloppe est devenue la transformee de Fourier de ce qu'elle
etait a l'origine.
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11.4 Exercices

Exercice 11.1. Soit un milieu de propagation pour lequella relation (11.24)
est satisfaite. Montrer que la vitesse de groupe est independante de la frequence
spatiale fo choisie pour la definir. Plus precisement : la vitesse de groupe etant
definie par v(J) = Vo +(J - fo)Vg - c'est la relation (11.26) ou vest la frequence
temporelle -, montrer que v(J) = VI + (J - h)Vg , quelle que soit h (avec
v(JI) = VI)'

Exercice 11.2. Soit ng l'indice de groupe d'un milieu dispersif, considere
comme fonction de la longueur d'onde (dans Ie vide) Ao, et soit (3la constante de
propagation, consideree comme fonction de la frequence V (voir les paragraphes
11.1.3 et 11.1.4). Demontrer la relation

dng c2 d2(3
dAo - 27rA0 2 dv2 .

Exercice 11.3. Soit un paquet d'ondes gaussien, dont l'amplitude a l'abscisse
z = 0 et instant t s'ecrit

oU To est la duree du paquet d'ondes et vIa frequence de l'onde porteuse. Le
paquet d'ondes se propage dans un milieu dispersif. On note Vg la vitesse de
groupe ala frequence vet (32 = (d2(3jdv2)(v) Ie parametre caracteristique de
la dispersion de groupe d'ordre 2. Le temps de groupe a l'abscisse z 2: 0 est
Tg = zjVg , et la difference de temps de groupe LlT = (32zj27rTo.

1. Donner l'expression de la composante spectrale e(O, v) du paquet d'ondes
a l'abscisse z = O.

2. Faire un developpement limite de la constante de propagation (3(v) et don­
ner l'expression de la composante spectrale e(z, v) du paquet d'ondes a
l'abscisse z. Preciser jusqu'a quel ordre il faut aller dans Ie developpement
limite pour prendre en compte la dispersion de groupe.

3. On suppose (d2(3jdv2)(v) i=- O. Donner l'expression de l'amplitude E(z, t)
du paquet d'ondes a l'abscisse z.

4. Quelle est la duree T du paquet d'ondes a l'abscisse z?

5. Montrer qu'il existe une valeur de To qui minimise l'elargissement temporel
a l'abscisse z (z > 0). Montrer que cette valeur est proportionnelle a vz.

6. Montrer que Ie paquet d'ondes a l'abscisse z est module en frequence.



Chapitre 12

Paquets d'ondes gaussiens. Lentilles
temporelles

Les resultats du chapitre 11 sont appliques a la propagation des paquets
d'ondes gaussiens dans un milieu dispersif. Cette etude se revele etre la trans­
position de celle des faisceaux gaussiens menee au chapitre 7 et fondee sur la
transformation de Fourier fractionnaire. Les formules concernant les faisceaux
gaussiens ont leurs analogues temporelles.

L'analogie entre la diffraction et la dispersion, entre les variables d'espace et
Ie temps, conduit a imaginer des lentilles temporelles, homologues des lentilles
habituelles, « spatiales ». Leur etude est brievement abordee dans ce chapitre.

12.1 Paquets d'ondes gaussiens

Conformement aux notations du chapitre 11, dans tout ce paragraphe, on
considere une ligne de transmission dispersive dont la dispersion de groupe
d'ordre 2 est caracterisee par Ie parametre (32' On designe par A la longueur
d'onde (ou periode) temporelle de l'onde porteuse, et par Z l'equivalent tem­
porel de la distance de propagation, donne par la relation (11.105).

12.1.1 Representation d'un paquet d'ondes gaussien

Soit une ligne de transmission 1 rapportee a une abscisse z dont l'origine est
prise sur l'entree de la ligne, et soit un paquet d'ondes gaussien injecte dans la
ligne 2.

La premiere idee qui vient a l'esprit consiste sans doute a representer l'en­
veloppe complexe d'un paquet d'ondes gaussien, a l'origine des abscisses, sous
la forme

Bo(t) = ao exp [- ~:2] , (12.1)

1 Nous gardons ce terme, mais l'entendons au sens precise au chapitre 11, qui inclut
la diffraction-propagation dans son aspect purement temporel.

2 Pour la diffraction, l'entree de la ligne de transmission correspond a un emetteur
spherique; c'est la partie temporelle de l'amplitude du champ sur cet emetteur qui
constitue Ie paquet d'ondes. Si on observe Ie champ a une certaine distance sur un
recepteur spherique, celui-ci joue Ie role d'extremite de sortie de la ligne.
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ou ao est une constante dimensionnelle et L o la duree du paquet d'ondes 3.

S'agissant d'un paquet d'ondes gaussien, la duree L o est l'intervalle de temps
pour lequel Bo(t) ;::: l/e.

En toute generalite, Ie paquet d'ondes est suppose module lineairement en
frequence. Dans ces conditions, si A est la periode temporelle de l'onde porteuse
(voir Ie chapitre 11) et si 1/Ro est la courbure temporelle (Me a la modulation
de frequence), l'enveloppe complexe modulee a l'entree de la ligne s'ecrit

[
t

2
] [ i1ft

2
]Uo(t) = ao exp - L

0
2 exp AR

o
. (12.2)

Contrairement a ce qu'on pourrait croire, a priori, Ie choix precedent, OU
Bo et Uo sont donnes par les relations (12.1) et (12.2), apparaitra particulier
par la suite: il correspond a un « col temporel » (notion introduite plus loin)
situe a l'origine des abscisses. Un choix difl'erent de Bo(t) et de Uo(t) se justifie
par comparaison avec un faisceau gaussien.

Sur une sphere equiphase S d'un faisceau gaussien, l'amplitude du champ
est de la forme

[
X2 + y2]

Us(x,y)=exp - w2 ' (12.3)

a une constante dimensionnelle pres et a un terme de phase pres qui ne depend
pas de x ni de y. L'amplitude du champ sur Ie plan P, tangent a S en son
sommet, s'ecrit

[
X2 + y2] [x2 + y2 ]

Up(x,y)=exp- w2 expi1f >..R ' (12.4)

(12.5)

OU R est Ie rayon de courbure de la sphere S.
Or nous avons vu au paragraphe 11.3.4 du chapitre 11 que l'enveloppe com­

plexe correspondait au champ sur un plan, et que pour avoir l'equivalent du
champ sur une sphere, il fallait introduire une courbure temporelle et passer
a l'enveloppe complexe modulee lineairement en frequence. Ainsi, c'est Bo(t)
qui doit correspondre a Up(x,y), et inclure un terme de phase quadratique;
et c'est Uo(t) qui doit correspondre a Us(x,y), et etre strictement une gaus­
sienne 4. C'est la raison pour laquelle nous supposons, en toute generalite, que
c'est l'enveloppe complexe modulee d'un paquet d'ondes gaussien qui s'ecrit, a
l'origine (z = 0), sous la forme

Uo(t) = ao exp [- ~:2] ,
3 Le mot « duree » n'est pas toujours a prendre dans Ie sens d'un intervalle de temps

entre un debut et une fin bien definis, comme ce serait Ie cas pour une enveloppe
a support borne.

4 Spatialement, la surface S a la bonne courbure pour que I'amplitude du champ soit
strictement une gaussienne, sans terme de phase quadratique superflu. Temporel­
lement, c'est I'enveloppe complexe modulee lineairement en frequence qui possede
la bonne courbure temporelle pour se reduire effectivement a une gaussienne.
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si bien que l'enveloppe complexe a l'origine est

Bo(t) = Uo(t) exp [- ;~:] = ao exp [- ~:2] exp [- ;~:] .

Avec les notations du chapitre 11, l'enveloppe complexe reduite a l'origine s'ecrit

(12.7)

par analogie avec l'amplitude reduite d'un faisceau gaussien (de la forme
exp[-7fp2], conformement a la relation (7.79) p. 200.

12.1.2 Propagation d'un paquet d'ondes gaussien dans une ligne de
transmission dispersive

Selon les resultats du chapitre 11, dans les limites de la dispersion de groupe
d'ordre 2, la propagation d'un paquet d'ondes sur la distance z se represente
par une transformation de Fourier fractionnaire dont l'ordre cx est lie a z. L'en­
veloppe reduite donnee par la relation (12.7) est une fonction propre de toute
transformation de Fourier fractionnaire, si bien que l'enveloppe reduite a la
distance z de l'entree de la ligne s'ecrit encore

(12.8)

(12.9)

a une constante multiplicative pres (qui depend de z par l'intermediaire de
l'ordre cx). En variables reelles (non reduites) l'enveloppe complexe modulee a
l'abscisse z est de la forme

Uz(t) = ao exp [- ~:] ,

avec

L = JcARo 1 . (12.10)
7f coscx + csincx

Le parametre Lest la duree du paquet d'ondes gaussien a l'abscisse z.

12.1.3 Col temporel

Un paquet d'ondes gaussien qui se propage dans une ligne de transmission
dispersive ales proprietes suivantes.

Proposition 12.1.1 (Existence du col temporel). La duree d'un paquet
d'ondes gaussien admet un minimum, note L c .

Preuve. C'est strictement celle de la proposition 7.2.6 p. 200 : il suffit d'y
remplacer Cr par c. D

La preuve de la proposition 7.2.6 montre que Ie minimum de Lest obtenu
pour cx = cxc , ou tan CXc = c. Cela correspond a une abscisse Zc de la ligne qui
se deduit des relations (11.105) et (11.107) pour cx = CXc ' La valeur de Zc sera
precisee par la proposition 12.1.3.
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Proposition 12.1.2. Le col temporel correspond Ii une courbure temporelle
nulle. L 'enveloppe complexe du col n'est pas modulee.

Preuve. La relation (11.114) montre que pour Z = zc, Ie parametre R z est infini.
En effet, si on pose, conformement a la relation (11.105),

Z _ (32 zc
c - 27rA '

de tan a c = c et de l'equation (11.107) on deduit

2 Zc
c = R o - Zc '

et on conclut grace a la relation (11.114).

(12.12)

D

(12.13)

La proposition 12.1.2 est la transposition temporelle de la proposition 7.2.7
selon laquelle Ie col d'un faisceau gaussien est situe sur un plan (courbure nulle).

Proposition 12.1.3 (Abscisse du col temporel). Boit Ii l'origine d'une
ligne de transmission dispersive un paquet d'ondes gaussien, dont l'enveloppe
modulee est de la forme (ao est une constante dimensionnelle)

U0(t) = ao exp [- ;:2] .
Le col temporel se rencontre Ii l 'abscisse zc, telle que

(12.14)

(12.15)

ou R o est le rayon de courbure temporel de l'enveloppe complexe Ii l'origine des
abscisses.

Preuve. Le col de l'enveloppe modulee se trouve a l'abscisse Zc et Ie parametre
c associe au paquet d'ondes verifie la relation (12.12). En Z = 0, on a a = 0 et
la relation (12.10) donne L0

2 = cARo/7r. II en resulte

L 4 _ A2 R 0
2
Zc

o - 7r2(Ro - Zc) ,

dont on deduit

Z _ 7r
2 RoL0

4

c - 7r2L04 + A2R0
2

Ro (12.16)

On trouve la relation (12.14) en revenant a la vraie distance de propagation,
c'est-a-dire en appliquant a Zc et Zc la relation (11.105). D
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Proposition 12.1.4 (Duree au col temporel). Dans les conditions de la
proposition 12.1.3, la duree du paquet d'ondes gaussien au col temporel est Lc ,

telle que

(12.18)

(12.17)

(12.19)

L 0
2

L c
2 = ---':::----.--4

7r
2 L1+ __0_

112R0
2

Preuve. La duree au col est L c avec

L - JCARO 1
c - 7r ( cos (Xc + c sin (Xc) ,

ou (Xc est la valeur de (X qui correspond au col. On a de plus c = 7rL0
2

/ ARo et
tan(Xc = c, dont on deduit

L c
2 = L 0

2

(cos (Xc + c sin (Xc)2

D

12.1.4 Correspondances entre paquet d'ondes et faisceau gaussien

Ce qui precede permet d'etablir une correspondance entre les parametres
d'un faisceau gaussien et ceux d'un paquet d'ondes gaussien. Elle est resumee
par Ie tableau 12.1.

TAB. 12.1. Equivalences entre les parametres d'un faisceau gaussien et ceux d'un
paquet d'ondes gaussien.

Faisceau gaussien Paquet d'ondes gaussien

Rayon transversal du col Wo L c Duree au col

Rayon transversal sur W L Duree a une
une surface equiphase distance quelconque

Distance D Z Temps proportionnel a la distance

Rayon de courbure R R z Rayon de courbure temporel

A l'equivalence des parametres s'ajoute celle des proprietes. Ainsi la propo­
sition 12.1.1 n'est autre que la version temporelle de la proposition 7.2.6. De
meme pour les propositions 12.1.2 et 7.2.7. La relation (12.16) est equivalente
a la relation (7.102), et la relation (12.17) a la relation (7.101).

La figure 12.1 illustre l'equivalence entre faisceaux gaussiens et paquets
d'ondes gaussiens a enveloppe modulee en frequence, dans Ie cas d'une disper­
sion de groupe d'ordre 2 normale ((32 > 0).
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E=:

FIG. 12.1. Equivalence entre paquets d'ondes gaussiens a enveloppe complexe mo­
dulee et faisceaux gaussiens. Pour une ligne dispersive a dispersion de groupe normale
((32 > 0), l'enveloppe d'un paquet d'ondes gaussien modulee en frequence par valeurs
croissantes est equivalente au champ sur une sphere equiphase d'un faisceau gaus­
sien a courbure positive (schema du haut). Au cours de la propagation, Ie faisceau
gaussien va passer par son col avant de diverger; de meme, en se propageant dans
la ligne dispersive, l'enveloppe du paquet d'ondes va se retricir avant de s'elargir. La
situation est inverse dans Ie schema du bas: Ie col du faisceau gaussien est virtuel,
et l'enveloppe modulee va en s'elargissant. La correspondance est inversee si (32 < 0
(dispersion de groupe anormale).

12.1.5 Elargissement temporel d'un paquet d'ondes gaussien

Calcul de l'elargissement. Jusqu'a present, nous nous sommes donne un
paquet d'ondes gaussien module en z = 0, de duree L o, puis nous avons calcule
a queUe distance Zc ce paquet d'ondes avait son col temporel, c'est-a-dire une
duree minimale L c , et enfin nous avons calcule cette duree. Il est equivalent
de se donner un col de duree L c en z = zc, et de trouver la duree initiale L o
du paquet d'ondes qui correspond a cela. Ainsi nous deduisons de la relation
(12.17)

2L 4L 2R 2 - 1r 0 c
o - A2(L02 _ L

c
2) ,

et de la relation (12.16)

Il en resulte

L 2 _ L 2 A2 Z}
0- C+~L2'

1r c

(12.20)

(12.21)

(12.22)

Considerons maintenant Ie probleme suivant : soit un paquet d'ondes gaus­
sien de duree L o = L c en z = 0 (cela signifie que Ie col est situe a l'origine,
entree de la ligne de transmission). QueUe est la duree L du paquet d'ondes a



12. Paquets d'ondes gaussiens. Lentilles temporelles 365

l'abscisse z? On resoud ce probleme a partir de la situation qui a conduit a
la relation (12.22) en changeant l'origine des abscisses - on la prend sur Ie col
- et en rempla<;ant dans la relation (12.22) Lo par L, Lc par Lo et Zc par Z.
Cela donne

A2 Z 2

L 2 = L 0
2 + --2 . (12.23)

1l'2Lo

La relation (12.23) est la version temporelle de la relation (7.99), etablie p. 205
pour un faisceau gaussien.

Application aux telecommunications optiques. La relation Z = 132z121l'A
conduit a mettre la relation (12.23) sous la forme

13 2 2
L 2 = L 2 + _2_

Z
_. (12.24)

o 41l'4L 0
2

La relation (12.24) est classique en telecommunications optiques. On a l'ha­
bitude de l'ecrire sous une forme differente qui est la suivante. Definissons LlJ!
par

LlJ!=~
21l'2Lo '

si bien que la relation (12.24) devient [4,41]

L = JLo
2 + LlJ!2 .

(12.25)

(12.26)

(12.27)

Le parametre LlJ! caracterise l'elargissement temporel du paquet d'ondes gaus­
sien au cours de la propagation dans la ligne dispersive (fibre optique).

II existe une duree initiale Lo = Lorn qui minimise la duree du paquet
d'ondes gaussien a une distance de propagation z donnee. En effet

dL = (L _ 132
2z2

) L- 1/ 2
dLo 0 41l'4 L 0

3 '

s'annule pour

(12.28)

La duree LOrn est proportionnelle a la racine carree de la distance de propa­
gation, cela pour une fibre monomode. En general, on donne Lorn pour une
longueur de fibre de 1 km. Ainsi, pour une longueur de fibre de 100 km, Lorn
est multipliee par 10.

12.2 Lentilles temporelles

L'etude qui suit porte sur un sujet encore peu developpe. On trouve ce­
pendant un certain nombre d'articles sur Ie theme des lentilles temporelles
[127-129,145,249] ; il nous parait interessant de Ie presenter brievement.



366 Optique de Fourier

12.2.1 Centre de courbure temporel

Au chapitre 11 un terme de la forme exp[i1ft2 / ARz ] est interprete comme
un terme de phase quadratique associe a une courbure temporelle 1/R z . Le
parametre R z est un rayon de courbure temporel, homogene a un temps.

Le temps Z = {32z/21fA correspond al'abscisse z d'une ligne de transmission
de dispersion de deuxieme ordre {32. Pour les problemes de propagation dans
la ligne, Ie temps Z joue Ie r6le de la distance de propagation D en diffraction.
La relation entre z et Z fournit un moyen d'associer un centre de courbure au
terme de phase quadratique temporel mentionne plus haut. Autrement dit, au
rayon de courbure temporel R z , est associee la distance (mesure algebrique)

(12.29)

Cela permet de localiser dans la ligne Ie centre de courbure temporel du paquet
d'ondes a l'abscisse z.

12.2.2 Lentille temporelle et modulation de frequence

Considerons un systeme capable de produire une modulation de frequence
lineaire de la forme exp[-i1ft2 / AR]. Soit un paquet d'ondes incident sur Ie
systeme, d'enveloppe complexe modulee

(12.30)

L'enveloppe complexe modulee emergeant du systeme s'ecrit

(12.31)

La courbure temporelle a ete modifiee et l'enveloppe precedente prend la forme

avec

(12.32)

1

R~

1 1
---
Rz R

(12.33)

L'effet est comparable a celui d'une lentille en variables d'espace; nous disons
que la modulation de frequence realise une lentille temporelle.

Si l'enveloppe complexe modulee incidente possede une courbure nulle
(rayon de courbure temporel infini) alors la focale de la lentille temporelle
est q/ avec

1 1

¢' R
(12.34)
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La relation (12.33) devient

1 1 1- -+-R' - R rI."z z If'
(12.35)

C'est la relation de conjugaison d'une lentille temporelle. Elle prend une forme
un peu plus gi'merale comme Ie montre Ie paragraphe suivant.

12.2.3 Formule de conjugaison d'une lentille temporelle

La relation (12.35) est la version temporelle de la relation de conjugaison
d'une lentille simple (spatiale) quand les milieux extremes sont identiques.

Considerons la situation plus generale schematisee par la figure 12.2. Vne
lentille temporelle est placee entre deux lignes de transmission de dispersion du
deuxieme ordre (32 et (3;.

Lentille temporelle

I

Ligne fh Ligne f3;
I

FIG. 12.2. Schema d'une lentille
temporelle entre deux !ignes de
transmission.

La relation (12.35) est encore valable, mais utilisons les abscisses des centres
de courbure. Nous avons q = 27fARz / (32 et q' = 27fAR~/ (3;. Il est naturel de
definir une distance focale image par l' = 27fA¢' /(3;, si bien que la relation de
conjugaison devient

111
(3;q' = (32q + (3;1' .

(12.36)

Cette equation est la formule de conjugaison des lentilles temporelles. Les in­
verses des coefficients de dispersion d'ordre 2 jouent Ie role des indices de re­
fraction.

12.2.4 Realisation pratique d'une lentille temporelle

Les lentilles temporelles constituent un sujet recent, assez peu developpe
d'un point de vue experimental. Sur Ie principe, un modulateur de frequence
lineaire constitue une lentille temporelle; il produit une modulation de phase
quadratique (chirp). De telles modulations sont courantes dans Ie domaine des
radars. Pour en revenir a l'optique, Kolner a propose d'utiliser un modulateur
electro-optique a onde progressive pour realiser de fa<;on approchee une telle
lentille [127].

La jonction de deux fibres optiques dispersives avec des (32 de signes opposes
constituent aussi une lentille temporelle, comme l'illustre la figure 12.3. Changer
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a

(3~ < 0

FIG. 12.3. Lentille convergente (a) et son analogue temporel (b). Le passage d'une
ligne de transmission, pour laquelle (32 > 0, Ii une ligne avec (3~ < 0, est vu comme
un changement de courbure temporelle : c'est l'effet d'une lentille temporelle.

Ie signe de (32 revient en effet it changer Ie signe de la courbure temporelle
de l'enveloppe complexe d'un paquet d'ondes, conformement it l'analyse du
paragraphe 11.3.4. (De fait, il serait peut-etre plus correct de parler de dioptre
dans ce cas, puisqu'il y a juxtaposition de deux milieux.)

II ne faut pas oublier cependant que tout ce qui est decrit ici ne concerne
que la dispersion de groupe d'ordre 2. Dans la realite, il faut tenir compte de
la dispersion d'ordre superieur.

12.3 Transport d'un paquet d'ondes gaussien

12.3.1 Transport d'un faisceau gaussien

La figure 12.4 montre comment transporter un faisceau gaussien en main­
tenant periodiquement constant Ie rayon transversal de SOn col. On dispose
d'une serie d'objectifs Lj (j = 1,2,3, ... ) convergents et identiques, represen­
tes comme des lentilles minces. Pour chacun d'eux on met it profit la propriete
decrite dans la remarque 7.3.8 p. 211 : Ie col du faisceau gaussien image est
situe dans Ie plan focal image de l'objectif quand Ie col du faisceau objet se
trouve dans Ie plan focal objet.

Deux objectifs successifs, Lj et LH1, forment un systeme afocal de grandis­
sement transversal egal it -1, si bien que les cols Wj - 1 et Wj+l sont identiques.
On a bien transport du col et maintien periodique de SOn rayon transversal.

Eventuellement un choix approprie de la distance focale des objectifs permet
d'obtenir l'egalite des rayons transversaux de deux cols successifs (on applique
la relation (7.137) p. 213).

W3

FIG. 12.4. Transport d'un faisceau gaussien par une serie d'objectifs convergents
identiques. Le rayon transversal est conserve apres passage Ii travers deux objectifs.
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12.3.2 Transport d'un paquet d'ondes gaussien par des lentilles
temporelles

Le montage schematise par la figure 12.4 se transpose au domaine temporel
comme l'indique la figure 12.5. Les lentilles L j sont des lentilles temporelles,
identiques, separees par des lignes de transmission qu'on suppose identiques
(ayant au moins la meme dispersion d'ordre 2). On a represente, sur la figure
12.5, les enveloppes complexes des paquets d'ondes gaussiens; elles sont perio­
diquement de meme duree.

121 122 123

~ {j .~.{j .~.{j- -:

t t

FIG. 12.5. Transport d'un paquet d'ondes gaussien par une serie de lentilles tem­
porelles identiques. Si les lignes de transmission ont la meme dispersion, la duree du
paquet d'ondes au col est periodiquement maintenue.

12.3.3 Application a la compensation de la dispersion en
telecommunications optiques

On utilise la juxtaposition de deux lignes de transmission comme lentille
temporelle. Le montage de la figure 12.5 se ram('me aune succession de tronc;ons
de lignes de transmission dont la dispersion est alternativement positive ou
negative, comme Ie montre la figure 12.6. 11 y a compensation periodique de
la dispersion. Les tronc;ons les plus courts ont des valeurs de (32 plus grandes,
en valeur absolue, que celles des lignes les plus longues. De tels dipositifs sont
effectivement utilises en telecommunications optiques avec des fibres optiques
[35,69,141,142,148,155,164,224,226,249].

j3~ < 0

\ I I
Lentille temporelle

j3~ < 0

\ /
Lentille temporelle

FIG. 12.6. Dispositif de compensation de la dispersion dans une liaison a fibres
optiques. II s'interprete en termes de lentilles temporelles conformement a la figure
12.5.
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Rappelons encore que ce qui precede est valide pour des paquets d'ondes
gaussiens et pour la dispersion de groupe d'ordre 2. Dans la realite les choses
sont plus complexes: la dispersion n'est pas seulement d'ordre 2, les paquets
d'ondes ne sont pas necessairement gaussiens. Apparaissent des effets non li­
neaires. Le modele choisi permet cependant une premiere representation des
phenomenes.

L'analogie entre diffraction et dispersion dans les lignes de transmission
permet ainsi de transposer au domaine temporel des schemas bien connus pour
la propagation de la lumiere dans l'espace libre.

12.4 Exercices

Exercice 12.1. Par analogie avec ce qui se passe pour un faisceau gaussien,
definir une distance de Rayleigh pour un paquet d'ondes gaussien. QueUe est
son interpretation physique?

Exercice 12.2. On envoie dans une fibre optique dispersive (parametre de
dispersion de groupe (32), de longueur £, des paquets d'ondes sur une porteuse
de frequence v.

1. L'enveloppe complexe du paquet d'ondes a l'entree de la fibre est de la forme
Bo(t) = aorectTo(t). QueUe est l'enveloppe complexe du paquet d'ondes a
l'abscisse £? [Dans cette question la fibre est assez longue pour que £ soit
consideree comme infinie.]

2. L'enveloppe complexe du paquet d'ondes a l'entree de la ligne est de la
forme Bo(t) = ao exp[-t2 / L0

2
]. Comment faire pour que la duree du paquet

d'ondes soit minimale a l'abscisse £?



Troisieme partie

Exemples d'applications et perspectives



Les applications de l'optique de Fourier sont multiples, et Ie but de cette
partie est davantage d'illustrer la doctrine metaxiale (completee eventuellement
par l'approche fractionnaire) plut6t que l'optique de Fourier en general. L'ac­
cent est donc mis sur la methode, dont nous esperons demontrer l'efficacite.

Certaines applications de l'optique de Fourier ont deja ete decrites dans les
chapitres precedents, parce qu'elles restent tres proches de la theorie et en four­
nissent une illustration immediate. Nous avons explique par exemple comment
calculer l'eclairement d'une figure de diffraction (chapitre 5), ou encore etudie
comment la pupille d'un objectif affectait la resolution de ce dernier (chapitre
8). Le chapitre 7 etait une application directe de l'emploi de la transformation
de Fourier fractionnaire en optique coherente.

Le chapitre 13 expose des applications instrumentales pour lesquelles l'op­
tique metaxiale offre un grand interet, car elle permet notamment de manipuler
assez simplement les termes de phase quadratique. Le chapitre 14 revient sur
la theorie des resonateurs optiques et des faisceaux gaussiens; la plupart des
resultats exposes relevent de l'optique metaxiale, la partie du sujet bee a l'op­
tique de Fourier fractionnaire ayant ete abordee au chapitre 7. Le chapitre 15
est consacre a l'holographie et Ie chapitre 16 au traitement du signal optique.

Des applications sont egalement abordees sous la forme d'exercices a la fin
des chapitres : strioscopie, contraste de phase, filtrage optique, reseau echelette,
echelon de Michelson par exemple.

De nombreux ouvrages traitent des diverses applications de l'optique de
Fourier [83,97,157,219,233,235,239]. Celles-ci peuvent bien sur etre abordees
dans Ie cadre metaxial, et parfois fractionnaire.

Enfin il nous a pam interessant de mentionner quelques perspectives de
developpement.



Chapitre 13

Considerations instrumentales

Outre son interet theorique, la diffraction metaxiale a des applications pra­
tiques tres utiles en optique coherente instrumentale. Les premiers paragraphes
de ce chapitre expliquent par exemple comment manipuler les emetteurs et re­
cepteurs spheriques (c'est-a-dire, si on veut, les phases quadratiques) dans des
situations reelles qu'on rencontre souvent.

Pour faciliter l'application des resultats etablis dans les deux premieres
parties, nous mentionnons entre crochets la reference au theoreme ou resultat
utilise.

13.1 Observation dans Ie plan focal d'un teIeobjectif du
spectre d'un objet transparent

13.1.1 Analyse du probleme et solution

Un teleobjectif est compose d'un doublet convergent £1, de distance focale
image f{ (les foyers sont F1 et F{), et d'un doublet divergent £2, de distance
focale image f~ (foyers F2 et F~). Le milieu ambiant est l'air (indice de refraction
pratiquement egal a 1). La distance entre Ie point principal image H{ du premier
objectif et Ie point principal objet H 2 du second est f!. A titre d'illustration,
nous choisissons les valeurs numeriques suivantes (fig. 13.1) : f{ = 100 mm,
H1H{ = 10 mm, f~ = -50 mm, H2H~ = -10 mm et f! = 75 mm.

Au point T, a la distance d1 = HIT = -50 mm du premier doublet, est
placee une transparence plane T. Cette derniere est eclairee par une onde plane
monochromatique de longueur d'onde A (voir la figure 13.2 sur laquelle la source
n'est pas representee). La fonction de transmission de la transparence est t.

Nous nous proposons de determiner l'amplitude du champ dans Ie plan focal
image du teleobjectif, ou sur une sphere qui passe par Ie foyer image.

Commen<;ons par caracteriser Ie teleobjectif en termes paraxiaux (points
cardinaux et distance focale). Le foyer image F' du teleobjectif est l'image du
foyer image de £1 a travers £2, et sa position est donnee par la relation (formule
de conjugaison de Newton)

(13.1)
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o 10mm

(13.2)

F 1 H 1 mF~ H~ H 2 F{ F 2
-1-- ---1-- _0- --- _0- - --- - -1-- - ----- - - - - -j- -1--1-_

W F

FIG. 13.1. Teleobjectif de focale 200 mm compose de deux doublets £1 et £2. Les
foyers objet et image de £1 sont F1 et F{, et les points principaux objet et images
H 1 et H{. On a les memes notations pour £2 avec I'indice 2, et sans indice pour Ie
teleobjectif.

Numeriquement nous obtenons F~F' = 100 mm.
La distance focale image l' du teleobjectif se deduit de la formule de Gull­

strand [156]

111 £
l' = f{ + f~ - f{f~ ,

qui donne l' = 200 mm.
La position du point H' (point principal image) se deduit de H' F' = 1', et

numeriquement H 1H' = -75 mm. Pour un teleobjectif, Ie point H' se trouve
bien avant £1 de telle sorte que la distance focale image l' est superieure a la
distance qui separe £1 de F'.

La sphere de Fourier de Test la sphere F qui est a l'infini et centree en T
[Diffraction de Fraunhofer, theoreme 1]. Son image a travers Ie teleobjectif est
la sphere F' qui passe par Ie foyer F' et qui est centree sur T', l'image de T
[Imagerie coherente, theoreme 2].

Comme nous n'avons pas calcule la position du foyer objet du teleobjectif,
ni celle du point principal objet, nOUS ne pouvons pas utiliser les formules de
conjugaison des systemes centres pour calculer la position de T'. Nous obtenons
cette derniere en calculant d'abord la position de l'image T{ de T a travers £1 :

o lOmm

I;"-- H'~ +- __H+ jf;-:'LT,
T

F'

(13.3)

FIG. 13.2. La transformee de Fourier optique de l'amplitude du champ sur T s'ob­
serve sur la sphere :F' qui passe par Ie foyer image F' du teleobjectif et qui est centree
sur l'image T' de T.
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puis F2T{ = F2F{ + F{T{ = -225 mm. Le point T' est l'image de T{ a travers
£2 ; on calcule

f ,2

F'T' - 2 ~ 11 12 --=~ , mm.
F2T{

(13.4)

Le rayon de la sphere F' est RF' = F'T' = F'F2 + F2T' = -88,9 mm. L'am­
plitude du champ sur F' est [Theoreme 1, relation (5.8) et remarque 5.1.2 p.
104]

(13.5)

Si p' est Ie plan focal image du teleobjectif, l'amplitude du champ sur P'
se deduit du champ sur F' par une transparence de courbure sous la forme

~( s' )
t Ai'

i· [2iJrs'.r]exp ---
]R2 >"i'

[

. ,2 ]
Up,(s') = exp ~~F' UF'(s')

i [iJrs,2 ]
= Ai' exp ARF'

i [iJrS'2]
= >"i' exp >..RF' t(r)dr. (13.6)

Dimension du spectre. A la frequence spatiale F sur la transparence T
correspond Ie point s' = >"i'F du plan focal image du teleobjectif. Si la re­
solution de la transparence est p, Ie spectre de test inclus dans un disque de
diametre >"i' / p, a condition que l'ouverture du teleobjectif soit suffisamment
grande pour laisser passer les frequences spatiales correspondantes.

13.1.2 Passage du champ sur la sphere de Fourier au champ dans Ie
plan focal

La transformee de Fourier optique « exacte » s'obtient sur la sphere F'
et non dans Ie plan focal image P'. Bien sur l'eclairement est Ie meme sur
ces deux surfaces, et si on enregistre par exemple cet eclairement dans une
emulsion photographique, Ie terme de phase quadratique de la relation (13.6)
est sans effet sur Ie resultat. Si on utilise toutefois l'onde dont l'amplitude est
ceUe obtenue par transformation de Fourier de t pour eclairer un filtre de phase
plan, il est concevable qu'il faille obtenir la transformee de Fourier sur un plan.
On obtient un tel resultat grace a un objectif, disons £3.

QueUes sont les caracteristiques de £3 ? Nous voulons que l'image coherente
de F' a travers £3 soit un plan. Pour cela l'image de T', Ie centre de courbure
de F', doit etre a l'infini [Imagerie coherente, theoreme 2]. L'objectif £3 doit
avoir son foyer objet F3 en T'. Si nous souhaitons une image de la sphere F'
avec Ie grandissement 1, Ie point principal objet H 3 doit etre en F' (fig. 13.3).
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Par consequent, la distance focale objet de £3 est 13 = FiT' = -88,9 mm, et
sa distance focale image est i 3 = 88, 9 mm. Le champ dans Ie plan principal
image H3de £3 est egal au champ sur la sphere F', c'est-a-dire

UH~(S') = Up (s') = A~' t(:;,) = A~' L2 exp [2i~;:.r] t(r)dr. (13.7)

-r FIG. 13.3. L'amplitude du champ dans Ie
plan principal image H~ de £.3 est egale a
I'amplitude du champ sur la sphere F' si Ie
foyer objet F3 de £.3 se confond avec T' et si
la sphere F' est tangente au plan principal
objet de I'objectif.

L'emploi de l'objectif £3, tel que nous l'avons calcule, presente deux incon­
venients. Il est d'abord difficile de trouver un objectif de distance focale image
i3 exactement egale a 88, 9 mm. Ensuite Ie plan principal image peut etre vir­
tuel ou se situer dans Ie verre qui constitue l'objectif. La figure 13.4 montre
comment « aplanir » Ie champ sur F' a l'aide d'un objectif £3 dont la distance
focale image est inferieure a 88, 9 mm. On forme en pll une image reelle de F'
et Ie plan pll est l'image coherente de F' a travers £3 (cela vient de ce que F'
est centree au foyer de £3)' Si g est Ie grandissement transversal entre F' et
pll alors [Imagerie coherente, theoreme 2]

1 (SII) i r [2i1fS II
.r]

Up,,(S") = 9Up 9 = gA1' JlR
2

exp gA1' t(r) dr.

- - \

(13.8)

~~.~f-H_~_'"-+P_"~-r')_F_'___

- - - I I

p" F

FIG. 13.4. L'amplitude du champ dans Ie
plan pI! est egale a I'amplitude du champ
sur la sphere F', mis a part Ie grandisse­
ment transversal.

Remarque 13.1.1. Dans la pratique, les points F' et pll (fig. 13.4) sont
proches du point principal image de £3, de telle sorte que g n'est pas tres
different de 1. L'objectif £3 n'est pas tres efficace pour augmenter la taille du
spectre et pour cela nous proposons ce qui suit.
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13.1.3 Augmentation de la taille du spectre

Supposons vouloir augmenter la dimension du spectre. On peut bien sur
employer un objectif de plus longue focale. On peut aussi avoir recours a un
systeme afocal additionnel, compose de deux doublets convergents £4 et £5,
de distances focales respectives f~ et f~ (fig. 13.5). Ce systeme est afocal si Ie
foyer image F~ de £4 se confond avec Ie foyer objet F5 de £5, Ie grandissement
transversal etant ga = - f~/f~·

% \<
%

.%- \<.- - -.-.­
%\<

% \<

PI~ Fs H£_.._.- - - - .- - _._.

F4 H 4 H~ F~

p"

1]['_ -.-p'"r;
pili

FIG. 13.5. Systeme afocal per­
mettant d'augmenter la taille du
spectre obtenu selon la figure 13.4.

(13.9)

Le systeme afocal precedent s'adapte au teleobjectif complete par Ie doublet
£3. En principe, on place Ie foyer objet F4 de £4 en H(" (fig. 13.3) ou en pll
(fig. 13.4 et fig. 13.5). Son image a travers Ie systeme afocal est pili == F~.

L'image du plan 'H3 (ou du plan Pll) est Ie plan focal image pili de £5, parce
que l'image coherente d'un plan a travers un systeme afocal est un autre plan.
Avec des coordonnees Sill sur pili, on a

Upm(S"I) = ~UPI (Sill) = _i_, r exp [2i1fSIlI.~] t(r)dr
ga ga ggaAf JJR2 ggaAf

i ~( S" )

= ggaAf' t ggaAf'

Remarquons qu'un defaut de mise au point du systeme afocal ne change
pas la dimension du spectre sur Pili. Cela vient de ce que Ie grandissement
transversal d'un systeme afocal est une constante. La phase dans Ie plan focal
image de £5 n'est pas modifiee non plus.

13.2 Spectre d'un objet transparent ec1aire par un
faisceau divergent

13.2.1 Analyse du probleme et solution

Reportons-nous a la figure 13.6 qui represente un objectif dont les points
principaux sont H et H' (cet objectif est par exemple Ie teleobjectif du para­
graphe precedent). La source lumineuse S est monochromatique, de longueur
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8'

P'
d'

FIG. 13.6. Un objet plan, place en A, est eclaire par une onde divergente issue de
8. On cherche I'amplitude du champ dans Ie plan P', Iii OU se trouve I'image de la
source.

d'onde.\, et son image a travers l'objectif est S'. Notons d = HS et d' = H'S'.
On place en A, a la distance d1 = H A du plan principal objet, une transparence
plane de fonction de transmission t. QueUe est l'amplitude du champ dans Ie
plan P' qui passe par S'? (Ce probleme est expose ala p. 118 de la deuxieme
edition du livre de Goodman [97].)

Pour resoudre ce probleme, remarquons que la transparence plane eclairee
par l'onde divergente est equivalente a un emetteur spherique A centre en Set
passant par A (fig. 13.7) [Emetteur spherique equivalent]. Sa sphere de Fourier
est la sphere F, centree en A, qui passe par S [Theoreme 1]. L'image de F
est la sphere F' qui passe par S' et qui est centree en A', l'image paraxiale
de A [Imagerie coherente, theoreme 2]. Finalement, l'amplitude du champ sur
F' se deduit de l'amplitude sur A par transformation de Fourier optique. Mais
l'amplitude du champ sur A n'est rien d'autre que t. Ainsi l'amplitude du
champ sur F' est proportionneUe a t. Cela reste vrai pour Ie champ dans Ie
plan P', a un terme de phase quadratique pres.

Nous poursuivons par les calculs explicites. L'amplitude du champ sur A
est UA(r) = Uot(r) (Uo est une constante dimensionneUe). Le champ sur F
s'obtient apres une diffraction de Fraunhofer (virtueUe) a la distance d - d1 de
A, sous la forme

d'
F' A'

A'

(13.10)

FIG. 13.7. L'objet plan de la figure 13.6 est equivalent ii un emetteur spherique A
dont la sphere de Fourier est :F. L'image coherente de :F est la sphere :F' qui passe
par 8', et I'amplitude du champ sur :F' est proportionnelle ii la transformee de Fourier
de l'amplitude du champ sur A.
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Le champ sur :P est l'image coherente du champ sur F, et Ie grandissement
est d' / d, de telle sorte que

, d (S'd) iUod ~( s'd )
UF'(s) = d' UF d! = )"'d'(d _ dI) t )"'d'(d - d

l
)

(13.11)

On passe au champ dans Ie plan P' a l'aide d'une transparence de courbure.
Si d~ = H' A', Ie rayon de courbure de la sphere F' est d~ - d', et nous ecrivons

(13.12)

Exprimons la distance d~ en fonction des donnees du problemes, d, dl et d'.
On deduit de la formule de conjugaison des systemes centres 1

1 1 1 1
---
d~ dl d' d'

d'oli

, d'dd l

dl = dd l - d'd l + d'd

Finalement

(13.13)

(13.14)

(13.15)

Remarquons la relation suivante qui se deduit de la relation (13.13) (et qui
n'est rien d'autre que la loi de grandissement des rayons pour A et A')

d~ d
(13.16)

En conclusion, la relation (13.12) s'ecrit

U ,(s') = iUod ex [i7r(dd l - d'd l + d'd)S'2]
P )"'d'(d - dI) P )"'d,2(d l - d)

X l2 exp [)"'d,~t~dI)s'.r]t(r)dr. (13.17)

1 Si l' est la distance focale image du systeme, d la distance du point principal
objet a l'objet, et d' la distance du point principal image a l'image, la formule de
conjugaison de Descartes s'ecrit - c'est la relation (4.66) -

si l'indice de refraction de l'espace objet et celui de l'espace image sont egaux.
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13.2.2 Un autre point de vue

Dans Ie calcul precedent, la transformation de Fourier optique etait consi­
deree dans l'espace objet. On se rapporte a l'espace image de la fa<;on suivante.
L'amplitude du champ sur la sphere A est t(r), et l' image coherente de A est
la sphere AI centree en SI et qui passe par AI. Le grandissement transversal
entre A et AI est dUdl, et l'amplitude du champ sur AI est [Imagerie coherente,
theoreme 2]

(13.18)

La sphere F I est la sphere de Fourier de AI et Ie transfert du champ de AI a
F I

, qui correspond a une diffraction de Fraunhofer a la distance d l
- d~, s'ecrit

UF'(S/) = A(d/~d~) UA' (A(dls~d~))
On deduit de la relation (13.18)

~ d~ ~(Fd~)UA,(F) = d
l

Uot ----;r; ,

puis

(13.19)

(13.20)

(13.21)

On montre, grace a la relation (13.16), que la relation (13.21) n'est rien d'autre
que la relation (13.11). On passe a l'expression de l'amplitude du champ sur
pi a l'aide de la relation (13.12) et on obtient a nouveau la relation (13.17).

13.2.3 Passage du champ sur une sphere au champ sur un plan

La figure 13.7 montre que la transformee de Fourier de l'amplitude du champ
sur A s'obtient sur une sphere, comme au paragraphe 13.1. Un objectif per­
mettant d'observer sur un plan Ie champ obtenu sur la sphere doit avoir son
foyer objet FI en AI, et son point principal objet HI peut etre place en SI. La
distance focale objet de l'objectif est

f = SIAl = d~ - dl . (13.22)

(13.23)

L'amplitude du champ sur F I se trouve dans Ie plan principal image Pf de
l'objectif. Sur la figure 13.7 la distance focale objet est positive et l'objectif
doit etre divergent. La figure 13.8 montre la situation. Nous avons

Up'(S/) = UF'(S/)
1

iUod I" [2i7l"d I]
= Adl(d-dl)}JRZexp Adl(d_ddsor t(r)dr.
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FIG. 13.8. L'amplitude du champ dans Ie
plan Pf est egale a I'amplitude du champ sur
la sphere F' si on emploie un objectif dont Ie
foyer objet F I se confond avec A'. Sur la figure,
I'objectif est divergent et est represente seule­
ment par ses points principaux (HI et HD et
son foyer objet (FI ).

La situation de la figure 13.8 presente l'inconvenient que Ie plan principal
image est virtue!. On obtient l'amplitude de F' sur un plan reel si on accepte,
entre F' et ce plan, un grandissement transversal different de 1. Le montage
est celui de la figure 13.9. Si 9 est Ie grandissement transversal entre S' y S~,

alors

1 (S')Up'(S') = - UF' -
1 9 9

iUod r [2iJrd ']
= >..gd'(d - dI) JW!.2 exp >..gd'(d _ dI) r·s t(r) dr.

----1""-1--:::---"-----+-------

(13.24)

--.4

J s' sI - - - _ A'I _

T----~.:-F

\ 1

-\-

F ' Pf

FIG. 13.9. Le point Sf est I'image de S' a
travers I'objectif represente par ses points (et
plans) principaux (HI et HD et son foyer ob­
jet (FI ).

(13.25)

13.2.4 Defaut de mise au point de l'image d'un objet coherent

Nous considerons a nouveau l'objet du paragraphe 13.2.1, eclaire par une
onde divergente, mais nous cherchons Ie champ dans un plan B' de l'espace
image, quelconque, passant par Ie point B', different de A' (fig. 13.10). Les
notations sont celles du paragraphe 13.2 et d~ = H'B'.

L'amplitude du champ sur A' (l'image coherente de A) est

, dl (r'd l )UA' (r ) = d~ UA ~ .

Rappelons que UA (r) = Uot(r). Le rayon de courbure de A' se deduit de la loi
de grandissement des rayons de Bonnet, qui prend la forme

(13.26)
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d

d'

8 ' B '

B'

FIG. 13.10. On cherche l'amplitude du champ dans Ie plan 8 ' qui passe par Ie point
B ' a la distance d~ de H'.

Le transfert du champ de A' a B' s'effectue par diffraction Fresnel et s'exprime
sous la forme [Transfert general]

• TT • 1
2 1 . 1

2 1
I IUD [11fS] [11fT (

UB'(S) = A(d~ _ d~) exp A(d~ - d~) IR;xp --A- d~ - d~

[
2i1fSI.r/]

x exp d~ _ d~ UA'(r
l

) dr
l

• (13.27)

La relation (13.14) reste vraie et elle permet d'exprimer d~ en fonction de d, d l

et d l . En faisant la meme chose avec Ie rayon RA, a partir de la relation (13.26)
et en utilisant la relation (13.25), on arrive a exprimer UBI(s/) en fonction des
donnees du probleme; d, dl

, d l , d~ et t.
Vne methode alternative consiste a introduire la sphere B dont Ie plan BI

est l'image coherente. On passe de l'emetteur spherique A, defini comme au
paragraphe 13.2, a B par diffraction de Fresnel (en general), et On applique
l'imagerie coherente pour deduire enfin l'amplitude du champ sur BI

.

13.3 Ca1culs de courbures de phase

Les calculs de ce paragraphe sont valables dans des conditions de stigma­
tisme (au moins approche) et dans Ie cadre metaxial. Ils permettent d'evaluer
les erreurs de phase commises quand on neglige la courbure des images ou des
spheres de Fourier et de definir des tolerances sur la position et la courbure des
emetteurs.

13.3.1 Courbure de l'image coherente d'un emetteur spherique

Cette courbure est directement donnee par la loi du grandissement des
rayons de Bonnet. Si AI (sommet SI, centre de courbure GI, rayon RN) est
l'image coherente de l'emetteur A (sommet S, centre G, rayon de courbure
RA ) a travers Ie systeme centre S alors

RA, n l

-R = -gsge, (13.28)
A n

ou gs est Ie grandissement transversal aux sommets et ge, aux centres de cour­
bure.
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(13.31)

(13.34)
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Systeme afocal. Si Ie systeme S est afocal, Ie grandissement transversal est
9 = gc = gs (il est constant). Soit r un point de l'objet et soit r' son image
(r' = gr). L'ecart de phase, dli ala courbure, qui existe entre r et Ie sommet
de l'objet, ou plus precisement entre Ie point r de la sphere A et sa projection
sur Ie plan tangent a la sphere en son sommet, est

7r 2
CPA(r) = ARA r ,

l'origine de la phase etant prise sur Ie plan tangent.
Pour l'image, la difference de phase, due ala courbure, entre r' et sa pro­

jection sur Ie plan tangent en A' en son sommet est CPA' (r') telle que

(
') 7r ,2 7rn ,2 7r 2 ( )

CPA' r = A'RA' r = n'A'RAg2r = ARA r = CPA r . (13.30)

Un systeme afocal conserve les phases quadratiques (en deux points conjugues).
Systeme a foyers. Avec les memes notations que precedemment, les ecarts
de phase CPA (r) et CPA' (r') par rapport aux plans tangents a A et A' en leur
sommet verifient

(
') 7r ,2 7rn 2 2 gs ()

CPA' r = \'R r = /\, R gs r = -CPA r ./\ A' n /\ gsgc A gc

13.3.2 Courbure de la sphere de Fourier image

Soient un systeme centre S et un emetteur spherique A, de sommet 5 et
centre C. La sphere de Fourier image est l'image F' de la sphere de Fourier F
de A. Elle passe par C' (l'image paraxiale de C) et son centre de courbure est
5' (l'image paraxiale de 5). C'est aussi la sphere de Fourier de A', la sphere
image de A.

La loi du grandissement des rayons de Bonnet donne

RF' RA' n'- = - = -gsgc . (13.32)
RF RA n

Systeme afocal. Si Ie systeme est afocal, de grandissement transversal g,
alors RF' = (n' jn)g2RF = -(n' jn)g2 RA. Cela conduit cependant a des phases
quadratiques egales, en valeur absolue, sur l'objet et sur la sphere de Fourier
image (les differences de phases sont prises par rapport aux plans tangents aux
sommets); cela se comprend en raisonnant comme suit. Soit r un point de
l'objet A et r' = gr son image. Soit 8 un point de la sphere de Fourier F et
8' = g8 son image. Nous comparons les ecarts de phase dus aux courbures pour
s = r et s' = r' (conditions plus generale que 8 = r et 8' = r'). Sur l'objet A

CPA(r) = A~A r
2

, (13.33)

et sur F'

(
') 7r ,2 7rn 2 7r 2 ( )CPF' 8 = --s = s = ---r = -CPA r .

A'RF' n'A'RF ARA

Ce resultat est une consequence de celui etabli au paragraphe 13.3.1 pour un
systeme afocal.
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Objet plan et systeme a foyers. Le rayon de l'objet est infini et la sphere
de Fourier F est it l'infini. La sphere F' est centree en S' et passe par Ie foyer
image F' de l'objectif. Son rayon de courbure est RF' = F' S'. Si f' est la
distance focale image de l'objectif et f la distance focale objet, la formule de
conjugaison de Newton donne

- ff'
RF' = F'S' = =.

FS

Sur la sphere F', l'ecart de phase par rapport au plan focal est

(
') Jr ,2 JrFS ,2

!f'F'S = >/RF' 8 = >/f1'8 .

13.3.3 Phase quadratique dans Ie plan focal d'un objectif

(13.35)

(13.36)

Dans la situation decrite au paragraphe 13.1, la transformee de Fourier de
l'amplitude sur T s'observe sur la sphere de Fourier F' (fig. 13.2). Le rayon de
courbure de cette sphere est RF' = F'T' et Ie calcul donne F'T' = -88,9 mm.
Cette distance (mesure algebrique) est la distance focale objet de l'objectif L3
qui permet de « redresser» Ie champ.

Imaginons vouloir augmenter la taille du spectre it l'aide d'un systeme afocal
comme au paragraphe 13.1.3. Nous supposons ate l'objectif L3. QueUe est la
courbure de phase dans Ie plan pm? L'image de la sphere F' est la sphere F"
tangente it p'" et de rayon RF " = P"'T" , ou T" est l'image de T' it travers Ie
systeme afocal (ou encore de T it travers l'ensemble constitue du teleobjectif et
du systeme afocal). Pour evaluer ce rayon de courbure, il n'est pas necessaire
de calculer la position de T" : il suffit d'appliquer la loi du grandissement des
rayons de Bonnet; Ie grandissement ga du systeme afocal etant constant, cette
loi s'ecrit

(13.37)

ou gt' designe Ie grandissement transversal pour la conjugaison de T' et T", et
gl' pour les sommets des spheres F' et F". Comme on cherche it augmenter les
dimensions du spectre, on a f~ > f4 (si on emploie des objectifs convergents)
et IRF" I > IRF'I : on obtient Ie spectre sur une sphere de plus grand rayon de
courbure. On n'a cependant rien gagne en termes de dephasage si on raisonne
comme au paragraphe 13.3.1 pour un systeme afocal.

La compensation de cette phase s'obtient comme au paragraphe 13.1, it
l'aide de l'objectif L3' ou bien encore dans Ie plan pm it l'aide d'un objectif L6'
de distance focale f~ = ga2 f~·

13.3.4 Localisation du centre de courbure d'une image

II resulte de la notion d'emetteur spherique equivalent et de la double conju­
gaison par imagerie coherente la propriete suivante.
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Proposition 13.3.1. Soit un objet plan transparent T, eclaire par une onde
lumineuse issue d'une source S quasi ponctuelle. L'image de T it, travers un
systeme optique centre est une calotte spherique T' centree en S', l'image (pa­
raxiale) de S it, travers le systeme. Plus precisement, si test la jonction de
transmission de T, c 'est sur T' que, dans l 'espace image, l 'amplitude du champ
est egale it, t, au grandissement pres.

Remarque 13.3.1. La proposition 13.3.1 est vraie pour un systeme a foyers
comme pour un systeme afocal (Ie centre de courbure de l'image est alors a
l'infini : l'image est plane).

Exemple 13.3.1. La figure 13.11 illustre la proposition 13.3.1. L'objectif £1
(represente comme une lentille mince) forme l'image de la source S en S', sur
l'objectif £2. La transparence T, eclairee par une onde convergente, est equi­
valente a un emetteur spherique centre en S'. Son image a travers £2 est T',
centre en S'. La position de T' se ca1cule par l'optique geometrique paraxiale.

5

T T'

FIG. 13.11. L'image de la transparence T, ec1airee par la source 5, est une calotte
spherique T' centree sur l'image 5' de la source. Ici c'est 122 qui forme l'image de T.
Le point 5' est sa propre image a travers 122.

Exemple 13.3.2 (Eclairage Kohler). Ce type d'eclairage est utilise en mi­
croscopie. La source S (fig. 13.12) est en general incoherente spatialement et
temporellement. Cependant l'eclairage Kohler fournit un eclairage partielle­
ment coherent (spatialement) sur l'objet T, suppose plan. En effet, un premier
objectif £ (tous les objectifs sont representes comme des lentilles minces pour
simplifier Ie schema) projette la source sur la pupille d'entree du condenseur et
fournit une source secondaire dont les dimensions sont celles de cette derniere
pupille : eela revient a regler les dimensions de la source et done sa coherence
spatiale. La pupille d'entree du condenseur se trouve au foyer objet de celui­
ci, de telle sorte que la pupille de sortie du condenseur est a l'infini; elle se
confond avec la pupille d'entree de l'objectif du microscope, elle-meme a l'in­
fini. La source S a finalement une image S' situee dans Ie plan de la pupille de
sortie de l'objectif de microscope. L'image T' de Test une calotte spherique
centree en S'.

Les courbures des differentes calottes spheriques satisfont les conditions
d'application du theoreme 4 p. 221. Si la pupille d'entree du condenseur est as­
sez petite, l'eclairage de Test pratiquement coherent spatialement. Le resultat
du theoreme 4 reste vrai en spectre etroit.
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FIG. 13.12. Bclairage Kohler en microseopie.

Dans la pratique, la eourbure de l'image est faible a cause des dimensions
transversales de l'image, elles-memes relativement faibles.

Une analyse plus complete de la formation des images en microscopie sous
eclairage Kohler exige de tenir compte de la coherence partielle induite par cet
eclairage. On la trouve par exemple dans l'ouvrage de Marechal et Franc;on
[157], mais bien sur en termes classiques.

13.4 Theorie du stenope

13.4.1 Chambre noire

Un stenope est un orifice perce dans un ecran, qui permet la formation d'une
image sur la paroi d'une chambre noire. Cette image est observee en general
sur un ecran depoli (fig. 13.13).

r~b~:t~~m~n,=

. -- '.

Stenope

Chambre noire

Beran depoli

FIG. 13.13. Observation de l'image
formee Ii l'aide d'un stenope sur
l'ecran d'une ehambre noire. (La
ehambre noire est representee deeou­
pee pour rendre Ie stenope apparent.)

Remarque 13.4.1. La chambre noire et Ie stenope etaient connus dans la
Chine antique, c'est-a-dire au lVe ou me siecle avant notre ere [227]. L'Egyptien
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Ibn al-Haytham (Alhazen) s'en servait au debut du Xle siecle en astronomie;
Roger Bacon (XIIe siecle) les a utilises pour observer une eclipse de Solei! [227].
Si on remplace Ie depoli par une emulsion photographique et ajoute un obtura­
teur (par exemple pres du stenope), on obtient une chambre photographique.
Cela fut fait au XIXe siecle. On ameliore les conditions de prise de vue (contr6le
de l'exposition) et la qualite de l'image en remplar;ant Ie stenope par un objec­
tif: on obtient un appareil photographique (ou camera) moderne. De nos jours
on remplace l'emulsion par un detecteur electronique (CCD par exemple).

Les stenopes sont utilises dans Ie domaine des rayons X, et certaines tech­
niques de codage et de traitement d'images permettent d'ameliorer leurs per­
formances [76,209].

13.4.2 Image geometrique et image physique

Considerons la figure 13.14 : la sphere Fest la sphere de Fourier de l'emet­
teur A (sommet A). Le recepteur est la sphere AI (sommet AI) dont la sphere
de Fourier est :F. Nous supposons A et AI concentriques (centre S), si bien
que F et F I sont tangentes. Nous notons d = SA et dl = SIAl et prenons des
variables r sur A, r l sur AI et s sur F et Fl.

Si nous ne plar;ons aucun obstacle en S, Ie transfert du champ de A it AI se
compose de deux transformations de Fourier optiques (de A it F et de F I it AI)
et d'une transparence de courbure de F it Fl. Cette transparence de courbure
opere apres la premiere transformation de Fourier et avant la seconde. Pour
cette raison, Ie transfert du champ ne se reduit pas it la composition de deux
transformations de Fourier. Or c'est bien la composition des deux transforma­
tions de Fourier qui conduirait it ecrire l'amplitude du champ sur AI comme
etant identique it l'amplitude du champ sur A, it un facteur d'homotMtie pres
(grandissement transversal).

Il n'y a donc pas formation d'une image (l'espace est suppose homogene).
Toutefois nous apercevons ce qu'il faudrait faire pour que l'amplitude du champ
sur AI soit identique it celle du champ sur A : il faudrait pouvoir negliger la
transparence de courbure entre F et Fl. Cette derniere s'ecrit

[
iJr ( 1 1) 2]T(s) = exp -~ dl - d S (13.38)

FIG. 13.14. Elements pour l'analyse de la formation d'une image par un stenope
place en S.
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Nous adoptons Ie critere suivant : T(s) est negligeable si on peut l'approcher
par 1, ce qui a lieu si les variations de la phase sont inferieures a 1f12 (Rayleigh)
- soit une difference de chemin optique inferieure a A14. Cette condition est
remplie si

1
s<--J2 I ~I=d-d'

Add'
2(d - d' ) .

(13.39)

(L'egalite de la relation (13.39) resulte de nos conventions: d < 0 et d' > O. En
particulier d - d' n'est jamais nul.)

Pla<;ons en Sun ecran perce d'un trou (stenope) de diametre ¢ tel que

~ = J2Add'
'I-' d-d"

(13.40)

si bien que la condition (13.39) est remplie pour tous les points du stenope.
Nous analysons la formation d'une image en deux temps. Nous negligeons

d'abord la diffraction du stenope et ne considerons que Ie role de ce dernier sur
la reduction a 1 du terme de phase quadratique. Cela peut sembler artificiel
mais maintient Ie parallele avec l'etude de la formation d'une image par un
objectif, menee au chapitre 4 (ouverture illimitee), puis au chapitre 8 (role de
la pupille).

Nous ecrivons

(13.41)

et grace a la relation (13.40) nous obtenons UF'(s) ~ UF(s), si bien que

(13.42)

Ainsi AI est l'image coherente de A, Ie grandissement transversal etant egal a
d'ld.

Nous obtenons de cette fa<;on l'equivalent de ce que nous avons baptise
« image geometrique » au chapitre 8. Nous ecrivons UAG l'amplitude de cette
image et rempla<;ons la relation (13.42) par

(13.43)

Puisque nous disposons d'une image geometrique, nous poursuivons l'ana­
lyse en reproduisant l'etude menee au chapitre 8 et tenons compte de la dif­
fraction produite par Ie stenope. Ce dernier joue Ie role de la pupille : il est
represente par la fonction pupille p, et la formation de l'image fait intervenir Ie
gain complexe (ou reponse percussionnelle spatiale) h defini par

h(r) __1_ ~ (~)
- A2d,2 P Ad' '

(13.44)
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conformement a la relation (8.16).
Finalement l'amplitude de l'image formee par Ie stenope s'ecrit

(13.45)

13.4.3 Image formee en eclairage incoherent

Le calcul est celui du paragraphe 8.3.1. Soient 13 un emetteur incoherent
place en A, et 13' un recepteur place en A'. L'eclairement de l'image geometrique
de 13 est

(13.46)

et celui de l'image physique

(13.47)

Nous concluons par les commentaires suivants.

1. L'image d'un objet incoherent, formee par un stenope, n'est pas localisee :
quelle que soit la position de l'objet (et sa courbure), il se forme une image
(plane) a une distance arbitraire.

2. Pour qu'une image se forme, Ie diametre du stenope doit etre lie a la dis­
tance de l'objet au stenope et du stemope a l'ecran d'observation de fac;on
a ce que la relation (13.40) soit satisfaite. En particulier Ie diametre du
stenope peut etre relativement grand - par exemple quelques centimetres
- si les distances d et d' sont elles-memes grandes 2. Ce qui compte, c'est la
variation du chemin optique entre l'objet et l'image. Plus precisement, si I
est un point du stenope, les variations du chemin optique [AIA'] doivent
etre d'un ordre superieur a 2 par rapport a SI, de telle sorte que s'applique
Ie principe de Fermat: Ie chemin optique [AIA'] est constant au deuxieme
ordre, condition de la formation d'une image.

3. La relation (13.40) fixe une borne superieure au diametre du stenope pour
la formation d'une image. Cette relation contient une part d'arbitraire,
puisque fondee sur Ie critere de Rayleigh. Mais inversement, il ne faut pas
que Ie diametre ¢ soit trop petit. Examinons Ie cas limite d'un stenope
infiniment petit. On doit remplacer la relation UF'(s) ~ UF(s) par

UF'(s) = UF(s) o(s) = UF(O) o(s). (13.48)

Il en resulte, par transformation de Fourier, que UA' (r') est constant. Il
y a diffraction par un trou quasiment ponctuel : l'onde emergente est une
onde spherique. Il ne se forme pas d'image!

2 Le trou d'une serrure est un stenope. On peut parfaitement observer sur la paroi
(claire) d'une piece sans ouverture autre que la serrure de sa porte la scene exte­
rieure. (L'observateur est dans la chambre noire; l'image est en couleurs... et a
l'envers !)
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4. Le point precedent est lie ala qualite de l'image formee par Ie stenope. La
figure 13.14 montre qu'il y a filtrage des frequences spatiales par Ie stenope.
Le module d'une frequence spatiale de l'objet transmise par Ie stenope est
majore par 1>/IAdl. II lui correspond un module de frequence spatiale F ', sur
l'image, egal a 1>1 Ad' . Si l'on tient compte de la relation (13.40) on obtient

F/~
2d

Ad'(d - d/) .
(13.49)

(13.50)

5. Le resultat precedent s'exprime en termes de resolution. La resolution an­
gulaire du stenope circulaire de diametre 1> est (exprimee dans l'espace
image)

I A
ao = 1, 22"¢,

conformement a la relation (8.74). (Ici la longueur d'onde est la meme dans
l'espace objet et dans l'espace image.) Si Ie diametre du stenope est choisi
selon la relation (13.40), la relation (13.50) conduit a

a~ = 1,22
A(d-d/)

2dd'
(13.51)

6. Comparons Ie stenope a un objectif, ou plus simplement une lentille mince,
placee en S. Le role de la lentille n'est autre que de transformer la courbure
de F et de superposer F sur F ', c'est-a-dire d'imager F et Fl. Cela a lieu
si la lentille compense Ie terme de phase quadratique T(s). Compte tenu
de la relation (4.55), la lentille doit satisfaire la relation

1 1 1
f' d' d'

(13.52)

qui indique que AI est l'image (paraxiale) de A. On perd bien sur avec
la lentille la propriete du stenope de former une image a toute distance.
L'analyse de la formation de l'image par la lentille repose sur la relation
(13.41) et sur la relation UF'(s) = UF(s), qui devient rigoureuse (si on ne
tient pas compte des aberrations) ; c'est encore l'analyse du chapitre 8.

On conclut qu'a petite ouverture, la lentille est inutile! Le stenope offre la
resolution d'une lentille de meme diametre que lui. L'interet d'un objectif
est la formation d'une image avec des ouvertures plus grandes que celIe
autorisee par un stenope et qui ne satisfaisont plus la condition (13.40). Cela
est favorable d'un point de vue photometrique ainsi que pour la resolution
(dans la mesure OU les aberrations sont corrigees).
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13.5 Spectrometrie instrumentale : spectrometres a
reseaux

II peut paraitre surprenant d'illustrer l'optique de Fourier par la spectro­
metrie 3 instrumentale. En quoi l'optique de Fourier intervient-elle dans ce do­
maine? Eh bien d'abord par l'intermediaire de la diffraction: la resolvance
d'un spectrometre, qu'il soit a reseau ou a prisme, depend de la dimension
de sa pupille, et cela a cause de la diffraction. En outre, a y regarder de plus
pres, on constate que la fonction d'appareil de l'instrument 4 n'est autre que la
fonction de correlation des fentes d'entree et de sortie de l'instrument. C'est,
au fond, une generalisation du resultat etabli pour les pupilles d'entree et de
sortie d'un objectif (en ec1airage incoherent) dont les fentes du spectrometre
jouent Ie r6le. Enfin, et de far;on generale, la theorie des signaux et systemes
s'applique avec une bonne approximation a la description des spectrometres,
et la transformation de Fourier y tient encore un r6le important.

Ce paragraphe n'est qu'une breve introduction a la spectrometrie instru­
mentale. On trouve des explications complementaires dans des livres speciali­
ses [30].

13.5.1 Reseau de diffraction

Certains reseaux de diffraction sont etudies au chapitre 5 : il s'agit de re­
seaux en transmission comportant des ouvertures periodiques percees dans un
ecran; nous les qualifions de reseaux binaires. On conr;oit plus generalement
des reseaux de divers profils, en transmission ou en reflexion. Un reseau par
reflexion est, de fait, un miroir dont la surface presente un profil periodique
(figure 13.15). De far;on imagee, on parle de « sillons » traces sur la surface du
miroir; on dit aussi « lignes » ou « traits» (voir Ie paragraphe 5.4.1). L'etude
commence ici par un reseau de dimensions infinies; les effets de la limitation
de la surface du reseau sont pris en compte par la suite.

FIG. 13.15. Schema d'un reseau de diffrac­
tion en reflexion. La lumiere, qui arrive par
Ie haut, se reflechit sur la surface superieure.

3 On rencontre aussi Ie terme de spectroscopie. La difference reside dans Ie recepteur
employe pour detecter la lumiere. On parle de spectroscopie si Ie recepteur est
I'ceil humain, ou plus generalement une emulsion photographique qui enregistre Ie
spectre sous la forme d'une image (constituee par exemple par des raies spectrales).
En spectrometrie, Ie recepteur est un detecteur de flux (en general il enregistre les
variations temporelles du flux).

4 C'est-a-dire sa reponse percussionnelle, dans la mesure OU I'instrument est consi­
dere comme un filtre lineaire. Ce point sera precise par la suite.
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Avec des coordonnees x et y dans Ie plan du reseau, la fonction de reflexion
s'ecrit comme la repetition d'un motif m sous la forme (q est un nombre entier)

q=+oo 1
r(x,y) = L m*Oqp(x) = -m* Wp(x),

q=-oo p
(13.53)

ou pest la periode (ou pas) du reseau et OU Ie produit de convolution porte sur
la seule variable x (Ie motif m est une fonction d'une seule variable, definie sur
l'intervalle]- p/2,p/2]; des exemples sont donnes a la fin de ce paragraphe).

L'analyse de Fourier permet d'ecrire

(13.54)

8i une onde plane monochromatique d'amplitude Uo arrive sur Ie reseau sous
incidence normale, l'amplitude reflechie s'ecrit 5

UoU(x,y) = - m * Wp(X) ,
P

et son spectre angulaire se deduit de la relation (13.54) sous la forme

(13.55)

(13.56)

V-L(a,(3) = ~g in (~) W 1/ p (~) 0 (~)

= Uo qI:

oo

in (q>.) 0 (a _q>.) 0((3),
p q=-oo p p

OU l'indice 1.- indique que l'incidence est normale.
L'onde reflechie est une superposition d'ondes planes, chacune d'elles se

propageant dans une direction particuliere. L'ordre de diffraction q (q E Z)
correspond au terme o[a- (q>./p)] 0((3) de la somme de la relation (13.56), c'est­
a-dire a l'onde plane qui se propage dans la direction de cosinus directeurs qAjp
et 0, ou encore, de frequence angulaire (q>./p, 0). L'amplitude de cette onde est
proportionnelle a in(q>./p).

En jouant sur Ie profil du reseau 6, on favorise certains ordres comme Ie
montre la relation (13.56). Par exemple, un reseau « echelette » diffracte dans
une seule direction, de telle sorte que toute l'energie lumineuse est diffractee
dans un meme ordre (voir l'exercice 13.3, p. 405).

Exemple 13.5.1 (Reseau en reflexion a profil sinusoidal). Le profil du
reseau est decrit sur l'intervalle ]- p /2, p /2] par la fonction

5 Cette ecriture suppose Ie reseau assez mince pour que tout effet d'epaisseur soit ne­
gligeable. Le reseau est vu comme une « boite noire », et nous ecrivons l'amplitude
du champ en sortie de cette boite, en fonction de celIe d'entree. Nous ignorons la
forme que prend l'amplitude du champ dans les creux des sillons; son etude releve
de theories plus elaborees, fondees directement sur les equations de Maxwell, et
s'appuie sur des methodes de resolution numeriques.

6 C'est-a-dire en choisissant bien la fonction m ou plus precisement sa transformee
de Fourier m.
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(13.57)

ou eo est une constante homogene a une longueur. Si Ie reseau est dans Ie
vide, l'ecart de chemin optique que subit, a l'abscisse x, l'onde incidente dans
une reflexion est 8(x) = 2f(x), si bien que Ie motif du reseau s'ecrit, pour la
longueur d'onde A,

[
4i7feo x]m(x) = rectp(x) exp --A- cos 27fp

Exemple 13.5.2 (Reseau echelette).
l'intervalle ]- p/2, p/2] par la fonction

x
f(x) = eo- ,

p

et Ie motif s'ecrit

[
4i7feox]m(x) = rectp(x) exp -~

13.5.2 Formule des reseaux

(13.58)

Le profil du reseau est donne sur

(13.59)

(13.60)

Si l'incidence n'est pas normale, l'amplitude de l'onde incidente s'ecrit sous
la forme

[
2i7faox]Ui(x,y) = Uo exp --A- , (13.61)

a condition de supposer que la normale a l'onde incidente est dans Ie plan
perpendiculaire a la direction y. L'introduction d'un terme de phase lineaire
se traduit par une rotation globale du spectre calcule au paragraphe precedent
(cela est vrai pour de petits angles, comme dans l'exemple 2.3.1 p. 37). L'onde
plane associee a l'ordre q se propage suivant la direction ao + qA/p. Si Vi- est
Ie spectre angulaire obtenu pour l'incidence normale, Ie spectre angulaire de
l'onde emergente correspondant a l'onde donnee par la relation (13.61) est

V(a,(3) = Vi- * oo:o,o(a,(3)

= Uoq~OO in (ao+ qA) 0 (a _ ao _ qA) 0(;3).
p q=-oo p P

II y a des interferences constructives dans la direction associee a a si

qA
a-ao =-.

p

(13.62)

(13.63)

Pour obtenir la formule des reseaux sous sa forme habituelle, nous designons
par eo l'angle d'incidence et e l'angle de reflexion, l'origine etant la normale
(figure 13.16). Alors ao = -sineo et a = sine, et la relation (13.63) s'ecrit



396 Optique de Fourier

. 8 . 8 qA '7lsm + sm 0 = - , q E ~ .
P

(13.64)

La relation (13.64) est la « formule des reseaux ». Le signe negatif qui
apparait dans la relation ao = - sin 80 resulte de la convention adoptee pour
l'orientation des angles (voir la figure 13.16). L'ordre 0 correspond a un angle
de reflexion 8 = -80 , cas de la reflexion speculaire.

80

8

FIG. 13.16. Definition de l'angle d'incidence 80 et de l'angle
de diffraction 8 pour un reseau en reflexion.

Remarque 13.5.1. La relation (13.64) a ete etablie sans aucune hypothese
Quant au profil du reseau, c'est-a-dire independamment de la fonction m. La
seule approximation fut de supposer un reseau mince, assimilable a une trans­
parence mince, propriete utilisee implicitement dans la relation (13.53).

13.5.3 Resolution intrinseque

La resolution d'un reseau de diffraction - on dit aussi resolvance - se rap­
porte au plus petit intervalle LlAm qu'il est possible de detecter. Au voisinage
de la longueur d'onde A, la resolvance est R, definie par

(13.65)

La resolution intrinseque se definit de la far;on suivante. Pour une direction
d'incidence fixee, la relation (13.64) donne

qdA
cos8d8 = --,

p

puis

cos 8 Ll8 = Iql LlA
p ,

(13.66)

(13.67)

de telle far;on que l'intervalle spectral minimum detectable LlAm est directement
lie a l'intervalle angulaire minimum perceptible Ll8m .

8i nous ne prenions pas en compte les phenomenes de diffraction relatifs
aux dimensions finies du reseau, l'emploi d'un objectif de grande distance fo­
cale permettrait, selon les lois de l'optique geometrique, de distinguer un Ll8m

arbitrairement petit : deux directions separees angulairement de Ll8m sont fo­
calisees dans Ie plan focal en deux points separes de la distance l'Ll8m . Cette
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distance pourrait etre rendue superieure a la limite de resolution du detec­
teur par Ie choix d'une distance focale l' assez grande. En realite, cela n'est
pas possible a cause de la diffraction : chaque faisceau se propageant dans
une direction donnee possede une certaine etendue angulaire; les deux foyers
precedents sont a remplacer par deux taches lumineuses dont les dimensions
(lineaires) augmentent proportionnellement a la distance focale 7.

Soit L la largeur du reseau (suppose de forme rectangulaire) suivant la
dimension perpendiculaire aux sillons. Pour l'incidence 80, l'angle de diffraction
est 8, et pour les phenomenes relatifs a l'ouverture du reseau, tout se passe
comme si ce dernier avait une largeur apparente L' = L cos 8 (voir la figure
13.17). La figure de diffraction due a la largueur limitee du reseau se represente
par la fonction

7rL'8
sin2 --

h(8) - L,2 A- (7r~'8Y , (13.68)

qui correspond a une ouverture rectangulaire de largeur L' (nous ne raisonnons
que sur une seule dimension, celle selon laquelle Ie reseau disperse la lumiere).

L'

FIG. 13.17. Pour I'etude de I'influence
de la diffraction, tout se passe comme si
Ie reseau, de largeur L, avait une largeur
apparente L' = L cos 8.

Si, pour fixer les idees, nous choisissons comme critere de resolution Ie critere
de Rayleigh, tel que Ie maximum en 8 corresponde au minimum de la valeur
voisine juste discernable , alors

A
Ll8m = -.

L'
(13.69)

7 Cela en supposant stigmatique I'objectif de focalisation. La situation reelle est
encore pire que celle decrite : on doit tenir compte, en plus, de I'ouverture limitee
de I'objectif et de I'elargissement des taches focales qui en resulte.
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La relation (13.67) donne

R = _A_ = J2.j£ = IqlN
LlAm pcose '

ou N est Ie nombre de lignes du reseau.
Il se trouve cependant que la relation (13.70) n'est pas tout a fait satisfai­

sante dans la mesure ou q et N ne sont pas independants; de fait les relations
(13.64) et (13.70) conduisent a

L
R = 1sin e+ sin eo 1-:\ . (13.71)

La resolution R apparait majoree par la resolution intrinseque (ou theorique)
du reseau qui est

2L
R max = T' (13.72)

Sous la forme de la relation (13.72), la resolution theorique depend essentiel­
lement de la largueur du reseau, et cela est dli a la diffraction. De la l'importance
pratique qu'il y a a recouvrir entierement Ie reseau par Ie faisceau d'eclairage.
Si on ne procede pas ainsi, Ie reseau fonctionne en dec;a de ses capacites, une
fois de plus a cause de la diffraction: en n'eclairant qu'une portion du reseau,
on travaille avec une pupille reduite, ce qui augmente la largeur de la figure de
diffraction, donnee par la relation (13.68).

Vne autre consequence de ce qui precede est que Ie nombre de sillons (de
lignes) d'un reseau n'est pas Ie parametre Ie plus important pour ce qui est
de la resolution. L'exercice 13.4 p. 406 presente un reseau particulier, connu
comme Ie reseau echelon de Michelson: il offre une haute resolution tout en
ayant un nombre reduit d'echelons [29,40]. L'avantage d'un grand nombre de
lignes reside plut6t dans l'augmentation de l'intervalle spectrallibre comme il
est explique au prochain paragraphe.

13.5.4 L'intervalle spectrallibre

Considerons de nouveau la relation (13.64) et fixons la valeur de eo. A
chaque valeur de q correspond un spectre dont l'ordre est precisement q. Il
arrive que la condition (13.64) soit satisfaite pour une meme valeur de e et
deux longueurs d'ondes differentes A et A'. Les ordres correspondants sont q et
q' tels que

qA = p(sine + sin eo) = q'A'. (13.73)

Vne ambiguite apparait : un detecteur place la ou on observe Ie spectre pro­
duit une reponse telle qu'il est impossible de distinguer un rayonnement a la
longueur d'onde A d'un rayonnement a A'. Cela vient de ce que Ie detecteur
est sensible au seul eclairement (de fac;on imagee, on peut dire que Ie detecteur
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ne voit pas les couleurs). L'ambigulte disparait si l'on sait a priori dans quelle
partie du spectre on observe (autour de A ou de A'). La longueur du plus petit
intervalle pour lequel il n'y a pas d'ambigulte est l'intervalle spectrallibre.

II est habituel en spectroscopie d'utiliser comme variable Ie nombre d'ondes
CJ au lieu de la longueur d'onde. Le nombre d'ondes CJ est

(13.74)

et est proportionnel a la frequence (temporelle) de l'onde 8. Si A et A' sont
comme dans la relation (13.73) nous caracterisons l'intervalle entre A et A' par

L1CJ = ~ - ~ = q - q'
A A' p(sin8+sin80 )

(13.75)

L'intervalle spectrallibre, note L1CJm in, correspond au minimum de IL1CJI et se
trouve en faisant Iq' - ql = 1 (q et q' sont des entiers), de telle sorte que

1
L1CJm in = ---,-------,------,-,-pi sin 80 + sin 81

(13.76)

On obtient un grand intervalle spectral libre en choisissant pi sin 80 + sin 81
petit. Pour avoir, en plus, une grande resolution dans cette circonstance, il faut
disposer d'un grand nombre de sillons. En effet si pi sin 80 + sin 81 est petit,
selon la relation (13.73) l'ordre q est petit, et la relation (13.70) montre que
la resolution ne peut etre elevee que si Ie nombre de sillons N est grand. Si
un grand intervalle libre n'est pas indispensable, c'est-a-dire si on travaille au
voisinage d'une longueur d'onde connue, il est possible d'obtenir une grande
resolution avec peu de sillons (reseau de Michelson).

13.5.5 Influence de la largeur des fentes

II existe un autre phenomEme qui influe sur la resolution d'un spectrometre.
Considerons Ie montage de la figure 13.18 OU un reseau de diffraction est eclaire
par une onde plane formee par un objectif catadioptrique a partir d'une fente
T1 (de largeur £1) placee dans Ie plan focal de l'objectif. (L'interet des objectifs

8 II s'agit du nombre d'ondes comme Ie definissent les spectroscopistes. II est pro­
portionnel a k = 27l" / A. Les raisons de ce choix sont historiques : pour passer
des longueurs d'ondes, accessibles aux mesures optiques, aux frequences, qui in­
teressent les spectroscopistes, il faut connaitre la vitesse de la lumiere. Au debut
du xxe siecle la precision sur celle-ci etait inferieure a celle des longueurs d'ondes
et tout I'avantage de mesures optiques precises etait perdu quand on passait a la
frequence. Le nombre d'ondes est proportionnel a la frequence avec cet avantage
que sa precision relative est la meme que celle obtenue sur la longueur d'onde.
Aujourd'hui ces raisons ne tiennent plus puisque la vitesse de la lumiere est exacte
par definition; mais I'habitude demeure de se rHerer au nombre d'ondes. Mention­
nons enfin qu'en spectroscopie, Ie nombre d'ondes CJ est souvent mesure en cm- 1

ou kayser [40].
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catadioptriques est de ne pas presenter de chromatisme.) Les traits du reseau
sont perpendiculaires au plan de la figure. Le systeme forme l'image de la fente
T1 sur la fente T2 (de largeur £2) dans Ie plan focal image du second objectif.
Le systeme forme par des deux objectifs est afocal, si bien que l'image de
la fente plane T1 est plane. Pour simplifier nous supposons un grandissement
transversal 9 = -1 entre T1 et T2 .

FIG. 13.18. Schema de principe d'un spectrometre a
fentes a reseau de diffraction plan. Les traits du reseau
sont perpendiculaires au plan de la figure. Les deux
miroirs concaves se comportent comme deux objectifs
convergents.

Le flux lumineux qui passe a travers Ie systeme est proportionnel a l'aire
commune a T2 et a l'image de T1 et, si on suppose que les fentes ont la meme
hauteur (dimension perpendiculaire au plan de la figure), il est proportionnel
a

(13.77)

ou ~ est la coordonnee du plan T2 suivant la direction de dispersion 9. Le flux est
nul quand l'image de T1 n'a aucune partie commune avec T2 et il est maximum
quand Ie centre de T1 coincide avec Ie centre de T2 (cette coincidence depend
de la longueur d'onde, a cause de la dispersion). Plus generalement, Ie flux
lumineux est proportionnel a la fonction d'intercorrelation des fentes.

La fonction ¢ est la reponse de l'instrument a une onde monochromatique
et pour cela elle joue Ie role de reponse percussionnelle. Pour les deux fentes
T1 et T2 de meme hauteur et de largeurs respectives £1 et £2 Ie graphe de
la fonction ¢(~) a la forme d'un trapeze (fig. 13.19). Le trapeze est centre a
l'abscisse ~o, laquelle peut s'etalonner en longueur d'onde (l'origine de l'axe ~

est sur l'ordre 0 de diffraction). Pour un flux lumineux donne, la resolution
optimale s'obtient quand Ie trapeze se reduit a un triangle comme nous allons
l'expliquer.

Ce qui precede est valable pour une longueur d'onde A. L'abscisse ~o corres­
pond au point OU Ie second objectif focalise une onde plane dont l'amplitude est
de la forme exp[-2i7rqexxjA], OU q est l'ordre de diffraction et ex une constante
(angulaire) qui depend de la dispersion du reseau. Si on eclaire l'instrument a
l'aide d'une onde de longueur d'onde A', l'amplitude immediatement apres Ie
reseau correspondant a l'ordre q est

9 L'origine des coordonnees est prise au foyer de l'ordre 0 de diffraction.
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¢(~)

FIG. 13.19. Reponse percussionnelle d'un spectrometre a fentes rectangulaires de
largeur £1 et £2. Si £1 =I- £2, la figure est un trapeze (partie gauche) et Ie flux lumi­
neux detecte est proportionnel au minimum de £1 et £2. La largeur a mi-hauteur est
proportionnelle a Max(£l, £2). La resolution optimale, pour un meme flux, s'obtient
quand £1 = £2, c'est-a-dire quand Ie trapeze devient un triangle (partie droite).

[
2iJrQax]

U(x,y) = Uoexp - A' '

et l'onde se focalise dans Ie plan de T2 a l'abscisse

Nous ecrivons A' = A+ LlA et nous obtenons

, LlA
~o = ~o + T~o,

(13.78)

(13.79)

(13.80)

Le flux correspondant se represente par une fonction (h (0 qui n'est autre que
¢(O mais translatee. Nous avons

(13.81)

La figure (13.20) represente la limite de resolution quand ¢ est une fonction
« triangle ».

La resolution optimale s'obtient pour une fonction ¢ triangulaire parce que
Ie triangle est Ie trapeze de largeur minimale (prise ami-hauteur, et pour une

FIG. 13.20. Resolution d'un spectrometre. Suivant
Ie critere choisi, la limite de resolution correspond a

~ la largeur a mi-hauteur de la reponse percussionnelle.
~o
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hauteur donnee). On deduit de la comparaison des figures 13.19 et 13.20 que
la limite de resolution Ll.\ est telle que

(13.82)

L'abscisse ~o depend de l'ordre de diffraction et de la capacite dispersive du
reseau. Pour une valeur de ~o donnee, la resolution du spectrometre depend
de la largeur des fentes. Des fentes etroites donnent une meilleure resolution
mais ne laissent passer qu'un faible flux lumineux si bien qu'en pratique il faut
chercher un compromis entre resolution et flux transmis.

Remarque 13.5.2. Baptiser la fonction ¢ (ou plus generalement la fonction
en trapeze deja rencontree) reponse percussionnelle situe l'approche suivie dans
Ie cadre de la theorie des signaux et systemes et suppose qu'un spectrometre soit
un filtre lineaire. Cela exige de satisfaire un critere de stationarite. Il s'agit ici de
stationarite en nombre d'ondes, c'est-a-dire que la fonction d'appareil doit etre
la meme sur tout Ie spectre pour etre effectivement une reponse percussionnelle.
Cela serait rigoureusement vrai si la dispersion du reseau (ou du prisme) etait
la meme sur tout Ie domaine spectral etudie. En toute rigueur, il s'agit d'une
approximation, legitime en premiere approche. Decrire un spectrometre comme
un filtre lineaire est fructueux : ce rapprochement autorise de transposer a la
spectrometrie instrumentale les methodes de la theorie des signaux et systemes.
C'est deja ce que nous avons fait implicitement.

Cette approche conduit a caracteriser un spectrometre par une convolution:
la reponse donnee par l'appareil est Ie produit de convolution de l'entree (en
generalla luminance d'une source) et de la reponse percussionnelle.

13.5.6 Raies spectrales fantomes

Une des difficultes de fabrication des reseaux de diffraction vient de la ne­
cessite de produire un grand nombre de lignes paralleles regulierement espacees.
On utilise pour cela une vis mere qui permet de deplacer l'outil qui grave Ie
reseau. Un defaut de cette vis se traduit par un defaut de periodicite du reseau,
l'ecart a la periode etant d'ailleurs lui-meme periodique. Cela ne se rencontre
pratiquement plus sur les reseaux modernes 10, grace a un contr6le interfero­
metrique tres precis du deplacement de l'outil de gravure, mais l'etude du
phenomene presente un interet dans la mesure OU elle illustre encore l'emploi
de la transformation de Fourier en optique.

Imaginons que Ie pas p d'un reseau de motif m varie periodiquement, ala
periode p' ; celle-ci est un multiple entier de p. On suppose p' » p, c'est-a-dire
que les defauts de periodicite sont a « variations (spatiales) lentes » a l'echelle
de p.

On traduit Ie defaut par une surmodulation de la fonction de reflexion du
reseau, de la forme

10 D'autant qu'on fabrique des reseaux en enregistrant des franges d'Young dans un
materiau photosensible. On parle de reseaux holographiques.
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j=+oo

1 + L m'(x - jp) = 1 + ~ m' * Wp'(x),
j=-oo p

403

(13.83)

ou la fonction m' traduit l'ecart a la periodicite du reseau. Le defaut etant
faible, on a

max Im'(x)1 « 1.
x

La fonction de reflexion du reseau devient 11

r'(x, y) = r(x, y) [1 + ;, m' * Wp,(X)] = r(x, y) + E(X, y),

ou

1
E(X, y) = - [m * Wp(x)] [m' * Wp,(x)] .

pp'

(13.84)

(13.85)

(13.86)

Le spectre du reseau est celui du reseau sans defaut auquel s'ajoute un spectre
decrit par E: c'est Ie spectre fantome 12. On a

(13.87)

Le spectre fantOme (en amplitude) s'obtient par produit de convolution du

spectre sans defaut avec les distributions de Dirac de la fonction ;;, W l/p"

Comme p' » p, les supports de ces dernieres distributions sont plus serres que
ceux des distributions de Dirac du spectre du reseau sans defaut. Ainsi dans Ie
spectre fantome, chaque raie du spectre sans defaut, decrite par un terme de

Spectre

Raies fantomes
~\\ 1//

FIG. 13.21. Les raies fantomes se presentent
par paires. Elles sont symetriques par rapport
a la raie spectrale produite par Ie reseau sans
defaut (raie centrale).

11 La methode suivie ici convient seulement si m(x) ne s'annule pas. Cette hypothese
est satisfaite pour les reseaux par r€flexion pour lesquels la fonction de r€flexion
est une exponentielle; voir les exemples 13.5.1 et 13.5.2 p. 394.

12 Dans I'analyse spectrale d'une source, les raies du spectre fantome sont dues aux
defauts du reseau et ne correspondent pas a des raies d'emission de la source
differentes de celle donnee par Ie reseau sans defaut; d'ou leur nom.
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la somme in W lip, est remplacee par une serie de raies decrites par ;;1 W lip"
La fonction rnl * W p ' est d'autre part periodique et a valeurs reelles : son
spectre d'amplitude, compose de raies discretes, a la symetrie hermitienne et
son spectre en energie est symetrique. On explique ainsi que les raies fantomes
se presentent toujours par paires (fig. 13.21) : elles sont deux a deux symetriques
par rapport ala raie spectrale produite par Ie reseau sans defaut.

Exemple 13.5.3. Supposons rn/(x) = rno sin 27fX/pl, avec rno « 1. A chaque
raie spectrale du spectre sans defaut s'ajoutent deux raies laterales. De rno « 1,
on deduit que l'intensite vibratoire des raies fantomes est faible (par rapport a
celle des raies du spectre sans defaut).

13.6 Exercices

Exercice 13.1. On considere Ie montage de la figure 13.22 ou un objectif
forme l'image d'une source monochromatique S en SI. L'onde issue de la source
eclaire une transparence plane T placee dans Ie plan focal objet de l'objectif.

1. Calculer l'amplitude du champ dans Ie plan pi passant par SI. (Le probleme
aborde ici est un cas particulier de celui expose au paragraphe 13.2. II
s'agit de Ie resoudre directement, sans appliquer les resultats plus generaux
obtenus au paragraphe 13.2 ; l'idee est d'utiliser Ie fait que l'objet passe par
Ie foyer objet de l'objectif.)

2. De nombreux ouvrages attribuent aux objectifs (aux lentilles !) la capacite
d'executer une transformation de Fourier qui opere (en general) sur l'ampli­
tude du champ dans Ie plan focal objet; l'amplitude transformee s'observe
dans Ie plan focal image. Cela est-il compatible avec Ie resultat obtenu a
la question 1 ? Que faut-il preciser pour pouvoir attribuer cette propriete
(magique!) aux objectifs?

d d'

S'

FIG. 13.22. Vne transparence plane Test placee dans Ie plan focal objet d'un objectif
et eclairee par une onde divergente issue de la source S. On cherche I'amplitude du
champ dans Ie plan de I'image de la source.
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Exercice 13.2. Soit Ie systeme optique centre £ de la figure 13.23, compose
d'une lentille divergente £1, de focale ff, et d'une lentille convergente £2, de
focale A On suppose f{ = - f~ = - f' < O. Un objet T place a la distance
-21' de £1 est eclaire par une onde plane 13.

1. AU se forme l'image de l'objet T?

2. au se trouve Ie «plan »de Fourier de T? (Apres passage a travers Ie
systeme.)

~- ----- ----1
-21' l'

FIG. 13.23. II s'agit de trouver Ie plan de Fourier de la transparence plane T ec1airee
par une onde plane.

Exercice 13.3 (Reseau « echelette »). Examen de DEA, universite de
Bretagne occidentale, Brest, 1998. Soit une transparence en verre dont Ie profil
est donne par la figure 13.24. L'indice de refraction du verre est n a la longueur
d'onde A et celui de l'air vaut 1 (a supposer qu'on se place dans l'air).

Profil

--'-...I--I-------'---- X

.. .. FIG. 13.24. Profil d'une lame de verre.

1. Montrer que pour un eclairage a la longueur d'onde A, la fonction de trans­
mission de la transparence s'ecrit sous la forme

(X) (-2i7rbX)t(x, y) = a rect £ exp A '

ou a et b sont deux constantes a calculer.

13 Nous nous permettons de reproduire un exercice propose dans la deuxieme edition
du livre de Goodman [97] (c'est I'exercice 5-10, p. 123. Nous avons legerement
adapte I'enonce).
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2. Donner Ie schema d'un montage optique qui permet d'observer la trans­
formee de Fourier optique de t. Faire Ie calcul explicite (coordonnees x', y'
dans Ie « plan » de Fourier).

3. On obtient un reseau echelette en periodisant la transparence precedente
comme Ie montre la figure 13.25 (ici Ie reseau est en transmission alors
qu'il est plus frequent d'utiliser un reseau en reflexion. Les proprietes sont
les memes). On observe Ie spectre du reseau a l'aide du montage de la
question precedente. Comment choisir b pour n'obtenir qu'un seul ordre de
diffraction 7 (On suppose pour Ie moment que Ie reseau est infini.)

4. Que se passe-t-il si la largeur du reseau (suivant x) est L 7 (On suppose
que L est un multiple de e.) Tracer l'allure du spectre.

5. On utilise Ie montage de transformation de Fourier des questions ante­
rieures, mais a une longueur d'onde )...' differente de ).... On suppose ce­
pendant que)...' est assez proche de )... pour que la condition sur b reste
pratiquement satisfaite pour )...'. Indiquer, a l'aide d'un schema, ce qui se
passe.

6. On utilise Ie reseau precedent a des fins spectrometriques : Ie reseau est
un instrument dispersif. Que peut-on dire de la resolution (en longueur
d'onde) du reseau 7 Expliquer en quoi la resolution depend de L.

7. On suppose encore que best adapte a ).... Mais on supose aussi que )...' est
une longueur d'onde quelconque (pas necessairement voisine de )...). Montrer
qu'il existe des valeurs de )...', differentes de )..., pour lesquelles la condition
sur best rigoureusement valide. Que peut-on en deduire Quant a l'usage du
reseau en spectrometrie 7

8. Quel est l'avantage d'un reseau echelette sur un reseau compose de N
ouvertures comme dans l'exercice 5.107 (On suppose les deux reseaux de
meme largeur L.)

ProfiJ

FIG. 13.25. ProfiJ d'un reseau « eche­
Jette ».

Exercice 13.4 (Echelon de Michelson). Examen de maitrise de physique,
universite de Bretagne-Sud, Lorient, 2001. On propose ici une approche ele­
mentaire de l'echelon de Michelson, fondee sur l'optique de Fourier.

La figure 13.26 represente Ie profil d'un tel reseau, utilise en reflexion (Ie
reseau est suppose infini dans la direction non representee) : la lumiere arrive
par Ie haut et se reflechit sur les echelons. L'ensemble contient N = 30 echelons
de largeur p (c'est aussi Ie pas du reseau) et hauteur e (seuls les premiers
echelons sont representes).
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On supposera ce reseau comme «plan », de far;on a Ie considerer comme une
transparence de fonction de reflexion r(~, 7]). On place Ie reseau dans Ie plan
focal objet d'un objectif convergent de focale l' (foyer objet F), et l'eclaire
sous incidence normale (fig. 13.27). On observe son spectre dans Ie plan focal
de l'objectif (foyer image F I

). Le milieu ambiant est suppose etre Ie vide (indice
de refraction egal a 1).

Le reseau est suppose eclaire par une onde plane monochromatique de lon­
gueur d'onde A (dans les cinq premieres questions) ou AI.

FIG. 13.26. Profil d'un reseau echelon de
Michelson.

1. On prend comme origine des phases Ie premier echelon, compris entre les
abscisses 0 et p. Quel est Ie retard de phase correspondant a l'echelon defini
sur l'intervalle [(m - 1)p, mp], OU m = 1, ... , N ?

2. Donner l'expression de la fonction de reflexion r(~, 7]) du reseau.

3. Quelle est l'amplitude du champ U dans Ie plan focal image de l'objec­
tif? (Coordonnees x et y dans ce plan, avec x parallele a 0 Pour alleger
l'ecriture, on pourra eventuellement utiliser la notation

4. Quel est l'eclairement dans Ie plan focal image de l'objectif? Quelle est la
partie due a la diffraction, quelle est celie due aux interferences? Tracer
schematiquement Ie profil de cet eclairement pour y = O.

5. A quelle condition portant sur g et A a-t-on un maximun d'eclairement en
x = O? Si q est l'ordre d'interferences, que vaut q dans ce cas?

6. On suppose remplie la condition precedente pour la longueur d'onde A.
Quelle est la resolvance du reseau a cette longueur d'onde? [Indication :
examiner ce qui se passe en x = 0 pour une longueur d'onde voisine de A :
A' = A + LlA. Fixer un critere de resolution et conclure.]

Application numerique. Donner la valeur de la resolvance pour A = 0,5 11m,
g = 5 mm, p = 6 mm, l' = 500 mm.

7. On envoie sur Ie reseau (toujours sous incidence normale) une onde de
longueur d'onde AI voisine mais differente de A : AI = A+ LlA. Calculer LlA
pour que l'ordre d'interferences soit egal a q -1 pour la longueur d'onde A'.
En deduire l'intervalle spectrallibre du reseau. Donner sa valeur numerique.
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8. En fonction des valeurs trouvees pour la resolvance et l'intervaUe spectral
libre, que peut-on en conclure sur l'usage pratique de ce type de reseau 7
(C'est-a-dire : que permet-il d'etudier 7)

FIG. 13.27. Montage d'observation du spectre diffracte
par un reseau echelon de Michelson.

Exercice 13.5. Examen de maftrise de physique, universite de Bretagne-Sud,
Lorient, 2000. On considere un reseau de diffraction fonctionnant en reflexion,
de largeur L = 8 cm, comportant 560 traits par mm et monte comme l'indique
la figure 13.28 . La fente d'entree est supposee infiniment fine.

On souhaite analyser la lumiere emise par des vapeurs de sodium dont Ie
spectre visible comporte deux raies a Al = 589,0 nm et A2 = 589,6 nm.

1. Si 81 est l'angle d'incidence et 82 l'angle de reflexion (pris par rapport a la
normale au reseau), rappeler la formule des reseaux.

2. QueUe doit etre l'inclinaison du reseau pour que la raie Al se forme au
centre du champ pour Ie spectre d'ordre 37

3. La distance focale de l'objectif etant l' = 2 m, de queUe distance sont
separees les raies Al et A2 dans Ie plan focal de l'objectif?

4. En tenant compte de la largeur apparente du reseau, a l'incidence ante­
rieure, et de la diffraction, exprimer la resolution angulaire du reseau. En
deduire que la resolvance du reseau se met sous la forme

R=qN,

ou q est l'ordre de diffraction et N Ie nombre de traits du reseau.

5. Deduire de la question precedente la largeur minimale que doit avoir Ie
reseau pour resoudre les raies du sodium dans l'ordre 1.

Fente
source

FIG. 13.28. Montage d'observation du
spectre diffracte par un reseau reflechis­
santo



Chapitre 14

Proprietes des resonateurs optiques et
des faisceaux gaussiens

Au chapitre 7, la theorie des resonateurs optiques et celIe des faisceaux
gaussiens sont abordees comme illustrations de la methode de la transformation
de Fourier fractionnaire : l'accent y est mis sur Ie role de cette transformation,
et certains elements des deux theories ne sont pas decrits. Le present chapitre
complete ainsi Ie chapitre 7 dont il conserve les notations.

14.1 Resonateurs optiques

14.1.1 Analyse de la stabilite d'un resonateur optique

Selon la proposition 7.2.4 un resonateur optique est stable si, et seulement
si, les amplitudes reduites sur les miroirs se correspondent dans une transfor­
mation de Fourier fractionnaire d'ordre reel. Or Ie paragraphe 6.2.2 contient
une condition pour qu'un transfert par diffraction soit de cette nature: c'est la
relation (6.52) ; appliquee a l'etude de la stabilite d'un resonateur, elle conduit
a la proposition suivante.

Proposition 14.1.1 (Caracterisation geometrique de la stabilite). Boit
un resonateur optique constitue de deux miroirs Ml et M 2 . Boit F la sphere
de Fourier de MI. Boient S (courbure ([5) et T (courbure ([T) les spheres
tangentes Ii M2 et centrees l'une sur M l , l'autre sur F. Le resonateur est
stable si, et seulement si, la courbure ([2 de M 2 satisfait

(14.1)

La figure 14.1 (voir la figure 6.2 p. 169) illustre la proposition 14.1.1 : Ie
resonateur est stable si, et seulement si, M2 se trouve entre les spheres S et
T. (La stabilite du resonateur s'analyse aussi a l'aide de la sphere de Fourier
de M 2 , en echangeant les roles de M l et M 2 .)

Si 51 et 52 designent les sommets de Ml et M 2 , et C l et C2 leurs centres
de courbure, une autre fa<;on d'analyser la stabilite d'un resonateur, deduite
de la relation (14.1) - voir l'exercice 6.2 - consiste a examiner comment sont
ordonnes les elements de l'ensemble {51,52 ,Cl ,C2 } sur l'axe optique. Parmi
les 4! = 24 possibilites, seules 12 sont differentes, parce que les miroirs jouent Ie
meme role. II resulte de la proposition14.1.1 qu'un resonateur est stable si, et
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FIG. 14.1. Le resonateur est stable si, et seule­
ment si, Ie miroir M2 est compris entre les
spheres S et T. C'est Ie cas sur la figure.

seulement si, les centres et les sommets des miroirs, indices 1 et 2, sont alignes
de telle sorte que les indices soient dans l'ordre 1212 (ou 2121 par symetrie).

Le tableau 14.1 indique les quatre quadruplets ordonnes pour un resona­
teur stable. Par symetrie, on obtient encore un resonateur stable si on echange
les indices 1 et 2. Par exemple Ie quadruplet (51 ,52 ,C1 ,C2 ) donne Ie quadru­
plet (52 ,51 , C2 , Cd, qui est bien celui d'un resonateur stable; cela correspond
it l'echange des miroirs. Cela revient it lire de droite it gauche Ie quadruplet
(C1 , C2 , 51, 52), qui figure it la troisieme ligne. Les quadruplets ordonnes du ta­
bleau 14.1 fournissent les resonateurs stables, qu'on les lise de gauche it droite
ou de droite it gauche.

TAB. 14.1. Quadruplets ordonnes
pour un resonateur stable.

TAB. 14.2. Quadruplets ordonnes
pour un resonateur instable.

(81 ,82 ,C1 ,C2 )

(C2,81,82,C1)
(C1 ,C2 ,81 ,82 )

(82, C1, C2, 81)

(81 ,82 ,C2 ,C1 )

(C1, 8 1 , 82,C2)
(C2 , C1 , 8 1 , 8 2 )

(82, C2, C1, 81)

(81 , C2 , 8 2 , C1 )

(C1,81,C2,82)
(82 , C1 , 8 1 , C2 )

(C2, 82, C1, 8 1)

Le tableau 14.2 donne les quadruplets des resonateurs instables. lci encore
chaque quadruplet se lit de gauche it droite ou de droite it gauche, sans que
l'instabilite ne soit modifiee. La colonne de gauche correspond it des resonateurs
pour lesquels l'ordre de la transformation de Fourier fractionnaire associee au
transfert du champ d'un miroir it l'autre est de la forme ex = i(3, alors que la
colonne de droite correspond it ex = 7f/2 + i(3.

14.1.2 Imagerie et stabilite d'un resonateur

Soient M~ et M~ les images (coherentes) des deux miroirs M 1 et M2 d'un
resonateur R it travers un systeme optique S. Les miroirs M~ et M~ forment
un resonateur R ', Ie resonateur image de R (fig. 14.2).

Proposition 14.1.2. Le resonateur image d'un resonateur R est stable si, et
seulement si, R est stable.

Preuve. Si Ie systeme optique S qui forme l'image du resonateur est afocal, son
grandissement est Ie meme pour toutes les paires de points conjugues, si bien
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FIG. 14.2. L'imagerie conserve la stabilite d'un resonateur. La figure represente un
systeme optique a foyers (F et F ' ), mais la propriete est egalement vraie pour les
systemes afocaux.

que Ie grandissement des rayons est positif. L'orientation d'un segment de l'axe
optique est preservee par imagerie, et l'ordre des points 51, 52, C l et C2 est
aussi celui de leurs images 5~, 5~, C~ et C~ : la stabilite de Rest conservee
dans l'imagerie.

Si S est un systeme a foyers (fig. 14.2), de distances focales f et 1', et si Ie
point AI est l'image de A, la formule de conjugaison de Descartes s'ecrit

n l n n l

Xl = ;;- + I' ' (14.2)

ou n et n l sont les indices de refraction de l'espace objet et de l'espace image
et OU x = H A et Xl = HIAI (H et HI sont les points principaux de S). La
relation (14.2) se met sous la forme

nix
Xl = ---,,....-__

n l

-x+n
I'

(14.3)

X'

- - - - C I

FIG. 14.3. Homographie qui traduit
la relation de conjugaison d'un systeme
centre a foyers. Ici - f = l' > O. Si A',
B ' , C' et D' sont les images de A, B, C
et D dans l'homographie, leur ordre sur
l'axe x' se deduit de (A',B',C',D' ) par
une permutation circulaire. Par exemple
sur Ie graphe, l'ordre est (D' , A', B ' , C' ).

Xl = l'

X

D

A'

o

DII I
I I
I I

BC

x=f

I
I
I
I
I
I

-:- - - - - B '
I I
I I-------T-,-

A
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qui rEwele que x' est une fonction homographique de x. La figure 14.3 montre
Ie graphe d'une telle fonction pour un systeme convergent (i' > 0). Il y a deux
asymptotes, d'equations x = f et x' = f'. L'image de ] - 00, f[ est ]1', +oo[ et
l'image de ]f, +oo[ est] - 00,1'[; l'homographie est croissante sur chacun de
ces intervalles. Soient A, B, 0 et D quatre points, pris dans cet ordre, sur l'axe
x et soient A', B ' , 0 ' et D' leurs images sur l'axe x', obtenues par application
de l'homographie, c'est-a-dire par conjugaison optique : l'ordre de ces points se
deduit du quadruplet ordonne (A', B ' , 0 ' , D ' ) par une permutation circulaire.

Il reste a appliquer cette propriete a l'ensemble {51, 52, 0 1 , 02} : l'ordre
des images {5~,5~,0~,0~} sur l'axe optique se deduit de celui des points
{51, 52, 0 1 , 02} par une permutation circulaire. L'examen des tableaux 14.1
et 14.2 montre que la stabilite du resonateur image est celle de R.

Le raisonnement s'applique a un systeme optique divergent. D

14.1.3 Distance de Rayleigh. Determination du col du resonateur

Definition 14.1.1 (Distance de Rayleigh). Si Wo est le rayon transversal
du col d'un resonateur optique ala longueur d'onde A, la distance de Rayleigh
du resonateur est (0, teUe que

7r 2
(0 = :\ Wo . (14.4)

Remarque 14.1.1. Au chapitre 7, la notion de col s'applique a la fois aux
resonateurs optiques (stables) et aux faisceaux gaussiens. Il en est de meme de
la distance de Rayleigh: Ie paragraphe 14.2 examine son role dans la theorie
des faisceaux gaussiens.

Proposition 14.1.3 (Determination graphique de la position du col).
Soit un resonateur stable constitue des miroirs M 1 (sommet 51, centre 0 1)

et M 2 (sommet 52, centre O2 ), Le col du resonateur est situe dans le plan du
cercle d'intersection des spheres 51 et 52 de diametres 5 10 1 et 5 20 2 (fig· 14.4).

/ "-
\

\

I
/

/

FIG. 14.4. Le plan du col du resona­
teur compose des miroirs Ml et M2
est Ie plan d'intersection des deux
spheres de diametres 8 1C1 et 82 C2 •

La longueur du segment PIP2 vaut
2(0, ou. (0 est la distance de Rayleigh
(voir la proposition 14.1.4).
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Proposition 14.1.4 (Determination graphique du rayon transversal
du col). Dans les conditions de la proposition 14.1.3, le rayon du cercle d'in­
tersection des spheres 51 et 52 est egal a la distance de Rayleigh du resonateur,
c 'est-a-dire egal a (0 = Jrw02 /)..., OU Wo est le rayon transversal du col (fig· 14.4).

La preuve des propositions 14.1.3 et 14.1.4 est proposee en exercice (exercice
14.2).

14.2 Faisceaux gaussiens

La distance de Rayleigh caracterise un faisceau gaussien : ainsi les resultats
exprimes au moyen du rayon transversal du col au paragraphe 7.3 se formulent
a l'aide de ce parametre. D'ou les enonces suivants.

Definition 14.2.1 (Rayon transversal reduit). Si Wd est le rayon trans­
versal d 'un faisceau gaussien a la distance d du col, le rayon transversal reduit
est (d, defini par

(14.5)

(14.6)

La distance de Rayleigh apparait comme Ie rayon transversal reduit du col.
La relation (7.98) s'ecrit

(0
2

Rd = -d- d'

et la relation (7.99)

d2

(d = (0 + (0 . (14.7)

La relation (14.6) montre que Ie rayon de coubure de la surface d'onde d'un
faisceau gaussien, dont Ie sommet est a la distance d du col, est determine par
la distance de Rayleigh. Ainsi la geometrie du faisceau gaussien est entiere­
ment determinee par (0' Il existe toutefois une infinite de faisceaux gaussiens
s'adaptant a cette geometrie : il en existe un pour chaque longueur d'onde.

Vne consequence immediate des relations (14.6) et (14.7) et de la proposi­
tion 7.3.1 est:

Proposition 14.2.1. La longueur d'onde etant donnee, un faisceau gaussien
est entierement defini par sa distance de Rayleigh.

L'usage de la distance de Rayleigh (0 et du rayon reduit ( = Jrw
2

/)..., conduit
a ecrire respectivement les relations (7.101) et (7.102) sous la forme

et (14.8)

La proposition 7.3.2 devient :
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Proposition 14.2.2. La longueur d'onde etant donnee, il existe un seullais­
ceau gaussien ayant un rayon transversal reduit donne sur une calotte spherique
donnee.

Remarque 14.2.1 (Formule de « conjugaison » des cols). Ecrite avec la
distance de Rayleigh comme parametre, la relation (7.126) devient

qq' If'
1 + (0

2

q2

(14.9)

Remarque 14.2.2. Dans l'imagerie d'un faisceau gaussien par un systeme
centre a foyers (§7.3.3), designons par ({ la distance de Rayleigh du faisceau
image: ({ = (7f/ A') w~ 2 (w~ est Ie rayon du col). La relation (7.131) donne

- If'
(14.10)

En particulier, si q = 0, on obtient, a la place des relations (7.137) et (7.139),

(o({ = -if'·

14.3 Resonateurs instables

14.3.1 Trace d'une onde spherique sur un miroir

(14.11)

Soit un miroir spherique M de rayon de courbure objet R et image R' .
Examinons a quelles ondes correspond une amplitude de la forme

(14.12)

sur Ie miroir, OU Uo est une constante dimensionnelle et ~ une grandeur (alge­
brique) homogene a une longueur.

L'amplitude du champ sur une calotte spherique A, de rayon RA , tangente
aM, situee dans l'espace objet (fig. 14.5) est

UA(T) =UM(T) exp[_i; (~A - ~)r2]

=uoexp[_i; (~A - ~_~)r2] (14.13)

Choisissons RA tel que

(14.14)
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e e '

FIG. 14.5. Vne amplitude du champ
proportionnelle a un facteur de phase
quadratique sur Ie miroir correspond
dans I'espace objet a une onde sphe­
rique issue d'un point e, et dans l'es­
pace image a une onde qui converge
vers Ie point e', image de e par Ie mi­
roir.

si bien que UA(r) = Uo. Il en resulte que l'amplitude UM de la relation (14.12)
est la trace d'une onde spherique qui se propage dans l'espace objet (c'est-a­
dire vers Ie miroir), issue du point C, situe a la distance RA de M (SC = RA,
Ie sens positif etant celui de la lumiere avant reflexion).

Soit A' une calotte spherique, de rayon RN, tangente a M, situee dans
l'espace image. L'amplitude du champ sur AI est

UA' (r) = UM (r) exp [_ i; (~~ - ~/) r2
]

= Uoexp [_ i7r (_1 _~ _~) r2]
,\ R~ R' ~ ,

et en choisissant RA' tel que

(14.15)

(14.16)
1 1 1

RA , = R' + ~'

on obtient UA' = Uo, ce qui signifie que l'amplitude UM donnee par la relation
(14.12) est aussi la trace, sur Ie miroir, de l'onde spherique de l'espace image
qui converge en CI, a la distance R A , de S (SCI = RA ,).

Par exemple, si ~ = - R, Ie rayon RA est infini et A est un plan : l'onde
incidente est plane. Comme R' = - R, il vient RA' = R' /2, et l'onde reflechie
converge bien au foyer du miroir.

Si on elimine ~ entre les relations (14.14) et (14.16), on trouve, compte tenu
de R' = -R,

1 1
---
R' R

2

R"
(14.17)

et cette derniere relation n'est autre que la relation de conjugaison du miroir
pour les points C et CI. Les deux ondes precedentes, dont UM est la trace, sont
images l'une de l'autre dans Ie miroir.

14.3.2 Ondes spheriques resonantes dans un resonateur instable

La theorie des resonateurs optiques developpee au chapitre 7 montre que
dans l'espace fractionnaire des variables reduites, les amplitudes reduites sur
les miroirs sont des fonctions propres de toute transformation de Fourier frac­
tionnaire, c'est-a-dire des fonctions d'Hermite-Gauss, cela independamment de
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la stabilite du resonateur considere. Vne fois les amplitudes reduites determi­
nees - ce sont des fonctions d'Hermite-Gauss -, il est naturel de revenir aux
amplitudes des champs dans l'espace physique, c'est-a-dire de passer des va­
riables reduites aux variables d'espace. La distinction entre resonateurs stables
et instables apparait alors. En effet, pour un resonateur stable, les variables
reduites sont reelles et les amplitudes dans l'espace physique restent des fonc­
tions d'Hermite-Gauss : cela conduit a la notion de mode d'Hermite-Gauss.
Mais si Ie resonateur est instable, les variables reduites sont complexes et Ie
passage des variables reduites complexes aux variables physiques transforme
une fonction d'Hermite-Gauss en un terme de phase quadratique : on n'a plus
des modes gaussiens, mais des ondes spheriques !

Les faisceaux gaussiens des resonateurs stables ayant deja ete etudies, soit
au chapitre 7, soit au paragraphe 14.2, l'expose qui suit est consacre aux reso­
nateurs instables et se limite ala fonction propre fondamentale. Celle-ci s'ecrit,
en fonction de la variable reduite p,

(14.18)

Si on remplace p par sa valeur en fonction de r definie au chapitre 6 (en parti­
culier au paragraphe 6.4, dont on reprend les notations), on obtient l'amplitude
du champ sur Ie miroir M l sous la forme

(14.19)

ou Ie rayon image R~ tient lieu de rayon de courbure de l'emetteur, et OU 5 est
Ie signe de LR~ (R~ - L) (voir Ie paragraphe 6.4.1).

L'amplitude de la relation (14.19) correspond a deux ondes spheriques, une
dans l'espace objet, l'autre (son image) dans l'espace image, conformement a
l'analyse du paragraphe 14.3.1.

Exemple 14.3.1. Soit un resonateur tel que 2L = R~ + R2avec R~ > R2> 0
(fig. 14.6). II s'agit d'un resonateur confocal dissymetrique. On a

(L - R2)(R~ - L) (R~ - R 2)2
J = L(L _ R~ - R 2) = - (R~ + R 2)2 < 0,

et Ie resonateur est instable. On a aussi 5 = 1, et

2 L(L - R2)
E: = (R~ _ L) (L _ R~ _ R 2) = -1 ,

(14.20)

(14.21)

si bien que X = 1 (car XR~ > 0). L'amplitude du mode fondamental est

[
i7l" 2 2 ]Ul (x,y) = Uo exp - )"'R~ (x +y) . (14.22)

Dans l'espace objet de M l , cette amplitude est celle d'une onde spherique dont
Ie centre de courbure est a la distance (mesure algebrique) d de 8 1 telle que
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1

d

1 1
---
R 1 R~

FIG. 14.6. Resonateur confocal dis­
symetrique instable.

(14.23)

Le centre de courbure de cette onde est Ie foyer (objet) du miroir. Dans l'ex­
pace image de M 1 , l'amplitude precedente est celle d'une onde spherique qui
converge a la distance d' de 8 2 telle que

(14.24)

et il s'agit d'une onde plane. Ce resultat est conforme a celui d'Ananiev [6].

Exemple 14.3.2. Soit un resonateur symetrique pour lequel R~ = R~ < 0
(fig. 14.7). On a

J = (L - R~) (R~ - L)
L(L - R~ - R~)

(L - RD2

L(L - 2RD < 0, (14.25)

et Ie resonateur est instable, ce que confirme l'ordre des sommets et centres de
courbures donne par Ie quadruplet (G1 , 8 1 , 8 2 , G2 ). On a.5 = 1, et E: est tel que

2 L(L - R~)

E: = (R~ - L) (L - R~ - R~)

De XR~ > 0 resulte X < 0, et

X=-J(L_L2RD ·

L
L - 2R~ .

(14.26)

(14.27)

L'amplitude du champ sur Ie miroir M 1 s'ecrit

[
i7f ~ 2]

U(r) = Uo exp AR~ V~r . (14.28)

Dans l'espace objet de M 1 , cette amplitude correspond a une onde spherique
qui diverge du point G tel que 8 1G = d, avec

.!. _~ ~JL-2R~
d - R 1 + R~ L' (14.29)
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4

. -=- -:- .:....-: =-->~ .

FIG. 14.7. Resonateur symetrique instable.

soit encore

·_·1-

(14.30)

(14.31)

Dans l'espace image, l'onde spherique image diverge a partir du point C' avec
SIC' = d' et

1 1 1 JL - 2R~
d' = R' + R' L'

I I

c'est-a-dire

d' = R~ .;L = ~ (L - J L2 - 2LR' )
.;L-JL-2R~ 2 I

(14.32)

Si on fait les calculs pour M 2 on trouve les memes ondes, mais leur centre
de courbure est rapporte au sommet S2.

Remarque 14.3.1. Dans Ie resonateur de l'exemple 14.3.1 il y a inversion
du champ dans un aller et retour, c'est-a-dire qu'un rayon (meridien) traverse
l'axe du resonateur. Cela a lieu quand l'ordre de la transformee de Fourier
fractionnaire associee au transfert du champ d'un miroir a l'autre est de la
forme a = 1f/2 + i(3 (le terme 1f/2 explique cet effet). Ce n'est pas Ie cas pour
Ie resonateur de l'exemple 14.3.2, pour lequel a = i(3.

14.4 Conclusion

Dans l'espace fractionnaire des variables reduites, l'analyse des resonateurs
optiques est conduite, formellement, dans les memes termes, pour des transferts
d'ordre reel ou pour des transferts d'ordre complexe. Les fonctions propres de
la propagation dans des aller et retour d'un miroir a l'autre sont des fonctions
d'Hermite-Gauss. La difference entre les ondes resonantes dans les resonateurs
stables ou les resonateurs instables n'apparalt que lorsqu'on transpose a l'es­
pace physique les resultats etablis dans Ie domaine fractionnaire. L'optique
de Fourier fractionnaire fournit, en ce sens, un cadre unifie pour l'etude des
resonateurs optiques, independamment de leur stabilite.
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14.5 Exercices

Exercice 14.1 (Resonateur dual).

1. Montrer que la stabilite d'un resonateur est conservee si on remplace un des
miroirs par sa sphere de Fourier (c'est-a-dire par un miroir dont la surface
reflechissante est cette sphere).

2. En supposant stables les deux resonateurs ainsi obtenus, que peut-on dire
de leurs cols ?

3. On appelle resonateur dual Ie resonateur obtenu en rempla<;ant chaque
miroir d'un resonateur par sa sphere de Fourier. Montrer que la stabilite
du resonateur dual est celIe du resonateur initial. Que dire de leurs cols?

4. Soient M 1 et M2 les deux miroirs d'un resonateur et soient F 1 et F2
leurs spheres de Fourier respectives, dont on imagine qu'elles puissent etre
materialisees et rendues reflechissantes. Outre Ie resonateur initial, il existe
trois resonateurs dont un miroir s'appuie sur M 1 ou F 1 , et l'autre miroir
sur M 2 ou F 2 . Montrer que les quatre resonateurs precedents engendrent
Ie meme faisceau gaussien.

Exercice 14.2. Demontrer les propositions 14.1.3 p. 412 et 14.1.4 p. 413. (Uti­
liser les relations (7.84) p. 202 et (7.89) p. 202.)

Exercice 14.3 (Distance de Rayleigh d'un faisceau gaussien. Spheres
de Rayleigh 1).

1. Montrer que Ie module du rayon de courbure des spheres equiphases qui
forment un faisceau gaussien de col de rayon transversal wo, a la longueur
d'onde A, admet un minimum. Montrer que ce minimum se trouve sur deux
spheres symetriques l'une de l'autre par rapport au plan du col, et calculer
leur distance au col (distance de Rayleigh).
Quelle est la valeur du rayon transversal du faisceau gaussien sur ces deux
spheres? celIe du rayon transversal reduit ?

2. On appelle spheres de Rayleigh les deux calottes spheriques precedentes.
Montrer qu'elles sont confocales.

3. Les spheres de Rayleigh constituent un cas particulier de la situation
etudiee dans l'exercice 7.4. Montrer qu'une propriete caracteristique des
spheres de Rayleigh est la suivante : Ie rayon transversal sur une sphere est
egal au rayon transversal sur sa sphere de Fourier.

4. Soit un systeme centre a foyers formant l'image d'un faisceau gaussien. Les
images des spheres de Rayleigh du faisceau objet sont-elIes, en general, les
spheres de Rayleigh du faisceau image? Montrer qu'il existe une exception
et qu'elle correspond a la situation decrite dans la remarque 7.3.9.

5. Reprendre la question precedente avec un systeme afocal.

1 La notion de distance de Rayleigh est universellement utilisee pour les resonateurs
optiques. La notion de sphere de Rayleigh est un neologisme, propre a ce livre.
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Exercice 14.4 (Construction geometrique des surfaces d'ondes d'un
faisceau gaussien). Boit un faisceau gaussien dont on connait la position du
col Wo et la distance de Rayleigh (0'

1. Utiliser les propositions 14.1.3 et 14.1.4 pour definir graphiquement la
sphere equiphase it la distance d du col. (Cela revient it determiner Ie centre
de courbure de cette sphere.)

2. Inversement, determiner la sphere equiphase dont Ie centre est un point
donne sur la droite perpendiculaire it Wo en son centre.

Exercice 14.5 (Construction du col du faisceau image d'un faisceau
gaussien donne). Boit un objectif convergent de foyers F et P. Boit un fais­
ceau gaussien dont Ie col, de rayon transversal reduit (0 (distance de Rayleigh),
passe par Ie point Wo de l'axe de l'objectif.

1. Utiliser les resultats de l'exercice 14.4 pour determiner geometriquement Ie
rayon transversal reduit du col du faisceau gaussien image.

2. Bi Wo = F, Ie col du faisceau image est en F'. Determiner graphiquement
Ie rayon transversal reduit du col image dans ce cas.

Exercice 14.6. Le col d'un faisceau gaussien est place dans Ie plan focal objet
d'un objectif convergent de distance focale image l' et objet f. Retrouver la
relation (7.137) en utilisant les resultats de l'exercice 14.5.

Exercice 14.7. On assimile Ie mode fondamental d'une fibre optique mono­
mode it un mode gaussien : son amplitude est une fonction de Gauss de « lar­
geur » 2wo (wo est l'equivalent du rayon transversal). L'indice du CCBur de la
fibre est nl et celui de la gaine n2.

1. Que peut-on dire du faisceau qui se propage en espace libre it la sortie de
la fibre? Quelle est sa divergence?

2. On colle sur la face de sortie de la fibre une lentille plan convexe de rayon
R, faite d'un materiau d'indice n (n > nl)' Quelle est la focale de cette
lentille?

3. au est situe Ie col du faisceau emergent? Quelle est la valeur de son rayon
transversal?

Exercice 14.8. Boit un resonateur confocal dissymetrique de longueur L telle
que 2L = R~ + R~, avec R~ > R~ > O. Montrer que Ie resonateur est instable.
et trouver les centres de courbure des ondes spheriques resonantes.

Exercice 14.9. Memes questions qu'it l'exercice precedent pour un resonateur
plan convexe pour lequelle miroir M 2 est plan (R~ infini) et R~ < O.



Chapitre 15

Holographie

L'holographie \ un Beuron de l'optique coherente, est un vaste sujet, don­
nant lieu a d'innombrables applications [83,97,219,233,239] ; nous nous limitons
aune breve presentation de ses principes. La technique holographique comporte
un aspect non lineaire puisqu'on enregistre l'eclairement d'une figure de diffrac­
tion modulee par des franges d'interferences (donc une quantite proportionnelle
au carre du module de l'amplitude du champ). L'etape de restitution est ce­
pendant directement fondee sur Ie principe de Huygens-Fresnel et reste pour
cela dans Ie cadre lineaire de l'optique de Fourier.

15.1 Principes de l'holographie

15.1.1 Restitution d'une source lumineuse ponctuelle

Considerons l'experience des trous d'Young. Vne source lumineuse quasi
ponctuelle, monochromatique (de longueur d'onde A), eclaire un ecran dans
lequel sont perces deux trous distants de R (fig. 15.1). Ces deux trous se com­
portent comme deux sources secondaires coherentes 51 et 52. A la distance D
de l'ecran precedent, sur un deuxieme ecran, on observe des franges d'Young.

Le point lumineux 51 engendre sur l'ecran d'observation un champ dont
l'amplitude est

et Ie point 52 un champ d'amplitude

[
i7r 2 2 ] [i7rRX]U2(x,y)=iAoexp-AD(x+y) exp AD'

(15.1)

(15.2)

ou Ao est une constante dimensionnelle qui inclut l'attenuation de l'onde en
1/AD. L'amplitude du champ resultant de la superposition des deux ondes
issues de 51 et 52 est

1 C'est Gabor qui inventa ce procede en 1948 [91]. II faBut attendre les annees 60,
en pratique I'apparition du laser, pour voir un developpement important de cette
technique. Gabor rec;ut Ie prix Nobel de physique en 1971 pour son invention.
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FIG. 15.1. Experience des trous
d'Young. On enregistre les franges
dans l'emulsion d'une plaque photo­
graphique 1i.

(15.3)

L'eclairement (ou plutOt l'intensite vibratoire) sur l'ecran d'observation est

2 2 1r£X
I(x, y) = 41Aol cos AD' (15.4)

On place dans Ie plan de l'ecran d'observation une plaque photographique.
L'emulsion est un detecteur quadratique dont la reponse est proportionnelle
it l'eclairement rec;u 2, cela autour du point de fonctionnement de l'emulsion.
Vne fois developpee, la plaque photographique se caracterise par sa fonction de
transmission t. Si on l'eclaire alors par une onde d'amplitude Ui , l'amplitude
emergente est Ue , telle qu'en chaque point r = (x, y) de la plaque on a

Ue(x, y) = t(x, y) Ui(X, y). (15.5)

Si la plaque a ete exposee et developpee de fac;on adequate, la valeur t(x, y)
est proportionnelle it l'eclairement enregistre I(x, y), c'est-it-dire

t(x,y) = KI(x,y) , (15.6)

ou K est une constante qui depend du temps de pose et du contraste de l'emul­
sion. Pour comprendre les principes de l'holographie, et pour simplifier, nous
nous bornons it supposer K = 1 (voir Ie paragraphe 15.4.1 pour un complement
sur ce point).

On replace ensuite la plaque developpee dans la position exacte qu'elle
occupait au moment de l'enregistrement des franges d'Young (fig. 15.2), et on
l'eclaire it l'aide du seul point lumineux 8 1 . Immediatement apres la plaque,
l'amplitude du champ devient

Ue(x,y) = t(x,y) Ui(x,y)

= 4ilAol
2
Ao exp [- ~;(x2 +y2)] exp [_i:~] cos

2 :~. (15.7)

Il est utile de lineariser cette expression en l'ecrivant sous la forme

2 Pour un temps de pose donne. Cela est precise au paragraphe 15.4.1.
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FIG. 15.2. Restitution de l'holo­
gramme enregistre selon Ie schema
de la figure 15.1. On observe a tra­
vers la plaque photographique 1i
prealablement developpee et eclai­
ree a I'aide d'un seul des deux
points lumineux utilises a I'enregis­
trement.

2 [iJr 2 2 ] [iJr£X]Ue(x,y) = 2ilAoi Ao exp - AD(X +y) exp - AD (
2Jr£X)

1 + cos AD '

(15.8)

de telle sorte qu'apparaissent les trois composantes spectrales (spatiales) de
l'amplitude du champ, lesquelles correspondent a trois ordres de diffraction.
Cela est peut-etre plus clair si on ecrit Ie spectre angulaire de Ue(x, y), ou
seulement sa transformee de Fourier. Pour alleger les notations, nous utilisons
la fonction fa telle que fa(x,y) = exp[-iJrcx(x2 + y2)], et qui verifie

(15.9)

Par suite

Ue(Fx,Fy ) = 2ADIAoI2Ao(0(0,0) + ~O(-R/..\D,O) (15.10)

+~O(R/..\D,O)) * 0(R/2..\D,0) * f-..\D(Fx,Fy ).

L'ordre 0, represente par 0(0,0) * 0(R/2..\D,0), correspond a l'onde du faisceau
d'eclairage (issu de 51)' Les distributions de Dirac o( -R/..\D,O) et O(R/ ..\D,O) cor­
respondent a deux ondes qui diffractent dans des directions symetriques l'une
de l'autre par rapport au faisceau incident (a cause de la convolution avec
0(R/2AD,0)) .

Le terme module de l'equation (15.8), proportionel a cos(2Jr£xjAD), repre­
sente Ie champ cree dans Ie plan d'observation par deux trous distants de 2£, et
symetriques l'un de l'autre par rapport au faisceau incident. Selon Ie principe de
Huygens-Fresnel, tel que formule, intuitivement, au chapitre 1, un observateur
place au-dela de la plaque photographique, voit trois points lumineux, comme
Ie montre la figure 15.3. II voit en particulier la source de restitution 51 (ordre
0). II voit egalement un point lumineux 5~ a l'endroit-meme qu'occupait 52.
On dit que 5~ est l'image restituee ou la restitution (holographique) de 52;

FIG. 15.3. En regardant a travers la plaque comme sur la
figure 15.2, on voit trois points lumineux. Le point 51 est la
source d'eclairage. Le point 5~ est la restitution de 52, et 5~

est un point supplementaire, symetrique de 5~ par rapport a
51 : c'est I'image conjuguee de 5~.
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tout se passe comme si 52 etait present. L'observateur voit enfin une copie 5~

de 52 au point symetrique de 52 par rapport a 51 (fig. 15.3) : il s'agit de l'image
conjuguee de 5~.

Dans ce qui precede, 51 sert de source d'enregistrement et de source de
restitution; 52 est l'objet a enregistrer et a restituer. On dit aussi que l'onde
issue de 51 est l'onde de reference, et l'onde issue de 52 l'onde « signal ». Ces
elements permettent d'analyser quelques proprietes de base d'un hologramme.

15.1.2 Resolution de l'emulsion et champ de vision

Dans l'experience d'Young, l'interfrange est AD/ £. On enregistre effective­
ment les franges si la limite de resolution de l'emulsion, disons p (p se mesure
par exemple en mm), est inferieure a la valeur de l'interfrange

AD
P<­- £ . (15.11)

Cette condition traduit une limitation du champ de vision, car £ doit satisfaire

£< AD
- p , (15.12)

ce qui fixe une borne a l'ecartement des deux trous d'Young.
Plus la resolution de l'emulsion est grande (c'est-a-dire plus petite est sa

limite de resolution p), plus Ie champ de vision enregistrable est etendu. Cette
propriete est generale en holographie.

15.1.3 Dimensions de l'hologramme et resolution de l'objet

Tenons compte de la largeur L de la plaque holographique (suivant x).
L'extension finie de la plaque fait que Ie nombre de franges d'interferences
enregistrees dans l'emulsion est lui-meme fini. La fonction de transmission de
la plaque developpee est t telle que

2 2 Jr£X
t(x, y) = 41Aol cos AD rectL(X) ,

si bien qu'a la restitution on obtient

(15.13)

2 [iJr 2 2 ] [iJr£X] 2 Jr£XUe(x, y) = 4ilAoi Ao exp - AD (x + Y ) exp - AD cos AD rectL(x),

(15.14)

Il en resulte une modification du spectre angulaire de l'onde restituee : Ie ca1cul
de la transformee de Fourier du membre de droite de la relation (15.14) fait
apparaitre Ie produit de convolution du spectre angulaire precedent - celui
donne par la relation (15.10) - et d'une fonction sinus cardinal. On obtient
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(15.15)

ou la distribution 9 est di'lfinie par

g(Fx,Fy) =4IAoI2AOL{sinC(LFx)+~sinc [L(Fx - A~)]

+~ sinc [L(Fx + A~) ]}o(Fy ). (15.16)

Il y a trois ordres de diffraction, mais on ne peut pas les distinguer pour les
petites valeurs de L (a cause de la largeur des fonctions sinus cardinaux).
Vne valeur typique de la limite de resolution s'obtient pour g = AD/ L (cela
revient a adopter Ie critere de Rayleigh, voir Ie paragraphe 8.4.1). Si g est
inferieur a cette valeur on ne peut pas dire qu'il y a trois points bien separes
dans l'onde restituee. La dimension de l'hologramme limite ainsi les details de
l'objet qu'il est possible de restituer. Il s'agit enCOre d'une propriete generale
de l'holographie. (Dans ce qui precede, les deux trous d'Young sont alignes sur
l'axe x, ce qui explique qu'on a etudie l'influence de la largeur de la plaque
holographique suivant cette direction.)

Si on tient compte du resultat du paragraphe precedent, l'hologramme en­
registre correctement deux points separes de la distance g si,

(15.17)

ou Lest la dimension de la plaque holographique, p la limite de resolution de
l'emulsion, D la distance de l'objet enregistre a la plaque holographique et A
la longueur d'onde du rayonnement (supposee etre la meme a l'enregistrement
et a la restitution).

15.1.4 Restitution d'un objet etendu

L'analyse precedente, bien qu'elementaire, met en evidence les proprietes
fondamentales d'un hologramme. Il est cependant necessaire de considerer l'en­
registrement et la restitution d'un objet compose d'une multitude de points lu­
mineux; pour cela nous abandonnons Ie point de vue intuitif qui nous a guides
jusqu'ici et formalisons davantage Ie procede holographique.

Considerons la figure 15.4 ou un objet est eclaire par une onde monochro­
matique dont une partie illumine directement la plaque holographique; cette
partie constitue l'onde de reference. L'emulsion rec;oit egalement la lumiere dif­
fusee par l'objet, qui constitue l'onde objet, ou onde « signal ». L'amplitude
de l'onde de reference au point (x, y) de la plaque est R(x, y) et l'amplitude
de l'onde signal est S(x, y), de telle sorte que l'amplitude du champ au point
(x, y) de la plaque est

U(x, y) = R(x, y) + S(x, y). (15.18)
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FIG. 15.4. Principe de l'enregistrement de l'ho­
logramme d'un objet etendu. On suppose que la
longueur de coherence de la source est suffisam­
ment grande pour que l'objet ainsi ec1aire soit

Source coherent avec la source.

L'eclairement sur la plaque est proportionnel a IU(x, y)1 2 et, dans les memes
conditions qu'au paragraphe 15.1.1 (K = 1 dans la relation (15.6) p. 422), la
fonction de transmission de la plaque holographique developpee est

t(x,y) = IR(x,y) + S(x,Y)12 (15.19)

= IR(x, y)1 2 + IS(x, y)1 2 + R(x, y) S(x, y) + R(x, y) S(x, y).

A la restitution, on eclaire la plaque developpee par l'onde de reference et on
obtient, immediatement apres l'hologramme, l'amplitude emergente

Ue(x, y) = R(x, y)t(x, y)

= R(x,y)(IR(x,y)1 2+ IS(x,y)12)

+IR(x,y)12S(x,y) + (R(X,y))2 S(x,y). (15.20)

II y a un interet particulier a choisir une onde de reference de module
constant (onde homogene). De fait, si IR(x,y)12 est une constante, Ie terme
IR(x, YWS(x, y) est proportionnel a l'onde signal qui est alors restituee telle
quelle. L'onde de reference peut etre plane ou spherique.

En general, il est utile de separer l'onde signal restituee des autres ondes qui
l'accompagnent a la restitution. Si l'onde de reference est une onde spherique,
la plaque holographique etant plane, la fonction R s'ecrit sous la forme

(15.21)

ou Ro est une constante et OU Ll est la distance du foyer de l'onde a l'holo­
gramme. On obtient alors, dans l'equation (15.20), un terme correspondant a
l'onde directe, egal a

R(x, y) (IR(x, y)1 2 + IS(x, Y)1 2
)

= Ro exp [- ~: (x2+y2)] (IRoI2 + IS(x,Y)12) (15.22)

Ce terme correspond a l'amplitude du champ sur un emetteur spherique centre
au foyer de l'onde de reference.

II existe egalement une onde conjuguee (par rapport a S) dont l'amplitude
est
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FIG. 15.5. Restitution de l'onde signal
emise par l'objet de la figure 15.4. Pour sim­
plifier, l'onde conjuguee n'est pas represen­
tee.

2- 2 [2iJr ]-(R(x,y)) S(x,y)=Ro exp -A~(x2+y2) S(x,y). (15.23)

Cette onde a pour amplitude la complexe conjuguee de l'amplitude de l'onde
signal, mais cela sur un emetteur spherique dont Ie centre de courbure est a la
distance ~/2 de la plaque.

Quand R prend la forme donnee par la relation (15.21), Ie troisieme terme
de l'equation (15.20) est exactement S (a une constante multiplicative pres), de
telle sorte qu'il y a separation spatiale des trois ondes restituees, cette separa­
tion etant en focalisation (les trois ondes se propagent dans la meme direction
mais convergent en trois points differents).

Si l'onde de reference est plane, il est utile de l'inc1iner par rapport a la
plaque de maniere a obtenir R sous la forme

R(x, y) = Roexp[-2iJr8xA] , (15.24)

ou 8 est l'angle de la direction de propagation de l'onde avec la normale a la
plaque holographique 3. Vonde directe est

(15.25)

et elle diffracte dans la direction de l'onde de reference, c'est-a-dire qu'elle fait
l'angle 8 avec la normale a l'hologramme. Vonde conjuguee est

R0
2exp[-4iJr8xA] S(x, y) , (15.26)

et elle diffracte dans la direction faisant l'angle 28 avec la normale a l'holo­
gramme. Vonde signal diffracte dans la direction definie par 8 = O. II y a
separation angulaire des trois ondes.

II est possible de conjuguer les deux effets precedents: c'est ce qui est fait
sur Ie montage de la fig. 15.4. La figure 15.5 montre Ie montage de restitution.

Remarque 15.1.1. Tout ce qui precede suppose des franges d'interferences
ayant un bon contraste, c'est-a-dire une source lumineuse suffisamment cohe­
rente (voir Ie chapitre 10). En pratique la longueur de coherence de la source
doit etre superieure a la difference de marche qui existe, en chaque point de
l'hologramme, entre l'onde de reference et l'onde signal.

3 II s'agit d'une approximation, valable pour e petit. On peut remplacer e par sin e
pour obtenir une expression plus precise.
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15.2 Differents types d'hologrammes

15.2.1 Hologramme de Gabor

Considerons Ie montage de la figure 15.6. L'onde de reference est l'onde di­
recte qui interfere avec l'onde diffractee par l'objet transparent. Ala restitution,
l'onde directe (fig. 15.7) et son onde conjuguee (fig. 15.8) se propagent dans
la meme direction et cela rend l'observation difficile. L'image « directe » est
virtuelle alors que l'image conjugueee est reelle. On a separe les images sur les
figures 15.7 et 15.8 pour plus de clarte, mais de fait les deux phenomenes se
superposent.

Source

Source

Objet 'H

Objet 'Hrestitue

II

:)))II \ \

II 1\ I I

II I I

II

FIG. 15.6. Enregistrement d'un holo­
gramme en ligne de Gabor. L'objet est
partiellement transparent de telle sorte
que la plaque holographique 'H rec;oit la
lumiere directe et la lumiere diffractee par
l'objet (representee iei sous la forme d'une
onde spherique).

FIG. 15.7. Restitution d'un hologramme
en ligne de Gabor. Seule la restitution de
l'objet est representee ici.

Source

Image
conjuguee

FIG. 15.8. Restitution d'un hologramme en ligne de Gabor. Restitution de l'image
conjuguee.

Dans la pratique, l'holographie en ligne offre l'avantage de ne pas necessiter
une grande coherence temporelle, ni a l'enregistrement, ni a la restitution. Et
meme s'il est difficile de separer les ondes restituees, l'holographie en ligne de
Gabor, au-dela de son interet historique, connait quelques applications, par
exemple l'etude de flots de particules [42,49,240].



15. Holographie 429

15.2.2 Hologramme de Leith et Upatnieks

Le montage de la figure 15.9 permet la separation angulaire de l'onde di­
recte et de l'onde conjuguee comme Ie montre la figure 15.10. L'enregistrement
necessite une longueur de coherence suffisante pour qu'il y ait des interferences
sur toute la surface de la plaque holographique H.

Prisme

Source

Source

Objet

"""
"
~---

Image
directe

FIG. 15.9. Enregistrement d'un hologramme
hors axe de Leith et Upatnieks.

Image
conjuguee

FIG. 15.10. Restitution d'un hologramme hors axe de Leith et Upatnieks. II y a
separation angulaire du faisceau direct et du faisceau conjugue.

15.2.3 Hologramme de Fourier

C'est une generalisation de ce qui a ete vu au debut de ce chapitre (enre­
gistrement de franges d'Young). La figure 15.11 montre comment enregistrer
l'hologramme de Fourier d'un objet transparent. L'amplitude du champ sur la
plaque holographique est la somme de l'amplitude de l'onde de reference (qui
provient du trou source) et de celle du champ diffracte par l'objet. De fait, Ie
terme d'hologramme de Fourier est impropre en ce sens que ce qui est enre­
gistre n'est pas la transformee de Fourier de l'amplitude du champ de l'objet
mais plutOt l'amplitude diffractee selon un phenomene de Fresnel (on pourrait
parler d'hologramme de Fresnel). La raison de l'emploi du terme d'hologramme
de Fourier vient sans doute de ce que la restitution s'opere it l'aide d'un mon­
tage de transformation de Fourier optique (fig. 15.12) qui permet d'observer la
transformee de Fourier de l'amplitude du champ sur H. Vne autre raison de ce
terme se trouve dans la correspondance qui existe entre un point de l'objet et
une frequence spatiale sur l'hologramme et qui est caracteristique d'une trans­
formation de Fourier (spatiale). Si l'objet est un point lumineux, on obtient
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Trou source

Objet

FIG. 15.11. Enregistrement d'un ho­
logramme de Fourier. Le faisceau de
reference est issu d'un point lumineux
place dans Ie plan de l'objet.

sur l'hologramme des franges d'Young : un objet ponctuel s'enregistre sous la
forme d'un reseau de franges paralleles, de profil sinusoidal. II y a correspon­
dance entre les points de l'objet et les frequences spatiales dans Ie plan de
l'hologramme. Cependant, si l'objet est compose de plusieurs points, chacun
d'eux donne lieu a une amplitude sinusoidale avec un terme de phase qui lui
est propre : cette phase est Me a la position du milieu du segment reliant Ie
point considere sur l'objet et Ie trou source; cette position n'est pas la meme
pour tous les points de l'objet (en eclairement, cela donne une translation va­
riable des franges). C'est pour cette raison qu'on n'obtient pas la transformee
de Fourier de l'amplitude de l'objet (pour l'obtenir, il faudrait additionner en
phase toutes les amplitudes associees aux frequences spatiales correspondant
aux points de l'objet selon ce qui vient d'etre decrit).

Le fait d'utiliser comme onde de reference une onde spherique issue d'un
point situe dans Ie plan de l'objet, conduit a une compensation automatique
du terme de phase quadratique qui existe entre la sphere de Fourier de l'objet
et la plaque holographique (voir l'exercice 15.1).

Image
de I'objet

Source

Image
conjuguee

FIG. 15.12. Restitution d'un holo­
gramme de Fourier.

15.3 Applications de l'holographie

L'holographie offre Ie moyen de reproduire des objets avec leur relief et
cela constitue sans doute l'application la plus spectaculaire de cette technique,
d'autant que certains hologrammes sont restitues en « lumiere blanche », ce
qui confere une apparence proche de la realite aux objets reproduits.

Les applications les plus courantes relevent sans doute de l'interferometrie
holographique, largement utilisee en optique bien sur mais aussi pour effec-
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tuer des contr6les non destructifs sur des pieces mecaniques, pour l'etude des
vibrations de diverses structures, ou encore en balistique. Ces methodes font
desormais partie de la panoplie des outils de contr6le a la dispostion des labo­
ratoires et des industriels.

II n'est pas possible de decrire davantage les applications de l'holographie
dans cet ouvrage; bornons-nous a citer, parmi d'autres, Ie livre de P. Smigielski,
tres bien illustre [219].

15.4 Modulation de la lumiere et supports holographiques

A defaut d'un chapitre, nous consacrons un paragraphe aux composants qui
permettent la modulation de la lumiere, selon les grandes classes definies au
paragraphe 5.1.1 (chapitre 5) ; et nous Ie plar;ons ici parce que notre approche
de l'holographie (paragraphe 15.1) repose plus ou moins implicitement sur les
proprietes des emulsions photographiques que nous allons decrire.

L'holographie requiert en general des materiaux photosensibles a haute re­
solution, capables d'enregistrer des franges d'interferences dont Ie pas est de
l'ordre du micron (la resolution doit etre d'autant plus grande que l'angle entre
Ie rayon moyen de l'onde de reference et celui de l'onde signal est lui-meme
grand). Toutefois les supports decrits par la suite ont des emplois plus vastes­
qui ne requierent pas toujours une tres haute resolution - comme par exemple
en traitement du signal optique (chapitre 16).

Les materiaux ou milieux cites ici servent aussi a la realisation de com­
posants diffringents. II existe des reseaux de diffraction « holographiques »,
c'est-a-dire dont la fabrication releve du processus holographique (enregistre­
ment de franges d'interferences rectilignes) [30].

Les materiaux photorefringents comme Ie BSO, ou encore les cristaux li­
quides, mettent en jeu les proprietes de la lumiere polarisee. Ainsi les reseaux
et les hologrammes realises dans de tels materiaux ont les proprietes etudiees
au paragraphe 5.4.3.

D'autres types de materiaux que ceux decrits ici servent aussi a enregistrer
des hologrammes : photopolymeres, photothermoplastiques, par exemple [109].

15.4.1 Emulsion photographique

Emulsion argentique negative [130]. Vne plaque ou une pellicule pho­
tographique est essentiellement constituee d'un support mecanique - plaque
de verre, film plastique - sur lequel est deposee une emulsion photosensible
contenant des microcristaux d'halogenure d'argent, generalement du bromure
d'argent (AgBr). La taille moyenne de ces cristaux determine Ie « grain» de
l'emulsion. Sous l'action conjuguee de la lumiere et des photosensibilisateurs 4,

4 Les photosensibilisateurs sont des constituants chimiques qui assurent la sensibilite
de I'emulsion dans la bande spectrale desiree (par exemple Ie domaine visible). Vne
emulsion primitive, c'est-a-dire ne contenant pas de tels composants, n'est sensible
que dans I'ultra-violet.
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se forment dans les microcristaux d'halogi'mure des germes d'image latente
constitues d'agregats de quelques atomes d'argent. L'effet du revelateur pho­
tographique (bain de developpement) est de reduire les microcristaux d'halo­
genure en argent metallique (qui apparait noir). Cette reaction de reduction
est beaucoup plus rapide pour les microcristaux porteurs de germes d'image
latente, et il convient de l'arreter lorsque ces grains porteurs ont ete reduits :
c'est Ie role du bain d'arret. Enfin, l'etape de fixation elimine de l'emulsion
les cristaux d'halogenure d'argent qui n'ont pas ete reduits, car non porteurs
de germes; ce sont aussi ceux qui n'ont pas re<;u de lumiere. L'emulsion re­
produit ainsi l'eclairement qu'elle a re<;u sous une forme « negative» : les
parties suffisamment illuminees deviennent noires, les parties non illuminees
restent transparentes (ou blanches). L'image obtenue presente des « niveaux
de gris » dans les regions OU l'eclairement etait intermediaire : cela s'obtient
de fait par une densite plus faible de grains d'argent noircis (par rapport a la
densite des regions noires).

Le noircissement de l'emulsion en un point depend de l'energie re<;ue en ce
point pendant l'exposition ala lumiere. La grandeur photometrique a prendre
en compte est la lumination (ou exposition), produit de l'eclairement par Ie
temps de pose, qui se mesure en joules par metre carre (J/m2 ).

En photographie standard, on observe les images enregistrees dans l'emul­
sion en eclairage incoherent 5 (photographie sur papier ou diapositive projetee)
et on s'interesse a des grandeurs liees a la puissance lumineuse diffusee ou
transmise, c'est-a-dire, precisement, a des eclairements ou des luminances.

Il est habituel de caracteriser une emulsion par la densite optique qu'elle
acquiert pour une lumination re<;ue. On definit en un point r de l'emulsion Ie
facteur de transmission T par

(15.27)

OU <I>i(r) est Ie flux incident en r (il s'agit, de fait, d'une moyenne prise sur une
surface elementaire 6 entourant Ie point r) et <I>e(r) Ie flux emergent. La densite
optique de l'emulsion en rest (T(r) est plus petit que 1)

D(r) = -log T(r) , (15.28)

OU log est la fonction logarithme en base 10.
La sensitometrie a pour objet l'etude et la caracterisation des emulsions pho­

tographiques sensibles. On trace des courbes sensitometriques qui donnent la
densite optique en fonction de la lumination re<;ue. De telles courbes dependent
non seulement de l'emulsion elle-meme (sensibilite) mais aussi du processus de
developpement (temps de revelation, temperature des bains chimiques, agita­
tion des bains permanente ou non, type de revelateur).

5 Cela n'est pas toujours vrai lors de I'agrandissement, puisque certains agrandisseurs
peuvent fournir un ec1airage partiellement coherent. Mais comme on cherche in fine
a reproduire la luminance de I'objet photographie, ce qui suit reste valable.

6 Dont I'aire doit etre superieure a celle du « grain» de I'emulsion.
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FIG. 15.13. Courbe sensitometrique (sche­
matique) d'une emulsion negative. Elle
donne la densite optique D en fonction du
logarithme de la lumination W.

Ces courbes sont non lineaires (la figure 15.13 en donne une exemple). En
effet, d'une part Ie noircissement (maximal) est atteint pour une certaine lumi­
nation, et toute lumination superieure n'apporte aucun noircissement supple­
mentaire. Et d'autre part, il faut une lumination minimale pour impressionner
l'emulsion. Cependant, entre les deux, se situe une region ou la courbe est it
peu pres rectiligne.

Le contraste de l'emulsion est la pente de la partie lineaire de la courbe
sensitometrique. Puisque la densite augmente avec la lumination, Ie contraste
ainsi defini est positif pour une emulsion negative.

Plus precisement, la sensibilite d'une emulsion est caracterisee par une lu­
mination Wo, et la densite optique, dans la partie lineaire de la courbe, s'ecrit

(15.29)

ou "( est Ie contraste et West la lumination re<;ue par l'emulsion.
Vne propriete curieuse de la fonction logarithme permet d'ecrire D sous une

forme differente. Dans la relation (15.29), les luminations Wo et W se mesurent
en J/m2 . Le rapport W/Wo est sans dimension, ce qui est indispensable, a
priori, pour en prendre Ie logarithme. On ecrit W = w J/m2 et Wo = Wo J/m2 ,

ou w et Wo sont des nombres sans dimension, si bien que

W w
log TXT = log - = logw -logwo·

vvo Wo
(15.30)

Ce qui est remarquable avec la fonction logarithme, c'est que la relation (15.30)
est vraie, quel que soit Ie systeme d'unites choisi (it condition bien sur que w

et Wo soient relatifs au meme systeme). II est licite d'ecrire

W
log- = 10gW -logWo ,

Wo
(15.31)

meme si l'ecriture log W semble absurde (puisque W n'est pas un simple nombre
reel et qu'il possede une dimension physique).

Finalement la relation (15.29) se met sous la forme

D = "((logW -logWo). (15.32)
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La variable portee en abscisse sur la figure 15.13 tient compte de cette propriete.
Si on relie Ie facteur de transmission de l'emulsion a la lumination re<;ue,

on obtient

(15.33)

Comme "y est un nombre positif, Ie facteur de transmission Test une fonction
non lineaire de la lumination.

On remplace souvent la lumination par l'eclairement dans les relations
(15.32) et (15.33), ce qui revient a imposer un temps de pose egal a l'unite
(une seconde).

Emulsion argentique « positive». On parle parfois d'emulsion positive, ce
qui peut se comprendre de deux fa<;ons. Apres obtention d'un negatif (sur une
emulsion negative), on impressione une deuxieme emulsion a travers Ie negatif
(par contact ou a l'aide d'un agrandisseur). On obtient alors une image positive
de l'eclairement enregistre dans Ie premier negatif.

On obtient Ie meme resultat par un procede d'inversion qu'on applique
pendant Ie developpement de l'emulsion : la technique d'inversion consiste a
exposer l'emulsion a un flux lumineux intense (on parle de « solarisation »)
apres revelation et avant fixage.

Emulsion holographique. Ce qui precede s'adapte a l'holographie de la fa­
<;on suivante. Notons d'abord qu'en holographie, on cherche a restituer l'am­
plitude du champ. Ce qui interesse dans ce cas, c'est la fa<;on dont la fonction
de transmission 7 de l'emulsion depend de l'eclairement enregistre. Le facteur
de transmission T etant reM au coefficient de transmission par 8 T = t2 , la
relation (15.33) conduit a

(15.34)

Les courbes sensitometriques ont l'allure de celle donnee par la figure 15.14.
La region lineaire de cette courbe correspond, de fait, a la region de sous­
exposition d'une courbe sensitometrique standard, telle qu'elle est donnee par
la figure 15.13 (la partie lineaire de la courbe de la figure 15.14 correspond a la
partie AB de la courbe de la figure 15.13).

Dans les calculs, on remplace souvent la lumination par l'eclairement re<;u
par la plaque, Ie temps de pose etant, par convention, choisi egal al'unite. Dans
ces conditions, il est theoriquement possible de satisfaire la relation (15.6) avec
K = 1, valeur sur laquelle est fondee l'analyse de l'holographie des paragraphes

7 La fonction de transmission est Ie rapport de l'amplitude emergente a l'amplitude
incidente sur l'emulsion, voir la relation (5.1).

8 La relation T = t 2 n'est vraie qu'a l'incidence normale et seulement si les indices
de refraction des milieux situes du cote du rayon incident pour l'un, et du cote
du rayon transmis pour l'autre, sont egaux. Cela conformement aux valeurs des
coefficients de Fresnel de la refraction [29,84].
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FIG. 15.14. Courbe sensitometrique (schema­
tique) d'une emulsion holographique.

15.1.1 et 15.1.4, a condition de choisir une emulsion de contraste "( = -2,
c'est-a-dire une emulsion positive (la figure 15.14 est typique d'une emulsion
negative).

Cependant, il est inutile en holographie d'inverser Ie contraste si l'on pense
au principe de Babinet (voir l'exercice 3.1 p. 66) selon lequel deux ecrans com­
plementaires ont la meme figure de diffraction (la seule difference reside dans
l'ordre 0 de diffraction, ce qui n'a pas d'importance en holographie). Exami­
nOnS cela de plus pres et montrons que l'analyse faite au paragraphe 15.1 est
fondee.

II existe un point de fonctionnement (point A de la figure 15.14) autour
duquel la courbe sensitometrique est une droite 9. Au voisinage de ce point, la
fonction de transmission de l'hologramme s'ecrit, au point (x, y),

t' (x, y) = a - ~ I (x, y) , (15.35)

ou a est une constante, "( est Ie contrate de l'emulsion ("( > 0) et OU l'eclairement
I remplace la lumination (ce qui suppose un temps de pose donne une fois pour
toutes). Selon Ie principe de Babinet, quand on eclaire l'hologramme, la figure
de diffraction est la meme que celIe qui serait obtenue avec une fonction de
transmission t telle que

t(x,y) = 1- t'(x,y) = 1- a + ~I(x,y). (15.36)

La fonction t, donnee par la relation (15.36), est equivalente a celIe d'une emul­
sion positive de contraste -"(/2. De plus, la partie 1 - a est la meme pour tous
les points de l'hologramme : a la restitution, elle n'affecte que l'ordre 0 et ne
modifie pas l'image restituee, ni l'image conjuguee.

C'est pourquoi, dans tout Ie paragraphe 15.1, nOUS aVOnS developpe la theo­
rie de l'holographie en ecrivant

t(x,y) = KI(x,y) , (15.37)

puis aVOnS choisi K = 1 pour une simplification supplementaire : cela revenait
a travailler dans la partie lineaire (pour l'amplitude) d'une emulsion positive
fictive de contraste -2.

9 Cela n'est vrai qu'idealement. De fait, la courbe presente plut6t en A une inflexion.
Les consequences de cette non-linearite sont exposees au paragraphe 15.4.3.
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Mentionnons enfin que les emulsions holographiques sont a grains tres fins,
ce qui autorise une tres haute resolution (de l'ordre de 1 000 mm-1 et parfois au­
dela) mais s'obtient au detriment de la sensibilite (qui est faible). Ces emulsions
necessitent des revelateurs a grains fins.

15.4.2 Emulsion blanchie. Hologramme de phase

Vne emulsion developpee normalement absorbe a peu pres la moitie du flux
lumineux incident. La technique du blanchiment permet de rendre l'emulsion
parfaitement transparente et conduit a un meilleur rendement energetique. Elle
consiste a enlever les grains d'argent qui ont rec;u de la lumiere plutOt que de
les laisser noircir. Ainsi une region eclairee a l'enregistrement restera, apres
blanchiment, sans grains d'argent, alors qu'une region non eclairee conservera
ses grains d'argent, rendus insensibles a la lumiere par fixage. L'eclairement
est enregistre sous la forme de variations de densite 10 de l'emulsion, c'est-a­
dire finalement sous la forme de variations d'indice de refraction, voire encore
d'epaisseur. L'eclairement est enregistre sous la forme d'une variation de chemin
optique qu'on ecrit

8(x, y) = a + bI(x, y), (15.38)

ou I(x, y) est l'eclairement rec;u au point (x, y) et a et b des constantes. (Ici
encore Ie temps de pose est suppose egal a 1 s, ce qui permet de remplacer la
lumination par l'eclairement.) A ce chemin optique correspond, a la longueur
d'onde A, une variation de phase

271"
cp(x, y) = T [a + bI(x, y)] .

La fonction de transmission de l'hologramme est

t(x, y) = e-i<p(x,y) .

(15.39)

(15.40)

On obtient ainsi un hologramme de phase.
Pour la diffraction, seule compte la partie modulee 11 de la fonction t, et on

ecrit simplement

271"b
cp(x,y) = >:I(x,y). (15.41)

Le calcul complet de la restitution de l'onde enregistree est plus difficile,
en general, que celui du paragraphe 15.1.4. Cependant, si les variations de la
phase sont petites, nous ecrivons, de fac;on approchee,

(15.42)

10 II s'agit ici de densite massique : on enleve de la matiere.
11 L'energie transmise dans I'ordre 0 affecte toutefois Ie rendement en diffraction de

I'hologramme.
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ou Ui(x, y) represente l'onde incidente sur l'hologramme revele (c'est l'onde de
restitution). En choisissant une onde de restitution homogene, Ie terme Ui (x, y)
correspond a l'ordre 0 de diffraction et, pour la restitution de l'onde signal, tout
se passe comme si on avait

Ue(x,y) = -icp(x,y) Ui(X,y) , (15.43)

c'est-a-dire un hologramme avec une fonction de transmission de la forme

2i7fb
t(x,y) = -icp(x,y) = -TI(x,y) ,

soit encore

t(x,y) = KI(x,y) ,

(15.44)

(15.45)

ou K est une constante : c'est la relation (15.6). Un choix convenable de b,
l'abandon du terme de phase -i (qui n'affecte pas l'intensite vibratoire de
l'onde restituee) permet d'obtenir K = 1 (au moins theoriquement). La theorie
des paragraphes 15.1.1 et 15.1.4 s'applique a un hologramme enregistre dans
une emulsion blanchie.

Le calcul explicite de t(x, y) reste praticable dans des cas simples. Par
exemple, si l'eclairement enregistre est en « creneaux », de pas p, de la forme

I oI(x, y) = - w p * rectL(x) ,
p

ou I o est une constante dimensionnelle, alors

(15.46)

[
2i7fb ] I(x, y) [2i7fbIo]t(x,y) =exp[-icp(x,y)] =exp -TI(x,y) = ~exp --A-

(15.47)

L'emulsion blanchie a bien une fonction de transmission de la forme

t(x,y) =KI(x,y), (15.48)

et nous retrouvons la relation (15.6).
Un autre cas praticable est celui d'une modulation de phase sinusoidale. Le

calcul est comparable a celui d'un reseau de phase tel qu'il a ete aborde au
paragraphe 5.4.2.

Outre les emulsions argentiques classiques, qui peuvent etre blanchies, citons
les gelatines bichromatees, qui permettent d'obtenir des hologrammes de phase
avec un fort rendement de diffraction [46].

Remarque 15.4.1. La modulation d'indice de refraction dans l'emulsion blan­
chie est caracteristique d'un milieu inhomogene. En electromagnetisme, la mo­
dulation de l'indice est une modulation spatiale de la permittivite du milieu, c,



(15.49)
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et on montre [29] que dans un tel milieu, l'equation des ondes s'ecrit 12, pour Ie
champ electrique ,

fJ2E
11E - cp, 8t2 = -grad(E·gradLnc) ,

ou 11 est Ie laplacien, Ln designe Ie logarithme neperien et p, la permeabilite
du milieu (en pratique P,o pour un milieu non magnetique).

Or toute notre theorie est fondee sur la propagation du spectre angulaire,
que nous avons deduite de l'equation de Helmholtz. II est clair que cette derniere
doit etre modifiee dans un milieu inhomogene.

Nous pouvons cependant developper notre theorie en remarquant ce qui
suit.

1° 8i les variations de l'indice de refraction ont un pas bien superieur a la
longueur d'onde, l'equation d'onde homogene reste valide. C'est au fond
une des hypotheses de la theorie scalaire (paragraphe 1.3 du chapitre 1) ;

2° L'emulsion photographique est mince et nous l'assimilons a une transpa­
rence. II nous suffit de connaitre l'amplitude du champ en sortie de la plaque
photographique (qui est vue comme une « boite noire »), la propagation
ayant lieu ensuite dans un milieu homogene.

15.4.3 Effet de la non-linearite de l'emulsion

8elon la relation (15.6), sur laquelle se fonde notre approche de l'hologra­
phie, la fonction de transmission d'un hologramme enregistre dans une emul­
sion argentique est proportionnelle a l'eclairement re<;u : cela est vrai dans un
domaine qui entoure Ie point de fonctionnement A indique par la figure 15.14.

Dans la realite, Ie point A est plut6t un point d'inflexion, au voisinage
duquel nous ecrivons

t(x,y) = KI(x,y) + K'(I(x,y))3 + K"(I(x,y))4 + ... , (15.50)

(15.51)

ou K, K' et K" sont des constantes.
Imaginons enregistrer des franges d'Young, comme au paragraphe 15.1.1.

L'eclairement est de la forme

2 2 1r£X
I(x, y) = 41Aol cos AD.

Restituons avec une onde plane Ui(x,y) = Uo (on pourrait utiliser l'onde issue
du trou source 8 1 ; cela introduirait un terme de phase quadratique qui ne
modifierait pas Ie resultat que nous voulons mettre en evidence ici). L'amplitude
de l'onde qui emerge de l'hologramme s'ecrit

Ue(x, y) = t(x, y)Ui(x, y) (15.52)

. 2 ( 2 1r£X , 6 1r£X " 8 1r£X )= 41lAoi Uo Kcos AD +K cos AD +K cos AD + ....

12 Nous supposons Ie milieu homogEme pour la permeabilite p,.
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La linearisation des puissances de la fonction cosinus conduit a ecrire

(15.53)

ou les coefficients aj sont des constantes.
Le terme ao de la relation (15.53) correspond a l'ordre 0 de diffraction. Le

terme en a1 cos(27f£xjAD) restitue deux points separes de £: il s'agit du point
52 et de son image conjuguee (voir Ie paragraphe 15.1.1).

La non-linearite de l'emulsion holographique introduit des termes supple­
mentaires. Le terme a2 cos(47f£xjAD) represente deux points lumineux distants
entre eux de 4£ (et symetriques l'un de l'autre par rapport a 51)' Quant au
terme a3 cos(67f£xjAD) il represente deux points distants entre eux de 6£. On
a en quelque sorte des ordres de diffraction superieurs qu'on peut qualifier
d'harmoniques puisqu'ils sont dans une progression bien definie.

Ce phenomene existe encore pour l'hologramme d'un objet diffusant, ou
meme pour un hologramme de phase.

15.4.4 Supports pour l'holographie en temps reel

Supports dynamiques. Les emulsions sensibles photographiques ont besoin
d'un traitement chimique pour etre « revelees », et eela a deux consequences:
il faut du temps pour developper l'hologramme et une fois developpe, celui-ci
est fige. Ces deux aspects de l'holographie sur support argentique sont souvent
vus comme des inconvenients, mais avant de considerer ce point de vue, men­
tionnons quelques cas pour lesquels ces inconvenients n'en sont pas vraiment.
Dans certaines applications on enregistre un hologramme qu'on a ensuite tout
Ie temps d'examiner pour en extraire l'information qu'il contient. On peut par
exemple observer l'onde restituee pour differentes mises au point [240] et un
hologramme fige permet cela. Pour d'autres applications l'enregistrement de
l'hologramme se fait durant plusieurs periodes d'un phenomene vibratoire (vi­
brations de la membrane d'un haut-parleur par exemple [83]), et l'hologramme
photographique permet de voir les nCBuds et les ventres des vibrations 13. Enfin
on parvient a faire interferer l'onde diffusee par un objet avec l'onde restituee
par un hologramme; rien n'empeche dans ce cas l'onde objet de varier tempo­
rellement.

On constate done qu'un hologramme photographique, bien que fige, per­
met dans une certaine mesure, des etudes dynamiques. Neanmoins il est utile
de pouvoir enregistrer un hologramme en temps reel d'une part, et de dis­
poser d'une veritable holographie dynamique d'autre part. Pour cela il faut
des supports sensibles adaptes. Ceux-ci sont essentiellement de deux sortes :
les materiaux thermoplastiques, les materiaux photorefringents auxquels nous
limitons l'expose.

13 Cette experience est realisable aussi en holographie en temps reel [116].
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Les cristaux photorefringents. L'effet photorefringent traduit la variation
de la birefringence d'un materiau electro-optique et photoconducteur sous l'effet
de l'eclairage du materiau [86,105,179].11 se rencontre dans les cristaux electro­
optiques comme Ie niobate de lithium (Li Nb 0 3 ), Ie phosphure d'indium (InP)
ou l'oxyde de bismuth silicium (Bh2 Si 0 20 , en abrege BSO) ou germanium
(BGO). On peut schematiquement comprendre cet effet comme suit.

Considerons pour fixer les idees un cristal de BSO auquel on applique un
champ electrique transversal, d'amplitude Eo. Projetons sur Ie cristalles inter­
ferences produites par deux faisceaux R (onde de reference) et S (onde signal).
Se cree dans Ie cristal un reseau d'eclairement (franges d'interferences) et si les
directions des faisceaux R et S sont bien choisies, les franges d'interferences
sont perpendiculaires au champ electrique (fig. 15.15).

s

FIG. 15.15. Enregistrement d'un hologramme
dans un cristal photorefringent (BSO) auquel on
applique une tension V. Les faisceaux R (onde
de reference) et S (onde signal) interferent et en­
gendrent un reseau epais dont on a schematique­
ment represente les plans equiphases.

Le materiau etant photoconducteur, dans les zones eclairees se cree un cou­
rant electrique dll essentiellement aux electrons. Mais ces electrons sont pieges
dans les zones sombres. Le reseau d'eclairement engendre un reseau de charges
electriques : des charges negatives s'accumulent dans les zones sombres et font
defaut dans les zones eclairees. Ce phenomene est d'ailleurs favorise par Ie
champ electrique applique au cristal. 11 en resulte une modulation spatiale du
champ electique, sous la forme

i1E(x, y) = A + BI(x, y), (15.54)

ou A et B sont des constantes et I(x,y) l'eclairement au point (x,y).
Par effet photo-electrique lineaire (effet Pockels) [167,248]' Ie reseau du

champ electrique engendre a son tour un reseau de birefringence. Pour un effet
transversal, la birefringence du cristal de BSO est de la forme

i1n(x, y) = 141n03 [Eo + i1E(x, y)] , (15.55)

ou no est l'indice de refraction du BSO et 141 un de ses coefficients electro­
optique (141 ~ 3,6.10-12 m/V [167,180]). Cette modulation est « lisible » en
lumiere polarisee et vue, pour une polarisation parallele a un des axes de la
birefringence, comme une modulation de phase de la forme
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(15.56)

(15.57)

ou e est la longueur optique du cristal (c'est-a-dire selon la direction de pro­
pagation de la lumiere). Les relations (15.54) et (15.55) permettent d'ecrire la
phase rp sous la forme

21fe 3 21f
rp(x, Y) = Tr41no [Eo + LlE(x, y)] = T[a + bI(x, y)],

c'est-a-dire sous la forme de la relation (15.39).
Il est possible d'enregistrer un hologramme de phase dans un materiau

photorefringent comme Ie BSO. Pour la restitution, on eclaire Ie cristal avec
une onde a une longueur d'onde peu absorbee par Ie cristal. Cette onde est
diffractee comme elle Ie serait par un hologramme de phase.

L'interet de ce type d'holographie reside dans la modulation temporelle
de l'onde signal S. Le BSO est capable de suivre cette modulation dans les
gammes de frequences des signaux video (frequences de l'ordre de 50 Hz), ou
plus rapidement, si la puissance de l'onde de reference est assez grande. Le
reseau inscrit dans Ie cristal est module temporellement, et il y a modulation
temporelle de l'onde restituee. On con<;oit ainsi des dispositifs d'holographie
dynamique, dont il existe d'ailleurs de remarquables applications [105,115].

15.4.5 Modulateurs de lumiere spatiaux

Les modulateurs a cristaux liquides. Entre l'ordre des cristaux et Ie
desordre des liquides, la matiere prend parfois les formes d'un ordre interme­
diaire : c'est Ie cas des cristaux liquides [45,63] pour lesquels l'ordre se reduit
a une orientation principale, commune aux molecules du milieu. Par exemple
les centres de gravite des molecules d'un cristalliquide (smectique A, choleste­
rique) s'organisent de fa<;on desordonnee - c'est Ie cote liquide - dans des plans
paralleles equidistants - comme les plans reticulaires d'un cristal.

Nous ne discuterons pas des diverses classes de cristaux liquides [45,54,63].
Pour la propagation de la lumiere dans ces milieux, Ie premier fait important
concerne l'anisotropie des molecules: elles sont birefringentes. En general les
molecules d'un meme plan sont paralleles entre elles (en moyenne) selon un axe
appele directeur. Ce directeur n'a pas forcement une direction fixe quand on
passe d'un plan au voisin.

Nous employons Ie terme de « cellule» a cristaux liquides pour designer
un composant opto-electronique constitue de deux lames de verre paralleles
(separees de quelques microns) entre lesquelles il y a un cristal liquide. Sur les
plaques de verre sont collees des electrodes transparentes. On envoie la lumiere
perpendiculairement aux lames. La cellule se comporte, optiquement, comme
un birefringent elliptique (cela signifie que les vibrations propres du milieu, or­
thogonales, sont polarisees elliptiquement). Le lien entre la birefringence d'une
molecule (qui est plutOt lineaire) et celle de la cellule n'est pas toujours facile a
etablir theoriquement. Notamment, la rotation du directeur d'un plan a l'autre
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engendre du pouvoir rotatoire qui, par superposition a la birefringence des
molecules, produit justement de la birefringence elliptique. Inversement, cette
birefringence globale se decompose en un pouvoir rotatoire et une birefringence
lineaire, mais ce ne sont pas ceux de depart.

L'application d'un champ electrique statique (ou quasi statique) se traduit
par une rotation des molecules du cristal liquide. Le resultat est une modifica­
tion de la birefringence globale de la cellule et c'est cela qui est mis a profit pour
moduler la lumiere, spatialement ou temporellement : on applique un champ
variable.

Les cristaux photorefringents, decrits auparavant, sont utilises dans la fa­
brication de modulateurs tout optiques en ce sens que la creation du reseau
de diffraction dans Ie materiau resulte d'interferences lumineuses produites op­
tiquement (analogiquement). Dans les cellules a cristaux liquides, c'est l'ap­
plication directe d'un champ electrique qui produit la modulation desiree. Un
modulateur spatial est une matrice de cellules elementaires pilotees electrique­
ment, idealement independamment les unes des autres. On parle d'adressage
electrique 14.

n existe une assez grande variete de modulateurs a cristaux liquides. On
produit des modulateurs de birefringence binaire a modulation d'axe, ou des
modulateurs a modulation de phase, continue ou binaire. Nous avons etudie au
chapitre 5 les proprietes optiques generales des reseaux de diffraction enregistres
dans de tels materiaux. On fabrique de la sorte des reseaux dynamiques, a pas
variable.

La resolution qu'offrent les modulateurs a cristaux liquides n'est pas suffi­
sante, en general et a ce jour, pour qu'on puisse les utiliser de fac;on universelle
pour l'holographie. Elle est toutefois suffisante pour la realisation de compo­
sants diffractants, comme pour celle d'ecrans plats. Une nouvelle categorie de
composants est apparue qui ont une haute resolution : ce sont les dispositifs
a cristal liquide disperse dans un polymere (on parle de PDLC, de l'anglais
Polymer Dispersed Liquid Crystal) [54]. n semble envisageable de les utiliser en
holographie et pour la conception de composants diffractants reconfigurables.

Composants fondes sur d'autres effets. Nous mentionnons pour memoire
les modulateurs magneto-optiques, ceux a miroirs deformables 15, ou encore
ceux a multi-puits quantiques. Au chapitre 16 nous parlerons brievement des
modulateurs acousto-optiques. Remarquons pour conclure que la situation a
evolue favorablement depuis une vingtaine d'annees, et qu'on dispose enfin de
modulateurs performants pour un grand nombre d'applications. Les recherches
sont particulierement actives pour obtenir des modulateurs rapides, a haute
resolution ou en grandes dimensions.

14 11 existe des modulateurs a cristaux liquides a adressage optique : ils utilisent
une couche photoconductrice pour transformer une modulation d'ec1airement en
modulation du champ electrique aux bornes de la cellule a cristaux liquides [12].
La couche photoconductrice remplace une des deux electrodes transparentes de la
cellule.

15 11 s'agit de micro-miroirs formant des cellules de quelques microns de cotes.
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15.5 Exercices

Exercice 15.1 (Hologramme de Fourier). On considere l'enregistrement
d'un hologramme de Fourier comme l'indique Ie schema de la figure 15.11 :
Ie trou source de reference est dans Ie plan de l'objet. Soit t la fonction de
transmission de l'objet.

1. Soit A la sphere tangente au plan de l'objet et centree sur la plaque ho­
lographique. Montrer que l'amplitude UA du champ sur A est egale a t
multiplie par un terme de phase quadratique T.

2. Montrer que l'amplitude du champ diffracte par l'objet sur la plaque holo­
graphique est Ie produit de [jA et d'un terme de phase quadratique T'.

3. Donner l'expression de l'amplitude du champ cree par Ie trou source sur la
plaque holographique.

4. Montrer que choisir Ie trou source dans Ie plan de l'objet permet de com­
penser Ie terme de phase T' lors de la restitution de l'hologramme.

5. Montrer que l'objet restitue et son image conjuguee sont des emetteurs
plans.

Exercice 15.2. Soit m une fonction de deux variables reelles, positive :
m(x, y) 2': O. On suppose m(x, y) = 0, si Ixl 2': a/2.

Soit T la transparence de la figure 15.16, composee d'un trou infiniment
petit qui se represente par une distribution de Dirac, et un motif de fonction
de transmission m centre en (L,O). On ecrit la fonction de transmission de T
sous la forme t(x, y) = 0(0,0) + m(x - L, y). On place T dans Ie montage de la
figure 15.17. La source lumineuse est monochromatique (>') et produit dans Ie
plan de Tune amplitude uniforme, supposee egale a 1 (pour simplifier).

1. Quelle est l'amplitude du champ U(~, TJ) dans Ie plan focal image de l'ob­
jectif £ (distance focale 1') ?

2. Quel est l'eclairement I(~, TJ) dans Ie plan focal image de £?

3. On place dans Ie plan focal image de £ une plaque photographique qu'on
expose sous l'eclairement de la question precedente. On developpe l'emul­
sion de telle sorte que la plaque developpee a une fonction de transmission
en amplitude t, proportionnelle a l'eclairement qui a servi a l'enregistre­
ment. Pour simplifier on ecrit : t(C TJ) = I(~, TJ).

L
'l( .,

x

FIG. 15.16. Transparence composee d'un trou et d'un
motif (partie ombree) distants de L.
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FIG. 15.17. Montage d'enregistrement de la figure de diffraction de la transparence
T.

On place la plaque developpee dans Ie montage de la figure 15.18 OU la
transparence T ' contient seulement un trou a l'origine : sa fonction de
transmission est t'(x, y) = 0(0,0). Les deux objectifs £ et £' ont la meme
distance focale image f'.
QueUe est l'amplitude du champ dans Ie plan focal image £'? (11 s'agit du
plan « image », coordonnees x', y').

4. Decrire ce qu'on observe dans Ie plan image (plan focal image de £1). QueUe
condition doivent satisfaire L et a pour qu'il n'y ait pas de superpositions
nefastes?

5. On suppose que les ouvertures (pupilles) des objectifs sont suffisamment
grandes pour que ce soit la plaque photographique qui limite Ie champ
enregistre dans Ie plan (~, TJ). Montrer que les dimensions (en ~ et TJ) de la
plaque photographique limitent la resolution de l'image. Si HI; et Hry sont
la largeur et la longueur de la plaque, donner les expressions des frequences
de coupure.

6. QueUe est l'influence de la resolution limitee de la plaque photographique?
(On suppose que les ouvertures des objectifs sont assez grandes et que leur
extension limitee n'a pas d'effet appreciable.)

7. Que voit-on si on met son <:Bil a la place de £I?

-1' l'

~~~~:~:~:~)~:~~I
I

' {' Plaque sensible {'I
L developpee L Image

(x,y) (~,1J) (X',y')

FIG. 15.18. Montage de restitution de la transparence T.



Chapitre 16

Traitement du signal optique

Le traitement du signal optique s'applique it des signaux d'origines variees
- signaux optiques bien sur, mais aussi acoustiques (sonar), electriques, si­
gnaux radar - pour peu qu'on sache transcrire ces derniers sur un support
« lisible » par la lumiere, que ce soit sous forme monodimensionnelle (trai­
tements acousto-optiques par exemple) ou bi-dimensionnelle (emploi de mo­
dulateurs de lumiere spatiaux), en eclairage coherent ou en eclairage inco­
herent. II s'agit d'un domaine particulierement vaste dont Ie developpement
est lie, historiquement et techniquement, it l'optique de Fourier. II n'etait pas
concevable d'ignorer dans cet ouvrage un tel domaine d'applications, meme si
l'optique metaxiale, et encore moins l'optique de Fourier fractionnaire, n'ont
penetre Ie domaine. Nous nous bornerons it citer quelques exemples qui nous
paraissent bien illustrer it la fois les capacites de l'optique et Ie role de la trans­
formation de Fourier. D'autres applications sont decrites dans de nombreux
ouvrages [38,59,85,97,233,235,250].

16.1 G€meralites sur Ie traitement du signal optique

Au CCBur du traitement des signaux par voie optique figure la capacite
qu'offre la lumiere de realiser une transformation de Fourier (analogique, it deux
dimensions en general) par propagation. Cette capacite a suscite de grands es­
poirs dans les annees 60, it une epoque OU les traitements numeriques n'etaient
pas ce qu'ils sont aujourd'hui, et a conduit it la conception et la realisation de
nombreux processeurs optiques.

L'emploi de l'optique se fonde sur les considerations suivantes.

1. Les capacites du traitement optique sont enormes. Un montage classique
de transformation de Fourier optique (voir Ie chapitre 5) d'une longueur
de 10 cm permet d'obtenir la transformee de Fourier d'une image bidimen­
sionnelle en 0,3 ns environ. Si l'image est au format 24 x 36 mm2 , avec une
resolution de 20 11m, et si elle comporte 8 niveaux de gris, cela represente
une vitesse de traitement de 20· 106 Gbits/s.

2. Le traitement du signal en temps reel exige des convertisseurs analogique­
numerique tres rapides qui imposent de grandes bandes passantes. Les
systemes acousto-optiques, c'est leur interet, permettent d'atteindre des
bandes passantes superieures it quelques dizaines de GHz.
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3. Les signaux sont parfois vehicules par la lumiere. C'est Ie cas dans les tele­
communications optiques actuelles, et il est naturel de chercher a traiter ces
signaux optiquement. Citons aussi Ie cas des signaux sonar parfois collectes
et transmis par fibres optiques.

4. En traitement d'images, les images sont formees, a l'origine, par un ob­
jectif (cela exclut les images de synthese) et l'optique analogique offre des
methodes de pre-traitements rapides.

5. L'optique semble bien adaptee a des traitements effectues en parallele et
offre des possibilites de connexions performantes.

Pour exploiter tout a fait les capacites de l'optique mentionnees au premier
point ci-dessus, il est indispensable de pouvoir entrer les signaux et recuperer
les donnees en sortie a grande vitesse. Les supports a enregistrement et lecture
« en temps reel» mentionnes au paragraphe 15.4.4, utilises pour l'adressage
des donnees ou pour Ie traitement lui-meme, permettent des traitements eux­
memes « en temps reel ». Neanmoins ils ont toujours constitue Ie point faible
du traitement du signal optique, leur vitesse etant en general insuffisante pour
l'exploitation des fortes capacites de l'optique (c'est-a-dire de ce qu'offre la
propagation). Cela reste encore vrai a l'heure actuelle, meme si des progres ont
ete realises.

L'exploitation des donnees en sortie d'un processeur presente moins de pro­
blemes : on dispose de photodiodes rapides, parfois sous forme de matrices de
detecteurs.

16.2 Filtrage optique et correlation

Ce paragraphe traite surtout des principes du filtrage et de la correlation
optiques. Les ouvrages de Goodman [97], de Tribillon [233] ou de VanderLugt
[235], pour n'en citer que quelques-uns, decrivent des applications pratiques.

16.2.1 Principe du filtrage optique

Considerons Ie montage de la figure 16.1. La source monochromatique est
ponctuelle (ou quasi ponctuelle) et, pour simplifier, les objectifs sont representes
comme des lentilles minces et sont supposes avoir la meme distance focale f'.
Le premier objectif (,[1) projette la source sur Ie second objectif l (£2) OU
est place un filtre :F (Ie grandissement transversal de cette conjugaison est
choisi egal a -1 pour simplifier). L'objet est une transparence T de fonction de
transmission t. Cette transparence, eclairee par une onde convergente centree
sur Ie filtre, constitue un emetteur spherique equivalent A sur lequelle champ
est UA = Ao t (Ao est un facteur dimensionnel) et dont l'image coherente est la

1 Le second objectif est represente comme etant I'assemblage de deux doublets entre
lesquels on place Ie filtre; Ie premier des deux doublets permet d'obtenir la trans­
formee de Fourier du champ sur A sur Ie plan du filtre (voir Ie paragraphe 5.1.2).
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FIG. 16.1. Montage de filtrage de I'image de I par Ie filtre F.

sphere A', centree sur Ie filtre et qui passe par Ie point 0', image de 0 (la sphere
A a son sommet en 0 et son centre sur Ie filtre). Le grandissement transversal
de l'imagerie entre 0 et 0' est egalement suppose etre egal a -1. L'eclairement
sur A' est Ie meme que celui du plan T', tangent a A' en son sommet, OU on
detecte en general l'eclairement de l'image. La distance entre l'objet T et Ie
filtre est 21' ; elle est egale a la distance du filtre a l'image T'.

Le montage precedent (fig. 16.1) permet de « materialiser» Ie spectre de la
transparence objet dans Ie plan de F et de Ie modifier; l'amplitude du champ
dans Ie plan du filtre F (coordonnees ~ et 7]) - sur la face anterieure - est en
effet

(16.1)

OU Ao est une constante dimensionnelle (c'est l'amplitude du champ sur T). Fil­
trer les frequences spatiales dans Ie plan de Fourier modifie l'aspect de l'image
obtenue sur T'. Les exercices 16.1, 16.2 et 16.4 proposent des exemples.

Soit e la fonction de transmission du filtre F - les variables sont les coor­
donnees prises dans Ie plan du filtre - et soit H la fonction telle que

(16.2)

(16.3)

Si UF + est l'amplitude du champ immediatement apres F, Ie filtrage dans Ie
plan F se traduit par

UF+(~,7]) = ~~;, i(21!' ,2;!') e(~,7])

= ~~;, i ( 21!' ' 2;!') H (21!' ' 2;!' )

L'amplitude de l'onde emergeant de F est Ie spectre de l'objet multiplie par H
(a condition de prendre des variables adaptees).

Pour alleger les no§tions-L si fest une fonction de deux variables, nous
definissons la fonction f par f(x, y) = f( -x, -y).

L'amplitude du champ sur A' est la transformee de Fourier optique de UF +,
soit explicitement,
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(16.4)

et si h est la transformee de Fourier inverse (spatiale) de H, la relation (16.3)
conduit a ecrire UA' sous la forme du produit de convolution de t avec h,
c'est-a-dire,

UA,(x',y') = -Ao r t(x,y)h(x'-x,y' -y)dxdy.
JJR2

(16.5)

Comme A' est l'image de A avec Ie grandissement -1, la fonction -Aot repre­
sente l'amplitude de l'image geometrique de A (l'image non filtree) au sens du
chapitre 8, notee UAG. La relation (16.5) s'ecrit

UA,(x',y') = r UAG(x,y)h(x' -x,y'-y)dxdy.
JJR2

(16.6)

c'est-a-dire UA' = UAG * h; elle est caracteristique d'un filtre lineaire dont la
reponse percussionnelle spatiale (ou gain complexe) est la fonction h.

La difficulte technique du filtrage reside dans la realisation pratique d'un
filtre arbitraire, et en particulier de sa fonction de transmission H, parce qu' a
priori H peut prendre des valeurs complexes. La methode de VanderLugt per­
met la synthese d'une telle fonction.

16.2.2 Filtre de VanderLugt

L'idee consiste a utiliser un procede holographique pour engendrer la fonc­
tion de transmission H du filtre 2. L'enregistrement s'effectue comme Ie montre
la figure 16.2.

Soit h la fonction de transmission d'une transparence placee dans Ie plan
focal objet d'un objectif. On eclaire la transparence par une onde plane de fa<;on
a obtenir la transformee de Fourier optique de h dans Ie plan focal image de
l'objectif. Si H est la transformee de Fourier de h, l'amplitude de l'onde signal
dans Ie plan focal image est

(16.7)

L'onde de reference est une onde plane, d'amplitude Ro, qui arrive sous un
angle B, et qui cree dans Ie plan focal image un champ d'amplitude

[
2i7fB~]

R(~, TJ) = Ro exp --A- . (16.8)

L'amplitude du champ dans Ie plan focal image est

2 Tel que nous Ie decrivons, Ie procede de synthese du filtre est analogique. II est
concevable de calculer Ie filtre et de Ie realiser selon les techniques de l'holographie
synthetique, ou numerique.
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R

h

FIG. 16.2. Enregistrement d'un filtre
ayant comme fonction de transmission
la transformee de Fourier d'une fonction
h donnee a priori.

(16.9)

On enregistre l'hologramme H, et la fonction de transmission de la plaque
developpee s'ecrit 3

(16.10)

Considerons maintenant Ie montage de la figure 16.3. La fonction de trans­
mission de l'objet A est g(x, y). Dans Ie plan du filtre on place l'hologramme
(apres developpement). L'amplitude du champ dans Ie plan A est

(16.11)

ou Ao est une constante dimensionnelle. Pour simplifier, Ie grandissement trans­
versal entre A et son image A' est choisi egal a -1. Selon la relation (16.10),
l'amplitude du champ dans Ie plan A' est la somme de trois termes

UA,(x',y') = U-1(x',y') + Uo(x',y') + U1(x',y').

Le terme

Uo(x', y') = -AoR o
2g(x', y') - Aoh *h *g(x', y'),

(16.12)

(16.13)

correspond a l'ordre 0 de diffraction (Ie signe - vient du grandissement -1).
Le terme

U-1(x', y') = -AoRoLof',o *h * g(x', y'), (16.14)

est Ie produit de convolution de h avec g, translate de -el' dans la direction
de x'. Ce terme s'ecrit egalement

3 Comme au chapitre 15 (§15.1.1), Ie coefficient de proportionalite entre la fonction
t et I'eclairement d'enregistrement de I'hologramme est choisi egal a 1.
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9
A

H
'H A'

FIG. 16.3. Montage pour Ie filtrage de VanderLugt. La source (monochromatique)
n'est pas representee. Ce montage est une alternative au montage de la figure 16.1 :
les spheres A et Aide la figure 16.1 deviennent des plans et se confondent avec I'objet
T et son image T ' ; Ie plan de I'hologramme 'H est celui du filtre :F; les deux objectifs
qui constituent £:2 sur Ie montage 16.1 forment ici un systeme afocal.

U_1(XI,y/) = -AoRo I" h(x - Xl - ej',y - y/)g(-X, -y)dxdy.
JITI!.2

Le troisieme terme est

U1(xl, y/) = -AoRoollf,o' * Ii * g(xl, y/)

= -AoRo I"h(x'-x-ej',y'-y)g(-x,-y)dxdy,
JITI!.2

(16.15)

(16.16)

et il represente la correlation (ou intercorrelation) des fonctions h et g, mais
translatee de e1'.

La figure 16.4 montre la localisation des trois termes precedents dans Ie plan
de l'image.

y'
Convolution

-81'

Intercorrelation

X'

Ordre 0

81'
FIG. 16.4. Representation schematique
des supports des trois ordres de diffraction
dans Ie plan de correlation.

Remarque 16.2.1. Sur la figure 16.2 l'angle e est exagere. Il faut en effet
que les deux faisceaux diffractes par Ie filtre holographique 'H passent par Ie
deuxieme objectif de la figure 16.3; or ces deux faisceaux se propagent dans
des directions qui font avec l'axe optique un angle egal a e.

16.2.3 Application au filtrage adapte et a la correlation

Soit un signal represente par la fonction s(x, y) dont la transformee de
Fourier est S(Fx , Fy ). Le filtre adapte a ce signal admet comme fonction de
transfert [97,203,207,235], a une constante multiplicative pres,
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(16.17)

La reponse percussionnelle spatiale du filtre est, a une constante multiplicative
pres,

h(x, y) = s(-x, -y),

et la reponse du filtre a un signal represente par la fonction test

r(x,y) =hd(x,y) = r t(x',y')h(x-x',y-y')dx'dy'
JJR2

= / t(x', y') s(x' - x, y' - y) dx' dy' ,
JJR2

(16.18)

(16.19)

de telle sorte que r n'est autre que la fonction de correlation des fonctions s
et t. Si l'entree du filtre est la fonction s, la fonction r devient la fonction
d'autocorrelation de s.

Le filtre adapte a s rend maximum Ie rapport signal a bruit pour un bruit
blanc, quand l'entree est precisement s(x, y).

La comparaison des resultats de ce paragraphe avec ceux du paragraphe
precedent montre qu'il est concevable d'engendrer Ie filtre adapte a un signal en
suivant la methode de VanderLugt, a condition de disposer d'une transparence
dont la fonction de transmission est egale a la representation spatiale du signal.
Vne application classique de eela est la reconnaisance des formes par correlation
[38,83,97,147,233,235,239].

16.2.4 Correlateur en temps reel

La figure 16.5 presente Ie schema d'un correlateur en temps reel fonde sur
Ie principe du filtrage de VanderLugt. Ce correlateur comporte deux modula­
teurs de lumiere spatiaux, a cristaux liquides, designes par MLS 1 et MLS 2.
Le modulateur MLS 1 possede une surface utile de 2,5x2,5 cm2

; il est utilise
comme modulateur d'amplitude (avec niveaux de gris). Le modulateur MLS 2
comporte 256x256 pixels sur une surface d'environ 8x8 mm2 ; il est utilise
comme modulateur de phase (binaire). Les deux modulateurs sont a adressage
electrique. Les donnees a traiter sont affichees sur Ie modulateur MSL 1 ; elles
proviennent par exemple d'une camera de prise de vue. Les filtres sont calcules,
stockes dans une banque de donnees, puis affiches successivement sur Ie modu­
lateur MLS 2, pendant toute la duree d'affichage d'une image sur MLS 1. Le
procede est repris a l'image suivante presente sur MLS 1. Ainsi Ie modulateur
MSL 1 peut etre plus lent que Ie modulateur MLS 2.

Voici quelques donnees techniques sur la conception du correlateur.

1. La source est une diode laser (a 650 nm). Dans une variante il peut s'agir
d'une source laser fibree, eloignee du correlateur.

2. Les doublets £1 et £2 forment un systeme afocal qui elargit Ie faisceau
laser.
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FIG. 16.5. Schema d'un correlateur optique en temps reel. Les explications sur la
conception et Ie fonctionnement du correlateur sont donnees dans Ie texte. (Le schema
n'est pas a I'echelle : les dimensions transversales des objectifs sont exagerees par
rapport aux dimensions longitudinales.)

3. Le doublet £4 est divergent et constitue avec £3 un telE~objectifqui produit,
dans Ie plan de £5, la transformee de Fourier de l'amplitude du champ qui
existe sur MSL 1. (Voir Ie paragraphe 13.1 pour un exemple de calcul de
la transformee de Fourier de la fonction de transmission d'un objet.)

4. Les doublets £6 et £7 forment un systeme afocal qui agrandit Ie spectre
precedent et Ie projette sur Ie modulateur MLS 2.

5. Le doublet £5 joue Ie role d'une lentille de champ. On souhaite obtenir Ie
spectre de l'objet affiche sur MLS 1 dans Ie plan du modulateur MLS 2.
Comme £6 et £7 constituent un systeme afocal, il faudrait que Ie spectre
forme par £3 et £4 soit sur un plan. Ce n'est jamais Ie cas puisque Ie
modulateur MLS 1 n'est pas place dans Ie plan focal du teleobjectif. Le
role de £5 est clair : il modifie la courbure de la sphere de Fourier (qui
porte Ie spectre). Cela garantit que Ie modulateur MLS 2 est eclaire par
une onde plane.

6. Le modulateur MLS 2, eclaire par une onde plane, est place dans Ie plan
focal objet de £7, si bien que la transformee de Fourier de l'amplitude du
champ qui emerge de ce modulateur se forme dans Ie plan focal image de
£7. L'objectif £8 conjugue ce dernier plan avec Ie plan du detecteur. lci la
courbure finale n'a pas d'importance puisque la detection est quadratique.
(L'objectif £8 peut etre compose de deux doublets, cela afin d'obtenir un
degre de liberte supplementaire et de jouer plus facilement sur Ie grandis­
sement.)
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7. Les cristaux liquides mettent en jeu des modulations de birefringence et la
polarisation des ondes doit etre prise en compte. C'est pourquoi est placee,
juste avant Ie cube separateur, une lame de phase demi-onde qui adapte la
polarisation de l'onde qui arrive sur Ie modulateur MLS 2.

Un correlateur a ete construit (par l'auteur de ce livre) conformement au
schema de la figure 16.5. Ses dimensions sont de 30 x 15 cm2 (plan de la figure
16.5) pour une hauteur d'environ 6 cm (perpendiculaire au plan de la figure).
II effectue 2 000 correlations par seconde.

16.2.5 Correlateur conjugue

Considerons Ie montage de la figure 16.6 OU une transparence T contient
cote it cote deux images A et B qu'on souhaite correler. L'image A est centree
au point (xo, 0) et B en (-xo, 0), si bien que la fonction de transmission de T
s'ecrit

t(x, y) = A(x - xo, y) + B(x + xo, y), (16.20)

OU A et B sont deux fonctions it valeurs reelles (on confond l'image avec la
fonction qui la represente). Comme Test eclairee par une onde convergente,
l'amplitude du champ sur la sphere de Fourier :F est

(16.21)

OU Uo est une constante dimensionnelle. L'eclairement sur :F est proportionel it

I (C )-~{IA(-.L ~)12 1 i3 (-.L ~)12
F <" 'TJ - A2i'2 Ai" Af' + Af" Af'

~ (~ 'TJ) ~ (~ 'TJ) ( -4i1fXo~)
+ A Ai" Ai' B >J" >J' exp Ai'

~(~ 'TJ) ~(~ 'TJ) (4i1fXO~)}
+A Ai" Ai' B Ai" Ai' exp ~ (16.22)

C'est l'eclairement qu'on enregistre sur H. Une fois developpee, la plaque se
place dans un montage de restitution (fig. 16.7); sa fonction de transmission

A

B

T :F1i
FIG. 16.6. Enregistrement du spectre
conjugue de A et B.
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FIG. 16.7. Formation de la correlation de
A et B (fig. 16.6) sur la sphere C (la corre­
lation correspond a l'un des trois ordres de
diffraction representes). L'ec1airement est
Ie meme sur la sphere C et dans Ie plan de
correlation P.

est 4 t = IF. L'amplitude du champ sur la sphere C (c'est la sphere de Fourier de
'H., puisque 'H. est eclaire en lumiere convergente) est la transformee de Fourier
de t, c'est-a-dire

Uc = A * A + B * B + A * B * (hxo,o + A * B *6- 2xo,o , (16.23)

ou on a utilise Ie fait que A et B sont a valeurs reelles et ou, pour alleger, on a
note A(x, y) = A(-x, -y). On a trois ordres de diffraction (comme sur la figure
16.4). La correlation de A et B apparait, mais translatee de 2xo par rapport a
l'origine. De fa<;on explicite

(hxo,O * A * B(x', y') = rA(x, y) B(x - x' + 2xo, Y - y') dxdy.
JW!.2

(16.24)

L'eclairement dans Ie plan P est Ie meme que sur C et il est legitime d'ap­
peler P plan de correlation.

Le terme de correlateur « conjugue » vient de ce que dans ce dispositif, a
la difference du montage de VanderLugt, on traite conjointement les spectres
de A et B (Joint transform correlator [97,235]).

Remarque 16.2.2. Le montage precedent est la version compacte d'un mon­
tage classique represente par Ie schema de gauche de la figure 16.8, lequel permet
d'obtenir sur un plan la transformee de Fourier de l'amplitude du champ dans

~t~ --H-
T 1t

FIG. 16.8. Schema de gauche: montage alternatif au montage de la figure 16.6 pour
enregistrer Ie spectre conjugue de A et B. Schema de droite : formation de la corre­
lation de A et B; on a represente les faisceaux correspondant aux trois ordres qui
apparaissent dans la relation (16.23).

4 Voir la note en bas de page 3 de ce chapitre.
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Ie plan T, qui contient les deux images a correler. La phase de restitution, qui
produit notamment la correlation, s'obtient selon Ie montage de la partie droite
de la figure 16.8. Dans les limites de l'approximation metaxiale, il n'existe pas
de difference entre les resultats donnes par les deux montages.

Remarque 16.2.3. Nous terminons par une explication intuitive du fonction­
nement du correlateur conjugue. Considerons deux objets transparents A et B
places comme sur la figure 16.6. Puisque les deux images sont eclairees par une
meme source, elles se comportent comme deux sources coherentes et donnent
lieu a interferences. Distinguons Ie cas OU A et B sont quelconques de celui
OU B, par exemple, est identique a une partie (un detail) B ' de A. Dans ce
dernier cas B et B ' se comportent comme deux trous d'Young et engendrent,
sur l'ecran, des « franges » d'amplitude sinuso'idale, dont l'orientation et Ie pas
dependent de la place de B ' dans A. Par consequent, il existe dans la figure
de diffraction, et donc dans la plaque photographique developpee, un reseau de
franges (franges d'Young) paralleles entre elles et caracteristiques de la position
relative de B et B ' ; ces franges, encore sinuso'idales, ont toutefois un pas egal a
la moitie du pas des franges (d'amplitude) precedentes, parce qu'on a enregistre
un eclairement, proportionnel au carre du module de l'amplitude du champ.
Quand on eclaire la plaque photographique developpee, la majeure partie de
la figure de diffraction obtenue correspond a un ordre 0, mais il y a en plus
deux ordres lateraux, symetriques, qui sont justement diffractes par Ie reseau
que constituent les franges d'Young. Cela permet de detecter la presence de B '
dans A et explique que, lors de la restitution, la distance des pics de correlation
est Ie double de la distance de B a B ' lors de l'enregistrement.

16.2.6 Coherence du signal filtre

Nous nous pla<;ons dans Ie cas d'une source a spectre etroit et considerons
la figure 16.1. L'amlitude du champ sur AI s'ecrit UA' = UAG *h (h est definie
au paragraphe 16.2.1).

Les methodes d'etude du transfert de la coherence, developpees au cha­
pitre 10 (theoreme 6), s'appliquent a la sphere A et a son image filtree AI,
conformement a l'analyse du paragraphe 9.3.1. Le gain complexe de coherence
est

kA' A(T~, T;; TI, T2; v) = h(T~, TI, v) h(T;, T2, v),

et la reponse percussionnelle de coherence

KA'A(T~, T;; TI, T2; 7) = [H(T~, TI, t) * H(T;, T2, t)] (7).

(16.25)

(16.26)

II est envisageable de filtrer la coherence comme on Ie fait pour Ie champ.
La technique de VanderLugt permet la synthese d'un filtre de gain complexe de
champ predefini, auquel correspond un gain complexe de coherence. II est conce­
vable de modifier, par ce moyen, la coherence de l'image d'un emetteur. L'effet
de la pupille sur la coherence d'une image, decrite au chapitre 10 (§1O.5.4),
s'interprete de cette fa<;on.
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16.3 Analyse spectrale acousto-optique

16.3.1 Modulation acousto-optique

La lumiere est susceptible d'etre diffractee par un milieu dense 5 parcouru
par une onde acoustique, c'est-a-dire une onde de pression, a condition que la
longueur d'onde de l'onde acoustique ait des valeurs appropriees pour cela [29,
59,248]. Considerons une cellule acousto-optique, constituee d'un milieu dense
(liquide ou solide - par exemple un cristal de niobate de lithium), transparent,
et sur un cote de laquelle est place un transducteur acoustique (fig. 16.9).
Imaginons que ce transducteur produise une onde de pression sinusoidale. Cela
signifie qu'en un point x, y, z du milieu et a l'instant t, la pression est de la
forme

p(x, y, z, t) = Po + PI sin [21f (it - ~)] , (16.27)

ou Po et PI sont des constantes homogenes a une pression, fest la frequence
de l'onde acoustique et A sa longueur d'onde (la celerite du son dans Ie milieu
est V = Af).

v(t)

Onde
incidente

2

1

t--~-... 0
-1

-2

FIG. 16.9. Schema de principe d'un modulateur
acousto-optique. Le transducteur est excite par une
tension electrique avec porteuse, notee v(t). A l'op­
pose du transduteur est place soit un absorbant soit
un reflecteur; dans un cas la cuve est parcourue par
des ondes progressives, dans I'autre on a une onde sta­
tionnaire. On a represente schematiquement quelques
ordres de diffraction (regime de Raman-Nath).

Les variations de pression se traduisent par des variations de la densite
du milieu qui elles-memes induisent des variations de l'indice de refraction
de ce milieu. Pour des variations de la pression assez faibles, Ie phenomene
est lineaire, si bien que l'indice de refraction du milieu parcouru par l'onde
precedente s'ecrit sous la forme

n(x,y,z, t) = no + nl sin [21f (it -~)] , (16.28)

ou no est l'indice du milieu soumis a la pression Po et nl une constante.

Remarque 16.3.1. Le milieu d'interaction acousto-optique est inhomogene
(pour l'indice de refraction) et la remarque 15.4.1 s'applique.

5 Citons l'eau, la silice, les verres optiques, Ie niobate de lithium [248].
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Regime de Raman-Nath. II est habituel de distinguer deux regimes pour
la modulation acousto-optique [97,159,205]. II s'agit d'abord du regime de
Raman-Nath selon lequella cellule s'assimile a une transparence mince. Cela
signifie que la fonction de transmission de la celulle, d'epaisseur e, s'ecrit a
l'instant t, sous la forme (a est une constante)

T(X, y, t) = aexp {2i;e nl sin [27r (it - ~)]} . (16.29)

La cellule se comporte comme un reseau de phase qui s'analyse comme au
paragraphe 5.4.2, c'est-a-dire en utilisant la propriete suivante des fonctions de
Bessel de premiere espece [212] (q est un entier)

q=+oo

eil; sin & = L Jq(~) eiq& .

q=-oo

Cela conduit a mettre T(X, y, t) sous la forme

(16.30)

(16.31)
q=+oo

T(X,y,t) = a q~OO Jq (27r~nl) exp [2i7rq (It - ~)]

Examinons ce qui se passe si on envoie sur la cellule une onde plane d'ampli­
tude Uo et de longueur d'onde A. Comme la fonction de transmission T depend
du temps, il faut tenir compte de la partie temporelle de l'onde incidente, si
bien que amplitude de l'onde qui emerge de la cellule acousto-optique s'ecrit

U(x,y,t) = UoT(x,y,t)e2i1rvt. (16.32)

La relation (16.31) donne

U(x, y, t) = aUo:~: Jq (27r~nl ) exp [_ 2i~qX] exp[2i7r(v + qJ)t].

(16.33)

En conclusion:
- en regime de Raman-Nath, l'onde diffractee se compose d'ondes planes,

chacune d'elles etant liee a un ordre de diffraction represente par un entier
(q) ;
la frequence (optique) de l'onde qui diffracte dans l'ordre q est v + qI,
ou I est la frequence de l'onde acoustique et v la frequence de l'onde
lumineuse incidente ;
l'onde d'ordre q diffracte dans la direction donnee par l'angle eq tel que

. A
sm eq = q/i ' (16.34)

ou A est la longueur d'onde de l'onde acoustique et A celIe de l'onde
lumineuse incidente ;
l'amplitude de l'onde diffractee dans l'ordre q est Jq (27rendA), OU e est
l'epaisseur optique de la cellule acousto-optique et nl la modulation de
l'indice de refraction due a l'onde acoustique.
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Regime de Bragg. Le deuxieme regime est celui de Bragg. Il correspond a
un reseau de phase epais, de telle sorte qu'apparait l'effet Bragg, dont une
particularite est l'existence de seulement deux ordres de diffraction, les ordres
oet 1 de l'analyse precedente. De plus, la diffraction a lieu a condition que la
direction de propagation de l'onde incidente sur la cellule fasse, avec la direction
Z, un angle eo tel que (condition de Bragg)

. ,\
sm eo = ± 2A . (16.35)

La frequence de l'onde diffractee (ordre 1) est v + f.

16.3.2 Onde acoustique modulee avec porteuse

Dans Ie paragraphe precedent Ie transducteur delivre une excitation de la
forme sin21rft (eventuellement a un terme de phase pres). Rempla<;ons cette
fonction par une fonction de la forme A(t) sin21rft, OU A(t) est a variations
lentes a l'echelle de 1/f (nous avons ici une modulation d'amplitude avec por­
teuse a la frequence f). La variation de l'indice de refraction dans la cellule
s'ecrit

n(x, y, z, t) = no + n1A (t - ;) sin [21r (it - ~)] , (16.36)

OU V = Af est la celerite de l'onde acoustique dans Ie milieu de propagation.
La fonction de transmission de la cellule acousto-optique s'ecrit desormais

T(X, y, t) = aexp {2i;e n1A (t - ;) sin [21r (it - ~)]} . (16.37)

Il est tout a fait envisageable de decomposer la fonction T a l'aide des fonctions
de Bessel. Cependant nous supposerons que Ie parametre nl est assez petit
pour autoriser un developpement limite de la fonction exponentielle, si bien
que

T(X, y, t) ~ a + 2i:ae n1A (t - ;) sin [21r (it - ~)] . (16.38)

Si la cellule est eclairee par une onde plane monochromatique, l'onde dif­
fractee est composee d'abord d'un terme de la forme aUo exp[2i1rvt], qui est
l'ordre de diffraction 0, puis d'un terme correspondant a l'ordre -1, qui s'ecrit

U-1(x,y,t) = - 1ra~oe n1A (t - ;) exp [2i1r~] exp[2i1r(v - f)t],

(16.39)

et enfin d'un terme d'ordre 1

1raUoe ( x ) [. X]U1(x, y, t) = -,\- n1A t - V exp - 2l1r i1 exp[2i1r(v + f)t] .

(16.40)

Remarque 16.3.2. Si on developpe l'expresion de T donnee par la relation
(16.37) a l'aide des fonctions de Bessel, on retrouve Ie resultat de l'approxima­
tion precedente en utilisant : hl(O ~ ±U2, pour ~ petit.
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16.3.3 Analyse spectrale temporelle

Le montage utilise pour l'analyse spectrale est un montage de transforma­
tion de Fourier optique comme celui de la figure 5.1 ou de la figure 5.2. C'est Ie
modulateur acousto-optique qui constitue la transparence T dont on observe
Ie spectre (spatial).

Les dispositifs acousto-optiques d'analyse spectrale fonctionnent plut6t en
regime de Bragg. Cela revient a ne considerer que l'ordre 1 de diffraction et
donc l'amplitude U1 donnee par la relation (16.40).

L'amplitude U1 comporte une porteuse monochromatique, representee par
Ie facteur exp[2i1f(v + f)tl, de frequence v + f. Elle comporte egalement une
porteuse spatiale, representee par Ie facteur exp[-2i1fx/ il]. La presence de cette
derniere se traduit, dans Ie plan de Fourier, par une translation du spectre sans
porteuse, c'est-a-dire de la transformee de Fourier spatiale de A(t - x/V). On
obtient spatialement la transformee de Fourier d'une fonction (ici la fonction
A) dont on disposait a l'origine sous forme temporelle. Le dispostif permet
l'analyse spectrale de fonctions du temps.

Dans Ie calcul de la transformee de Fourier (spatiale) de U1 , nous ne tenons
pas compte du terme exp[2i1f(v + f)t] qui n'intervient pas dans Ie phenomene
de diffraction. La transformee de Fourier spatiale de U1 est

(16.41)

ou C est une constante.
Le terme exp[2i1fVFx t] montre que l'amplitude du champ dans Ie plan de

Fourier oscille (temporellement) a une frequence egale a VFx ' II s'elimine par
une integration temporelle; son effet est negligeable si Ie detecteur optique a
une reponse temporelle dont la duree est beaucoup plus grande que l'inverse
de la frequence mentionnee (ce qui revient a integrer dans Ie temps). Dans ces
conditions, l'eclairement dans Ie plan de Fourier est de la forme

(16.42)

a une constante multiplicative pres (pour etre exact, il faudrait remplacer les
frequences spatiales par les coordonnees reduites du type (xl/AD, yl / AD), OU
D est la distance de diffraction, voir Ie chapitre 5).

L'eclairement dans Ie plan de Fourier est proportionnel au spectre de la
fonction A.

Remarque 16.3.3. Les cellules acousto-optiques permettent d'autres opera­
tions que l'analyse spectrale. Citons l'exemple des correlateurs temporels, soit
a integration spatiale, soit a integration temporelle, utilisant deux cellules
acousto-optiques. II est meme possible d'etendre les applications a des trai­
tements bidimensionnels. Nous renvoyons a des ouvrages classiques sur Ie sujet
pour davantage de details [97,159,205,235].
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L'angle de diffraction de l'ordre 1 depend du pas du reseau inscrit dans
Ie materiau acousto-optique, c'est-a-dire de la frequence de l'onde acoustique
engendree par Ie transducteur. En changeant cette frequence on modifie la
direction du faisceau diffracte. La cellule agit comme un deflecteur de faisceau,
et cela, a des frequences particulierement elevees (de l'ordre de plusieurs GHz).

16.4 Exercices

Exercice 16.1 (Strioscopie [85]). On considere Ie schema de la figure 16.10.
La source S est ponctuelle et monochromatique (.\). Pour simplifier, les objectifs
£1, £2 et £3 sont assimiles a des lentilles minces de centres 0 1, O2 et 0 3. Les
focales images de £1 et £2 sont egales : elles valent f'. La source est a la distance
01S = -21' de £1, et la distance de £1 a £2 est 0 10 2 = 21' (£1 travaille au
grandissement -1).

On ne tiendra pas compte ici des ouvertures limitees des objectifs. On pren­
dra des coordonnees x, y (ou r) sur £1, ~,'T] (ou s) sur £2 et x', y' (ou r') sur
£3·

1. On place sur £1 une transparence A de fonction de transmission t(x, y).
Quelle est l'amplitude du champ dans Ie plan de l'objectif £2 (on appelle P
ce plan, qu'on peut situer immediatement avant la lentille - voir la figure
16.10) ?

2. L'objectif £2 forme l'image de 0 1 en 0 3 (il travaille donc au grandissement
-1). Soit Q Ie plan de sortie de l'objectif £3. Quelle doit etre la focale de
£3 pour que Ie champ sur Q soit proportionnel a t (c'est-a-dire de la forme
t( -x', -y') eventuellement a un facteur multiplicatif pres) ?

3. On suppose que t est de la forme t(x, y) = exp[-icp(x, y)], OU cp est une
fonction a valeurs reelles (cela correspond a un objet de phase comme on
en rencontre en microscopie biologique). Quel est l'eclairement dans Ie plan
Q? Conclusion?

4. On suppose que cp(x, y) est assez petit pour ecrire t(x, y) = 1 - icp(x, y).
On suppose aussi que la partie interessante de l'objet cp correspond a des
frequences spatiales dont Ie module est superieur a une valeur F1 donnee.
On ecrira donc cp sous la forme cp = CP1 + CP2, Ie spectre de CP1 etant inclus
dans un disque de rayon F1 et celui de CP2 etant exterieur a ce disque.

T P Q

FIG. 16.10. Montage pour la strioscopie ou Ie contraste de phase.
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Qu'introduire dans Ie montage de la figure 16.10 pour rendre visible cp2,
c'est-a-dire les hautes frequences spatiales de cp (eventuellement au detri­
ment de cp1) ?

Exercice 16.2 (Contraste de phase 6 [82,85]). On considere a nOuveau
Ie montage de la figure 16.10. La transparence T est un objet de phase dont
la fonction de transmission est de la forme t(x, y) = exp[-icp(x, y). On ecrit
cp(x,y) = cp1(X,y) + cp2(X,y); on suppose que Ie spectre de cp1 est inclus dans
un petit disque de diametre F1, et que Ie spectre de cp2 se situe en dehors de
ce disque. Ainsi l'information des details fins de l'objet est portee par cp2. On
ne prendra pas en compte les ouvertures limitees des objectifs.

1. Quel est l'eclairement dans Ie plan de l'image Q? Conclusion?

2. On suppose cp(x, y) suffisamment petit pour autoriser un developpement
limite. Montrer que Ie resultat de la question precedente reste valide au
second ordre en cp.

3. On place dans Ie plan P (fig. 16.10) une lame qui introduit un dephasage
de 1r/2. L'extension de cette lame est limitee de telle sorte que seule la
ZOne correspondant au spectre de cp1 est dephasee. Montrer que dans ces
conditions l'eclairement de l'image depend de cp2 au premier ordre. Que
peut-on en conclure pour l'observation des details de l'objet ?

Exercice 16.3 (Montage de filtrage « 41'»). Soit Ie montage de la figure
16.11 ou une transparence plane T (fonction de transmission t) est eclairee par
une onde plane monochromatique. Les objectifs £1 et £2 sont convergents et
assimiles pour simplifier a des lentilles minces identiques, de distance focale
image f'.

.. J'
.. I(

J'
.. III

J'
.. ....

J' ..

FIG. 16.11. Montage de filtrage « 4J' ».

1. Montrer que l'amplitude du champ dans Ie plan focal image de £2 est
l'image coherente de l'amplitude du champ sur la transparence T (on ne
prendra pas en compte les ouvertures limitees des objectifs).

6 Le contraste de phase fut invente en 1935 par Zernike, qui re«ut pour cela Ie prix
Nobel de physique en 1953.
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2. Expliquer comment obtenir un filtrage avec ce montage. Quelle est la dis­
tance que parcourt la lumiere pour effectuer Ie traitement, depuis l'objet
jusqu'a l'image filtree?

3. Imaginer un montage equivalent pour lequella distance de la transparence
a son image filtree est seulement 21'.

Exercice 16.4 (Experience d'Abbe et Porter). Soit une grille en deux
dimensions qui peut se decrire comme Ie produit de convolution d'un peigne de
Dirac avec une ouverture rectangulaire. Pour simplifier on suppose une meme
periode spatiale dans les deux directions orthogonales qui servent d'axes de
coordonnees.

1. Donner une expression explicite de la fonction de transmission de la grille.

2. On utilise la grille comme objet dans Ie montage de l'exercice precedent
(montage 41', fig. 16.11). Ecrire l'expression de l'amplitude du champ dans
Ie plan focal de l'image de L1 (plan de Fourier).

3. On place dans Ie plan de Fourier une fente horizontale. Comment est mo­
difiee l'image de la transparence?

4. Meme question pour une fente orientee a 45° des axes.

5. Vne far;on de fabriquer une grille en deux dimensions consiste a superposer
deux grilles monodimensionnelles identiques mais croisees (une horizontale
et l'autre verticale). Commenter les resultats de la question precedentes en
prenant en compte Ie fait qu'une grille monodimensionnelle a des frequences
spatiales necessairement colineaires entre elles.



Chapitre 17

Perspectives

17.1 Developpements en optique metaxiale et optique de
Fourier fractionnaire

17.1.1 Aberrations geometriques

La methode de l'ecart normal aberrant [156,157] represente les aberrations
geometriques sous la forme d'une fonction de transmission de la pupille qui
s'ecrit t(x,y) = exp[-2i7l"i1(x,y)jA], ou i1 est l'ecart aberrant. Selon la theorie
metaxiale, cela revient a placer sur la pupille une transparence. L'ecart aber­
rant est dMini par rapport a une sphere de reference et c'est a cette derniere
que s'appliqueraient les resultats decrits dans ce livre. Toutefois, comme les
aberrations representent des developpements limites a des ordres superieurs a
2, il faudrait sans doute, pour maintenir la consistance des calculs, completer
l'approximation metaxiale par des developpements d'ordres superieurs.

17.1.2 Images quantiques

Dans certaines experiences d'optique quantique, la propagation de la lu­
miere est modelisee dans Ie cadre d'une theorie scalaire de la diffraction. 11 est
clair des lors que l'optique metaxiale, voire meme l'optique de Fourier frac­
tionnaire, ont un r6le a jouer dans ce domaine. Des travaux lient l'optique de
Fourier et les photons intriques [2,211]. 11 existe aussi une holographie quan­
tique [1]. Entin la statistique d'ordre 4 du champ, Me a sa coherence, intervient
dans la modelisation des phenomenes [2,93,211].

17.1.3 Spectre angulaire spherique

C'est une notion recente qui generalise Ie spectre angulaire a un emetteur
(ou recepteur) spherique [189,190]. Son introduction leve une contradiction de
la theorie classique de la formation des images [189]. D'autre part, sa propaga­
tion s'exprime par une transformation de Fourier fractionnaire dont l'ordre est
identique a celui de la transformation associee au transfert de l'amplitude du
champ [189,190]. 11 en resulte une symetrie entre la propagation de l'amplitude
du champ et celle du spectre angulaire. Ce n'est pas Ie cas pour Ie spectre
angulaire « plan », comme Ie montre Ie graphe (2.39) p. 36 : la propagation de
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l'amplitude du champ se traduit par une convolution; celle du spectre angulaire
(plan) par un produit simple. Cette propriete du spectre angulaire spherique
facilite la representation de la diffraction a l'aide de la fonction de Wigner, dans
un espace a variables spatiales et frequentielles reduites (sans dimensions).

Vne approche de toute l'optique de Fourier par Ie spectre angulaire sphe­
rique est envisageable...

17.2 Traitement du signal fractionnaire pour l'optique

17.2.1 Holographie numerique, composants diffractants calcules

La fonction de transmission de composants calcules est necessairement
echantillonnee. Les calculs qui conduisent a la conception d'un hologramme
diffractant en regime de Fraunhofer reposent sur les proprietes de la transfor­
mation de Fourier standard et sur Ie theoreme d'echantillonnage de Shannon.
II en va autrement pour des composants qui diffractent en regime de Fresnel,
eventuellement modelises a l'aide de transformations de Fourier fractionnaires.
Or Ie theoreme de Shannon s'etend au domaine fractionnaire [100,231,246];
cela autorise la generalisation des methodes de calculs developpees dans Ie cadre
standard a des hologrammes en regime de Fresnel [232].

17.2.2 Correlation fractionnaire

Vne translation dans un espace se traduit par un dephasage dans l'espace de
Fourier. Cette propriete est fondamentale pour la mise en CBuvre de traitements
de signaux, comme en radar, notamment par correlation. Or l'invariance de la
correlation par translation est perdue quand on passe au domaine fractionnaire.
Des travaux recents [232] montrent toutefois que l'invariance par translation
« fractionnaire » est obtenue, dans un certain sens, pour les notions de pro­
duit de convolution et de correlation fractionnaires. II est des lors envisageable
d'etendre au domaine fractionnaire des operations de filtrage, comme Ie filtrage
de VanderLugt.



Quatrieme partie

Appendices



Appendice A

Les distributions

Nous nous bornons a preciser les notations que nous employons et a pre­
senter des points qui nous paraissent utiles pour cet ouvrage. Pour un expose
complet de la theorie, nous renvoyons a des livres dont certains, ecrits a leur
usage, sont largement accessibles a des physiciens [9,14,28,47,195,206,207,212];
tandis que d'autres fournissent des precisions plus mathematiques [27,61,89,
102-104,202,213,252].

A.I Definition, exemples et proprietes

A.I.1 Definition

L'espace des fonctions tests, note V(JR.), est l'espace vectoriel des fonctions
a valeurs complexes, de dasse Coo a support compact (ferme borne, indus
dans JR.). Vne distribution 1 est une forme lineaire continue sur V(JR.) : elle fait
correspondre a une fonction test un nombre complexe. Si Test une distribution
et t.p une fonction test, on ecrit

T : t.p f------4 T(t.p) = (T,t.p). (A.1)

A.I.2 Exemples de distributions

Distribution reguliere. A toute fonction f localement sommable (c'est-a­
dire integrable sur tout intervalle borne) est associee une distribution Tf, dite
reguliere, definie, pour toute fonction test t.p, par

;

+00

(Tf,t.p) = -00 f(x) t.p(x) dx. (A.2)

C'est en ce sens que la notion de distribution « generalise» celIe de fonction.
On ecrit souvent f au lieu de Tf.
Distribution de Dirac. Notee S, elle est definie par (S, t.p) = t.p(0). La distri­
bution de Dirac est singuliere : on montre qu'elle n'est associee - au sens du
paragraphe precedent - a aucune fonction localement sommable.

Plus generalement, on definit la distribution Sa, de support {a}, par
(Sa, t.p) = t.p(a).

Par abus, on ecrit parfois S(x) et S(x - a).

1 Plus generalement, on definit de meme les distributions sur V(lRd
).
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Distribution valeur principale de l/x. On dit que la fonction f est inte­
grable en valeur principale au sens de Cauchy si (E est positif)

!~{I: f(x) dx +1+00
f(x) dX} ,

existe. Cette limite se note sous l'une ou l'autre des deux formes

/
+00 /+00

-00 f(x) dx ou V.P. -00 f(x) dx.

(A.3)

(A.4)

(A.5)

Si c.p est une fonction test, l'integrale en valeur principale de la fonction
c.p(x) / x existe et elle definit une distribution appelee valeur principale de 1/x
et notee V.P.(1/x). On a

1 /+00 c.p(x)
(V.P.-,c.p) = -dx.

x -00 x

On definit de meme la distribution valeur principale de l/(x-xo) en prenant
la limite des integrales avec les bornes Xo - E et Xo + E (au lieu de -E et E).

A.1.3 La distribution de Dirac comme limite de suites de fonctions

Voici des exemples de suites de fonctions sommables ou localement som­
mables dont la limite est la distribution de Dirac.

1. Quand n tend vers l'infini, les suites de fonctions definies par

et
sin 1Tnx

x f-------+n---
1Tnx

(A.6)

(A.7)

tendent vers la distribution de Dirac o.
2. Si a est un nombre complexe tel que ~{a} ;::: °et e = arg a, la suite de

fonctions definies par

X f-------+ vk e- ill
/

2 exp [_ 1T:
2

] ,

tend vers 0 quand lal tend vers 0.

3. Quand £ tend vers 0, les deux suites de fonctions suivantes tendent vers 0 :
- fonctions x f---t (l/£)recte(x), OU recte(x) = 1, si Ixl :s; £/2, et recte(x) = 0,

si Ixl > £/2;
- fonctions pe definies par pe(x) = 0, si Ixl ;::: £ > 0, et

pe(x) = Geexp [x2~ £2]' si Ixl < £, (A.8)

OU Ge est une constante de normalisation telle que ~ pe(x) dx = 1.
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A.1.4 Proprietes des distributions

Thanslation d'une distribution. On appelle translatee de a de la fonction
f la fonction Taf definie par Taf(x) = f(x - a). Pour toute distribution T, la
distribution translatee de a de Test definie, pour toute fonction test 'P, par

(A.9)

En particulier : Tao = oa'

Dilatation d'une distribution. La fonction dilatee du facteur a reel (a i- 0)
de la fonction fest definie par Baf(x) = f (x/a). (Si a > 1, Ie graphe de la
fonction Baf est plus « large» que celui de la fonction f.) La dilatee du facteur
a de la distribution Test definie par

En particulier : Bao = lal 0, ce qui s'ecrit, par abus,

o(~) = lal O(x).

(A.10)

(A.ll)

Multiplication d'une distribution par une fonction. Si 'ljJ est une fonc­
tion de classe Coo, la distribution 'ljJT est definie par ('ljJT, 'P) = (T, 'ljJ'P). En
particulier: 'ljJoa = 'ljJ(a)oa.

A.1.5 Produit tensoriel de distributions. Distributions a plusieurs
variables

Le produit tensoriel des fonctions tests 'P et 'ljJ, note 'P 0 'ljJ, se definit par
'P 0 'ljJ(x, y) = 'P(x) 'ljJ(y). Le produit tensoriel des distributions Set Test defini
sur D(lR) x D(lR) par

(A.I2)

Il est pratique d'ecrire Sx 0 Ty pour indiquer la variable sur laquelle porte
chacune des deux distributions du produit tensoriel.

Si 'P est une fonction test de deux variables, la distribution de Dirac sur
D(lR2 ) est definie par (0, 'P) = 'P(O, 0), et Oa,b par (Oa,b, 'P) = 'P(a, b). On montre
alors Oa,b = oa0 Ob. Par abus, on ecrit o(x-a, y-b) = o(x-a) o(y-b) (le symbole
o est souvent omis). La generalisation a trois dimensions est immediate.

A.1.6 Produit de convolution

Le produit de convolution de deux distributions S et T, note S * T, est
defini par

(A.I3)
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a condition qu'une des deux distributions au moins soit a support compact; ou
bien que les deux distributions soient a support borne a gauche (ou bien toutes
les deux a support borne a droite).

La distribution de Dirac est l'element neutre du produit de convolution:
quelle que soit la distribution T, on a T*o = o*T = T. On a aussi oa*T = TaT
(distribution T translatee).
Regularisation. Si Test une distribution et c.p une fonction test, alors T * c.p
est une fonction de classe Coo, regularisee de T, et on ecrit

(A.14)

Peigne de Dirac. Le peigne de Dirac de pas p, note w p , est dMini par

q=+oo

W p =p L Oqp,
q=-oo

ou q designe un nombre entier.
Une fonction j periodique, de periode p, s'ecrit

(A.15)

j=Wp*m, (A.16)

ou m est Ie «motif» de la fonction, qui s'identifie a j sur l'intervalle ]-p/2, p/2]
et qui est nul en dehors de cet intervalle.

A.I. 7 Sous-espaces de distributions

Les proprietes precedentes sont generales et s'appliquent a toute distribu­
tion. Cependant, on rencontre parfois en physique (et en mathematiques) des si­
tuations pour lesquelles il serait interessant d'abandonner certaines contraintes
sur Ie support des fonctions ou sur leur derivabilite.

On introduit ainsi les distributions a support borne (espace ['), definies sur
l'espace [(JR) des fonctions Coo (sans hypothese sur leur support). Voici des
exemples.

1. La distribution de Dirac est a support compact, donc borne. Elle s'applique
a toute fonction de classe Coo, quel que soit son support; par exemple a un
polyn6me : (0, x k ) a un sens (k 2': 0), et vaut O. au encore (oa, x k ) = ak .

Autre exemple: (Oa, cos) = cosa.
2. La distribution associee a la fonction rectL est a support borne (son support

est [-L/2, L/2]). Si 1/J est de classe Coo, l'expression (reck, 1/J) a un sens et

1
+L / 2

(reck,1/J) = 1/J(x) dx . (A.17)
-L/2

Par exemple, pour k 2': 0, on a : (rectL' x k ) = Lk+l /2 k (k + 1).

On introduit aussi les distributions d'ordre fini. Ainsi la distribution de
Dirac est d'ordre 0 et s'applique a toute fonction continue a l'origine, sans
autre condition. Un autre exemple de sous-espace de distributions est presente
a l'appendice B : il s'agit de l'espace des distributions temperees, cadre de
l'analyse harmonique.
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A.2 Interpretation des distributions en mesures physiques

A.2.1 Champ represente par une distribution singuliere

Pour les besoins de l'analyse harmonique, nous admettons devoir represen­
ter, en toute generalite, les grandeurs physiques par des distributions (tempe­
rees). Par exemple, il est commode de representer l'amplitude du champ sur
des trous d'Young par deux distributions de Dirac (tout au moins pour une
premiere approche). Au chapitre 5, la fonction de transmission d'un reseau a
fentes infiniment minces, comme l'onde qu'il diffracte, sont representees par des
peignes de Dirac.

D'autre part, comme explique au chapitre 1, ce n'est pas l'amplitude du
champ qui est accessible aux mesures optiques, mais l'eclairement, proportion­
nel a la valeur moyenne temporelle du carre du module de cette amplitude.

Se pose alors Ie probleme suivant : comment definir l'eclairement quand
l'amplitude du champ est une distribution, en particulier singuliere, dont Ie
carre n'est pas defini?

On peut certes repondre qu'une distribution de Dirac, c'est un point lu­
mineux, et qu'a l'amplitude Uoo(r/£o) correspond l'eclairement IUoI2 o(r/£o)
(voir la remarque 5.2.2 p. 107 pour un exemple). Meme chose pour un peigne
de Dirac, interprete comme une serie de points lumineux.

Il existe cependant des cas plus « pathologiques » pour lesquels une analyse
soignee est necessaire. Citons la diffraction de Fraunhofer par un bord d'ecran,
etudiee au paragraphe 5.3.1 p. 112 : si Y designe la fonction de Heaviside,
l'amplitude du champ sur l'ecran s'ecrit U(x, y) = Y(x), et l'amplitude du
champ diffracte est donnee par la transformee de Fourier de U. Celle-ci s'ecrit

(A. IS)

La distribution o(Fx , Fy )/2 s'interprete comme un point lumineux au centre
du champ, d'eclairement reIatif 1/4 (il faudrait passer en coordonnees reduites,
mais il est suffisant ici de raisonner avec les frequences spatiales). La presence
de o(Fy ) indique qu'il y a concentration de l'onde diffractee sur l'axe Fx . Mais
comment interpreter la distribution V.P.(I/2i7fFx )? Quel est l'eclairement qui
lui correspond? Dire que la distribution V.P.(1/Fx ) c'est, grosso modo, la fonc­
tion 1/Fx sauf au voisinage de l'origine, est insuffisant : il faut definir une
methodologie de mesure precise et generale.

A.2.2 Vne solution

Vne solution apparait qui repose sur la nature meme d'une distribution. A
une grandeur physique, une mesure (physique) fait correspondre un nombre,
comme une distribution Ie fait a une fonction. Si l'amplitude du champ, gran­
deur physique, est representee par une distribution, on obtient un nombre en
appliquant cette distribution a une fonction test. Le probleme devient celui de
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savoir quelle fonction choisir pour que Ie resultat ait une signification physique,
pour que Ie nombre precedent soit Ie resultat d'une mesure 2.

D'autre part, l'eclairement n'est per<;u qu'a travers l'appareil de mesure.
Or ce dernier se caracterise par sa reponse percussionnelle, sa reponse a une
percussion de Dirac (idealement representee par une distribution de Dirac) ; il
offre une resolution limitee, ne faisant pas de difference entre une telle excitation
et une excitation dont Ie support est suffisamment etroit 3. Nous ferons donc
l'hypothese qu'un detecteur physique admet une reponse percussionnelle 'ljJ qui
est une fonction test dont Ie support est adapte a la resolution de l'appareil.

Si U est la distribution qui represente l'amplitude du champ sur Ie detecteur,
tout se passe comme si celui-ci etait excite par un champ d'amplitude h = U *'ljJ,
et h est une fonction de classe Coo, conformement a la relation (A.14). En
chaque point r du detecteur, h(r) est un nombre dont il nous est loisible de
prendre Ie carre du module: l'eclairement (intensite vibratoire) en rest

I(r) = Ih(r)1 2 = l(Ur,,'ljJ(r - r'))1 2
. (A.19)

Le champ electrique est « abstrait » en optique (ou immateriel) puisqu'il
echappe a une mesure directe. Il ne se materialise que si Ie rayonnement est
intercepte par un detecteur et ne se manifeste qu'a travers la notion d'eclaire­
ment. De fait, s'il est represente par une distribution, Ie champ devient lui aussi
une grandeur « latente » : il faut Ie faire operer sur une fonction, la reponse
percussionnelle du detecteur, pour obtenir un resultat reel (concret).

Remarque A.2.1. En pratique, pour simplifier les calculs, et suivant la nature
de U, il est Iicite d'effectuer un choix moins strict pour la reponse percusionnelle
'ljJ et de ne pas imposer a celle-ci d'etre de classe Coo a support compact. C'est la
un interet des distributions a support borne ou d'ordre fini (voir Ie paragraphe
A.1.7). Par exemple, si U = 0, il suffit que 'ljJ soit continue au voisinage de
l'origine pour que la relation (A.19) ait un sens : la reponse percusionnelle du
detecteur peut etre une fonction recte (en raisonnant en dimension 1).

Remarque A.2.2. La methode proposee ici est appliquee au paragraphe 5.3.1
au calcul de l'eclairement de la figure de diffraction de Fraunhofer d'un bord
d'ecran rectiligne.

A.3 Distributions et sytemes lineaires

A.3.1 Le probleme a resoudre

La reponse d'un filtre lineaire, de reponse percussionnelle h, a une excitation
e est h * e. C'est la regIe de Vaschy, qui s'applique a la formation des images

2 On trouve dans Ie livre de Roddier [206] I'analyse de la representation des distri­
butions de charges electriques par des distributions mathematiques.

3 L'analyse, menee ici pour des variables d'espace, reste valable pour Ie temps.
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(voir Ie chapitre 8), mais aussi a la diffraction, sous certaines conditions (voir
Ie chapitre 2 et Ie paragraphe 3.6). Toutefois, la diffraction-propagation d'un
emetteur A vers un recepteur B s'exprime par la relation generale

(A.20)

qui ne se reduit pas toujours a un produit de convolution.
Si h et e sont des distributions (avec des supports appropries), Ie produit

de convolution h * e a un sens. Mais qu'en est-il de relation (A.20) quand hBA

et UA sont des distributions (ou si hBA UA n'est pas sommable)? C'est ce qui
est examine dans ce paragraphe.

A.3.2 Produit de convolution de Volterra

On appelle noyau sur JRd toute distribution sur D(JRd x JRd). Si cp est une
fonction test de JRd x JRd et K un noyau, on ecrit (K, cp) = (K(x, y), cp(x, y)).

La contractee (a gauche) du noyau K et de la fonction 1jJ de D(JRd) est la
distribution tJt definie, pour toute fonction test cp de D(JRd), par

(tJt(y) , cp(y)) = (tJt, cp) = (K,1jJ ® cp) = (K(x, y), 1jJ(x)cp(y)) .

Cela conduit a ecrire

tJt(y) = (K(x, y), 1jJ(x)).

(A.21)

(A.22)

Le noyau K est regulier si, pour toute fonction test 1jJ, la contractee tJt est
une fonction de classe Coo.

Le produit de convolution de Volterra [47] du noyau regulier K avec une
distibution S est la distribution R, definie, pour tout 1jJ - et quand l'ecriture a
un sens -, par

(R(x),1jJ(x)) = (S(y), tJt(y)) , (A.23)

ou tJt est la contractee de K et 1jJ. On adopte parfois les ecritures symboliques

R(x) = (K(x, y), S(y)) = JK(x, y) S(y) dy. (A.24)

Le produit de convolution de Volterra est une generalisation du produit de
convolution (<< simple»). Si A et S sont des distributions, on montre en effet [47]
que R = A*S s'identifie au produit de convolution de Volterra de A et S, apres
interpretation de A comme un noyau regulier K tel que K(x, y) = A(x - y).

A.3.3 Reponse d'un systeme lineaire a une excitation quelconque

La comparaison des relations (A.20) et (A.24) conduit a representer l'effet
d'un systeme lineaire par un produit de convolution de Volterra entre l'exci­
tation et la reponse percusionnelle consideree comme un noyau. La regIe de
Vaschy (produit de convolution) est incluse comme cas particulier.
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Soit un systeme lineaire dont la reponse percussionnelle est une distribution
h, supposee etre un noyau regulier. La reponse R du systeme a une excitation
representee par la distribution e est la convolution de Volterra de h et e; elle
s'obtient selon Ie procede suivant.

Soit 'IjJ une fonction test. La contractee a gauche de h et 'IjJ est la fonction
tJt definie par

tJt(y) = (h(x, y), 'IjJ(x)).

La reponse Rest la distribution definie par

(R(x), 'IjJ(x)) = (e(y), tJt(y)).

(A.25)

(A.26)

(A.27)

Exemple A.3.1. La reponse percussionnelle spatiale (gain complexe) du trans­
fert de l'amplitude du champ d'un emetteur A vers un recepteur Best la fonc­
tion hBA donnee par la relation (3.35), c'est-a-dire

hBA(s,r) = _i_ exp [_ in (lis - rl1
2 +.i:..- _ i:...-)] .

AD A D RB RA

Elle est seulement localement sommable. Elle definit une distribution qui est
un noyau regulier; en effet, si 'IjJ est une fonction test, la fonction definie par

tJt(r) = r hBA(S, r) 'IjJ(s) ds,
lIT/!.2

(A.28)

(A.30)

est de classe Coo.
Supposons UA = 0 (c'est l'excitation, a un facteur dimensionnel pres) et

cherchons l'amplitude du champ diffracte UB (c'est la reponse). Cette am­
plitude est Ie produit de convolution de Volterra de hBA avec O. Pour toute
fonction test 'IjJ, les relations (A.26) et (A.28) conduisent a

(UB(S), 'IjJ(s)) = (o(r), tJt(r)) = tJt(O) = r hBA(S, 0) 'IjJ(s) ds
lIT/!.2

= (hBA(S,O),'IjJ(s)). (A.29)

La relation (A.29) est vraie quelle que soit la fonction test 'IjJ : necessairement
UB(r) = hBA(S,O), soit explicitement, compte tenu de la relation (A.27),

i [in (1 1) 2]UB (s) = - exp - - - + - s .
AD A R B D

Ce resultat est bien conforme a la theorie de la diffraction developpee dans
ce livre. En effet UA = 0 represente un point lumineux sur l'emetteur A. La
relation (A.30) est bien l'amplitude du champ diffracte obtenue sur la sphere
B, de rayon RB , placee a la distance D du point lumineux (a un facteur di­
mensionnel pres).

Ce qui precede est un moyen rigoureux d'eviter d'ecrire la relation (A.20)
sous la forme impropre [70]

(A.31)



Appendice B

La transformation de Fourier

B.l Definition

B.l.l Transformee de Fourier d'une fonction sommable

Nous nous limitons au cas qui nous interesse et travaillons pour cela avec
une variable temporelle et une variable spatiale a deux dimensions (ou deux
variables spatiales a une dimension). Les fonctions considerees sont definies sur
lR2 x R Nous notons t Ie temps et r la variable spatiale; leurs variables conju­
guees sont v et F. En coordonnees cartesiennes (orthogonales) nous ecrivons
r = (x, y) et F = (Fx , Fy). Nous utilisons egalement la notation globale

x = (r,t), Y = (F,v). (B.l)

Nous commenr;ons par des fonctions integrables (ou sommables1 ), elements
de l'espace L 1 (lR2 x lR), et nous definissons la transformee de Fourier de la
fonction f par la relation

j(y) = {" f(X) e-2i7r (Y,X) dX ,
JITI!.2 X ITl!.

(B.2)

OU (Y, X) represente un produit scalaire.
Du fait qu'en dimension 3les ondes harmoniques ont une dependance spatio­

temporelle de la forme 2 wt - k·p, soit encore 2nvt - 2ns·p/)." avec k = 2ns/).,
(s est un vecteur unitaire), il est naturel de choisir Ie produit scalaire 3 (pseudo­
euclidien) defini par

(Y,X)=vt-F.r, (B.3)

puisque Fest une frequence spatiale dont Ie module est homogene a l'inverse
d'une longueur (comme l'est 1/).,). Dans ces conditions, la relation (B.2) devient

j(F,v) = {" f(r,t)e- 2i7r(vt-F.r)drdt,
JITI!.2 X ITI!.

(B.4)

1 11 s'agit de Ia sommabilite au sens de Lebesgue.
2 lei k . p designe Ie produit scalaire euc1idien de k et p dans ]R3.

3 Parler de produit scalaire est ici abusif : il s'agit plutot d'une forme bilineaire
symetrique.
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ou dr ~ dxdy, si r = (x,y).
Si f est integrable, alors

f(r,t) = r f(F,v)e2i7f(vt-F.r)dFdv,
JWl.2 x Wl.

(B.5)

(B.6)

et cette relation definit la transformation de Fourier inverse (elle est vraie
« presque partout »). Avec des coordonnees cartesiennes orthogonales, la re­
lation (B.4) s'ecrit

f(Fx, Fy, v) = r f(x,y,t)e-2i7f(vt-xF"-yFY)dxdydt,
JWl.2 x WI.

et la relation (B.5)

f( x y t) = i· f~(F F v) e2i7f(vt-xFx-yFy) dF dF dv, , x, y, x y .
Wl.2 X WI.

(B.7)

Nous utilisons egalement des transformations de Fourier partielles, essentiel­
lement temporelles et spatiales. La transformee de Fourier partielle temporelle
de la fonction f (r, t) est la fonction i[t] (r, v) definie par

(B.8)

De meme, la transformee de Fourier partielle spatiale de la fonction f(r, t) est
la fonction irs] (F, t) telle que

jrs](F, t) = {" f(r, t) e2i7fF.r dr.
JWl.2

(B.9)

En pratique, nous n'ecrirons plus les indices et parlerons de transforma­
tion de Fourier temporelle (une dimension) ou spatiale (deux dimensions en
general). L'ecriture explicite des variables permet d'eviter les confusions. En
general une transformation monodimensionnelle est temporelle, mais on ren­
contre parfois de telles transformations portant sur une variable d'espace. Le
signe de l'argument de la fonction exponentielle qui intervient dans l'integrale
de definition de la transformation n'est pas Ie meme dans les deux cas.

Remarque B.l.l. L'emploi de deux conventions differentes dans la defini­
tion de la transformation de Fourier, selon qu'elle porte sur Ie temps ou sur
des variables d'espace, presente encore l'avantage de respecter les deux regles
suivantes, qui semblent naturelles.

RegIe 3. La transformation de Fourier directe associe ala representation com­
plexe d 'une onde monochromatique une frequence positive.

RegIe 4. La diffraction de Fraunhofer se represente par une transformation de
Fourier directe.



B. La transformation de Fourier 477

II y a deux fac;ons de representer la dependance spatio-temporelle d'une
onde harmonique se propageant dans la direction du vecteur s (unitaire) : on
choisit A = lou A = -1 dans exp[2AiJrl/(t-s· pjv)] (vest la vitesse de phase).

Pour la transformation de Fourier temporelle, on choisit B = 1 ou B = -1
dans

(B.lO)

et pour la transformation de Fourier spatiale, on choisit C = 1 ou C = -1 dans

!(F)= r!(r)e2ci;orF'Tdr.
JlR 2

(B.ll)

Le tableau B.1 montre qu'il n'y a que deux fac;ons de respecter les regles 3
et 4 : B et C ne peuvent pas avoir Ie meme signe. Le choix de A = 1, qui est
fait dans ce livre (voir Ie chapitre 1), nous impose de choisir B = -1 et C = 1.

TAB. B.lo Respect des regles 3 et 4.

A B C Regie 3 Regie 4

1 1 1 Non Qui
1 1 -1 Non Non
1 -1 1 Qui Qui
1 -1 -1 Qui Non

-1 1 1 Qui Non
-1 1 -1 Qui Qui
-1 -1 1 Non Non
-1 -1 -1 Non Qui

II existe d'autres definitions de la transformation de Fourier 4 : on utilise par
exemple la pulsation w plut6t que la frequence l/ comme variable; il est souvent
habituel alors d'introduire un coefficient 1j v'27f en facteur devant l'integrale
de definition de la transformation (en dimension 1). Cela ne modifie toutefois
pas les conventions que nous avons choisies pour respecter les regles 3 et 4.

B.1.2 Transformee de Fourier d'une fonction de carre sommable

II existe une extension de la transformation de Fourier aux fonctions de
carre sommable, elements de L 2 (JR 2 x JR), avec l'avantage que la transformee de
Fourier inverse d'une fonction existe toujours. Dans cet espace existe la relation
de Parseval

4 Les ouvrages sur la transformation de Fourier sont legions. Nous en indiquons
quelques uns dans les references [32,73,175,206].
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(B.12)

ou plus generalement celle de Parseval-Plancherel (la barre represente la conju­
gaison complexe)

(B.13)

ou f et 9 sont deux fonctions de carre sommable. La relation de Parseval 5

(ou celle de Parseval-Plancherel) est valable pour la transformation de Fourier
complete comme pour les transformations partielles, et c'est pour cette raison
que les relations (B.12) et (B.13) sont ecrites sans l'indication explicite de la
variable ni du domaine d'integration (lR, lR2 ou encore lR2 x lR).

B.1.3 Transformee de Fourier d'une distribution temperee

On definit plus generalement la transformation de Fourier pour les distri­
butions temperees [28,47,61,66,202,206,212,213]. Pour cela on se place dans
l'espace 5(lR2 x lR) des fonctions de classe Coo a decroissance rapide 6 (espace
de Schwartz). Dne distribution temperee (on dit aussi a croissance lente) est
un element du dual (topologique) 5' de 5 (c'est une forme lineaire continue sur
l'espace 5). ~

Si Test une distribution temperee, sa transformee de Fourier est T definie,
pour toute fonction rp de 5, par

(T, rp) = (T, rp) . (B.14)

La transformee de Fourier d'une distribution temperee est une distribution
temperee (l'espace S' est clos pour la transformation de Fourier). La transfor­
mation de Fourier est continue sur 5' en ce sens que si (Tj ) est une suite de
distributions qui converge vers T dans 5', alors la suite des Tj converge vers T.
Cela signifie que si, pour toute fonction rp a decroissance rapide,

(B.15)

dans C quand j tend vers l'infini, alors

(B.16)

5 On parle aussi de theoreme de Parseval.
6 En dimension 1, une fonction est a decroissance rapide si elle decrolt vers 0 a I'infini

(±oo) plus rapidement que I'inverse de tout polyn6me (ou que toute puissance de
l/lxl) et s'il en est de meme de toutes ses derivees. Pour une fonction <p de c1asse Coo
cela signifie que pour tous entiers j et 1! positifs ou nuls, et tout x reel, Ix i <p(j) (x) I
est borne. La fonction x f-----+ exp[_x2

] est un exemple de fonction a decroissance
rapide. Ce qui precede se generalise a une dimension que1conque.
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Remarque B.1.2. La relation (B.14) permet de comprendre pourquoi il n'est
pas possible de definir la transformee de Fourier d'une distribution arbitraire
de V'. Le membre de droite de la relation (B.14) n'a de sens que si rp est a
support compact (et de classe COO), ce qui n'a jamais lieu si rp est elle-meme a
support compact (et non nulle). Autrement dit, l'espace V n'est pas clos pour
la transformation de Fourier. II est necessaire de se placer dans un espace plus
vaste que V. L'espace S est clos pour la transformation de Fourier: si rp est de
classe Coo a decroissance rapide, sa transformee de Fourier rp l'est aussi.

Remarque B.1.3. L'espace des distributions temperees est un sous-espace de
distributions au sens du paragraphe A.1.7. On a les inclusions

(B.17)

pour les espaces de fonctions (Ie symbole '----+ indique l'inclusion avec une topo­
logie plus fine), et

[' '----+S' '----+V' , (B.18)

pour les espaces de distributions (avec les topologies appropriees).
L'espace des distributions temperees S' est generalement assez vaste pour

les besoins de la physique et la representation des signaux [18]. Toutefois cer­
taines fonctions elementaires n'ont pas de transformee de Fourier: c'est Ie cas de
la fonction exponentielle (x f------+ eX) qui est une distribution (c'est une fonction
localement sommable), mais qui n'est pas a croissance lente.

Remarque B.1.4. Si Test une distribution a support compact, on montre
[206] que sa transformee de Fourier est la fonction (de classe COO) definie par

(B.19)

ou l'ecriture Tt indique que T opere sur la variable t (on a choisi ici une trans­
formation de Fourier temporelle).

Remarque B.1.5. La relation (B.14) conduit a une generalisation de la rela­
tion de Parseval-Plancherel.

En effet, si j et g sont deux fonctions de carre sommable, leur produit
scalaire hermitien est

(j,g) = r j?J,
JlR2 XlR

(B.20)

et la relation de Parseval-Plancherel signifie (j, g) = ([, g).
D'autre part, une fonction a decroissance rapide rp est la transformee de

Fourier d'une fonction a decroissance rapide 'i/J. Les deux fonctions rp et 'i/J sont
de carre sommable, et si Tf est la distribution reguliere associee a la fonction
j de carre sommable, alors

(B.21)



480 Optique de Fourier

Soit cp la fonction 'P symetrisee, definie par 7 cp(X) = 'P( -X). De 'P = (f; on
deduit

La relation (B.14) donne

(T, 'P) = (T, (f;) = (T,1/;) = (TJp) = (T,ft),

et appliquee sous cette forme a f et 'P, elle conduit a

(B.22)

(B.23)

(B.24)

c'est-a-dire a la relation (B.13). La relation (B.23), qui est equivalente a la
relation (B.14), generalise aux distributions la relation de Parseval-Plancherel.

La relation (B.23) s'ecrit egalement

(T, 'P) = (T, ({J) , (B.25)

(B.26)

ou ({J est la transformee de Fourier inverse de 'P. II est clair que la relation
(B.25) est une autre forme de la relation (B.14).

B.2 Proprietes de la transformation de Fourier

Nous mentionnons quelques resultats concernant la transformation de Fou­
rier spatiale en deux dimensions. Nous adoptons les notations utilisees dans
ce livre pour designer l'amplitude du champ (electrique) puisque c'est sou­
vent sa transformee de Fourier qu'on se propose de calculer. Si r = (x, y) et
F = (Fx , Fy ), alors

U(Fx,Fy) = r U(x,y)e2i7f(xFx+yFY)dxdy,
JJR2

et en particulier

U(O,O) = r U(x,y)dxdy.
JJR2

Par transformation de Fourier inverse on obtient

II est parfois commode de noter

(B.27)

(B.28)

(B.29)

7 On a X = (r, t), mais on pourrait appliquer ce qui suit ala seule variable t ou
encore a r.
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ou F designe la transformation de Fourier. On a

F[Ux-a,y-b](Fx, Fy) = e2i7l"(aFx+bFy) F[Ux,y](Fx, Fy) 0

Vne autre propriete est (a et b sont des nombre reels non nuls)

qui inclut Ie cas particulier suivant, frequemment utilise dans ce livre,

Mentionnons encore

U(x, y) = U(x, y) = U( -x, -y) 0

(Bo30)

(B.3!)

(Bo32)

(Bo33)

(Bo34)

Bien sur ces resultats ont leur equivalent en dimension quekonque. Ils sont
applicables a la transformation de Fourier inverse (avec parfois des changements
de signe) et sont valables pour les distributions tempereeso

Transformation de Fourier et produit de convolution. En deux dimen­
sions, Ie produit de convolution des fonctions U et Vest la fonction S = U *V
telle que

S(r) = U * V(r) = r U(r') V(r - r') dr' 0

JW!.2

Le lien entre produit de convolution et transformation de Fourier s'exprime par

UV = U*V,

(B.35)

(Bo36)

et ces relations restent vraies pour des distributions, quand Ie produit de convo­
lution existeo

Fonction a variables separables. La fonction U(x, y) est a variables sepa­
rabIes en x et y si elle est Ie produit d'une fonction de x par une fonction de y,
c'est-a-dire

U(x, y) = f(x) g(y) 0 (B.37)

Si Ie tilde designe la transformation de Fourier spatiale monodimensionnelle (et
non la fonction symetrisee), alors

(B.38)

si bien que

(Bo39)
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B.3 Transformation de Hankel

Tres souvent, les systemes optiques ont la symetrie de revolution et il est
utile de s'interesser a des fonctions ayant cette meme symetrie : elles servent
a representer les amplitudes des champs ou encore les ouvertures des systemes
dans de tels cas.

Avec des coordonnees polaires (r, e), une fonction a symetrie de revolution
(ou fonction radiale) depend seulement de r

U(r, e) = g(r).

Avec des coordonnees cartesiennes (x, y) nous ecrivons

U(r, e) = u(x, y),

(BAO)

(BA1)

(BA2)

et ensuite

u(Fx,Fy) = r u(x,y)e2i7f(xFx+yFY)dxdy
JJR2

= 1+
00

g(r) r dr 1
27f

e2i7f(FxrcosO+FyrsinO) de.

II est naturel d'utiliser des coordonnees polaires (F, 'ljJ) dans l'espace (plan) de
Fourier, telles que Fx = F cos 'ljJ et Fy = F sin 'ljJ, pour obtenir

u(Fx,Fy) = u(Fcos'ljJ,Fsin'ljJ)

= 1+
00

g(r) r dr 1
27f

e2i7fFrcos(O->f;) de.

D'autre part, si Jo est la fonction de Bessel de premiere espece et
o [3,10,134,212,242], on montre 8

Jo(a) = 2~ 1

27f

eiacos(O->f;) de,

et il vient

roo
u(Fcos'ljJ,Fsin'ljJ) = 27l" Jo g(r)Jo(27l"Fr)rdr.

(BA3)

d'ordre

(BA4)

(BA5)

L'integrale de la relation (BA5) ne depend pas de 'ljJ, ce qui signifie que la
transformee de Fourier d'une fonction a symetrie de revolution possede elle
aussi cette symetrie. La relation (BA5) se met sous la forme

roo
G(F) = 27l" J

o
g(r) Jo(27l"Fr)rdr. (BA6)

La fonction G est la transformee de Fourier-Bessel (ou transformee de Hankel
d'ordre 0) de la fonction g.

8 La relation (B.44) peut etre prise comme definition de la fonction Jo.
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On definit une transformation de Fourier-Bessel inverse et on montre

r+=g(r) = 21f Jo G(F) Jo(21fFr) FdF.

La transformation de Fourier-Bessel est sa propre inverse.

(BA7)

Remarque B.3.l. 8i Jm est la fonction de Bessel de premiere espece et ordre
m, la transformation de Hankel d'ordre m, notee Jim est definie par [10]

(BA8)

On montre que Jim est sa propre inverse.

BA Transformees de Fourier de quelques fonctions et
distributions

B.4.1 Thansformees de Fourier en dimension 1

Dans Ie tableau B.2, la transformation de Fourier est definie par

f(v) = l f(t) e-2i1rvt dt , (BAg)

c'est-a-dire qu'il s'agit de la transformation partielle temporelle.
La distribution de Dirac de support {O} est ecrite o(t), sa derivee premiere

o'(t) et sa derivee d'ordre j (j est un entier positif) o(j)(t). (Ces ecritures sont
abusives, mais ont l'avantage de faire apparaitre la variable. II faudrait ecrire
seulement 0, 0', o(j).)

La fonction rectL(t) vaut 1 si ItI ::; L/2, et 0 sinon. La fonction AL (fonction
« triangle») est nulle en dehors de l'intervalle [-L, L]; de plus AL(t) = t + L
sur [-L, 0[, et AL(t) = L - t sur [0, L].

La fonction Y est la fonction de Heaviside (echelon unite), telle que Y(t) = 1
si t 2: 0, et Y(t) = 0 si t < O.

La notation V.P. signifie « valeur principale » et correspond a la notion de
valeur principale d'une integrale au sens de Cauchy (c'est une distribution, voir
l'appendice A) [206,212].

8i ex est un nombre complexe, sa partie reelle se note ~{ex}.

Nous avons defini la transformation de Fourier partielle a une dimension
spatiale avec un signe plus dans l'exponentielle. Pour utiliser Ie tableau B.2
dans ce cas, il suffit de Ie lire « a l'envers » : la colonne de droite donne la
fonction originelle (on remplace v par x) et la colonne de gauche sa transformee
de Fourier directe (on remplace t par Fx ).
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TAB. B.2. Transformees de Fourier en dimension 1.

Fonction ou distribution

1

<5(t)
<5to = <5(t - to)

exp[2i1rvot]

<5' (t)

-2i1rt

<5(j)(t); jEN

(-2i1rt)j; j EN

rectL(t)

1 +00
£Wl(t) = L <5(t - nf)

n=-CX)

yet)

1 1
"2 <5(t) - V.P. 2i7rt

ItI

Transformee de Fourier

<5(v)
1

exp[-2i1rtov]

<5(v - vo) = <51/0

2i1rv

<5' (v)

(2i1rv)J

<5(j) (v)

L sin1rLv
1rLv

L2 (sin1rLv)2
1rLv

1 +00 n
£ L <5 (v - £) = WI/l(V)

n=-CX)

1 1
- <5(v) + V.P. -.­
2 2l1rv

Y(v)

1

yet) exp[-at]; a> 0

exp[-altl] ; a> 0

exp[-1rt2
]

exp [-;e]

[
i1r 2]exp -;;t ;

[
i1r 2]exp -;;t ;

a>O

a<O

a + 2i1rv
2a

a 2 + 41r2 V 2

exp[-1rv2
]

y'(i" exr[i;] exp[-ia1rv2
]

~ exr[- i;] exp[-ia1rv2
]

v"pei8
/

2 exp[-a1rv2
]

BA.2 Transformees de Fourier en dimension 2

En notation vectorielle, la transformation de Fourier spatiale se dEdinit par

f(F) = I" f(r) exp[2i1rF·r] dr.
JITI!.2

(B.50)

Pour les fonctions a symetrie de revolution, la transformee de Fourier est
egale a la transformee de Hankel d'ordre O. Nous ecrivons r = (x2 + y2)1/2 et
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F = (Fx
2 +Fy2

)1/2. Lafonction circD(x,y) vaut 1 si r ~ D/2, et 0 si r > D/2.
Le symbole Ll represente Ie laplacien.

TAB. B.3. Transformees de Fourier en dimension 2.

Fonction ou distribution Transformee de Fourier

8(F) = 8(Fx ,Fy )

1

exp[2i7l'r o·F]
8(F - Fa)

a
aF

x
8(F)

a~ 8(F)
y

1

8(r) = 8(x,y)
8(r - ro) = 8(x - Xo,Y - Yo)

exp[-2i1rr'Fo]

2i7l'x

a
ax 8(r)

a
ay 8(r)

Ll8(r)

cirCD(r) = circD(x,y)

1

r
exp[-7l'r2]

1 [i7l' 2]:- exp -r
la a

8(r - ro)

exp[-ikr]. k> 0
r '

-2i7l'Fy

-47l'2F 2

7l'D2 J1 (7l'DF)
2 7l'DF

1

F
exp[-7l'F2]

exp[-ia7l'F2]

27l'ro Jo(27l'roF)

-2i7l'
pour 27l'F < k

pour 27l'F > k



Appendice C

La transformation de Fourier
fractionnaire

C.l Premiere definition

C.l.I Fonctions propres de la transformation de Fourier

Si n est un nombre entier positif, Ie polyn6me d'Hermite d'ordre nest

Les six premiers polyn6mes d'Hermite sont

Ho(x) = 1,

H1(x) = 2x,

H 2 (x) = 4x2
- 2 ,

H 3 (x) = 8x3 - 12x,

H 4 (x) = 16x4
- 48x2 + 12,

Hs(x) = 32xs - 160x3 + 120x.

Les polyn6mes d'Hermite satisfont les relations de recurrence [134]

Hn+1(x) - 2xHn(x) + 2nHn- 1(x) = 0,

et

(C.1)

(C.2)

(C.3)

(C.4)

(C.5)

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)

(C.lO)

d
dx Hn(x) = 2nHn- 1(x) ,

ainsi que l'equation difl'erentielle

d2 d
dx2 Hn(x) - 2x dx Hn(x) + 2nHn(x) = O.

Ils sont tels que [134]

l e ixy e-
x2 /2 Hn(x) dx =~ in e-

y2 /2 Hn(y). (C.11)

Il resulte de la relation (C.11) que si F represente la transformation de Fourier 1,
les fonctions d'Hermite-Gauss 2 'Pn, definies par

1 On suppose ici qu'il s'agit de la transformation de Fourier spatiale monodimen­
sionnelle, avec un signe + dans l'exponentielle sous l'integrale.

2 On dit aussi fonctions d'Hermite.
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(C.12)

sont telles que

(C.13)

La fonction lpn est une fonction propre de :F pour la valeur propre exp[iml"/2].

C.1.2 Definition de la transformation de Fourier fractionnaire

Si a est un nombre complexe, la transformation de Fourier fractionnaire
d'ordre a, notee :Fo" se definit par

(C.14)

On adjoint la propriete de linearite (am et an sont des nombres complexes)

(C.15)

Pour comprendre que cette definition s'applique a toute fonction, remar­
quons que l'espace L2 (lR) est un espace de Hilbert dont les fonctions d'Hermite­
Gauss forment une base de Hilbert. Chaque fonction I de L2 (lR) s'ecrit comme
la somme d'une serie sous la forme

+00

I = 'LInlpn'
n=O

(C.16)

Connaitre :Fa pour toutes les fonctions d'une base de Hilbert permet de la
connaitre pour toute fonction I : on ecrit

+00
:Fa[J] = 'L In e

ina lpn'
n=O

(C.17)

Nous admettrons qu'il est possible d'etendre la definition aux distributions,
comme pour la transformation de Fourier.

Ce qui precede est valable en dimension 1. En dimension 2, nous utilisons
les fonctions d'Hermite-Gauss (m et n sont deux nombres entiers positifs)

et definissons la transformation de Fourier fractionnaire d'ordre a par

:F. [If) ] = ei(m+n)a If) •a rm,n rm,n

(C.18)

(C.19)
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C.2 Deuxieme definition: forme integrale

(C.20)

f(p) dp,

II existe une autre definition de la transformation de Fourier fractionnaire,
sous la forme d'une integrale [165]. En dimension 2, la transformee de Fourier
fractionnaire d'ordre a de la fonction fest definie par

ie-ia 2 1
Fa[f](p') = -.- exp[-i71'p' cot a] exp[-i71'p2 cot a]

sma 1R2

x exp [2i~P.P']
sma

ou pet p' sont des vecteurs de dimension 2 et p = Ilpll (ils n'ont pas de dimen­
sion physique, c'est-a-dire pas d'unite de mesure). Le nombre a est en general
un nombre complexe, meme s'il peut y avoir des problemes de convergence de
l'integrale pour certaines classes de fonctions.

De fait, la relation (C.20) se deduit de (C.19). Le calcul explicite est donne
par Namias [165]. Ainsi les formes (C.19) et (C.20) sont equivalentes. La relation
(C.19) permet d'etablir rapidement certaines proprietes de la transformation
de Fourier fractionnaire, mais la forme integrale (C.20) est particulierement
utile pour interpreter les problemes de diffraction.

C.3 Principales proprietes

On demontre les resultats suivants [165] (certains sont a peu pres evidents
a partir de la definition (C.14) ou (C.19) suivant la dimension).

1. L'operateur .1'0 est l'operateur identite (Fo[f] = f).

2. L'operateur F.tr / 2 est la transformation de Fourier (standard).

3. Pour tout a et tout (3 on a Fa of{3 = Fa+{3.

4. Fa[f] -----+ F{3[f] quand a -----+ (3.

5. La transformation inverse de Fa est F-a.

6. Pour tout n E Z on a F a +2mr = Fa.

7. Fa+1f [f](p') = Fa [f] (-p').

8. F-all](p') = Fa [f] (p') pour a reel.

Pour la propriete 8, la barre represente la conjugaison complexe. La pro­
priete 7 se demontre a partir de la forme integrale (C.20). Si on utilise la
relation (C.19) il faut se souvenir que les polyn6mes d'Hermite (et par suite les
fonctions d'Hermite-Gauss) d'ordre impair sont impairs.

Remarque C.3.1. C'est la propriete 3 qui justifie Ie terme de « transfor­
mation fractionnaire ». En effet, si .1' designe la transformation de Fourier
(standard), pour un nombre rationnel positif de la forme p/q, definissons FP/q
par
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F P/q -:F /- p7r 2q' (C.21)

La propriete 3 permet d'ecrire

p/q 0 ... 0 FP/q = P.
" "v

q fois

(C.22)

Par abus de langage, on conserve l'adjectif fractionnaire dans Ie cas plus
general d'un exposant reel ou meme complexe.

Remarque C.3.2. L'integrale de la relation (C.20) est la transformee de Fou­
rier, consideree au point p' sin a, de la fonction 9 definie par

g(p) = exp[-i7fp2 cot a] f(p) , (C.23)

laquelle est une fonction sommable si f l'est (nous supposons a reel). Il en
resulte que de nombreuses proprietes de la transformation de Fourier restent
valables pour la transformation de Fourier fractionnaire, notamment celles qui
sont liees a son existence (son extension aux distributions par exemple).

CA Transformees de Fourier fractionnaires de quelques
fonctions et distributions

(C.25)

f(t)dt.

Nous nous limitons a la transformation de Fourier fractionnaire en dimen­
sion 1. Nous adoptons une definition qui inclut la transformation de Fourier
comme cas particulier (a = 7f/2). Or nous avons vu deux definitions de celle­
ci en dimension 1, chacune etant de fait celle d'une transformation partielle.
Nous privilegions ici l'aspect spatial et definissons la transformation de Fourier
fractionnaire a partir de l'equation (C.20) sous la forme

eis (a)7r/4 e- ia/ 2
Fa[j](x') = ~ exp[-i7fx,2 cot a] (C.24)

Ismal

x rexp[-i7fx2cota] exp [2i~XX'] f(x)dx,
JIR sma

ou s(a) est Ie signe de a (cela suppose a reel). Si a = 7f/2, on retrouve la
transformation de Fourier (standard) spatiale a une dimension.

Le tableau C.1 donne des resultats adaptes de ceux donnes par Namias [165].
Les variables x et x' et la constante Xo sont sans dimension physique.

Dans Ie domaine temporel, la definition de la transformation de Fourier
fractionnaire d'ordre a a une dimension est

e-is(a)7r/4 eia/2
Fa[j](t') = ~ exp[i7ft,2 cot a]

Ismal

x rexp[i7ft2cot a] exp [_ 2~7ftt']
JIR sma
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TAB. C.l. Transformees de Fourier fractionnaires en dimension 1.

Fonction ou distribution

1

[
2i1rx]exp --

Xo

o(X)

o(X - XO)

exp[-7l'x2
]

H n (V2Kx) exp[-7l'x2
]

Transformee de Fourier fractionnaire d'ordre a

e- iaj2

~ exp[i7l'x,2 tan a]
ycosa

e~ exp [i7l' (~+ X,2) tan a + 2i7l'x' ]
ycosa Xo xocosa

ei.(a)·11,/4 e- iaj2

~ exp[-i7l'X,2 cot a]
Ismal

ei.(a)·11,/4e-iaj2 [. ,2 2 2i7l'XOX']
~ exp -17l'(x +xo )cota+ -.--

V Ismal sma

exp[-7l'x,2]

eina H n ( V2Kx') exp[-7l'x,2]

Pour a = 1l'/2, cette definition donne bien la transformation de Fourier tem­
porelle de l'appendice B. Toutefois les variables t et t' sont sans dimension
physique. Nous avons choisi d'ecrire t la variable pour souligner qu'il s'agit de
la forme adoptee pour representer des phenomenes temporels. Les resultats du
tableau C.1 sont a adapter dans ce cas. Si on souhaite appliquer ces relations
a une fonction du temps (qui se mesure en secondes) il faut introduire d'une
fac;on ou d'une autre des variables reduites, sans dimension. C'est ce qui est
fait au chapitre 11 de ce livre.

Remarque CA.l. En dimension 1, les definitions (C.14) et (C.24) ne sont
pas completement equivalentes comme l'ont montre McBride et Kerr [160]. La
transformation de Fourier fractionnaire est de periode 21l', d'apres la definition
(C.14), et 47l' d'apres (C.24). Les proprietes 6 et 7 du paragraphe C.3 ne sont
plus vraies si on adopte la definition (C.24); il est toutefois possible de les
verifier, a condition de prendre certaines precautions avec Ie domaine de defi­
nition de a. On trouvera des precisions a ce sujet dans l'article de McBride et
Kerr [160]. Pour notre part, nous privilegions la forme (C.14). Ces problemes
viennent du terme exp[-ia/2] dans la definition (C.24) et ils disparaissent en
dimension 2.

C.5 Transformation de Fourier fractionnaire et oscillateur
harmonique

Pour tout n, entier positif ou nul, introduisons la fonction 'l/Jn telle que

(C.26)
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ou H n est Ie polyn6me d'Hermite d'ordre n. Il resulte de l'equation (C.lO) que
la fonction 'i/Jn satisfait l'equation differentielle

(X2 - d~2 ) 'i/Jn(x) = (2n + l)'i/Jn(x) . (C.27)

(C.28)

Les fonctions 'i/Jn sont fonctions propres de l'operateur oscillateur harmonique
'H defini par 3 (dimension 1)

d2

'H = x 2
- -.

dx2

Si Gn(x) = Hn(V21r x), les fonctions d'Hermite-Gauss s'ecrivent

(C.29)

(C.30)

Le polyn6me Gn satisfait une equation comparable a (C.lO), qui s'ecrit

1 d2 d
2Jr dx2 Gn(x) - 2x dx Gn(x) + 2nGn(x) = 0,

si bien que la fonction d'Hermite-Gauss 'Pn satisfait l'equation differentielle

(C.3l)

qui est l'analogue pour 'Pn de l'equation (C.27) pour la fonction 'i/Jn'
Nous appelons encore operateur oscillateur harmonique l'operateur 'HI de­

fini par

(C.32)

si bien que les fonctions d'Hermite-Gauss sont des fonctions propres de cet
operateur, comme Ie montre l'equation (C.3l).

Soit ex un nombre complexe et soit l'operateur exp[iex'HI/2] defini par [65]

[
iex'HI] _ ~ (iex'Hd q

exp 2 - L.J 2q q!
q=O

(C.33)

(C.34)

(Dne telle serie est toujours convergente [65].) Les fonctions d'Hermite-Gauss
sont fonctions propres de exp[2iJrex'HI], puisque cet operateur commute avec
'HI. Plus precisement, les relations (C.3l) et (C.32) conduisent a

[
iex'HI ] q=+oo (iex'Hd q

q=+oo 1[. ( 1)] q

exp -2- 'Pn = ~ 2q q! 'Pn = ~ q! 1 n+ 4Jr ex 'Pn

= e ia/ 47f eina'Pn .

3 II s'agit d'une forme reduite de l'oscillateur harmonique.
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La comparaison des relations (C.34) et (C.14) donne

:F. - -io:/47f [ia7t1 ]
0: - e exp -2- , (C.35)

et relie la transformation de Fourier fractionnaire a l'exponentielle (a argument
imaginaire) de l'operateur oscillateur harmonique.

Ce qui precede s'adapte a la dimension 2, a condition de definir l'operateur
oscillateur harmonique 7t2 par

(C.36)

Les fonctions d'Hermite-Gauss satisfont

[x
2

+y2 - 4~2 (d~2 + d~2)] ~m,n(x,y) = (2(m+n) + ~) ~m,n(x,y).
(C.37)

La relation (C.34) est a remplacer par

exp [ia7t2] (f) = eiO:/27f ei(m+n)O:(f)2 rm,n rm,n,

et la relation (C.35) par

:F. - -io:/27f [ia7t2]
0: - e exp -2- ,

(C.38)

(C.39)

apres comparaison avec la relation (C.19).
Tout ce paragraphe montre que la transformation de Fourier fractionnaire

n'est pas un outil nouveau et qu'elle se rattache a des operateurs et procedes
bien connus en mathematiques. Toutefois, remarquer que la transformation de
Fourier fractionnaire est une forme exponentielle de l'oscillateur harmonique
cache sans doute son lien avec la diffraction. En revanche, son expression sous
la forme d'une integrale laisse deviner son utilite dans la representation des
phenomenes de diffraction. C'est ce qui est exploite au chapitre 6 de ce livre.

C.6 Commentaires sur l'emploi de la transformation de
Fourier fractionnaire en optique

La notion de transformation de Fourier fractionnaire apparait dans un ar­
ticle de Wiener de 1929 [244]. Mentionnons egalement les travaux de Condon
[56], de Kober [124] et de Patterson [177]. L'article de Namias de 1980 [165]
fait un usage systematique de cette notion pour resoudre des equations aux
derivees partielles qu'on recontre en mecanique quantique.
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II semble que la premiere application a l'optique se trouve dans l'article de
Khare [122]. Neanmoins, l'essor que cette transformation a connu en optique
depuis 1993 est sans doute a porter au credit de Mendlovic, Ozaktas et Loh­
mann. Vne partie des travaux de ces auteurs est consacree a la propagation de
la lumiere a travers plusieurs dispostifs optiques [144,161,169-172]. D'autres
travaux de Lohmann sur Ie sujet sont lies a la relation de la transformation de
Fourier fractionnaire avec la representation de Wigner [144,146].

A la suite des articles de Mendlovic, Ozaktas et Lohmann, de nombreuses
etudes ont porte sur l'emploi de la transformation de Fourier en optique et
meme en traitement du signal, certaines sur la description de la propagation de
la lumiere en termes de transformation de Fourier fractionnaire [5]. Curieuse­
ment, Ie lien avec la diffraction de Fresnel n'a pas ete remarque d'emblee, malgre
la similitude frappante qui existe entre la forme integrale de la transformation
de Fourier fractionnaire et la formulation de la diffraction sous la forme de
transformations de Fresnel. Curieusement encore, certains textes s'acharnent a
proposer divers montages optiques comportant un nombre variable d'objectifs
(de lentilles !), ou l'emploi de lentilles GRIN, pour associer la transformation
de Fourier fractionnaire a un phenomene de propagation. C'est bien sur legi­
time, mais il nous semble que cela devrait etre remarque dans un deuxieme
temps seulement, puisque la seule propagation d'une onde electromagnetique
en espace libre est la realisation physique d'une transformation de Fourier frac­
tionnaire.

II est une far;on naturelle, a priori, d'associer une transformation de Fourier
fractionnaire a la propagation en espace libre : elle consiste a choisir l'ordre a
de far;on a avoir

tanaa = bz, (CAO)

ou a et b sont des constantes et z la distance de propagation (d'autres formes
sont equivalentes a cela) [5,51,172].

Pour naturelle et legitime qu'elle soit, cette far;on de proceder n'est pas
compatible avec Ie principe de Huygens-Fresnel. Respecter ce principe exige
que, si l'ordre a est associe a la propagation sur une distance z et l'ordre a l a
la propagation sur une distance Zl, l'ordre associe a la distance z + Zl soit egal
a a + a'. II est clair que cela est impossible (sauf cas particulier) avec Ie choix
de la relation (C 040), car en general

tan(aa + aa l
) i=- tan aa + tan aa l

, (CAl)

alors que b(z + Zl) = bz + bz' .
II faut proceder autrement. Nous proposons une solution dans Ie chapitre 6.

C'est Ie respect du principe de Huygens-Fresnel qui nous impose de travailler
ainsi. II nous parait important de tenir compte de cette contrainte pour obte­
nir une representation mathematique du phenomene de propagation des ondes
electromagnetiques qui ait un sens physique.



Appendice D

Champs analytiques et equation de
Helmholtz

D.l L'equation de Helmholtz

En coordonnees cartesiennes Xl,X2,X3, si t designe Ie temps et L1le lapla­
cien, l'equation des ondes s'ecrit, pour une fonction f de classe 0 2 (ou une
distribution)

(D.I)

ou vest la vitesse de phase dans Ie milieu de propagation.
Vne onde harmonique se represente par une fonction f de la forme

(D.2)

ou west la pulsation de l'onde, Me a la frequence par w = 27rv, et OU F est de
classe 0 2 . Pour une telle onde, l'equation des ondes devient

(D.3)

OU k = w / v = 27r/)... est Ie nombre d'ondes ()... est la longueur d'onde).
L'equation (D.3) est l'equation de Helmholtz: c'est une forme de l'equation

des ondes applicable aux ondes harmoniques. Le temps ne figure pas dans
l'equation de Helmholtz.

D.2 La notion de champ analytique

Nous exposons la theorie pour un champ scalaire E. La generalisation a
un champ vectoriel est immediate: il suffit d'appliquer la definition scalaire a
chacune des composantes du champ vectoriel.

Nous ecrivons E(t) la valeur de l'amplitude du champ 1 a l'instant t. Sa
composante spectrale est e(v) : c'est la transformee de Fourier temporelle de
E(t). Le champ E est une grandeur physique « reelle » representee a priori

1 Ce serait EA(r, t) si l'amplitude consideree etait l'amplitude du champ electrique
au point r d'un emetteur spherique A. Nous adoptons une ecriture fonctionnelle,
mais E et e sont a priori des distributions.
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par une fonction a valeurs reelles : E(t) est un nombre reel. Par consequent la
composante spectrale e(v) presente la symetrie hermitienne : elle satisfait

e(-v) = e(v) . (D.4)

La connaissance de e(v) pour les valeurs positives de vest suffisante pour
determiner e(v) pour toute valeur de v, et pour deduire l'amplitude E(t).

Le champ analytique associe a E se definit par sa composante spectrale
e(v), de la fa<;on suivante

e(v)=2e(v), si v;:O: 0,

e(v) = 0, si v < o.
(D.5)

(D.6)

Si Y designe la fonction de Heaviside (Y(v) = 1 si v ;:0: 0, et Y(v) = 0 sinon),
les relations (D.5) et (D.6) se synthetisent en

e(v) = 2Y(v) e(v). (D.7)

L'amplitude du champ analytique E se deduit de epar transformation de Fou­
rier inverse. Si V.P. designe la distribution valeur principale [206,212]' nous
utilisons (voir l'appendice B)

1 1
- <5 - V.P.- ;= Y(v) , (D.S)
2 2i1ft

pour deduire de (D.7)

[
1 ] f+oo E(t')E(t) = E(t) - E(t') *V.P.-.- (t) = E(t) - . ( ) dt', (D.9)

211ft' -00 211f t - t'

ou l'integrale est a prendre en valeur principale au sens de Cauchy. On en
deduit que l'amplitude du champ E(t) est la partie reelle de l'amplitude du
champ analytique

E(t) = ~{E(t)}. (D.10)

Exernple D.2.1. L'amplitude du champ reel associe a une onde monochro­
matique (de frequence vo) s'ecrit E(t) = Eo cos 21fvot (le facteur dimensionnel
Eo etant un nombre reel), et sa composante spectrale est

(D.ll)

La composante spectrale du champ analytique s'obtient en ne conservant que la
partie du spectre qui correspond aux valeurs positives de v et en la doublant :
e(v) = Eo <5vo ' La transformation de Fourier inverse conduit finalement a

E(t) = Eo e2i
7l"vot . (D.12)

o
L'exemple D.2.1 montre que la notation complexe, couramment utilisee pour

representer un champ monochromatique, n'est rien d'autre que l'ecriture de
l'amplitude du champ analytique associe a cette onde. Cependant la notion de
champ analytique reste pertinente pour des ondes polychromatiques et elle est
particulierement utile pour les ondes de spectre etroit.
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D.3 L'equation des ondes harmonique

D.3.1 L'equation des andes pour les champs analytiques

Soit E(M, t) la representation spatio-temporelle d'un champ reel au point
M = (Xl, X2, X3), a l'instant t, et soit E(M, t) Ie champ analytique associe.
Le champ reel est suppose etre solution de l'equation des ondes et il s'agit
de montrer qu'il en est de meme pour Ie champ analytique. La composante
spectrale du champ E est e(M, v), telle que

E(M, t) ;==' e(M, v), (D.13)

ou la transformation de Fourier est temporelle. La relation (D.13) regroupe trois
relations scalaires portant sur les composantes E j et ej des champs vectoriels.
Il est clair que pour i = 1,2,3 et j = 1,2,3,

aEj (M) ae
aXi ,t ~ a~(M,v),

et il en resulte

(D.14)

(D.15)

ce qui signifie que les derivations partielles spatiales commutent avec l'operation
« passer au champ analytique ».

Montrons que cette propriete reste vraie pour la derivation partielle tem­
porelle. Soit e' la composante spectrale de aE/at, c'est-a-dire

~~ (M, t) ;==' e'(M, v).

Les proprietes de la transformation de Fourier conduisent a

e'(M,v) = 2i7l've(M,v).

La composante spectrale du champ analytique associe a aE/at est

i'(M,v) = 2Y(v)· 2i7l've(M, v) = 2i7l've(M,v).

(D.16)

(D.17)

(D.18)

Mais 2i7l've(M, v) n'est autre que la composante spectrale de aE/at. Par conse­
quent

aE aE
at 7it. (D.19)

Si E satisfait l'equation des ondes (dans Ie vide ici), les relations (D.15) et
(D.19) montrent qu'il en est de meme du champ analytique associe, c'est-a-dire

~ 1 a2E
£J.E-2~ =0.

c vt
(D.20)
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D.3.2 L'equation des ondes pour les composantes spectrales

Par transformation de Fourier (temporelle), on deduit de (D.20)

~ 1 fJ2 E ~ 47f2 v 2 ~
i1E(M,t)- c2 8t2 (M,t)=O ;==0 i1e(M,v)+~e(M,v)=O,

(D.21)
ou encore, avec k = 27fv/ C, pour Ie membre de droite

i1e(M, v) + k2 e(M, v) = O. (D.22)

L'equation (D.22) est l'equation des ondes harmonique : elle generalise l'equa­
tion de Helmholtz aux champs analytiques et s'applique aux composantes spec­
trales des champs.

D.3.3 Consequences pratiques

Plut6t qu'avec les champs reels, on travaille avec les champs complexes,
c'est-a-dire avec les champs analytiques. Dans la pratique, on admet cela im­
plicitement et n'introduit pas de notations speciales (on n'ecrit plus les tildes) ;
c'est ce qui est fait dans la deuxieme partie de ce livre. Les champs reels sont
alors les parties reelles des champs analytiques effectivement utilises.

Dans ces conditions, une demarche d'etude de la propagation d'une onde
electromagnetique (a priori polychromatique) consiste a etudier d'abord Ie
cas monochromatique. Les solutions trouvees fournissent l'expression des so­
lutions dans Ie cas polychromatique, a condition d'etre considerees comme les
composantes spectrales des champs. Les representations spatio-temporelles des
champs polychromatiques se deduisent de ces dernieres par une transformation
de Fourier inverse temporelle 2. Tout cela est vrai pour des milieux lineaires.

Remarque D.3.1. La resolution de l'equation de Helmholtz fournit une solu­
tion monochromatique de la forme

E(M, t) = Eo(M) e2i7rvot , (D.23)

ou Eo(M) est l'amplitude complexe. La frequence est implicite.
La methode mentionnee ici conduit a ecrire la composante spectrale d'une

solution monochromatique de l'equation (D.22) sous la forme

e(M, v) = eo(M, vo) <5(v - vo) ,

puis, par transformation de Fourier inverse, on obtient

(D.24)

(D.25)E(M t) = e (M v ) e2i7rvot, 0, 0 .

La comparaison des relations (D.23) et (D.25) montre que, pour une onde mono­
chromatique, l'amplitude complexe se confond, en pratique, avec la composante
spectrale du champ.

2 C'est la methode employee dans ce livre: la partie 1, consacree aux ondes mono­
chromatiques, sert de base a l'etude des chapitres 9 et 10 de la partie 2, consacres
aux ondes polychromatiques. Le lien entre les deux parties s'opere par transforma­
tion de Fourier temporelle.



Appendice E

Grandeurs et unites radiometriques

On parle pluWt de radiometrie que de photometrie, ce dernier terme etant
desormais reserve aux mesures visuelles [40,67]. L'objet de la radiometrie est
la definition et la mesure des « quantites » de lumiere (de rayonnement elec­
tromagnetique), ainsi que l'etude des lois qui les lient [67,163]. Dans ce livre,
les grandeurs considerees sont essentiellement des grandeurs energetiques. Mais
rien n'empeche d'appliquer l'optique de Fourier al'etude de phenomenes visuels
et de recourir pour cela au systeme d'unites visuel.

E.1 Grandeurs et unites radiometriques

Flux. Comme tout rayonnement electromagnetique, une onde lumineuse 1

transporte de l'energie. En general on utilise plut6t comme grandeur carac­
teristique la puissance et, en optique, on appelle flux la puissance transportee.
Un flux (energetique) se mesure en watts (W). C'est un debit d'energie.

Intensite. L'intensite est une densite de flux par angle solide. Soit un pinceau
lumineux conique, issu d'une source ponctuelle S, d'angle solide o[l autour de
la direction SX et transportant Ie flux of (fig. E.1). L'intensite de la source S
dans la direction SX est

of
I(SX) = lim "n.

8D---70 UJ£
(E.1)

L'intensite (energetique) se mesure en watts par steradian (W/sr).

Eclairement et exitance. L'eclairement et l'exitance (on rencontre encore
parfois l'ancien terme « emittance») sont des densites de flux surfaciques. Soit
oS un element de surface autour du point P d'un detecteur, qui re<;oit un flux
of (fig. E.2). L'eclairement du recepteur au point Pest

of
E(P) = lim "S.

83---70 U
(E.2)

1 Au sens strict, est lumineux ce qui est visible par l'eeil humain. II est habituel
d'etendre Ie terme a toute I'optique, au-dela done du seul spectre visible: c'est
dans ce sens qu'on parle de lumiere ultra-violette par exemple. Pour nous, « lu­
mineux » est synonyme d'« optique ». Nous employons I'adjectif « visuel » pour
qualifier les phenomenes per<;us par I'eeil humain.
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FIG. E.!. Donnees pour la defi­
nition de l'intensite d'une source
ponctuelle S dans la direction SX.

FIG. E.2. Donnees pour la definition de
l'eclairement en un point P d'un detecteur.

De fa<;on analogue, soit 5S un element de surface autour du point P d'une
source (la figure E.2 illustre encore cela, a condition d'inverser Ie sens de pro­
pagation de la lumiere). L'exitance de la source au point Pest M(P) definie
par la relation (E.2) - on remplace E(P) par M(P).

L'ec1airement et l'exitance se mesurent en watts par metre carre (W jm2 ).

On montre que d'un point de vue dimensionnel, ces grandeurs sont homogenes
au module du vecteur de Poynting.

Luminance. Soit P un point d'une surface aerienne S traversee par un fais­
ceau lumineux et soit P X une demi-droite issue de P (dans Ie sens de propa­
gation de la lumiere, fig. E.3). Soit 52F Ie flux qui traverse l'element de surface
5S autour de P, dans l'angle solide elementaire Mz, autour la direction PX. Si
Best l'angle de P X avec la normale a S en P, la luminance transportee par Ie
faisceau lumineux au point P dans la direction PX est L(P, PX) telle que

1 PF
L(P, P X) = cos B oJi~ 0 5S M7 .

oD -. 0

(E.3)

La luminance se mesure en watts par metre carre steradian (W j(m2 . sr) ou
W· m- 2 . sr- 1).

La surface S peut etre celle d'un emetteur; ou celle d'un recepteur. On
parle ainsi de la luminance d'une source ou encore de celle d'une image.

FIG. E.3. Donnees pour la definition de la
luminance d'un pinceau lumineux au point
P, dans la direction P X. La surface S est
une surface aerienne, traversee par un fais­
ceau lumineux. La normale a S au point P
est PN.
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Integration de la luminance. L'eclairement au point P d'un recepteur s'ob­
tient par integration de la luminance sur toutes les directions que contient Ie
faisceau lumineux incident et qui convergent en P. Ces directions sont limitees
par l'angle solide D et

E(P) = j~ L(P,PX) cosBoD,

l'integration etant effectuee sur Ie recepteur.
L'exitance en un point P d'une source est encore donnee par la relation

(E.4) a condition d'y remplacer E(P) par M(P) et d'integrer sur la source.
Le meme procede permet de definir l'intensite d'une source etendue, dans

une direction X fixee : on integre la luminance sur la surface emettrice

I(X) = ~ L(P,PX) cosBoS. (E.5)

Lumination. La lumination (ou exposition) est Ie produit de l'eclairement
par Ie temps de pose. C'est la grandeur a prendre en compte en photographie.
La lumination se mesure en J/m2 .

E.2 Unites photometriques

Souvent Ie recepteur d'un systeme optique est l'ceil humain. Ce dernier n'est
sensible - pour les effets visuels - qu'aux ondes dont la frequence est situee dans
la partie visible du spectre electromagnetique. 11 est necessaire, en photometrie
visuelle 2, de tenir compte de l'efficacite d'un rayonnement pour l'ceil, et cela
amene a faire des corrections sur les valeurs des grandeurs photometriques.
Plus precisement, on pondere ces dernieres par une fonction d'efficacite, definie
pour un observateur de reference (c'est la C.I.E., Commission internationale de
l'eclairage, qui emet les normes en la matiere) [138,139].

L'unite de base du systeme d'unites photometriques visuelles est la candela
(cd) : c'est l'unite de l'intensite lumineuse. La candela est desormais rattachee
aux unites energetiques (depuis 1979) : la candela est l'intensite, dans une
direction donnee, d'une source qui emet un rayonnement monochromatique de
frequence 540.1012 Hz et dont l'intensite energetique, dans la meme direction,
est (1/683) W /sr [40].

Le tableau E.1 presente les grandeurs et unites radiometriques et photome­
triques. Precisons la definition du lumen (unite de flux) : 1 1m = 1 cd·sr; celle
du lux (unite d'eclairement) : 1 Ix = 1 lm/m2 ; et indiquons l'existence du nit
comme unite de luminance: 1 nit = 1 cd/m2 .

11 existe une photometrie « photonique » : l'unite de base, qui est l'unite
de flux, est Ie nombre de photons par seconde [67]. Cette photometrie sert
a caracteriser des effets quantiques, comme l'effet photo-electrique, et leurs
applications: tubes photo-multiplicateurs, comptage de photons, etc.

2 Vne telle expression est de plus en plus consideree comme pleonastique.
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TAB. E.!. Grandeurs et unites radiometriques et photometriques

Grandeurs Unites Unites
radiometriques energetiques visuelles

Flux W 1m (lumen)
Intensite W/sr cd (candela)

Eclairement W/m2 Ix (lux)

Exitance W/m2 Im/m2

Luminance W/(m2
• sr) cd/m2

Lumination J/m2 Ix . s (lux seconde)

E.3 Lexique bilingue

La tradition franr;aise consiste a garder les memes noms pour les gran­
deurs, qu'elles soient energetiques ou visuelles (ou photoniques). 8eules les uni­
tes changent 3. La tradition anglo-saxonne, en passant du domaine energetique
au domaine visuel, change a la fois les unites et Ie nom des grandeurs. Le
tableau E.2 donne la traduction des grandeurs radiometriques (et photome­
triques). Precisons qu'il existe d'autres mots pour indiquer ces grandeurs, mais
que leur usage n'est plus recommande (c'est Ie cas de « brillance », ancien nom
de la luminance, dont l'equivalent anglais est brightness).

TAB. E.2. Lexique bilingue de la photometrie-radiometrie

Fran<;ais

Eclairement (energetique)

Eclairement (visuel)
Flux

Flux (visuel)
Intensite

Intensite (visuelle)
Luminance (energetique)

Luminance (visuelle)

Anglais

Irradiance

Illuminance, illumination
Power
Flux
Intensity
Luminous intensity
Radiance
Luminance

Nous ferons grace au lecteur des unites parfois employees dans les pays
anglo-saxons: elles sont hors 8.1.

3 Cela ne signifie que Ie choix d'un systeme d'unites soit libre! 11 est impose par
I'application envisagee et Ie type de mesures qu'on est amene a faire.



Appendice F

Vecteurs aleatoires gaussiens

Le but de cet appendice est d'enoncer et d'illustrer par des exemples Ie
theoreme des moments pour un vecteur aleatoire gaussien complexe circulaire
centre, utilise au chapitre 10 pour decrire la statistique d'ordre 2 de l'intensite
vibratoire instantanee d'une source thermique 1.

Les bases et les resultats essentiels de la theorie des probabilites et des
variables et vecteurs aleatoires sont supposes connus [9,15,34,72,101,120,162,
174,197,198,210].

F.l Variables et vecteurs aleatoires gaussiens

F.l.l Variable aleatoire

Considerons une experience dont la realisation donne un resultat w, alea­
toire, appele resultat elementaire. L'ensemble des resultats elementaires de cette
experience est note fl, et un «evenement »est un sous-ensemble 2 de fl. Vne
mesure de probabilite est une application qui, a tout evenement A, fait corres­
pondre un nombre, sa (mesure de) probabilite, notee P[A]. Cette mesure verifie
les axiomes suivants :

1. Pour tout evenement A, on a : 0 :s: P[A] :s: 1.

2. P[fl] = 1, prO] = 0 (0 designe l'ensemble vide).

3. Pour toute famille d'evenements Ai (i E leN), deux a deux disjoints
(Ai n Aj = 0, des que i oF j), on a : P[Ui Ai] = Li P[Ai ].

On appelle variable aleatoire reelle toute application (mesurable) de fl dans
R Si X est une variable aleatoire, on ecrit

X : wE fl f------+ X(w) E JR. (F.l)

La variable aleatoire X associe a tout resultat elementaire d'une experience
aleatoire une valeur numerique. Par abus de notation, on confond souvent la
variable aleatoire X avec la valeur numerique X(w), et ecrit X pour X(w).

1 La redaction de cet appendice et du suivant a beneficie du concours precieux de
J.-J. Bellanger.

2 Reciproquement, un sous-ensemble A de [J constitue un evenement seulement si A
est un element d'une tribu de [J, definie par l'experience consideree.
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Nous supposons connues les notions de fonction de repartition, de densite de
probabilite, de fonction caracteristique et de moments d'une variable aleatoire,
ainsi que celle d'esperance mathematique, nous bornant ales appliquer a une
variable aleatoire gaussienne.

F .1. 2 Variable aleatoire gaussienne a une dimension

La variable aleatoire X suit une loi de Gauss (ou de Laplace-Gauss 3) de
moyenne m et ecart-type a si sa densite de probabilite Px s'ecrit

1 [ (x-m)2]
p x (x) = M=. exp - 2 .

V 21fa 2a
(F.2)

On designe par E[X k ] Ie moment d'ordre k de la variable aleatoire X, OU E
represente l'esperance mathematique. Si X est une variable aleatoire gaussienne
centree (m = 0), on montre

E[X 2k+l] = 0, (F.3)

E[X 2k
] = (k~k)~ a 2k = (2k - I)!! a 2k

, (FA)
.2

OU (2k-1)!! = (2k-1)·(2k-3)··· 5·3·1 (avecla convention que (2k-1)!! vaut 1 si
k = 0). Les moments d'ordre impair sont nuls. Ceux d'ordre pair s'expriment en
fonction de l'ecart-type seulement. Autrement dit, la loi d'une variable aleatoire
gaussienne centree est entierement caracterisee par son moment d'ordre 2.

Fonction caracteristique. La fonction caracteristique de la variable aleatoire
X est, par definition 4, la transformee de Fourier de la densite de probabilite :
'Px = fix' Nous choisissons la definition suivante de la transformation de Fourier

(F.5)

On a aussi

(F.6)

La fonction caracteristique de la variable aleatoire gaussienne dont la densite
de probabilite est celle de la relation (F.2) s'ecrit

2 · 2 2 2 2'Px (v) = e 17rmV e- 7r a v . (F.7)

3 On parle aussi de loi normale. On designe par N(m,a-) la loi normale de moyenne
met ecart-type a. La loi normale centree normalisee est N(o, 1).

4 La definition que nous donnons n'est pas celle qui est d'usage courant en theorie
des variables aleatoires. Notre choix est guide par les conventions relatives a la
transformation de Fourier adoptees dans ce livre (voir l'appendice B).
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F.1.3 Vecteur aleatoire gaussien. Matrice de covariance

La donnee de N variables aleatoires X j (j = 1, ... , N) constitue un vecteur
aleatoire X de dimension N. Les X j sont les composantes de X. Le vecteur
aleatoire X est, par definition, un vecteur aleatoire gaussien si toute combi­
naison lineaire de ses composantes est une variable aleatoire gaussienne; il en
resulte que les composantes d'un vecteur aleatoire gaussien sont elles-memes
gaussiennes.

Soit un vecteur aleatoire X, de composantes Xj' On note mj la moyenne
de X j et OJ son ecart-type. La covariance de X j et Xk est

(F.8)

On a Cjj = (JJ2

Definition F.1.1 (Matrice de covariance). La matrice de covariance de X
est la matrice Cx de terme general Cjk . Explicitement

Cx = (F.9)

La matrice de covariance est symetrique : Cjk = Ckj pour tous j et k.

Proposition F .1.1. Les variables aleatoires gaussiennes X j sont indepen­
dantes si, et seulement si, leur matrice de covariance est diagonale.

F.1.4 Fonction caracteristique d'un vecteur aIeatoire gaussien

Proposition F .1.2. Soit un vecteur aleatoire gaussien X, de composantes X j

et matrice de covariance Cx. Soient mj la moyenne de X j et (Jj son ecart-type.
Soient m = t (m 1 , ... , m N) et v = t (v1 , ... , V N ). La fonction caractiristique de
X s'ecrit

(F.10)

ou m· v designe le produit scalaire (euclidien) de met v. (L'expression v·Cxv
est une forme quadratique en v dont la matrice est la matrice de covariance.)

F.2 Theoremes des moments pour un vecteur aleatoire
gaussien

F.2.1 Multi-indice. Indice developpe. Multi-paire

Multi-indice. Un N-multi-indice a est un N-uplet a = (a1, , aN) ou les
aj sont des nombres entiers positifs ou nuls. On note lal = a 1 + + aN'
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Si X = t(X l , ... ,XN ) est un vecteur de dimension N (ecrit sous forme
transposee pour des raisons typographiques) et a un N-multi-indice, on ecrit
XC>: = Xl C>:1 ... XNC>:N. En particulier, Ie moment d'ordre a du vecteur aleatoire
X s'ecrit

(F.ll)

(F.13)

(F.14)

Developpement de XC>. Si a est un N-multi-indice et X un vecteur aleatoire
de dimension N, on a

Xc>: =Xl C>:lX2C>:2 ···XNC>:N =Xl",Xl X 2 ···X2 ···XN ···XN . (F.12)
"-v-" "-v-" '-v-"

C>:1 fois C>:2 fois C>:N fois

Soient M = lal et M = {I, 2, ... , M}. Soit la suite d'intervalles h, verifiant
Uk h = [0, M + c] (c que1conque avec 0< c < 1), et definis par

h = [0,a 1 +c]

h = ]a1 ,a1 +a2 +c]

IN = ]a1 + ... +aN - 1,a1 + ... +aN +c].

Definissons l'application a de M dans {I, 2, ... ,N} par

a(m) = k, si mE h (m entier) .

(F.15)

(F.16)

La relation (F.12) s'ecrit

Xc>: = Xa(l) X a(2) ... Xa(N) , (F.17)

et cela justifie :

Definition F.2.1. On appelle a « l'indice developpe » associe au N-multi­
indice a.

Multi-paire d'ordre M. Soit M = {I, 2, ... , 2M}, OU M est un entier posi­
tif. Deux elements ml et m2 de M forment une paire qui s'ecrit {ml' m2} (ici
une paire n'est pas ordonnee).

On appelle multi-paire d'ordre M un ensemble de M paires d'elements de
M, distinctes dans leur ensemble: cela signifie que l'element mk apparait une
fois et une seule dans les M paires. On ecrit une multi-paire d'ordre M sous la
forme {{ml' m2}, {m3' m4},'" ,{m2M-l, m2M}}.

Lemme F.2.1. L'ensemble P des multi-paires d'ordre M a (2M - I)!! ele­
ments. (Autrement dit, il y a (2M - I)!! far;ons de former M paires distinctes
dans leur ensemble avec les 2M elements de l'ensemble M.)

Produit par paires. Soit une suite d'elements Xj, ou j E {I, 2, ... , 2M}.
Si {{ml, m2}, {m3' m4}, ... , {m2M -1, m2M}} est une multi-paire de M, on
appelle produit par paire d'elements X j un produit de la forme

XmlXm2XmaXm4 ... Xm2M_1Xm2!\'1 = II XmkXme .

{k,£}

(F.18)
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F .2.2 Composantes gaussiennes independantes

Proposition F.2.1 (Theoreme des moments: vecteur aIeatoire gaus­
sien centre a composantes independantes). Soit un vecteur aleatoire
gaussien centre X, de composantes X j (j = 1, ... , N) independantes. Soit
(Yj l 'ecart-type de la variable aleatoire X j , et soit (j' = t( (Y1, ... , (Yj). Soit un
N -multi-indice a = (a l , ... , aN)'

i - S'il existe un indice £ pour lequel af est impair, alors E[X"'] = 0.
ii - Dans l'autre cas

j=N

E[X2
"'] = II (2aj - I)!! (Yl"'j . (F.19)

j=l

Exemples.

1. Si 2a = (2,2, ,2), on obtient E[X1
2 X 2

2
... X N

2
] = (Y12 (Y22 ... (YN2

2. Si2a=(4,2,0, ,0),alorsE[X1
4 X}] =3(Y14(Y22 .

3. Si2a=(4,0,0, ,0),alorsE[X1
4

] = 3 (Y14.

F.2.3 Cas general

Les composantes d'un vecteur aleatoire gaussien ne sont pas necessairement
independantes et il est naturel de chercher a voir comment adapter les resultats
precedents dans ce cas.

Soit Y un vecteur aleatoire gaussien, de composantes Yj (j = 1, ... , N) : ce
sont des variables aleatoires gaussiennes (pas necessairement independantes).
La matrice de covariance C y de Y est symetrique (c'est la matrice d'une forme
quadratique), donc diagonalisable [133,140].

Il existe une base dans laquelle C y devient la matrice diagonale C. Les com­
posantes de Y dans cette base sont les variables aleatoires X j (j = 1, ... , N),
dont la matrice de covariance est C; les X j sont des variables aleatoires gaus­
siennes, car combinaisons lineaires des Yj, qui Ie sont. La proposition F.1.1
permet de conclure que les X j sont des variables aleatoires independantes. La
proposition F.2.1 s'applique aux X j . On en deduit Ie resultat suivant.

Proposition F .2.2 (Theoreme des moments: vecteur aIeatoire gaus­
sien centre quelconque). Soit un vecteur aleatoire gaussien centre Y, de
composantes Yj (j = 1, ... N), de matrice de covariance Cy de terme general
Cjk . Soit a un N -multi-indice et a son indice developpe.

- Si lal est impair, alors E[Y"'] = 0.
- Si lal est pair, alors

E[Y"'] = E[Ya(l) ... Ya(2M)] = L II E[Ya(k)Ya(d
P {k,f}

= L II Ca(k)a(f), (F.20)
P {k,f}

au 2M = lal et au la somme sur P signijie la somme sur toutes les
multi-paires de l'ensemble {I, ... ,2M}.
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Exemples.

1. Si ex = (1,1,1,1), nous avons a(m) = m pour m = 1,2,3,4, et a(m) = °
pour 5 ~ m ~ N, si bien que

E[YI Y2Y3Y4 ] = E[Ya (I)Ya (2)Ya (3)Ya (4)]

= E[YIY2]E[Y3Y4] + E[YIY3]E[Y2Y4] + E[YIY4]E[Y2Y3]

= Gl2 G34 + Gl3 G24 + Gl4 G23 . (F.21)

2. Si ex = (2,2" ... ,0), alors a(1) = a(2) = 1, a(3) = a(4) = 2, et a(m) = °
pour 5 ~ m ~ N, si bien que

E[y1
2 y2

2
] = E[Ya (I)Ya (2)Ya (3)Ya (4)]

= E[Ya (I)Ya (2)] E[Ya(3)Ya(4)] + E[Ya (I)Ya (3)] E[Ya(2)Ya(4)]

+E[Ya(I)Ya (4)] E[Ya(2)Ya(3)]

= E[YIYI]E[Y2Y2] + 2E[YIY2] E[YIY2]

= Gll G22 + 2 Gl2
2 . (F.22)

3. Si ex = (4,0,0,0), alors a(m) = 1 pour m = 1,2,3,4, et a(m) = °pour
5 ~ m ~ N; nous obtenons

E[yI
4] = E[YIYIYIYI] = E[Ya (I)Ya (2)Ya (3)Ya (4)]

= Gll Gll + Gll Gll + Gll Gll = 3 CJ? . (F.23)

Remarque F.2.1. La proposition F.2.2 est plus generale que la proposition
F.2.1 et les exemples qui suivent cette derniere sont des cas particuliers de ceux
cites ci-dessus.

F.3 Variables aleatoires gaussiennes a valeurs complexes

F.3.1 Variable aIeatoire complexe

Vne variable aleatoire complexe s'ecrit X = X r + iXi, OU X r et Xi sont
des variables aleatoires reelles. Ces deux dernieres variables aleatoires sont a
priori quelconques : elles peuvent etre independantes ou non, correlees ou non.
Elles forment un vecteur aleatoire de dimension 2, et il est naturel de definir la
fonction caracteristique de la variable aleatoire X comme etant celle du vecteur
aleatoire t(Xr , Xi), c'est-a-dire

(F.24)

La variable aleatoire complexe X est gaussienne (par definition) si X r et Xi
sont elles-memes gaussiennes.
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F.3.2 Vecteur aleatoire gaussien complexe

Les N variables aleatoires gaussiennes complexes X j constituent un vecteur
aleatoire gaussien qui s'ecrit

(F.25)

ou X j = X jr + iXji .

Il est habituel de faire intervenir les vecteurs v et B, de dimension 2N,
definis par

VIr X lr

v=
VNr B== XNr (F.26)
VIi Xli

VNi XNi

La fonction caracteristique du vecteur aleatoire complexe X s'ecrit

(F.27)

(F.28)

(F.29)

(F.30)

(F.31)

F .3.3 Vecteur aIeatoire gaussien complexe circulaire

Soit un vecteur aleatoire gaussien complexe X. Nous definissons les matrices
suivantes (ce sont des matrices carrees de dimension N)

Grr = E[(Xr - E[Xr]) t(Xr - E[Xr])J '

Gri = E[(Xr - E[Xr]) t(Xi - E[Xd)J '

Gir = E[(Xi - E[Xd) t(Xr - E[Xr])J '

Gii = E[(Xi - E[Xd) t(Xi - E[Xd)] .

Par exemple Gri est la matrice de terme general E[(Xjr - mjr)(Xei - mei)].
La matrice de covariance de X, vecteur aleatoire complexe, est la matrice

carree Gx, de dimension N, telle que

Gx = E[(X - E[X]) t(X - E[X])] = Grr - Gii + iGri + iGir . (F.32)

La matrice de covariance du vecteur aleatoire B est de dimension 2N et s'ecrit,
par blocs,

Les matrices Grr et Gii sont symetriques et Gri
symetrique (comme on pouvait s'y attendre).

(F.33)
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Definition F.3.1. Le vecteur aleatoire X est gaussien circulaire si Gx = 0,
c'est-a-dire si Grr = Gii et Gri = -Gir .

Proposition F.3.1 (Theoreme des moments pour un vecteur aleatoire
gaussien complexe circulaire). Soit X un vecteur aleatoire gaussien com­
plexe circulaire de dimension N, de composantes X j . Soit X j la variable alea­
toire complexe conjuguee de X j . Soient a et (3 deux N -multi-indices et soient
a et b leurs indices developpes.

- Si lal -=I- 1(31, alors E[X
Q

XI3] = o.
- Si lal = 1(31 = M, alors

-Q 13 - -
E[X X ] = E[Xa(l)·· .Xa(M)Xb(l)·· .Xb(M)]

= LE[Xa(l)Xb(i'l)]·· .E[Xa(M)Xb(i'M)]' (F.34)
<5

ou la somme est etendue a l'ensemble <5 des M! permutations circulaires
(£l' ... '£M) des indices (l, ... ,M).

Exemples.

1. Si a = (1,1,0, ... ,0) = (3, alors a(l) = a(2) = 1 et b(l) = b(2) = 2, tous
les autres a(m) et b(m) etant nuls. Il en resulte

(F.35)

2. Si a = (1,1,0, ... ,0) et (3 = (0,0,1,1,0, ... ,0), on a alors a(m) = 0, sauf
a(l) = 1 et a(2) = 2; on a b(m) = 0, sauf b(3) = 3 et b(4) = 4. Il en resulte

(F.36)

C'est ce resultat qui est utilise dans la relation (10.202) p. 326.

F.4 Le theoreme central limit

Proposition F .4.1 (Theoreme central limit). Si (Yj) est une suite de va­
riables aleatoires conjointement independantes, de meme loi de probabilite, de
moyenne m, jinie, et ecart-type (J, la suite de variables aleatoires X n dejinies
par

X _~Yj-m
n - L.J r:;;'

(Jyn
j=l

(F.37)

converge en loi, quand n tend vers l'injini, vers une variable aleatoire X qui
suit une loi normale centree normalisee N(O, 1).

La demonstration du theoreme central limit et de ses variantes se trouve
dans la plupart des ouvrages consacres a la theorie des probabilites [15,101,
162,210].



Appendice G

Fonctions aleatoires

L'analyse harmonique des fonctions aleatoires a une importance consi­
derable dans la theorie des signaux aleatoires et Ie theoreme de Wiener­
Khintchine 1 en constitue un element essentiel; sa presentation fait l'objet de
cet appendice.

Dans ce livre, l'amplitude du champ electrique est representee, en toute ge­
neralite, par une distribution temperee. Cela laisse entendre que les proprietes
statistiques du champ (notamment sa coherence) ne pourront etre traduites
dans Ie seul cadre de la theorie des fonctions aleatoires, mais plut6t dans ce­
lui de la theorie des distributions aleatoires. Il n'est pas possible d'aborder,
dans les limites de cet ouvrage, cette theorie, et nous nous bornons a traiter
seulement des fonctions aleatoires. On trouve dans Ie deuxieme tome de l'ou­
vrage de Roubine [208] quelques indications sur les distributions aleatoires ; une
approche abstraite est developpee par Guelfand et Vilenkin [104].

G.1 Fonctions aIeatoires

G.!.1 Definition

Comme pour la transformation de Fourier (appendice B), nous adaptons
Ie texte aux besoins de ce livre et considerons une variable spatio-temporelle
(r, t) ou r est un vecteur bidimensionnel.

Nous designons par n l'ensemble des resultats elementaires w d'une expe­
rience aleatoire dont dependent les phenomenes etudies. Vne fonction aleatoire 2

X est une application de n x JR2 x JR dans <C

X : (w,r,t) f------+ X(w,r,t). (G.1)

La fonction aleatoire X est vue sous deux aspects complementaires :

1. Le resultat elementaire west fixe : l'application partielle de la fonction
aleatoire X a JR2 x JR est une fonction deterministe de la variable (r, t),
notee X w et baptisee realisation de la fonction aleatoire X. La valeur de
cette fonction au point (r, t) est notee Xw(r, t), et Xw(r, t) = X(w, r, t).

1 Nous francisons Ie nom russe [17], connu en anglais sous la forme Khinchin.
2 Dans Ie cas qui nous interesse, on dit aussi champ aleatoire spatio-tempore!.
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2. Le point (r, t) est fixe: l'application partielle de la fonction aleatoire X
a f2 est une variable aleatoire, notee Xr,t, telle que Xr,t(w) = X(w, r, t).
L'etude de Xr,t releve de la theorie des variables aleatoires : loi de proba­
bilite, moments, etc.

En optique, on etudie souvent des fonctions aleatoires ne dependant que du
temps (Ie point r est fixe), ou que de la variable r (1 'instant t etant fixe). Les
premieres sont des fonctions aleatoires temporelles, les deuxiemes des champs
aleatoires [204].

L'expose qui suit est limite aux fonctions aleatoires temporelles, seules utili­
sees au chapitre 10. L'adjectif « temporel » est omis. Les notations precedentes
se simplifient puisque r n'apparait plus: Xt(w) = X(w, t) = Xw(t).

G.1.2 Moments d'une fonction aleatoire temporelle

A chaque instant tj de la suite (tj) (j = 1, ... ,J) la fonction aleatoire X
associe une variable aleatoire X tj , et il est concevable de definir un moment
d'ordre J par

(G.2)

ou xIj designe soit X tj ' soit X tj (complexe conjugue de X tj ), et E l'esperance
mathematique de la quantite entre crochets.

En particulier, Ie moment d'ordre 1 est la moyenne statistique ou encore
l'esperance mathematique de X : c'est la fonction definie par

E[X] : t f------7 E[X](t) = E[Xt].

G.1.3 Stationnarite

(G.3)

Stationnarite stricte. Vne fonction aleatoire est stationnaire au sens strict
(stationnarite forte) si toutes ses proprietes statistiques sont independantes de
l'origine du temps (elles sont invariantes dans toute translation temporelle).
Cela implique l'invariance par translation de tous les moments, quel que soit
leur ordre et quels que soient les instants consideres.

Fonction de covariance. Vne fonction aleatoire a valeurs complexes est dite
de second ordre si E[IXt I2] est finie, quel que soit t. Dans ces conditions, la
fonction de covariance Cx de la fonction aleatoire X se definit, aux instants t
et t - T (t et T sont des variables independantes), par

(G.4)

(G.5)

Pour T fixe, la moyenne temporelle de Cx (consideree comme fonction de
t) est la fonction (Cx)t definie, quand la limite existe, par

1 jT/2
(Cx)t : T f------7 (CX)t(T) = lim - Cx(t,t-T)dt.

T---7+oo T -T/2
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Stationnarite au sens large. La fonction aleatoire complexe X est dite sta­
tionnaire au sens large (stationnarite faible) si c'est une fonction aleatoire du
second ordre telle que :

1. E[X](t) est independant de t. On ecrit E[X] cette moyenne (statistique);

2. Cx(t, t - T) ne depend que de T.

Definition G .1.1. La fonction d'autocorrelation statistique de la fonction

aleatoire stationnaire au sens large X est Tx, definie par

(G.6)

Elle ne depend pas de t.

Pour T fixe, si X est stationnaire au sens large, Cx (t, t - T) ne depend pas
de t : c'est une constante, si bien que

(G.7)

La fonction d'autocorrelation statistique d'une fonction aleatoire stationnaire
au sens large coincide avec la moyenne temporelle de sa covariance.

G.1.4 Moyenne temporelle, ergodicite

Soit X w la realisation de la fonction aleatoire temporelle X obtenue en
fixant w. La moyenne temporelle de la fonction aleatoire X, pour w fixe, est
definie par

1 jT/2
(X)t(w) = (X(w, t))t = lim -T Xw(t) dt.

T---7+oo -T/2
(G.8)

Il existe plusieurs fac;ons de considerer l'integrale et la limite dans la relation
(G.8). En pratique nous les supposons definies en moyenne quadratique, ou
presque surement 3 [9,15,17,101,162].

La fonction d'autocorrelation temporelle de X, pour w fixe, est Tx , definie
par

1 jT/2
TX(W,T) = (X(w,t)X(W,t-T))t = lim -T Xw(t)Xw(t-T)dt.

T---7+oo -T/2

(G.9)

L'application (X)t : wEn f------+ (X)t(w) est une variable aleatoire, et
l'application Tx : (w, T) E n x IR f------+ Tx(w, T) est une fonction aleatoire.

Il arrive que (X)t et Tx soient independantes de w : (X)t est une application
constante et Tx est une fonction certaine de T. Cela conduit a la definition
suivante.

3 Elles peuvent etre toutes les deux de meme nature; mais l'une peut etre definie en
moyenne quadratique et l'autre presque surement.
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Definition G.l.2 (Ergodicite d'une fonction aleatoire). La fonction
aleatoire X est ergodique au sens large si (X)t et rx ne dependent pas du
resultat elementaire w.

Pour une fonction aleatoire ergodique au sens large, il est legitime de parler
de « la » moyenne temporelle et de « la » fonction d'autocorrelation, sans
reference a aucun resultat elementaire w, et d'ecrire simplement (X)t et rX(T)
au lieu de (X)t(w) et rX(W,T).

G.l.5 Fonction aleatoire stationnaire et ergodique

Conformement aux deux points de vue decrits p. 511, il y a deux fac;ons de
concevoir la moyenne d'une fonction aleatoire X, suivant qu'on choisit :

1. La moyenne statistique (ou moyenne d'ensemble) a un instant donne, c'est­
a-dire l'esperance mathematique de la variable aleatoire X t ;

2. La moyenne temporelle d'une realisation X w , au sens du paragraphe G.1.4.

La moyenne statistique est stationnaire si elle ne depend pas du temps;
la moyenne temporelle est ergodique si elle ne depend pas de la realisation.
Que peut-on dire des deux moyennes d'une fonction aleatoire stationnaire et
ergodique? On montre que, si elles existent, ces deux moyennes sont egales
[203]. D'ou la proposition suivante.

Proposition G.l.l. Si X est une fonction aleatoire stationnaire et ergodique

au sens large, alors E[X] = (X)t et, pour tout T : FX(T) = rX(T).

Consequences. Pour une fonction aleatoire stationnaire et ergodique les
moyennes d'ensemble sont egales aux moyennes temporelles. Ce resultat est
d'une grande portee pratique: des moyennes calculees sur une unique realisation
temporelle donnent une estimation des moyennes d'ensemble correspondantes,
plus difficilement accessibles a l'experience. Il est aussi d'une grande portee
theorique : les fonctions d'autocorrelation statistique et temporelle d'une fonc­
tion aleatoire stationnaire et ergodique se confondent ; il est legitime de parler
simplement de fonction d'autocorrelation.

Remarque G.l.l. L'approche suivie ici separe stationnarite et ergodicite
elle est calquee sur celle que propose Refregier [204]. Elle est justifiee par l'exis­
tence de fonctions aleatoires stationnaires et non ergodiques d'une part, et sur
celle de fonctions aleatoires ergodiques et non stationnaires d'autre part, dont
Refregier donne des exemples [204] (voir aussi Ie tome 2 de l'ouvrage de Rou­
bine [207]). Elle n'est pas universelle : l'ergodicite n'est parfois definie que pour
les fonctions aleatoires stationnaires; c'est ce que fait Goodman [98].
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G.2 Densites spectrales. Theoreme de Wiener-Khintchine

G.2.1 Considerations sur l'analyse spectrale des fonctions aleatoires

Si X est une fonction aleatoire stationnaire, ses realisations X w n'ont, en
general, pas de transformee de Fourier au sens des fonctions [203]. En effet,
une fonction qui admet une transformee de Fourier au sens des fonctions tend
vers 0 a l'infini (eventuellement presque partout). Or la stationnarite signifie
que les moyennes statistiques des realisations d'une fonction aleatoire sont les
memes a l'infini qu'en tout point; ces realisations ne tendent pas toutes vers 0
a l'infini, a moins que X ne soit elle-meme nulle!

Cette remarque empeche-t-elle toute consideration spectrale sur X? Heu­
reusement, non. Meme si on ne peut parler de transformee de Fourier, on intro­
duit la densite spectrale de puissance d'une fonction aleatoire, dont on etudie
les proprietes. Le theoreme de Wiener-Kintchine en offre un exemple : il relie
la densite spectrale de puissance d'une fonction aleatoire (de second ordre) a
sa fonction de covariance.

Le probleme evoque se resoud dans l'espace des distributions temperees,
puisque la convergence vers 0 a l'infini n'est pas necessaire pour qu'une fonc­
tion ait une transformee de Fourier au sens des distributions. Le theoreme
de Wiener-Kintchine garde toutefois sa pertinence, car la densite spectrale de
puissance est une grandeur concrete pour Ie physicien : elle represente la fa<;on
dont la puissance d'un signal se repartit spectralement.

En optique, Ie theoreme de Wiener-Kintchine formalise Ie lien qui existe
entre la coherence d'une source (ou du signal sur un recepteur) et son spectre,
propriete fondamentale des sources de lumiere.

G.2.2 Densite spectrale de puissance d'une fonction aleatoire

Soit X une fonction aleatoire et soit X[Tl sa restriction a n x [-T /2, T /2]'
c'est-a-dire la fonction aleatoire definie par

X[Tl(W' t) = X(w, t) rectT(t). (G.lO)

(G.ll)

Nous notons X w la realisation de X, pour w fixe, et X[Tlw, celle de X[Tl ; elles
sont telles que X[Tlw(t) = Xw(t) rectT(t) (X[Tlw est la restriction de X w a
l'intervalle [-T/2, T /2]). ~ous supposons que X[Tlw admet une transformee de

Fourier que nous notons X[Tlw'
Pour w fixe, la puissance moyenne de X sur l'intervalle [-T /2, T /2] est

1 jT/2
(IX[TlI 2 )t(w) = (IX[Tl(w,tW)t = T IXw(tWdt

-T/2

1 j+CXJ
= T -CXJ IX[Tlw(t)1

2
dt,

et la relation de Parseval conduit a
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(G.12)

La quantite

(G.13)

apparait comme la puissance, dans la bande [v, v +dv[, de la realisation X[T]w
de la restriction de X it l'intervalle [-T /2, T /2]. C'est une densite spectrale de
puissance. Pour obtenir la densite spectrale de puissance de la fonction aleatoire
X, il convient de s'affranchir du resultat elementaire w, ce qui est fait au moyen
d'une esperance mathematique, et d'examiner la limite de P[T] quand T tend
vers l'infini.

Pour cela, notons que (IX[T] 1

2 Jt est une variable aleatoire et que la relation
(G.12) fait apparaitre la fonction

(G.14)

comme la realisation, obtenue pour w, d'une fonction aleatoire notee IX[T] 1
2 et

definie par

(G.15)

(G.16)

L'application W f------+ IX[T] (w, v)1 2 est une variable aleatoire notee IX[T] (vW.

Il est commode d'introduire la fonction aleatoire P[T] = IX[T] 1
2 /T, baptisee

periodogramme de X sur l'intervalle [-T /2, T /2]. On utilise aussi la variable
aleatoire P[T] (v), definie par

1 2
P[T](V) = T IX[T](v)1 .

Definition G.2.1 (Densite spectrale de puissance). La densite spectrale
de puissance de la jonction aleatoire X est IX dejinie, quand la limite existe,
par

(G.17)

Ainsi definie, la densite spectrale de puissance est, en toute generalite, une
distribution. Sa definition est independante de la stationnarite de X.

G.2.3 Le theoreme de Wiener-Khintchine pour les fonctions
aleatoires

Theoreme G.2.1 (Wiener-Khintchine). SoitCx lafonction de covariance
d'une fonction aleatoire X (de second ordre) et soit P[T] son periodogramme
sur [-T/2,T/2]. Alors
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1 JT/2
lim -T Cx(t, t - T) dt ~ IX (v),

T-.+oo -T/2

la limite, si elle existe, etant prise au sens des distributions.
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(G.18)

(G.19)

(G.20)

Preuve. Nous utilisons les notions et notations du paragraphe G.2.2. Calculons
d'abord

J

T/2 j.T/2
IX[T]w(VW = Xw(t) e-2i7rvt dt Xw(t') e2i7rvt' dt'

-T/2 -T/2

J

T/2 JT/2
= Xw(t) Xw(t') e-2i7fv(t-t') dt dt'

-T/2 -T/2

J

+oo JT/2
= rectT(t - T) Xw(t) Xw(t - T) e-2i7fVT dt dT.

-00 -T/2

Soit la variable aleatoire X[T](V) definie par X[T](V) : W f------+ X[T]w(V), La
relation (G.19) conduit a

E[IX[T]1 2J(v) = E[IX[T]vI 2J

= J+oo JT/:ectT(t - T) E[Xt X t- T
] e-2i7fVT dt dT

-00 -T/2

= J+oo JT/:ectT(t - T) Cx(t, t - T) e-2i7fVT dtdT.
-00 -T/2

Definissons

1 JT/2
DT(T) = T rectT(t - T) Cx(t, t - T) dt,

-T/2

si bien que la relation (G.20) s'ecrit

La moyenne temporelle de la covariance, definie par

1 JT/2
(CX)t(T) = lim -T Cx(t,t-T)dt,

T-.+oo -T/2

(G.21)

(G.22)

(G.23)

conformement a la relation (G.5), existe par hypothese (eventuellement au sens
des distributions). II en resulte, quel que soit T,

(G.24)

Nous concluons en utilisant la continuite de la transformation de Fourier
dans l'espace des distributions temperees et obtenons
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Le theoreme en resulte.

(G.25)

D

Si la fonction aleatoire X est stationnaire au sens large, Ie membre de gauche

de la relation (G.18) est (Cx)t =Fx . II en resulte Ie corollaire suivant:

Corollaire G.2.1 (Theoreme de Wiener-Khintchine pour une fonc­
tion aleatoire stationnaire). La densite spectrale de puissance d 'une fonc­
tion aleatoire stationnaire au sens large est la transformee de Fourier de sa
fonction d 'autocorrelation statistique.

Enfin, dans Ie cas d'une fonction aleatoire stationnaire et ergodique, on
enonce :

Corollaire G.2.2 (Theoreme de Wiener-Khintchine pour une fonc­
tion aIeatoire stationnaire et ergodique). Si la fonction aleatoire X est
stationnaire et ergodique au sens large, sa densite spectrale de puissance est la
transformee de Fourier de sa fonction d'autocorrelation, ce qui s'ecrit

Tx ;=0 '"Yx. (G.26)

Remarque G.2.1. L'hypothese d'une fonction aleatoire stationnaire et ergo­
dique, que nous faisons au chapitre 10 pour l'amplitude du champ electrique,
n'est pas satisfaite par toute une c1asse de signaux aleatoires, pourtant relative­
ment «simples ». Par exemple une fonction aleatoire « constante» (c'est-a-dire
dont les realisations sont des fonctions constantes) est stationnaire mais pas er­
godique au sens large [204]; il en est de meme pour une fonction aleatoire
sinusoidale a amplitude aleatoire. II s'agit la de signaux limites, au sens OU
une onde monochromatique est un cas limite d'onde physique. II est toutefois
possible d'appliquer l'analyse harmonique a une realisation d'une telle fonc­
tion aleatoire. C'est pourquoi nous avons mentionne des enonces du theoreme
de Wiener-Khintchine plus generaux que celui du corollaire G.2.2 (utilise au
chapitre 10).

G.2.4 Densites spectrales d'interaction

Les resultats precedents se generalisent aux moments conjoints de deux fonc­
tions aleatoires. Nous nous limitons ici a deux fonctions aleatoires temporelles
X et Y et designons par X t et yt les variables aleatoires qu'elles engendrent
respectivement a l'instant t. La covariance mutuelle (ou croisee) de X et Yest

(G.27)

Les fonctions aleatoires Y et Y sont dites stationnairement correlees si
CXy(t, t - T) ne depend pas de t. On definit dans ce cas la fonction d'in­
tercorrelation statistique par



G. Fonctions aleatoires 519

(G.28)

Si X w et Yw sont les realisations respectives de X et Y associees au resultat
elementaire w, la fonction d'intercorrelation temporelle de X et Y, pour w fixe,
est

1 jT/2
Txy(w, T) = (X(w, t) Y(w, t - T))t = lim - Xw(t) Yw(t - T) dt.

T-.+oo T -T/2

(G.29)

La densite spectrale d'interaction des restrictions de X w et Yw it l'intervalle
[-T /2, T /2] est la fonction

1 ~ -:::=~:----

V f-------+ T X[T]w(V) YlT]w(V) , (G.30)

laquelle est la realisation d'une fonction aleatoire, notee P[T]XY et appelee pe­
riodogramme d'interaction (ou croise). Ainsi P[T]XY(V) est une variable alea­
toire, telle que

(G.31)

Definition G.2.2 (Densite spectrale d'interaction). La densite spectrale
d'interaction des jonctions aleatoires de second ordre X et Y est, quand la
limite existe,

(G.32)

Theoreme G.2.2 (Theoreme de Wiener-Khintchine croise). Avec les
notations precedentes, et dans la mesure OU la limite exite, on a

1jT/2
lim -T CXy(t,t-T)dt ;==' I'XY(v),

T-.+oo -T/2
(G.33)

Si de plus les jonctions aleatoires X et Y sont stationnairement correlees
(sens large) et ergodiques pour la covariance croisee, la densite spectrale d'in­
teraction est la transjormee de Fourier de la fonction d'intercorrelation de X
et Y, ce qui s 'ecrit

Txy ;==' I'XY' (G.34)

La demonstration de ce theoreme est une simple adaptation de celle du
theoreme G.2.1.

Remarque G.2.2 (Coherence). En optique de Fourier les fonctions alea­
toires considerees sont centrees. On a l'habitude de parler de coherence plut6t
que de correlation. D'oli les notions de coherence mutuelle (intercorrelation),
de coherence propre (autocorrelation), definies au chapitre 10.
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G.2.5 Densite spectrale d'interaction et composante spectrale

La fonction de covariance mutuelle des fonctions aleatoires X et Y s'exprime
en fonction des variables aleatoires X t et yt qu'elle engendrent, conformement
a la relation (G.27). II serait interessant de chercher a exprimer la densite
spectrale d'interaction en fonction des variables aleatoires engendrees par les
transformees de Fourier de X et Y. Cela est possible dans Ie cadre de la theorie
des distributions aleatoires; Ie probleme est, paradoxalement, plus delicat a
traiter avec les fonctions aleatoires, auxquelles nous limitons les ecritures de cet
appendice. La raison est celle donnee au paragraphe G.2.1 : il n'est pas possible
de parler de transformee de Fourier pour une fonction aleatoire stationnaire.
Voici une fa<;on de lever cette difficulte en restant dans Ie cadre fonctionnel.

Si X est une fonction aleatoire, on ecrit la contribution de la bande spectrale
[v, v + dv[ a l'amplitude X(t) sous la forme

dX(t) = e2i7fvt dx(v) , (G.35)

ou dx(v) represente une amplitude complexe aleatoire. La presence de la fonc­
tion exp[2i1fvt] se comprend en considerant que la contribution d'une bande
spectrale infiniment etroite est une sinusoide.

De fa<;on concrete, dX(t) est la representation temporelle du signal aleatoire
IX) filtre par un filtre basse-bande ideal, de largeur dv a la frequence v. Si ce
filtre est infiniment etroit, il ne laisse passer qu'un signal monochromatique.

Pour deux bandes etroites [VI, VI + dVI[ et [V2' V2 + dV2[ on ecrit

dXI(t) = e2i7fVlt dXI(VI) ,

dX2(t) = e2i7fV2t dX2(V2) .

si bien que 4

(G.36)

(G.37)

(G.38)

Si X est stationnaire, on montre que dXI(VI) et dX2(V2) Ie sont aussi et
qu'elles sont decorrelees, ce qui s'ecrit

(G.39)

On en deduit

(GAO)

La relation (GAO) indique que les contributions de deux bandes spectrales
disjointes sont decorrelees, quel que soit T. En optique, cela signifie que deux
vibrations dont les spectres sont disjoints ne donnent pas lieu a interferences.

4 Dans ce qui precede, les variables t et t - T etaient mises en indice, comme dans la
relation (GA). Nous modifions la notation pour eviter d'alourdir les indices.
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Proprietes des coherences

H.I Inegalite de Cauchy-Schwarz

Proposition H.LL Soit H une forme hermitienne positive sur un espace vec­
toriel complexe et soient deux vecteurs Xl et X2. Alors (inegalite de Cauchy­
Schwarz)

(H.l)

L 'egalite n'a lieu que si Xl et X2 sont colineaires.

La preuve de la proposition H.1.1 se trouve dans de nombreux ouvrages de
mathematiques [65,106,133].

L'inegalite de Cauchy-Schwarz s'applique en particulier aux produits sca­
laires hermitiens, qui sont des formes hermitiennes strictement positives.

Par exemple, si [? est un ouvert de IR, et si f et 9 sont deux fonctions de
L2 ([?), c'est-a-dire deux fonctions de carre sommable sur [?, Ie produit scalaire
(hermitien) de f et 9 est defini par

(t, g) = j~ f9,

et l'inegalite de Cauchy-Schwarz s'ecrit

On remplace [? par IR si f et 9 sont des elements de L2 (IR).

H.2 Proprietes de la coherence mutuelle et de la
coherence propre

(H.2)

(H.3)

Si E(r, t) est l'amplitude du champ au point r et a l'instant t, la cohe­
rence mutuelle aux points rl et r2 d'un emetteur (ou recepteur) spherique est
r(rl,r2;T) = (E(rl,t)E(r2,t-T)}t. (Pour alleger les notations, Ie nom de
l'emetteur n'est pas indique en indice. II est entendu que ce qui suit est valable
sur un emetteur (ou recepteur) arbitraire.)

Au point r, la coherence propre est r(r, r; T) et l'intensite (vibratoire) est
I(r) = r(r, r; 0). L'intensite (vibratoire) mutuelle en rl et r2 est r(rl' r2; 0).
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Proposition H.2.1. La coherence mutuelle et la coherence propre sur un
emetteur (ou un recepteur) satisfont les relations suivantes.

i. T(r,r;O) 2: 0;
=0--------,-

ii. T(r2,r1;T) =T(r1,r2;-T);

iii. IT(r1, r2; T)I :s: [I(rI) I(r2)] 1/2 ;

iv. IT(r,r;T)I:s: T(r,r;O) = I(r).

Preuve. i-Par definition : T(r, r; 0) (E(r, t) E(r, t))t (IE( r, t) 1
2 )t, et

T(r, r; 0) est positif comme moyenne d'une fonction positive.

ii - Cela resulte directement de la definition de T(r1, r2; T).

iii - Pour appliquer l'inegalite de Cauchy-Schwarz aux coherences, les points
r1 et r2 sont fixes, si bien que les amplitudes des champs electriques sont des
fonctions du temps seulement. Soit la fonction h definie en r1 par

et soit de meme en r2 la fonction 12, telle que

12 : t f------+ E(r2' t) .

La coherence mutuelle en r1 et r2 s'ecrit

(H.4)

(H.5)

1 JT/2
T(r1,r2;T)=(h(t)h(t-T))t= lim -T h(t)h(t-T)dt. (H.6)

T-++oo -T/2

L'intervalle f2 = ]- T /2, T /2[ est un ouvert de lR et l'inegalite de Cauchy­
Schwarz conduit a

I

T/2 I [T/2 ] 1/2 [ T/2 ] 1/2

J
h(t) h(t - T) dt :s: J Ih(t)1 2 dt J Ih(t - T)1 2 dt

-T/2 -T/2 -T/2

(H.7)

En divisant les deux membres de la relation (H.7) par T et en passant a la
limite (T infini), on obtient

(H.8)

c'est-a-dire

(H.9)

ou I est l'intensite vibratoire sur l'emetteur.

iv - Il suffit de faire r1 = r2 = r dans la relation (H.8) pour obtenir Ie resultat.
D



(1.1)

(1.2)

Appendice I

Formule de Sellmeier

La formule de Sellmeier [29,40] fournit une approximation de l'indice de
refraction n d'un milieu materiel dans une region de transparence (on neglige
l'absorption). Elle s'ecrit, pour la longueur d'onde A (dans Ie vide),

aA2

n 2 (A) = 1 + '" --,---:J,------""""
L.J A2 - Al '

J

ou les Aj sont les longueurs d'ondes 1 de resonance du milieu (la OU l'absorption
est forte). Les coeficients aj sont des nombres sans dimension.

Si l'on choisit comme variable la frequence pluWt que la longueur d'onde,
la formule de Sellmeier s'ecrit

2
n 2 (v) = 1 + '" ajVj ,

L.J v· 2 _ v2
j J

OU Vj sont les frequences de resonance du milieu (VjAj = c, vitesse de la lu­
miere).

Pour la silice (Si0 2), les valeurs numeriques des aj et Aj sont donnees dans
Ie tableau 1.1 (de fait, l'unite choisie pour la longueur d'onde dans la formule de
Sellmeier n'a pas d'importance, pourvu que ce soit la meme pour A et les Aj). La
formule de Sellmeier donne des valeurs numeriques de l'indice de refraction de
la silice tres proches de celles mesurees, dans un domaine qui inc1ut l'intervalle
[0, 4 11m ; 2, 5 11m] , c'est-a-dire dans Ie domaine visible et Ie proche infra-rouge
pour lesquels sont tracees les courbes de la figure 11.2 p. 340.

TAB. 1.1. Valeurs numeriques des parametres utilises pour Ie calcul de I'indice de
refraction de la silice selon la formule de Sellmeier [4,41].

j

1
2
3

0,6961663
0,4079426
0,8974794

Aj (l-lm)

0,0684043
0,1162414
9,896161

1 Dans Ie vide.
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Commentaires

Afin de guider Ie lecteur, nous nous permettons quelques brefs commentaires sur
des livres et articles cites en references et nous limitons aux textes consacres a la
diffraction, l'optique de Fourier et la coherence, qui sont les themes centraux de notre
ouvrage, et a des applications.

Le livre de Born et Wolf demeure une reference pour l'optique electromagne­
tique [29]. La diffraction y est abordee ala fois sous la forme scalaire et sous la forme
vectorielle. Redige dans les annees 50 (pour la premiere edition), ce livre n'utilise
pas les distributions, malgre un appendice sur la fonction « delta » de Dirac (cer­
tains trouveront cela tres bien) ; c'est neanmoins un livre tres rigoureux sur Ie plan
mathematique, meme si bien sur Ie recours aux distributions simplifierait certaines
demonstrations. Le livre de Kaliteevski [121] decrit de maniere relativement com­
plete l'essentiel de l'optique ondulatoire; Ie chapitre 6 constitue une bonne synthese
des phenomenes de diffraction. La diffraction est presentee de fa<;on elementaire et
intuitive, sans mathematiques, dans Ie livre de Taylor [230].

Pour l'optique de Fourier, la reference reste l'ouvrage de Goodman [97]. Dans les
deuxieme (1996) et troisieme (2005) editions, les bases de la theorie developpee dans
la premiere (1968) sont conservees, mais les applications sont plus nombreuses et plus
recentes. La lecture du livre de Goodman est recommandee, ne serait-ce que pour
pouvoir comparer avec les methodes de notre livre. L'approche classique de l'optique
de Fourier est encore developpee dans Ie livre de Gaskill [92] et celui de Papoulis [175].

Tres synthetique, Ie livre de Marechal et Fran<;on [157] est sans doute plus difficile
a lire que celui de Goodman; il aborde Ie probleme de l'influence des aberrations
sur la qualite des images (en tenant compte de la diffraction). Quant au livre de
Duffieux [71], il presente un interet historique. Nous citons Ie livre de Zverev [253],
remarquable dans ses intuitions et typique en cela de l'Ecole russe, parce qu'il est un
des rares a se placer a la frontiere de l'optique et des hyperfrequences (comme son
titre l'indique; nous avons eu acces a la traduction espagnole).

C'est encore un livre de Goodman qui fait reference pour l'etude de la coherence
en optique [98]. Meme si nous osons en contester quelques points, nous pensons que
la redaction hautement pedagogique de Statistical Optics, ses approfondissements
remarquables, en font un ouvrage de tout premier ordre. Dans ce domaine encore,
l'ouvrage de Mandel et Wolf [153], dont une partie est consacree a l'optique quantique,
est tres complet, peut-etre moins synthetique que Ie livre de Goodman; sa lecture
demande sans doute une certaine maturite. Le livre d'O'Neil [168], moins etoffe, est un
classique qu'il est interessant de lire. La diffraction des ondes partiellement coherentes
est aussi abordee dans certains ouvrages consacres a la diffraction, et deja cites, comme
celui de Marechal et Fran<;on [157] ou celui de Kaliteevski [121].

La theorie de l'optique metaxiale a ete publiee par son auteur (G. Bonnet) sous
forme d'articles [19-24] dont la lecture, pour enrichissante qu'elle soit, est difficile,
tant l'information est concentree. L'etude de notre livre peut constituer une (bonne 7)
preparation a cette lecture. A l'origine du travail de Bonnet sur Ie sujet figure un
article de Froehly, Lacourt et Vienot [90], caracteristique de l'Ecole de Besan<;on.

Comme nous Ie signalons dans l'appendice C, l'usage de la transformation de
Fourier fractionnaire en optique s'est developpe a la suite des travaux de Lohmann,
Mendlovic et Ozaktas [144,161,169]' Khare faisant figure de precurseur [122]. Deux
livres des memes auteurs font la synthese de leurs travaux [146,172]. On y trouve
cependant peu decrite (voire pas du tout [146]) la relation, que nous jugeons fon­
damentale, entre cette transformation et la diffraction. Ce lien a pourtant ete etabli
des 1993 [5,181-183]. De tres nombreuses publications se rapportent bien sur a la
transformation de Fourier fractionnaire telle qu'elle est appliquee a l'optique. Nous
en citons tres peu, nous limitant a celles qui nous ont parfois inspire [49-51], parce
que l'usage qu'on y fait de la transformation de Fourier fractionnaire est tres dif­
ferent du notre. On trouve ces publications citees par exemple dans des ouvrages
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deja evoques [146,172]. Le present livre synthetise nos propres travaux dans Ie do­
maine [78,181-188,191,193,194].

Les applications de I'optique de Fourier sont nombreuses. Celles qui concernent Ie
traitement du signal sont tres bien exposees par VanderLugt [235], un des pionniers
du domaine. Vienot, Smigielski et Royer ont redige un ouvrage sur I'holographie [239]
dont Ie grand interet vient notamment de la presentation d'experiences et de resultats
obtenus, pour la plupart, par les auteurs memes (ou par leurs collaborateurs). Les
livres sur l'holographie plus recents que Ie precedent sont legions; des applications
industrielles sont abordees par exemple par Smigielski [219].

11 n'est pas habituel de faire entrer la theorie des faisceaux gaussiens dans I'optique
de Fourier comme nous Ie faisons au chapitre 7. Pour une approche classique de la
theorie des resonateurs optiques, de type matrice ABeD, nous renvoyons a I'ouvrage
de Siegman, consacre aux lasers [216], ou a celui de Haus [lID]. Voir aussi les ouvrages
de Yariv [248,249].

L'etude de la dispersion dans les fibres optiques est abordee par Agrawal [4], par
Buck [41] ou encore par Yariv et Yeh [249].

Enfin Ie livre de Labeyrie, Lipson et Nisenson [131] constitue une belle illustra­
tion de la fa«on dont I'optique de Fourier, et plus largement I'optique coherente,
s'appliquent a I'optique astronomique moderne.
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- d'entree, 219, 221, 224, 229, 230, 235,

241
- de sortie, 219, 221, 242

Quadrature entre onde directe et onde
diffractee, 49, 105

Radio-astronomie, 34
Radio-electricite, 12, 13, 16, 19
Radiometrie, 499
Rayon
- de courbure, 41, 43

image, 190, 191
- - objet, 190, 191
- - temporel, 353
- transversal, 200, 203, 204, 206, 209
- - reduit, 413
Rayons
- 'Y, 19
- X, 19, 33
Realisation d'une fonction aleatoire, 511
Recepteur
- aerien, 41, 170
- intermediaire, 170, 184, 195
- plan, 59, 163
- reel, 184
- spherique, 41, 55, 69, 162, 184, 286
- virtuel, 50, 165, 184



Reflexion speculaire, 396
Refregier, P., 514
Regime
- de Bragg, 458
- de Raman-Nath, 457
Regie
- 1 (de I'origine du temps), 48
- 2 (de representation d'une source

ponctuelle), 56
- 3 (de representation d'une onde

monochromatique), 476
4 (de representation de la diffraction
de Fraunhofer), 477

- de Vaschy, 472, 473
Relation(s)
- de Kramers-Kronig, 338
- de Lagrange-Helmholtz, 81, 97, 228

de Parseval, 477, 515
- de Parseval-Plancherel, 478-480
Repere de groupe, 335, 338, 351
Reponse percussionnelle, 53, 238, 243,

401
- de coherence, 294, 301, 302

coherente, 223, 231, 234
- d'un detecteur, 114
- incoherente, 231, 245
- spatiale, 60, 221, 254
- spatio-temporelle, 257, 270, 293
- d'un systeme optique, 217
Representation
- frequence totale, 253, 261
- frequentielle, 251
- frequentio-temporelle, 253
- mixte, 253, 288
- spatio-temporelle, 252, 286, 288
- temporelle, 251
Reseau de diffraction, 100
- de dimensions finies, 124
- echelette, 394, 395, 405
- echelon de Michelson, 398, 406
- holographique, 402
- a ouvertures rectangulaires, 122, 157
- a traits infiniment fins, 121
Resolution
- d'un detecteur, 117
- d'une emulsion, 424
- intrinseque d'un reseau de diffraction

396 '
Resolvance, 396
Resonateur
- confocal, 98, 215
- dual,419
- image, 410
- instable, 198, 414

Index 545

- a modes confines, 199
- stable, 198, 199
- symetrique, 98, 203
Restitution, 426, 455
- holographique, 423

Sensitometrie, 432
Silice, 259, 333, 340, 523
Snell, V., 38
Soleil, source primaire, 12
Source

blanche, 263, 275
- ponctuelle, 289
- primaire, 12, 27
- reductible, 289
- secondaire, 12, 13
Speckle, 5, 275
Spectre
- angulaire, 31, 35, 37, 46, 104, 253, 423
- - d'une ouverture rectangulaire, 37
- - spherique, 463
- cannele, 264, 265
- infra-rouge, 19
- quadratique, 234
- ultra-violet, 19
- visible, 19
Sphere
- cardinale, 54, 164
- confocale, 45, 101
- de Fourier, 47, 48, 73, 100, 101, 103,

105, 106, 112, 160, 163, 165, 171, 173
221, 227 '

- - reelle, 50
- - virtuelle, 50
- osculatrice, 43
- de Poincare, 100
- de Rayleigh, 419
Stabilite d'un resonateur
- confocal, 215
- dual, 419
- a miroirs concentriques, 215
- a miroirs plans, 215
Stationnarite
- faible, 513
- forte, 512
- au sens large, 513
- au sens strict, 512
Stigmatisme
- approche, 105, 218, 223
- rigoureux, 217
Strioscopie, 460
Surface
- aerienne, 19
- equiphase, 16, 206

d'onde, 13, 16
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Systeme
- afocal, 79, 89, 90, 209, 215
- centre, 78, 87
-- schema canonique (d'un), 84
- a foyers, 78, 79, 90, 91, 209
- lineaire, 31, 473, 474

Telecommunications optiques, 212, 266
Telephone mobile, 34
Temps de ca1cul d'une transformee de

Fourier, 102
Theoreme
- 1 (Diffraction de Fraunhofer), 48, 376
- 2 (Imagerie coherente), 78, 376, 377
- 3 (Grandissement des rayons), 80
- 4 (Formation des images), 221
- 5 (Transfert du champ spatio-tempo-

rei), 257, 295
- 6 (Transfert de la coherence), 295
- central limit, 510
- d'echantillonnage, 464
- de Parseval, 252, 478
- de Van Cittert-Zernike, 311, 313, 314,

318, 321, 327
- de Wiener-Khintchine, 285, 287, 515,

517-519
Theorie

classique de la formation des images,
246

- corpusculaire de la lumiere, 12
electromagnetique de la lumiere, 14,
71
metaxiale, 41, 55, 219, 273

- ondulatoire de la lumiere, 12
- scalaire de la diffraction, 16, 21, 32,

34, 100, 101, 213, 251
- des signaux et systemes, 1, 21, 393

standard de la formation des images,
219

Train d'onde, 274, 277, 281, 282
- apparent, 274, 282, 283
- physique, 274, 282
Traitement du signal optique, 102, 445
Transfert
- direct, 167, 171, 172, 184, 242
- d'ordre complexe, 164
- d'ordre reel, 164
- reciproque, 167, 171, 172, 185, 242
- virtuel, 170, 173
Transformation
- de Fourier, voir Transformation de

Fourier
- de Fourier-Bessel, 482
- de Fresnel, 1, 52, 54, 188, 494
- de Hankel, 39, 482
Transformation de Fourier, 50, 234, 251

- ajustable, 154
- fractionnaire, 159, 160, 162-164, 167,

183-185, 188, 191, 194-196, 198, 217,
219,490

-- methode (de la), 245
- inverse, 22, 30, 35, 50, 476
- optique, 48, 101-103, 159, 212, 221,

429, 448
- - entre deux plans, 101, 103
- partielle, 476
- spatiale, 429, 476, 484
- standard, 159, 163, 165

temporelle, 253, 476
Translation fractionnaire, 464
Transparence

associee a un dioptre, 87, 88
associee a une lentille mince, 95

- associee a un systeme centre, 89
de courbure, 45, 70, 74, 87, 88, 159

- - et lentille mince, 45, 95
Trous d'Young, 109, 110, 264, 276, 308,

315, 327, 421, 424, 425, 455

Ultra-violet, 19, 33

Valeur principale de Cauchy, 483, 496
Variable
- conjuguee, 21, 475
- reduite, 160, 161, 164, 165, 167, 172,

184-186, 191, 193-195, 243
- separable, 106, 481
Vecteur
- de Fresnel, 16
- d'onde, 24, 29
- de Poynting, 16-18, 500
Vergence, 85
Vibration
- lente, 100, 130
- propre, 133
- rapide, 100, 130
Vienot, J.-C., 5
Vinci, voir Leonard de Vinci
Vitesse
- de groupe, 334
- de la lumiere dans Ie vide, 17, 18, 230
- de phase, 17, 47, 258, 267, 331
- - spatiale, 332
- - temporelle, 332
VLT (Very Large telescope), 327

Waist, voir Col

Young, T., 14

Zernike, F., 4, 461
Zones de Fresnel, 67




